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Ekvivalentni kody

 Dva blokové kédy K a K’ délky n jsou ekvivalentni , jestlize existuje

ermutace [rt, T,, ...., 7T.] Cisel 1, 2, ....., n takova, Ze plati
1 2 n

VU1, Va0, Uy €T V1,09, Uy EK S U, Vg, U, €K

!

* Jinymi slovy:

existuje vzajemne jednoznacné prirazeni mezi kodovymi znackami obou
kddu
odpovidajici si znacky obou kodu se navzajem liSi jen zaménou poradi

prvkd. U vSech odpovidajicich si dvojic je to poradi zaménéno stejné.



Ekvivalentni kody

* Ke kazdému linearnimu kédu existuje ekvivalentni systematicky kod.
 Jak z generujici matice G zkonstruovat generujici matici G’ ekvivalentniho
systematického kodu?
* G ma klinedrné nezavislych radku, n > k, matice ma tedy i k linearné
nezavislych sloupct (vlastnosti matic, viz LA)
e pokud je linearné nezavislych prvnich k sloupct matice G , vytvorime matici
G 'ekvivalentnimi fddkovymi Gpravami matice G ; ziskdme tak jinou bazi
prostoru kddovych znacek generovanych matici G , tedy jinou bazi téhoz

kodu



Ekvivalentni kody

e pokud prvnich k sloupct matice G neni linedrné nezavislych,
provedeme takovou permutaci sloupct matice &, abychom dostali
nezavislé sloupce do prvnich k pozic; pak vytvorfime systematickou
matici G "ekvivalentnimi radkovymi Upravami (sloupcové permutova-
né) matice G ; vtomto pripadé budou mnoziny znacek generované
maticemi G a G’ r0zné, ale bude mezi nimi existovat vzajemné
jednoznacné zobrazeni dané provedenou zaménou sloupct matice

G , kédy tedy budou ekvivalentni



Cyklickeé kody

* Cyklické kédy jsou zvlastnim pripadem linearnich kédu.
= plati pro né vse, co bylo receno pro linearni kédy + néco navic
(cyklicnost)
POZOR ! Zménime indexovani prvku ve znaéce v (dfive 1az n, nyni 0az n-1)

» Skazdou kéddovou znackou v € K je prvkem kdédu K i cyklicky posuv znacky :

popsan cyklicky posuv o jednu pozici doprava; indukce = mnozina kédovych

znacek je uzavrena vudi libovolnému cyklickému posuvu



Cyklickeé kody

* Znacky nebudeme reprezentovat vektory, ale polynomy:
V=[vV; .V Vy 1T = v(X)=vy+v; x+-F+v-xt+tv, x"1

Napfiklad
v =[00111010]" = v(x)=x2+x3+x*+x°

* Posuv znacky o jednu pozici doprava = nasobeni v(x) - x

!

7(x)=v(x) 'x =x3+x*+x°>+x” ~ ©=[00011101]"
cyklicky posuv v o jednu pozici doprava

7(x) =7(x) x =x*+ x>+ x4+ x8 nejvy3si mocnina ,pretekla” mimo rozsah

nasobeni Cinitelem x cyklickému posunu uz neodpovida



Cyklickeé kody

Nasobeni x ,Castecné odpovida” posuvu znacky doprava.

Problém: Kdyz ma znacka v pravém krajnim prvku (odpovida koeficientu u

nejvyssi mocniny x ) nenulovy prvek, dojde k ,,preteceni mimo rozsah”

Je tfreba najit mechanizmus, ktery do operace nasobeni mnohoclent zavede

identitu x"=x"=1

jinak receno: ,,u proménné x musime pocitat s exponenty v rezimu modulo n“
0 _

Zavedeme operaci nasobeni polynom0 u(x) * v(x) svlastnosti x" =x" =1,

bude to ndsobeni polynomu v okruhu polynomid modulo x™ — 1 .



Cyklickeé kody

* Analogie k operacim v prvociselnych télesech:
e Secitani modulo p v prvociselném télese:
a®b =(a+b)mod p (zbytek po déleni souctu Eislem p, = p=0)
* Nasobeni mnohoélent v okruhu polynom modulo x™ —1:
Ma-li platit x™ = 1, musi platit x" — 1 = 0.

u(x) * v(x) = [ulx) - v(x)] mod (x™ — 1)

Vysledkem ndsobeni u(x) * v(x) je tedy zbytek po déleni ,standardniho

soucinu polynom“ ,,modulovym polynomem* x" —1 .



Okruh polynomu modulo x™ —1

Tento okruh je tvoren vsemi polynomy stupné mensiho nez n.

Operace seitani: standardni secitani mnohoclenu.

Operace nasobeni: vysledkem je zbytek po déleni ,,standardniho soucinu

polynomu“ ,modulovym polynomem* x"™ — 1, tedy sidentitou x™ =1

llustraéni pfiklad: Okruh polynom® modulo (x? — 1) nad télesem Z,

(znakeni- Z,/ x* — 1)

Prvky tohoto okruhu jsou 0, 1, x, x+ 1.



Okruhy polynomu modulo x™ —1

llustraéni pfiklad: Okruh polynom® modulo (x* — 1) nad télesem Z,

Prvky tohoto okruhu jsou 0, 1, x, x4+ 1.

Operace nad nimi nadefinujeme takto:

+ 0 1 X Xx+1
0 0 1 X X+1
1 1 0 X+1 X
X X X+ 1 0 1
X+1 Xx+1 X 1 0

* 0 1 X X+1
0 0 0 0 0
1 0 1 X Xx+1
X 0 X 1 Xx+1
X+1 0 X+1 Xx+1 0




Cyklickeé kody - priklad

e llustracni priklad: kéd celkové kontroly parity s délkou n =4 (cyklicnost je
zfejmad, sudost/lichost poctu jednicek se cyklickymi posuvy neméni).
* Mnozina kddovych znacek:
{0000, 1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011, 1111}
* V dalSim provedeme nasleduijici:
e kazdou znacku vyjadrime polynomem
* ukazeme, ze kazdy ,, znackovy polynom® je nasobkem jistého ,specialniho

mnohoélenu” g(x)



Cyklickeé kody - priklad

v v(x) v(x) = u(x) * g(x) u(x)
0000 0 0-(1+x) 000
1100 1+ X 1-(1+x) 100
1010 14+ x° (1+x)-(1+x) 110
1001 14+x° (1 +x+x%) - (1+x) 111
0110 X+ X° X-(1+x) 010
0101 X+ X (x+x%) - (1 +x) 011
0011 x>+ X x> (1 +x) 001
1111 T+X+X +X (1+x2)~(1+x) 101

gx)=1+x




Cyklicke kody - obecné

V kazdém cyklickém kdédu splriujicim podminku 0 < k< n existuje polynom g(x)
(generujici mnohoclen) stupné n—k.

Vsechny mnohocleny reprezentujici kddové znacky jsou nasobky generujiciho
polynomu v okruhu polynomu Z,/x™ — 1

,Znackovych” polynomu.

U binarnich kédu nad télesem Z, je generujici mnohoclen urcen jednoznacné, u
kédu na obecnym Z, ma vlastnosti generujiciho mnohoclenu vice mnohoclenu, ale

li$i se jen nasobnou konstantou. Je-li g(x) gen. mn,, jejimi k- g(x), k 20, k € Z,



Cyklicke kody - obecné

* Vlastnosti generujictho mnohoclenu g(x):

* mnozina znackovych polynomu je tvorena vSemi nasobky generujiciho

mnohoclenu g(x) v okruhu polynoma Z,/ x™ — 1

K={q0)*g(x)| q(x) € Z,/x" — 1}
« polynomy g(x), x-g(x), x*- g(x), ... .. , x%71 - g(x) tvori bazi kddu K
* generujici mnohoclen je nerozloZitelny (viz LA)
e generujici mnohoclen je primitivni, tj.
e g(x) je délitelem polynomu x" — 1 (délijej beze zbytku)

* neexistuje m<n takové, ze g(x) déli beze zbytku x™ —1



Cyklicke kody - obecné

Z vlastnosti generujiciho mnohoclenu g(x) je zfejmé, ze ne kazdy polynom muize
byt generujicim mnohoclenem.

Ovéreni vlastnosti mnohoclenu je algoritmicky zvladnuté, i kdyz vypocetne slozité.
Jsou publikovany tabulky s polynomy, které maji vlastnosti generujicich mnohoclend.
Ukazuje se, ze pozadavky na primitivnost a nerozlozitelnost nejsou neprekrocitelné,
Vv praxi se pouZivaji i polynomy ve tvaru (x + 1) - ndsobek nerozlozitelného polyno-
mu (v jistém smyslu to mUze zabezpecovaci vlastnosti kédu vylepsit).

Generujici mnohoclen specifikovany standardem IEEE 802.3 neni primitivni:

X32 4 x26 4 x23 4 x22 4 316 4 12 4 11 4 10 4 w8 4 w74 S+ xP 4+ x2 4 x4+ 1



Cyklicke kody - obecné

* Generujici matice cyklického kodu

" by [ gx) Jo 91 92  Yn-k 0 0 O 0 1
b, x - g(x) 0 96 61 9. - Gnke 0 - 0 0
G = b, _ x% - g(x) _ 0 0 g0 91 92 In-t 0 - 0
. ; 0 0 e 0 .. .. .. . . 0
b1 Lxk1- g(x). o 0 0 - 0 go 91 92  Gn-k-
reprezentace reprezentace bazovych prvk( vektory
bazovych prvki
polynomy

* Takto konstruované cyklické kody jsou nesystematické (zrejmé z tvaru matice G ).



Cyklicke kody - obecné

* Kddovani informacni Casti
v=¢pu)=uy" bg+u;- by +--+ up_,* by_1, tedy
v(x) =ug  g(x) +up x gl + -+ oy xglx) =
= (uo+up x+-+ Wy X)) g(x) = ulx) - g(x)
* U cyklickych koda pFebird dlohu generujici matice generujici mnohoélen g(x) .

* Informacni ¢asti o k prvcich prifadime informacni mnohoclen u(x) :

u=[uguy ..U U_1]T = ux)=ug+u x4+ -+u -xt+-4u_-xk1



Cyklicke kody - obecné

e Kdédovani informacni casti

v=¢pu)=uy bg+u;- by +--+ ux_,* byr_,, tedy

v(x) =up g() +ux g(x) + 4+ weeq xgl) =
= (up +up x+ -+ Uy X7 g(x) = ulx) - g(x)
* U cyklickych kdd pFebira dlohu generujici matice generujici mnohoélen g(x) .
* Informacdni ¢astio k prvcich pritadime informacni mnohoclen u(x) :
1

u=[uguy .U U7 = ux)=ug+u - x+-+u-xt+-Fu,_; xk

* Informaéni mnohoclen pak zakédujeme: v(x) = u(x)-g(x) .



Cyklickeé kody — pokracovani prikladu

llustracni priklad: kod celkové kontroly parity s délkou n =4
Generujici mnohoélen g(x) =1+ x .

stupen g(x) =n—-k=1, n=4 =k=3
Vytvorime generujici matici G (rozmér k/n, tedy 3/4):
2.3

0,1

X" X XX

1+ x (11007
G=|x(1+x)|=]0110
x?2-(1+x)) L0011/

Nytvorujici rovnice™: vy =uy, vy =uUgt+uy, Vo =uU; + Uy, V3 = Uy



Cyklickeé kody — pokracovani prikladu

Zakédujeme informaéniéast u=[uou,u, | =[101]F
Kdédovani pomoci generujici matice:
Vo =Uy, Vi =UgT U, Vp =U; +Uy, V3 =1Uy

tedy

vo=1, v,=1,v,=1,v3=1 v=[vgvivyvs P =[1111]"
Kodovani pomoci generujiciho mnohoclenu:
u(x) =ug+u; x +uyx2=1+x2
vx)=ux)-gx)=0+x)-A+x)=1+x*+x+x=14+x+x°+x°

v—[v[}vlvzvg]T [1111]T



Cyklicke kody - obecné

Kontrola prijaté znacky — u cyklickych kadu prebira dlohu kontrolni matice kontrolni
mnohoé&len h(x) .
Kontrolni mnohoclen h(x) je jednoznac¢né uréen generujicim mnohoclenem g(x) :
h(x) =(x"—-1): g(x)
Toto déleni vzdy vyjde beze zbytku.
Kazdy znackovy polynom v(x) € K vyhovuje podmince h(x) * v(x) = 0
operator * predstavuje operaci nasobeni polynomt v okruhu Z,/x™ —1
Kod K pak tvori vsechny polynomy spliujici tuto podminku:

K={v(x)| vix)€ Z,/x"—1 A h(x)*v(x) =0}



Cyklicke kody - obecné

* Kontrolni matici H lze sestavit z koeficientd kontrolniho mnohoclenu h(x) :

‘0 0 0 0 - 0 h, - hy hy hy

0 0 0 - 0 h, hy, - h hy O

0 0 - 0 hg hey - hy hy 0 0
H = . . . o

0 h, he, hy, hy, 0 0 0 0

he hyey hy hy 0 0 0 0 0



Cyklickeé kody — pokracovani prikladu

* llustracni priklad: kod celkové kontroly parity s délkou n =4

(1 100]
* Generujici mnoho¢len g(x) =1+ x a generujicimatice G=|0110
001 1.

* Vypocet kontrolniho mnohoclenu:

(X)) =x*+1D):(x+1) = x3+x?4+x+1

(e 3
(= x) h(x) =h3 x3+h2x2+h1x+hu
x3+1
- (x® + x?)
x2+1 h3=1 h1=1
-!x2+xl hzzl hozl
x+1
-(x+1)

0



Cyklickeé kody — pokracovani prikladu

Kontrolni mnohoclen : h(x)=1+x+x%+x°
Kontrolni matice : H=[hyhihyhs] =[1111]
Kontrolni matice a generujici matice obsahuji prvky bazi dvou navzajem
ortogonalnich podprostort = skalarni soucin (libovolného) radku matice H s li-
bovolnym radkem matice G je nulovy, tedy

H-G'=0 0 predstavuje nulovou maticitypu (n —k)/k
Obecny zaveér: v této (nesystematické) podobé nejsou cyklické kody prakticky po-
uzitelné (nekomfortni dekédovani a extrakce informacni ¢asti) = dale se

budeme zabyvat ekvivalentnimi systematickymi cyklickymi kody.



