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Predmluva

Tento materidl se snazi byt v jistém smyslu ucelenym (ale urcité ne vycerpdvajicim) textem
o konecnych automatech a reguldrnich jazycich, psanym sice ,z pozic” teoretické informatiky, ale pro
studenty inZenyrskych, zejména informatickych obor(. Text pokryva dva z péti tématickych okruh,
kterym se vénuje predmét KIV/TI ve druhém rocniku bakalafského studia studijniho programu InZe-
nyrska informatika.

Text neni zaiznamem prednasek, rozsahem i podrobnostmi pfesahuje objem, ktery obvykle
byva k daném tématu odprednasen (a ktery také byva zkousen). Smyslem tohoto materialu je mi-
mo jiné i ukazat pfesah do dalsSich pfedmétl studia a naznacit poutiti teoretickych modeli k feseni
realnych problému.

Pti tvorbé tohoto textu jsem se snazil zejména o nasledujici:

e v teoretickych partiich neustoupit z matematické presnosti, ale prezentované definice
modell a jejich vlastnosti doplnit podrobnym slovnim vysvétlenim (tam, kde jsem to po-
vazoval za vhodné, jsem nékdy pristoupil i k méné pfesnym, nicméné nazorné;jsim formu-
lacim; takové formulace jsou obvykle uvedeny v uvozovkach),

e pro oslabeni faleSného pocitu ,vidyt ta kfivd pismenka k nicemu praktickému nejsou”
(a véFim, ze tedy i ke zvy3eni motivace studentl ke studiu pfedmétu KIV/TI) jsem uved|
nékolik realnych priklad( z aplikacnich oblasti, kde se teoreticky probirané modely uplat-
nuji,

e snazil jsem se ukazat principy a postupy, s jejichz pomoci Ize kone¢né automaty imple-
mentovat, a to jak softwarové, tak i hardwarové; tyto kapitoly (stejné tak jako nékteré
priklady z aplikacnich oblasti) Ize chapat jako jakési ,kratké exkurze” do predmétl
z vyssich roc¢nikl studia; nicméné povazoval jsem za vhodné, aby ti hloubavéjsi nebo Iépe
motivovani studenti méli moznost vidét uz ted, Ze neni slozité abstraktni matematické
modely dovést standardnimi postupy az k programové nebo obvodové realizaci.

U zkousky bude vyZzadovdna znalost v rozsahu pfedndsek, tj. v rozsahu zvetejnénych pred-
naskovych slajd(, tedy ne v rozsahu tohoto rozsifujiciho textu. Jeho prostudovani ovsem mize stu-
dent ziskat SirsSi nadhled nad predndSenou problematikou, a to i v kontextu realnych aplikaci a reali-
zaci. Kromé toho by mély ,vysvétlujici” ¢asti textu napomoci k pochopeni téch teoretickych partii,
které mohou byt pro posluchace pfi dnesni Urovni obecnych matematickych znalosti a intenzité na-
vstév kontaktnich vyukovych akci obtiznéjsi.

Vaclav Vais
zari 2017
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1. Konecéné automaty

1.1. Zakladni principy kone¢nych automatu a jejich uplatnéni

Konecny automat (dale jen KA) budeme chapat jako abstraktni model urcitého specifického
typu vypoctu. Vypocet ovsem neprobiha s Cisly, ale s objekty, které budeme nazyvat sym-
boly. Tento model ma v informatice a vypocetni technice Siroké poutZiti, jako napft.:

e pfi navrhu sekvencnich logickych obvodU (ty jsou zakladnimi stavebnimi prvky témér
veskerého hardware),

e pfi ndvrhu, specifikaci aimplementaci protokolld pro komunikaci v distribuovanych
systémech a pocitacovych sitich,

e v prekladacich programovacich jazyka,

e pfifeSeni jednodussSich uloh z oblasti umélé inteligence,

e pfi modelovani architektury softwarovych komponent,

e v fidicich systémech logického typu.

KA budeme chapat jako virtualni stroj, ktery se v kazdém okamZziku své existence nachazi
v nékterém ze stavl z konecné mnoZiny stavi (tento stav byva zvykem nazyvat soucasny stav
nebo aktudlini stav). V daném okamziku se automat nachdzi pravé v jednom stavu, nemuze
byt v nékolika stavech soucéasné.

Tento virtudlni stroj je obvykle modelem néjakého redlného systému (napf. néjakého elek-
tronického zafizeni, algoritmu pro fizeni komunikace v pocitacové siti, algoritmu pro zpraco-
vani textového retézce). Stav modelovanych redlnych systémi se mlize ménit na zdkladé
vnéjsiho podnétu z okoli (u elektronického zafizeni zménou urovné vstupniho signalu, u ko-
munikace napfiklad pfichodem pozadavku na navazani spojeni se vzdalenym www serve-
rem, u zpracovani textového retézce je podnétem vstup jednoho konkrétniho znaku). Tyto
vnéjsi podnéty prichazeji v diskrétnich ¢asovych okamzicich (tj. nejedna se o spojité se méni-
ci vstupy). Na urovni KA modelu takové podnéty budeme reprezentovat vstupnimi symboly
z konecné mnoziny vstupnich symbolU. Pfichod vnéjsiho podnétu bude v KA modelovan tim,
Ze automat zpracuje konkrétni vstupni symbol.

Dasledkem zpracovani vstupniho symbolu bude to, Ze v automatu dojde na zakladé aktual-
niho stavu a zpracovaného vstupniho symbolu k prfechodu do ndsledujiciho stavu. Uvédom-
me si ale, Ze nasledujici stav mGze byt shodny se stavem soucasnym, takZe v tom pripadé ke
zméné stavu vlastné nedojde, prestoze z hlediska terminologie budeme fikat, Ze automat
provedl prechod. Ke zpracovanym vstupnim symbolim se jiz KA nemUzZe vracet.

Zakladnimi prvky pfi popisu KA tedy budou konecnd mnoZina stavi, konec¢nd mnoZina vstup-
nich symbold, a pfechodovd funkce, kterd bude pro kazdy aktualni stav a kazdy vstupni sym-
bol jednoznacné definovat ndsledujici stav. Je samoziejmé, Ze kazdé redlné zafizeni musi
svoji ¢innost zalit v néjakém jednoznacné definovaném stavu, proto i v KA bude definovan
jeden prvek z mnoziny stavl jako pocdtecni stav.
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Z hlediska rGznych ucell pouziti KA modeld ma vyznam definovat vice variant KA, jeZ se bu-
dou navzdjem lisit zpusobem, kterym budou poskytovat svému okoli vystupni informaci.
Podivame-li se na KA jako na ,¢ernou skfiftku“ (zajima nas tedy pouze to, jak automat komu-
nikuje s okolim, tj. jak z okoli pfijima informaci a jakou informaci do okoli vydava; naopak nas
vibec nezajima ,co se déje uvnitt”), lze rozliSovat tti typy KA:

e rozpoznavaci KA (akceptor)
o klasifikacni KA (klasifikator)
e KA s vystupni funkci (translator)

KA vSech tfi typl zpracovavaji retézce vstupnich symboll (vstupni retézce).

Rozpozndavaci automat o zpracovaném fetézci vyda jednoznacné rozhodnuti typu ano/ne
(toto rozhodnuti miZeme interpretovat jako ,tento retézec akceptuji, je spravny, ma poza-
dovanou vlastnost” nebo ,tento retézec zamitdm, neni spravny, nemd pozadovanou vlast-
nost)“; symbolicky mliZeme toto rozhodnuti znazornit jako Zarovku na vystupu, kterd bud'
sviti, nebo nesuviti).

Klasifikacni automat zpracovany fetézec zaradi do jedné z n tfid. Symbolicky mlzeme toto
rozhodnuti znazornit jako n Zarovek, z nichz v kazdém okamziku sviti pravé jedna. Kazda za-
rovka reprezentuje pravé jednu klasifikacni tfidu, automat tedy jednoznacné urcuje, do které
tridy zpracovany retézec patfi.

D |1zn

Automat s vystupni funkci na zékladé vstupniho fetézce vytvofi vystupni retézec ze symbolli
z mnoZiny vystupnich symbold. To, Ze automat generuje vystupni retézce, je v symbolickém
obrazku znazornéno vystupni Sipkou.

Typické priklady obecné znamych zafizeni, které lze popsat kone€nym automatem, jsou na-
priklad fidici jednotky nejraznéjSich automatli na prodej zbozi (kdvové automaty, automaty
na prodej kusového zbozi, jizdenek MHD, ....), fidici jednotky vytah(, systémy pro fizeni pro-
vozu na kfizovatkach, atd. Uvedené priklady vesmés predstavuji priklady systémi modelova-
nych KA s vystupni funkci.
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Na tomto misté je oviem vhodné upozornit na to, Ze konecny automat je relativné slaby vy-
pocetni model (tj. mnoZina problému, kterou je pomoci ného mozné resit, je omezena) a Ze
existuji i obecnéjsi vypocetni modely, jako napfiklad zdsobnikovy automat nebo Turinglv
stroj (to je nejobecnéjsi vypocetni model viibec) Témi se ale budou zabyvat predméty ve
vyssich rocnicich studia.

1.2. Matematicka definice konecného automatu
Rozpoznavaci konecny automat je usporadana pétice
A: (Q12’51q01 F)r

kde Q je kone¢nd neprazdna mnozina stavu
2’ je kone¢nd neprazdna mnozina vstupnich symbol{ (vstupni abeceda)
g, € Q je pocatecni stav
0:QxX —Q je ptechodova funkce
F < Q je mnozina koncovych (vystupnich) stav(i

MnoZina koncovych stavi F v definici rozpoznavaciho automatu souvisi s rozhodovanim
typu ano/ne (a tedy i s Zarovkou v symbolickém znazornéni automatu). Pokud retézec preve-
de automat do nékterého ze stavl z mnoziny koncovych stavl F, vydava tim automat o fe-
tézci informaci ,ano, retézec akceptuji, je spravny” (,,Zarovka sviti“), v opacném pfipadé ,ne,
fetézec zamitam, neni spravny” (,,Zarovka nesviti“).

Klasifikacni konecny automat je usporadana pétice
A= (Q,Z,5, qoa{Qi});

kde Q je konec¢na neprdzdna mnozina stav(
2’ je kone€nd neprdzdna mnozina vstupnich symbol(
g, € Q je pocatecni stav
0:QxXZ —>Q je pfechodova funkce
{Q.}je rozklad mnoziny stavu

Rozkladem mnoziny stav(l {Q,} v definici klasifikaéniho automatu se rozumi takovy systém
podmnoZzin mnoziny stavl Q, Ze se kazdy stav z Q nachdzi pravé v jednom prvku z{Q,} (prvky
z {Q,} se nazyvaji bloky rozkladu, jsou navzajem disjunktni a jejich sjednocenim je mnozina
stavll Q. Kazdy blok rozkladu odpovida jedné klasifikacni tfidé. Podle toho, do kterého bloku

rozkladu patfi stav, do néhoz automat prejde konkrétnim vstupnim retézcem, je jednoznac-
né rozhodnuto o zafazeni tohoto fetézce do patficné tfidy.
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Automat s vystupni funkci Mealyho typu je usporadana Sestice
A: (Q!Z!Olé‘lquﬂ")

kde Q je konec¢na neprdzdnd mnozina stav(
2’ je kone€nd neprdzdna mnozina vstupnich symbol(
O je konecna neprazdna mnozina vystupnich symbol(
g, € Q je pocatecni stav
0:QxX —>Q je pfechodova funkce
A:QxX — O je vystupni funkce

Automat s vystupni funkci Moorova typu je usporadana Sestice
A=(Q.%,0,6,q,,4)

kde Q je konecnd neprazdna mnozina stav(
2’ je kone¢nd neprdzdna mnozina vstupnich symbol(
O je konecna neprazdna mnozina vystupnich symbol(
g, € Q je pocatecni stav
0:QxX —>Q je pfechodova funkce
A:Q —> O je vystupni funkce

Rozdil mezi automatem Mealyho typu a automatem Moorova typu spocivda vtom, Ze
u Mealyho automatu je vystupni symbol jednoznacné definovan aktualnim stavem
a aktudlnim vstupnim symbolem, zatimco u Moorova typu vystupni symbol zavisi pouze na
aktudlnim stavu. Znamena to, ze u Mealyho automatu vystupni symbol souvisi s prechodem,
zatimco u Moorova automatu vystupni symbol souvisi pouze se stavem, v némz se automat
nachazi.

Dasledkem je, Ze délka vystupniho retézce generovaného Mealyho automatem je stejna,
jako je délka zpracovaného vstupniho retézce (pfi kazdém prechodu je vygenerovan jeden
vystupni symbol). Délka fetézce generovaného Moorovym automatem je o jednicku vétsi
nez délka vstupniho retézce (zpracuje-li MoorlQv automat vstupni retézec o délce jednoho
znaku, bude mit vystupni fetézec dva znaky — prvni znak odpovida pocate¢nimu stavu, druhy
znak stavu, do kterého se automat dostal jedinym prechodem, ktery provedl).

Obecnéjsi poznamky k vySe uvedenym definicim KA:

1. Je zfejmé, Ze rozpoznavaci automat lze chapat jako zvlastni pfipad klasifikacniho au-
tomatu, ktery by mél rozklad {Q,}definovan jako {F,F}

2. Z formalniho matematického pohledu, Ize dokazat, Ze ke kazdému Mealyho automa-
tu lze setrojit MoorQv automat, ktery bude (aZ na prvni znak) generovat stejné retéz-
ce a naopak. Existuji algoritmy pro pfevod automatu jednoho typu na automat dru-
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hého typu. Z aplika¢niho hlediska ovsem nelze fici, Ze jeden model mUiZe mechanicky
nahradit ten druhy.

Mealyho model se pouZiva k popisu (resp. ndvrhu) systéma, jejichz vystupy maiji pulz-
ni charakter. Priklad systému s pulznimi vystupy — fidici jednotka automatické pracky
vysila signdly pulzniho charakteru; napf. po vygenerovani vystupniho signalu ,otevfi
elektromagneticky ventil pro napousténi vody“ systém prejde do stavu ,napousténi
vody“, po pfijeti signdlu od pfislusného hladinového cidla o tom, Ze bylo dosazeno
pozadované hladiny, systém pfejde do nasledujiciho stavu a v souvislosti s timto pre-
chodem vysle pulzni signal ,zavfi elektromagneticky ventil pro napousténi vody”,
apod).

Moorlv automat je naopak vhodnym nastrojem k popisu systémd, jejichz vystupy
maji hladinovy charakter. Pfiklad systému s hladinovymi vystupy — svételna signaliza-
ce na kfiZovatce — svétla na semaforech jsou po urcitou dobu konstantni, zméni se az
pfechodem kfizovatky do nového stavu, vystup systému je tedy jednoznacné urcen
jeho stavem).

3. Je tfeba si uvédomit, Ze stav automatu predstavuje veskerou podstatnou vstupni his-
torii automatu, tj. prostfednictvim stavu si automat ,pamatuje” veskerou informaci
o dosud zpracované ¢asti vstupniho fetézce, kterd je nutna pro reSeni dané ulohy.

Priklad: ma-li rozpozndvaci automat akceptovat vSechny fetézce ze symboll a a b,
které obsahuiji lichy pocet symbol( b, staci mu k tomu dva stavy — jeden predstavuje,
Ze dosud zpracovana ¢ast fetézce obsahuje sudy pocet b, druhy stav predstavuje lichy
pocet b. Pro feseni této konkrétni Glohy neni vice stavl zapotrebi. Ze stavu KA jsme
schopni o vstupnim fetézci fici, zda provérovanou vlastnost ma ¢i nemd, nejsme
ovsem schopni tento fetézec zpétné zrekonstruovat.

Koneény automat nema k dispozici Zddnou jinou pamét, vie potiebné si ,,pamatuje”
prostrednictvim svého stavu.

4. V uvedenych definicich nikde nefiguruje Cas, prestoze se KA (zejména ty s vystupni
funkci) pouzivaji k modelovani, resp. navrhu systéma, u nichz hraje realny ¢as dalezi-
tou roli; vétsSinou jsou takové systémy dokonce synchronizovany hodinovymi signaly.
Jinak re€eno — to, Ze se v redlném elektronickém systému reakce na vstupni zménu
neprojevi na vystupu okamzité, ale sjistym ¢asovym zpozdénim, KA model neni
schopen postihnout, stejné tak neni schopen zohlednit ani ¢asové prodlevy mezi
podnéty, které realny systém ovliviiuji zvnéjsku.

5. Rozpoznavaci automat a klasifikani automat maji uplatnéni zejména pfi Ulohdach
souvisejicich s rozpoznavanim, resp. s klasifikaci podle pfiznak(, coz jsou typické ulo-
hy pti praci s formalnimi jazyky a v umélé inteligenci. Tyto problémy se resi pfevainé
softwarovymi nastroji. Naopak Moorav i Mealyho model nasly uplatnéni nejprve
v oblasti hardware a s nimi souvisejici metody byly detailné rozpracovdny zejména
v souvislosti s navrhem sekvencnich logickych obvodd.

6. Pro nékteré aplikace feSené softwarové ma vyznam i zobecnéni Mealyho automatu
v tom smyslu, Ze pripustime, aby pfi jednom prfechodu bylo vygenerovano i vice vy-
stupnich symbol( neZ jeden (ale také nemusi byt vygenerovan Zzadny symbol). Jinak
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feceno - vystupni funkci Ize definovat i jako 1:QxX — O*, kde symbol O *pred-
stavuje nekonec¢nou mnozinu viech fetézcl, které lze vytvofit z prvk(i konecné mno-
Ziny vystupnich symbolG O, a to véetné prazdného retézce e. V hardwarovych apli-
kacich tento model ovSem uplatnéni nenajde (problém se synchronizaci a ¢asova-
nim).

7. Vsechny vySe uvedené definice KA maji tu vlastnost, Ze k prechodu muze dojit pouze
na zakladé zpracovani vstupniho symbolu a Ze v kazdém aktualnim stavu a pro kazdy
vstupni symbol je ndsledujici stav definovan jednoznaéné. VSechny vySe popsané au-
tomaty Ize proto oznadit privlastkem deterministicky. V kapitole 2.11 uvidime, Ze
existuji (a maji i prakticky vyznam) modely, které pripoustéji i nejednoznacné chova-
ni, tj. napfiklad nemusi byt jednoznacné urcéen nasledujici stav, nebo je dokonce
umoznéno, aby v automatu doslo k samovolnému pfechodu, aniz by byl zpracovan
vstupni symbol. Takovym automatim pozdéji budeme tikat nedeterministické.

1.3. Zpusoby reprezentace kone¢nych automatu

Matematicky popis KA pomoci definice uvedeny v pfedchozim textu je sice jednoznacny
a uplny, nicméné pro praktické pouziti byvaji vyhodnéjsi jiné zplsoby popisu automatu:

e prechodovy graf (stavovy diagram) — grafickd reprezentace, pro vyukové ucely nej-
vhodnéjsi, do urcitého stupné slozitosti obrazku je nazorna, pti velkém poctu stavl
a pfi ktizicich se hranach prestdva byt zrakem zvladnutelnd

e tabulka — tabulkova reprezentace, méné nazornda, nicméné zvladnutelna i pfi vétsich
rozmérech tabulky; vhodné vychodisko pro implementaci

e stavovy strom — kompromis mezi obéma predchozimi zplsoby

Priklad:
Mé&jme rozpoznavaci automat A=(Q,Z%,9,q,, F) zadany takto:
mnoZina stavd Q ={0,,0;,0,,0;,}  mnotina vstupnich symbold = ={0,1}
potateni stav (, mnoZina koncovych stav F ={0,,0,}

prechodova funkce O :

5(%,0) =0, 5(0]0 ’1) =0,

5(q1’0) =0, 5(q1 ’1) =0
5(q270) =0, 5(q2 ’1) =0;
5(%’0) =0, 5(% ’1) =0,
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Reprezentace KA prechodovym grafem:

Stavlim KA odpovidaji vrcholy grafu (kolecka), prechodiim orientované hrany mezi nimi.
Hrany jsou ohodnoceny vstupnimi symboly, které predstavuji podnéty k provedeni pre-
chodu. Pocatecni stav je oznacen vstupni Sipkou, koncové stavy jsou oznaceny vystupnimi
Sipkami.

V (Uplném) stavovém diagramu z kazdého stavu vychazi tolik vystupnich hran, kolik je prvkd
ve vstupni abecedé (pro kazdy vstupni symbol jedna hrana). Nékdy lze pouZit zjednoduse-
ného stavového diagramu, ve kterém nejsou zakresleny vSechny hrany. Chybéjici hrany se
potom interpretuji riznym zplsobem podle toho, jedna-li se o rozpoznavaci automat nebo
automat s vystupni funkci (u klasifikaénich automatd byva zvykem kreslit vSechny precho-
dové hrany).

Reprezentace KA tabulkou:

Stavlim odpovidaji radky tabulky, vstupnim symbolim pak jeji sloupce. Kazdé poli¢ko tabulky
tedy odpovida pravé jedné dvojici <stav, vstupni symbol>, v odpovidajicich pozicich jsou za-
psany nasledujici stavy pislusnych prechodil. Rddek odpovidajici po¢ateénimu stavu je ozna-
¢en vstupni Sipkou, fadky odpovidajici koncovym staviim jsou oznaceny vystupnimi Sipkami.

0|1

90 | 90 | 92
9191 | Q3
92 191 | Q3
93 | 91 | O3

[

Reprezentace tabulkou je ¢asto pouZivana pri softwarové implementaci KA modelll. Poca-
tecni stav je vtom pfipadé pouzit k iniciaci proménné, ktera bude reprezentovat stav auto-
matu, koncové stavy jsou obvykle reprezentovany jednickami v bitovém poli, které ma stejny
pocet prvkd, jako je stavd.
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Reprezentace KA stavovym stromem:

Strom zacdindme vytvaret od pocatecniho stavu. Umistime jej v obrdzku stromu nejvys (strom
budeme vytvaret shora dold). Postupné budeme pridavat pro kazdy vstupni symbol jednu
hranu orientovanou smérem doll (resp. Sikmo doltd) a s ni i jeden vyskyt nasledujiciho stavu.
Rozvoj stromu pokracuje tak dlouho, dokud se v listech stromu neobjevi stavy, jejichZ vyskyty
jsou jiz nékde ve stromu rozvinuty. Pocatecni stav neni tfeba nijak oznacovat, je zfejmy
ztoho, Ze je kofenem stromu. Koncové stavy jsou oznaceny vystupnimi Sipkami u vSech
jejich vyskytu. To proto, aby pfi zjisStovani, zda je konkrétni stav koncovy, ¢i nikoli, nebylo
nutné prochazet cely strom a hledat vSechny vyskyty zkoumaného stavu.

N\
AN
AWAN

Zjednodusena reprezentace KA stavovym diagramem:

U rozpoznavacich automat(l a automatu s vystupni funkci mlze ¢tenar narazit na stavové
diagramy, ve kterych nékteré pfechodové hrany nejsou zakresleny.

Chybi-li v pfechodovém grafu rozpoznavaciho KA v konkrétnim stavu pro konkrétni vstupni
symbol vystupni hrana, interpretujeme to tak, Ze je-li vtomto stavu na vstupu KA tento
vstupni symbol, automat zpracovavany retézec zamitne, a to bez ohledu na to, jaké dalsi
znaky ve vstupnim fetézci nasleduji. Jinak fe¢eno: nezakreslenou hranu si mizZeme predstavit
tak, Ze prevadi automat do (ve zjednodusené reprezentaci nezakresleného) chybového sta-
vu. Tento chybovy stav nepatii do mnoziny koncovych stavi F a pro kazdy vstupni symbol
v ném je smycka, stav je tedy absorpéni (automat tento stav jiz nikdy neopusti).

U automatu s vystupni funkci chybéjici hrany interpretujeme tak, ze automat zpracovanim
vstupniho symbolu zlstane v aktualnim stavu. Jedna-li se navic o automat Mealyho typu,
generuje automat pfi tomto prechodu specidlni neutrdini vystupni symbol (mezeru), ktery je
z pohledu modelované reality bezvyznamny (na vystupu automatu se ,nestane nic“, pouze
se takto formalné vyhovuje definici Mealyho KA v tom smyslu, Ze pfi kazdém prechodu je
generovan vystupni symbol).
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1.4. Chovani kone¢ného automatu

Chceme-li néjakym zplUsobem popisovat chovani konkrétniho automatu, mizeme k tomu
mit dva davody:

e zajima nas, co je vysledkem zpracovani konkrétniho vstupniho fetézce; k tomu lze
pristoupit ze dvou rGznych hledisek a to

o z pohledu vztahu mezi vstupnim retézcem a stavem, do néhozZ byl automat
timto retézcem preveden (relace vstup — stav; tento pohled lze uplatnit
u vSech vyse definovanych typl automatu stejnym zplsobem)

o zpohledu vztahu mezi vstupnim fetézcem a informaci, kterou zpracovdnim
tohoto retézce automat vydava (relace vstup — vystup; bude se samoziejmé
liSit podle typu automatu)

e chceme sledovat vyvoj automatu ,krok za krokem®, tj. jak se méni stav postupnym
zpracovanim vstupniho retézce, pfipadné také jak je u automatt s vystupni funkci po-
stupné generovan vystupni fetézec

Vztah mezi zpracovanym vstupnim fetézcem a stavem, zobecnéna prechodova funkce

Z definice prechodové funkce & (deterministického) KA je zfejmé, Ze tato funkce pro kazdy
stav a kazdy vstupni symbol jednoznacné definuje nasledujici stav. Jednoduchou uUvahou lze
dospét k tomu, Ze tedy prechodova funkce (neptimo) jednoznacné definuje i nasledujici stav
pro kazdy stav a kazdy vstupni fetézec (zpracovava-li automat retézec délky n, provede n
jednoznacénych prechodd, takZze stav, do néhoz je automat preveden zpracovanim n vstup-
nich symbolQ, je uréen také jednoznacné).

Nazorné: zkoumejme, jak automat reprezentovany ndsledujicim vysekem z prfechodového
grafu zareaguje ve stavu q; na vstupni fetézec aba :

Automat zfejmé provede tfi pfechody:

5(Q11a) =0,
5(q21b):q3
6(05,2) =0,
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Oznatime-li symbolem §" funkci, kterou budeme chapat jako rozdifeni pfechodové funkce &
vtom smyslu, Ze bude definovat nasledujici stav nejen pro jednotlivé vstupni symboly, ale
pro fetézce ze symboll vstupni abecedy, miZeme v nasem pripadé psat

o (Q1’ aba) =q,

. * ’ v ra v ra v 7 . v . 7 v .
Funkci 6 budeme nazyvat zobecnénd prechodovd funkce. Z vyse uvedeného je ziejmé, ze je
tato funkce jednoznacné urcena prechodovou funkci 6.

Pfechodova funkce: 0:QxX—>Q
Zobecnéna pfechodova funkce: 0 QxX"—>Q

Defini¢ni obor pfechodové funkce: D(§):QXZ tj. mnoZina vech uspofadanych dvojic
(stav, vstupni symbol)

Defini¢ni obor zobecnéné prechodové funkce:

D(5*)= QxZ"=Qx ({G}U TUz?u )= Qx UZi tj. mnozina vsech usporadanych dvojic
i=0

(stav, vstupni retézec).

V zépisu jsou sice pouzity symboly, které jsou korektné zavedeny az v kapitole 2.2, nicméné
pro pochopeni vyse uvedeného by mélo postacit nasledujici vysvétleni.

e Symbol X?predstavuje mnozinu viech fetézcl délky 2 znaky, X° mnoZinu viech fe-
tézcu délky 3 znaky, ......... > mnozinu viech fetézcd délky i znak.

e Nesmime zapomenout na to, Ze i prazdny fetézec e je vstupnim fetézcem (je to re-
tézec délky 0 znaku) a patfi tedy do mnoZiny 7.

Vztah mezi defini¢nimi obory D(d ) a D(8) mtzeme znazornit takto:

nekonecna spofetna mnoZina

*

D(5)

konec¢na mnoZina

D(96)

Zfejmé plati D(5)c D(5*) a 6'(g,a)=5(q,a) VgeQ,VaeX , lze tedy konsta-
tovat, Ze zobecnénd prechodova funkce 8" je rozsifenim prechodové funkce & na defini¢ni
obor QxX". Né&ktefi autofi pouZivaji pro zobecnénou prechodovou funkci stejny symbol
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jako pro funkci pfechodovou, tedy o, protoze vyznam symbolu Ize bud poznat podle kontextu,
nebo obé funkce rozlisit nelze, v tom pripadé ale maji stejné funkéni hodnoty.

Zobecnéna prechodova funkce §” je definovéna rekurzivné pomoci prechodové funkce § tak-
to:

5"(q,wa)=5(5"(q,w).a) VgeQ,vweX, Vael
5'(a.e)=q vgeQ

Vysvétleni k rekurzivni definici funkce §*: je zfejmé, Ze pfi zpracovani vstupniho fetézce délky
n bude jako posledni prfechod proveden pfechod iniciovany poslednim znakem vstupniho
fetézce. Je proto vhodné vyjadfit si neprazdny vstupni fetézec tak, Ze formdalné osamostat-
nime posledni znak, tedy jako wa. Stav, do néhoz automat prejde poslednim symbolem a,
bude definovdn hodnotou prechodové funkce 6 pro jakysi stav X a vstup a. Do stavu X
se automat dostal z vychoziho stavu g vstupnim fetézcem w, proto jej mGzeme vyjadFit opét

pomoci zobecnéné prechodové funkce jako 5*(q,w). Definici hodnoty zobecnéné precho-
dové funkce pro stav q a vstupni fetézec délky n jsme tedy prevedli na hodnotu téze funk-
ce pro tentyz stav a vstupni retézec délky o 1 kratsi (princip rekurze). Aby byla definice upl-
na, musime jesté dodefinovat hodnoty pro prazdny vstupni retézec jako 5*(q,e)= g (KA je
determinsticky, nemuUzZe zménit svij stav, aniz by zpracoval vstupni pismeno, prazdny retézec
zadny prechod nezpusobi, proto automat zUstane ve stavu q ).

Z toho, Ze je zobecnénd prechodova funkce definovdna vyse uvedenym vztahem jako tranzi-
tivni uzavér, vyplyva jeji dilezita vlastnost:

(6"(a,u)=5"(q,v)= (5" (g, uw) = 5" (0, vw)) vqeQ,vu,v,wes’

Vysvétleni vySe uvedeného tvrzeni: predpoklad implikace fikd, ze automat prejde ze stavu
vstupnim podretézcem U do stejného stavu, jako by presSel z q vstupnim podretézcem V.
Platnost dusledku je intuitivné pochopitelnd, protozZe to, jak bude automat poté v obou pfi-
padech reagovat na ndsledujici podretézec W, zavisi pouze na stavu, v némz je automat,
kdyzZ zac¢ne podretézec W zpracovavat (a ten stav je podle predpokladu po zpracovani U ipo
zpracovani V stejny). NezdleZi na tom, jakymi prechody se automat do tohoto stavu dostal
(stav reprezentuje veskerou vstupni historii automatu).

Je zfejmé, Ze zobecnénd prechodova funkce jednoznacné definuje na mnoziné vsech vstup-
nich Fetézcd X* rozklad o n blocich (kde N oznacuje pocet stavi KA). Kazdy blok rozkladu
odpovida jednomu stavu automatu a patfi do néj pravé ty vstupni retézce, které prevadi au-
tomat z pocatecniho stavu do stavu odpovidajiciho konkrétnimu bloku. Tento rozklad mno-
Ziny vSech vstupnich retézcl jednoznacné indukuje relaci ekvivalence na mnoZiné vsech
vstupnich retézcu. Ve stejné tridé ekvivalence budou ty vstupni retézce, které z pocatecniho
stavu prevedou automat do stejného stavu. Tuto ekvivalenci oznaéime operatorem =. Pro-
toze je relace J" tranzitivnim uzadvérem relaced, je ekvivalence = pravou kongruenci, tj.
plati

(U=v)= (uw = vw) vu,v,wex'
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Navic je ekvivalence = pravou kongruenci konecného indexu (ma konecny pocet tfid, pro-
toZze KA ma konecny pocet stav(l). Relace s témito vlastnostmi maji vyznam v teorii regular-
nich jazykd, jak uvidime pozdéji (viz Nerodova véta v kapitole 2.19).

Vztah mezi vstupnim fetézcem a vystupni informaci (relace vstup — vystup), prekladova
funkce

PFi tomto pfistupu budeme na KA nahliZet jako na néjakou transformaci vstupnich dat (viz
symbolicka zndzornéni v odstavci 1.1). Tuto transformaci oznacime symbolem T.

Rozpozndvaci automat o kazdém vstupnim fetézci vyda rozhodnuti typu ano/ne, mizeme
tedy psat

T:2" >{01}

kde O reprezentuje rozhodnuti ,fetézec zamitdm, neni spravny, nema pozadovanou vlast-
nost”, 1 reprezentuje rozhodnuti , fetézec akceptuji, je spravny, ma pozadovanou vlastnost”.

Klasifikacni automat o kazdém vstupnim retézci vydda rozhodnuti typu 1z n
T:2" >{.2,...,n}

kde i€ N,i<n reprezentuje klasifikacni tfidu, do které je vstupni fetézec automatem zara-
zen.

Automat s vystupni funkci transformuje vstupni fetézce na vystupni fetézce.
T:2" >0

Tuto transformaci realizuje prekladova funkce S, kterd je jednoznaéné uréena vystupni funkci
/ a zobecnénou piechodovou funkci &”. PFekladové funkce S je definovana rekurzivné.

Pfekladova funkce f u Mealyho automatu:
LB:QxZ" >0*, §:QxX">Q , 1:Qxx—>O0

Bla,wa) = A(a,w)A(s* (g, w),a) VqeQ,vwes*,Vaey
ﬁ(q,E):e Vq EQ

Ptekladovd funkce £ u Moorova automatu:

B:QxX" —>0*, §5:Q0xX">Q, 1:Q-0
Bla,wa)= B(q,w)A(s" (g, wa)) VgeQ,vweX",vaecs
pla.e)=4(a) v eQ

Vysvétleni k rekurzivni definici prekladové funkce: podobné jako u definice zobecnéné pre-
chodové funkce 6 vyjadiime neprazdny vstupni retézec jako wa (formalné osamostatnime
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posledni znak). Vystupni fetézec pak bude zfetézenim vystupniho retézce pfrislusejiciho
vstupnimu fetézci w (lze jej vyjadrit také prekladovou funkci ) a posledniho symbolu vy-
stupniho retézce, ktery bude definovadn vystupni funkci A (sekvencni vlastnost). V pripadé
Mealyho automatu je posledni vystupni symbol uréen poslednim vstupnim symbolem a sta-
vem, do néhoZ se automat dostal pfed jeho zpracovanim. V pfipadé Moorova automatu je
posledni vystupni symbol uréen pouze poslednim stavem, tj. stavem, do néhoz automat pre-
Sel zpracovanim celého retézce.

Vlastnosti prekladové funkce f:

1. u Mealyho automatu funkce zachovava délku rfetézcl (tj. vstupni fetézec ma stejnou
délku jako vystupni fetézec), u Moorova automatu transformace zvétsuje délku re-
tézce o 1 (souvisi to tim, jak je definovan vystupni fetézec pro prazdny vstupni reté-
zec),

2. maji-li dva vstupni fetézce shodné pocatky v délce n znakd, jsou shodné i pocatky vy-
stupnich tetézcl v délce n znakl (u Mealyho automatu), resp. v délce n+1 znakl
(u Moorova automatu).

Vyvoj konecného automatu, konfigurace automatu

Chceme-li sledovat vyvoj KA automatu ,krok za krokem*, zajimd nas, jak se méni stav po-
stupnym zpracovanim vstupniho fetézce, pripadné jak je u automatt s vystupni funkci po-
stupné generovan vystupni fetézec.

Uplnou informaci o stavu zpracovani fetézce v daném kroku poskytuje konfigurace automa-
tu. Pod pojmem konfigurace automatu budeme u rozpoznavaciho nebo klasifika¢niho auto-
matu rozumét usporadanou dvojici (stav, dosud nezpracovand cdst vstupniho fetézce),
u automatu s vystupni funkci pak usporadanou trojici (stav, dosud nezpracovand c¢dst vstup-
niho retézce, dosud vygenerovand cdst vystupniho retézce).

Vyvoj KA pfi zpracovani konkrétniho vstupniho fetézce Ize potom vyjadfit jako posloupnost
konfiguraci automatu.

Rela¢nim operatorem — budeme oznacovat pfechod mezi konfiguracemi automatu.

Plati
(0, aw) > (0, W) < 5(q,a) =0, v0,,0, €Q,Vac L, vwex'

Vysvétleni: Je-li KA ve stavu (, a na vstupu je znak a, pfejde automat do stavu, ktery je pre-

chodovou funkci definovan jako 5(q1,a). Pismeno a je timto zpracovano a dosud nezpraco-
vanou c¢asti vstupniho retézce z(stdva retézec, ktery zpracované a nasleduje, tedy w.
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Priklad:
Méjme rozpoznavaci automat A=(Q,%,9,q,, F) zadany tabulkou:

0|1

90| 93 | 92
9191 | Q3
92192 | Q3
93 | 91 | 92

T

Zpracovani vstupniho retézce 010010 timto automatem muZeme vyjadfit jako posloupnost
konfiguraci takto:

(6010010) - (g, 10010) - (61,,0010) i-> (,,010) i-> (0,,10) - (0,,0) > (6. €)

Protoze (, € F (q, patfi do mnoziny koncovych stavl), je zpracovany vstupni fetézec auto-
matem akceptovan.

1.5. Priklady z aplikacnich oblasti

1.5.1. Komunikacni protokol TCP jako konec¢ny automat

Cilem této kapitoly neni detailni popis protokolu TCP, ale objasnéni principu popisu komuni-
kacnich protokoll stavovymi diagramy.

Protokol TCP zajistuje v pocitacovych sitich s architekturou TCP/IP spojovanou transportni
sluzbu. Protokol zabezpecuje vytvoreni a provoz (a pfi ukoncovani relace i zruseni) obou-
smérného virtudiniho prenosového kandlu, do kterého vysilajici aplikace postupné vklada
datové pakety, a prijimajici aplikace je zase z kanalu odebira. Spojovana sluzba zajistuje, ze
prenasené datové pakety jsou doruceny ve spravném poradi (na rozdil od sluzeb nespojova-
nych, kde mohou datové pakety mezi vysilatem a pfijimacem putovat riznymi cestami, takze
neni zaruceno, Ze dojdou ve spravném poradi). Spojovanou sluzbu TCP vyuZivaji takové apli-
kace, jako napt. www, elektronickd posta, prenos soubor.

Prenosovou jednotkou v TCP je paket. Kromé datové ¢asti mGze mit paket nastaveno i néko-
lik priznak( v zahlavi paketu, které se vyuzivaji k fizeni spojeni (datova cast paketu muze
i chybét, takovy paket pak slouzi pouze k Fizeni spojeni). Ridicimi pfiznaky jsou napf.:

SYN - pfiznak, ktery se pouziva pfi navazovani TCP spojeni pro synchronizaci Cisel sekvence
(Cisla sekvence = mechanizmus ,Cislovani dat” umoznujici potvrzovani spravnosti prijatych
datovych paket()
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FIN - pfiznak, ktery se pouziva pfi ukoncovani TCP spojeni
ACK - pfiznak, jehoZ nastaveni fika, Ze paket obsahuje platné potvrzeni sekvence

Nasledujici stavovy diagram predstavuje ¢ast zavazné definice protokolu TCP v RFC 793, kte-
ra popisuje, jakym zptisobem probiha navazovani a ukoncovani spojeni:

|

CLOSED

Active npenf/SYN

Passive open Close
(ose

LISTEN

SYN/SYN + ACK Send(SYN

. SYN/SYN + ACK ]
SYN_RCVD = SYN_SENT
ACK ™~ A~ 8YN + ACK/ACK
Close[FIN ESTABLISHED
Y Close/FIN ~__ FIN/ACK
FIN_WAIT_1 CLOSE_WAIT
FIN/ACK
ACK Close/FIN
|
FIN_WAIT_2 CLOSING LAST_ACK
! ACK  Timeour after rwo ¥ ACK
FIN/ACK segment lifetimes
= TIME_WAIT CLOSED

Obdélnicky predstavuji stavy spojeni z pohledu konkrétniho ucastnika spojeni (tj. serveru
nebo pfistupujiciho klienta). Textové retézce, které ohodnocuji hrany, budeme interpretovat
takto:

e pokud se v fetézci vyskytne znak / , znamena to, Ze nalevo od néj je udalost, kterd
prechod vyvola a napravo od lomitka je informace reprezentujici vystupni akci
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pokud se v fetézci nevyskytne znak / , reprezentuje tato hrana prechod, jenz je inici-
ovan vstupni udalosti popsanou fetézcem a negeneruje Zzadnou vystupni akci

je-li vstupni udalost psana kurzivou, predstavuje udalost, kterou vyvolala nadfizena
vrstva protokolu (zjednodusime-li, tedy aplikace na ,,mé stanici“). Jsou uvazovany ty-
to udalosti:

o Passive open — pasivni otevieni spojeni serverem, tedy otevieni portu se
standardnim cislem portu; server je pripraven navazat spojeni s jakymkoli kli-
entem, ktery o to na daném portu pozada

o Active open - aktivni otevieni spojeni klientem, tedy za¢atek navazovani spo-
jeni klienta s konkrétnim serverem;

o Send - (v architektute klient — server nepouZivané) — preklopeni pasivniho
otevieni na aktivni, tj. stanice prestdva pasivné cekat na navdazani spojeni
a sama je aktivné navazuje,

o Close - pozadavek na ukonceni spojeni iniciovany aplika¢ni vrstvou

je-li vstupni udalost psana standardnim pismem, predstavuje konkrétni pfiznakovy
bit z paketu prijatého od partnerské TCP vrstvy (tedy od ,,stanice” s niz ,ma stanice”
komunikuje),

texty za lomitkem predstavuji fidici pfiznaky, které budou nastaveny v odesilaném
paketu; je-li v fetézci znak + , znamena to, Ze bude v odesilaném paketu nastaveno
vice fidicich pfiznakd.

Pojem ,,ma stanice” ve vySe uvedeném textu predstavuje toho partnera spojeni, z jehoz po-
hledu stav spojeni sledujeme. Uvédomme si, Ze jedno TCP spojeni je reprezentovano dvéma
stavovymi diagramy, jednim na ,, mé stanici”, jednim na stanici, s niz ,,ma stanice” komuniku-
je. Ve fazi, kdy je spojeni navdzano, jsou obé strany spojeni ve stejném stavu ESTABLISHED,
faze navazovani a ruseni spojeni ale nejsou symetrické, stavy obou stran se v pribéhu téchto
fazi lisi.

Cilem této kapitoly neni detailni popis protokolu TCP, detailnéji si tedy popiSeme pouze né-
které stavy a nékteré prechody.

stav CLOSED reprezentuje stav, kdy spojeni neni navazano, tedy vlastné jesté neexis-
tuje (nenechme se zmdast dvéma vyskyty téhoz stavu v obrazku, oba reprezentuji to-
téz)

stav LISTEN je stav spojeni na strané serveru, ve kterém server ¢eka na pfichozi spo-
jeni (na strané serveru je otevien port)

stav SYN-SENT je stav spojeni na strané klienta, ve kterém probiha navazovani nové-
ho spojeni (klient odeslal SYN paket, predpokladd, Zze server ¢eka na prichozi spojeni
ve stavu LISTEN a Ze spojeni potvrdi paketem s priznaky SYN a ACK)

stav SYN-RCVD je stav spojeni na strané serveru, ktery reprezentuje navazovani no-
vého spojeni klientem (server ptijal SYN paket, odpovédél zaslanim SYN a ACK paketu
a oCekava potvrzeni paketem ACK)

stav ESTABLISHED je stav, ve kterém je spojeni jiZz vytvofeno a probihaji v ném datové
pfenosy

Nyni mGzZeme ze stavového diagramu odvodit, jak bude vypadat komunikace na tdrovni TCP
paketl pri navazovani spojeni mezi klientem a serverem. Predpokladame pfitom, Ze je na
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serveru otevren pfislusny port, stavovy diagram spojeni z pohledu serveru je tedy ve stavu
LISTEN, spojeni na strané klienta neexistuje, z pohledu stavového diagramu je tedy ve stavu
CLOSED.

1. Na zdkladé podnétu z aplikaéni vrstvy klientské stanice zacina klient na drovni TCP
navazovat spojeni odeslanim paketu s fidicim pfiznakem SYN. Zména stavu ve stavo-
vém diagramu:

o na strané klienta — vstupni udalost Active open iniciovala prechod ze stavu
CLOSED do stavu SYN-SENT,; pfi tomto pfechodu je odeslan fidici paket SYN

2. TCP vrstva serveru pfijme od protistrany fidici paket SYN a odpovi paketem
s nastavenymi pfiznaky SYN a ACK (nastaveni sekvencniho ¢isla kvali potvrzovani).
Zména stavu ve stavovém diagramu:

o0 na strané serveru — vstupni udalost ACK iniciovala prechod ze stavu LISTEN do
stavu SYN-RCVD; pti tomto prechodu je odeslan fidici paket SYN + ACK

3. TCP vrstva klienta prijme fidici paket SYN + ACK a odpovi paketem s nastavenym pfi-
znakem ACK. Zména stavu ve stavovém diagramu:

o na strané klienta — vstupni udalost SYN + ACK iniciovala prechod ze stavu SYN-
SENT do stavu ESTABLISHED; pti tomto pfechodu je odeslan fidici paket ACK

4. TCP vrstva serveru prijme tidici paket ACK. Potvrdi jej také paketem ACK a prejde do

stavu ESTABLISHED
o na strané serveru — vstupni udalost ACK iniciovala pfechod ze stavu SYN-RCVD
do stavu ESTABLISHED pti tomto prechodu je odesldn fidici paket SYN + ACK

Casovy priibéh této komunikace ilustruje nasledujici obrazek:

Server
Klient

& LISTEN

SYN_SENT

v

SYN_RCVD

ESTABLISHED
E V

m | EstasuskeD
v v
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Po této komunikaci, obvykle oznacované jako three-way handshake, nasleduje faze pfenosu
dat.

Vysvétlovanim mechanizmu ukoncovéni spojeni se zabyvat nebudeme. Ctenafe, kterym
k pochopeni nestaci stavovy diagram protokolu, odkdaZzeme na ucebni materialy k pfedmé-
tlim z oblasti pocitacovych siti.

1.5.2. Logické fizeni

Automatické rizeni budeme pro Ucely této kapitoly chapat obecné jako cilené plsobeni néja-
kého fidiciho systému na Fizeny objekt tak, aby bylo dosazeno uréeného cile.

Ridici systémy zpracovavaji vstupni informace o stavu Fizeného objektu, které poskytuji sni-
mace (Cidla). Logické Fizeni je specificky typ automatického fizeni, u néhoz vstupy od snima-
¢ nabyvaji pouze konecného poctu hodnot (obvykle jsou dvouhodnotové, napt. signal od
hladinového ¢idla ,hladina tekutiny v nadrii je pod, resp. nad sledovanou Grovni“). Ridici
systém pak generuje vystupy, tj. fidici signaly (u logického fizeni opét obvykle dvouhodnoto-
vé), kterymi ovliviiuje akéni ¢leny, jez provadéji zdsah do fizeného objektu (napf. zapnu-
ti/vypnuti pohonu, otevreni/zavreni ventilu apod). Hodnota fidicich signal(i obvykle nezavisi
pouze na okamzitych hodnotach vstup(, ale i na predchozich hodnotdch vstupd, Cili na stavu
procesu.

Jako pfriklad uvedeme model logického fizeni michaci nadrZze, inspirovany ulohou
z http://uprt.vscht.cz/ucebnice/mrt/F5/F5k52-prir.htm (Kadlec, Kminek). Technologické
schéma je znazornéno na obrazku. Nadrz se bude cyklicky napoustét a vypoustét, takze hla-
dina tekuté smési uvniti se bude ménit. Do procesu muze zasahovat operator, jenz ma kro-
mé spusténi a ukondeni procesu moznost jeho pozastaveni, spocivajici vtom, Ze se uzavie
pritok i odtok, ale bude dal probihat michani. Po obnoveni pozastaveného procesu se bude
pokracCovat v té fazi, v niz byl proces prerusen (tj. bud napousténim nebo vypousténim). Lo-
gické tizeni ma navic zajistit, aby michadlo nebézelo, kdyzZ je nadrz prazdna (tj. hladina je pod
spodni sledovanou urovni). KdyZ operator proces ukonci, musi dojit k vyprazdnéni nadrze za
pokracujiciho michani.

PIné ¢ary v nasledujicim schématu predstavuji pritok a odtok tekuté smési, preruSované cary
predstavuji informaéni a Fidici signaly. Cidly jsou snimace hladiny H a L, akénimi ¢leny elek-
tromagnetické ventily | a O a motor michadla M.
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1 Ridici systém [

£ —;—;—@—ﬂ . Operator T

o
.l

Snimace hladiny H a L budou v modelu reprezentovat vstupni symboly H1, L1, HO, LO, které
predstavuji signaly ,hladina stoupla nad sledovanou uroven”, resp. ,hladina klesla pod sle-
dovanou Uroven“:

H1 ... hladina stoupla nad horni sledovanou Uroven
HO ... hladina klesla pod horni sledovanou Uroven

L1 ........... hladina stoupla nad spodni sledovanou uroven
L0 ... hladina klesla pod spodni sledovanou uroven

Ridici signdly ovladajici akéni €leny, tj. pohon michadla, napoustéci ventil a vypoustéci ventil,
chdpeme jako signdly s pulznim charakterem. V nasem modelu budou reprezentovany vy-
stupnimi symboly 11, 10, 01, 00, M1, MO s témito vyznamy:

11 ........... otevfi napoustéci ventil
[ I uzavfi napoustéci ventil
o1 ... otevti vypoustéci ventil
o0 ... uzavfi vypoustéci ventil
M1 ... spust pohon michadla
MO ... vypni pohon michadla

Zasahy operdtora budou v modelu reprezentovat vstupni symboly START, STOP a PAUSE
s témito vyznamy:

START...... spust proces
STOP....... ukonci proces
PAUSE..... pozastav proces, resp. obnov pozastaveny proces

Ridici systém michaci nadrie Ize popsat stavovym diagramem na nasledujici strané. Jednot-
livé stavy modelu Ize charakterizovat takto:

STAVO. ...... SYSTEM NENI V CINNOSTI
STAV 1 ... NAPOUSTENI BEZ MICHANI, CEKANi NA POTREBNOU MINIMALNI
HLADINU
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STAV 2 ... NAPOUSTENI S MiCHANIM

STAV 3 ...... VYPOUSTEN(

STAV 4 ...... PROCES POZASTAVEN PRI NAPOUSTENI

STAVS ...... PROCES POZASTAVEN PRI VYPOUSTENI

STAVG ...... KONECNE VYPOUSTEN{ PRED UKONCENIM PROCESU

START/11+00

L0/11+00

w

H1/10+01

»!
L

PAUSE/10

PAUSE/I1
PAUSE/O1 —~
PAUSE/O0

Textové retézce, které ohodnocuji hrany diagramu, budeme interpretovat takto:

e nalevo od znaku / je symbol reprezentujici signal od cidla (resp. operatora), ktery pfi-
slusny prechod vyvol3,

o texty za lomitkem predstavuji vystup fidiciho systému, tedy signaly, které budou bu-
dit akéni cleny; je-li v fetézci znak +, znamena to, Ze bude buzeno vice akénich ¢len(
soucasné,

Vyskytne-li se v nékterém stavu vstup, pro ktery v prechodovém grafu neexistuje hrana,
znamena to, Ze jej fidici systém ignoruje (zUstava v daném stavu, negeneruje zadny vystupni
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signal). To, Ze pti prechodu ze stavu 3 do stavu 6 vstupem STOP nejsou za lomitkem uvedeny
zadné vystupni symboly, znamend, Ze neni tfeba budit Zadny akéni ¢len (ve stavu 3 —
VYPOUSTENI je vstupni ventil uzav¥en, vystupni ventil otevien a pohon michadla bé?i, co? je
pfesné to, co potfebujeme pro konecné vypousténi pfi ukoncovani procesu).

K realizaci fidiciho systému michaci nadrze by postacil nepfilis slozity jednoucelovy sekvencni
logicky obvod navrieny zpUsobem nastinénym v kapitole 1.7. Ve vétsSiné praktickych pru-
myslovych aplikaci se ale uplatfuji univerzalni logické fidici systémy, jejichz funkce je mozné
programovat podle potieby (programovatelné logické automaty PLC). Pro programovani
automatl se pouzivaji bud jednoucelové programovaci aparaty nebo bézné osobni pocitace
se speciadlnim programovym vybavenim.

1.5.3. Vstupni konverze éiselnych konstant

Pod pojmem vstupni konverze budeme rozumét postup, kterym z textového fetézce, jenz
predstavuje zapis Ciselné konstanty, vytvofime jeji reprezentaci ve vnitfnim formatu pocita-
¢e, tj. v pevné radové carce pro konstanty typu INTEGER nebo v pohyblivé fadové ¢arce pro
konstanty typu REAL. Tuto ulohu standardné resi prekladace vyssich programovacich jazyka
pfi ptekladu zdrojového programu.

Pro ilustraci — reprezentace nékterych konstant ve znakové reprezentaci a ve formatu
INTEGER s délkou slova 4 byty (obsahy jednotlivych bytl jsou zapsany hexadecimalné):

Reprezentace ve znakovém poli

Konstanta (kédovani ASCII) Reprezentace INTEGER

314 133 [31 [34 |20 | | | | loo [o0 Jo1 [3A |
-314 20 [33 [31 [34 |20 | | | [rF |FF [FE [c6 |
+27123 128 [32 [37 [31 [32 [33 |20 | |oo |oo |69 [F3 |

V nasi ilustraci jsou vSechny fetézce reprezentujici konstanty zakonéeny mezerou (kod 204),
v textu zdrojového programu tomu tak samoziejmé byt nemusi. Obecné je Ciselna konstanta
ve zdrojovém programu zakonéena omezovacem (muzie to byt napf. mezera, aritmeticky
operator nebo i jiné znaky).

Zacnéme otazkou: Ize problém vstupni konverze viibec fesit kone¢nym automatem? Vime,
Ze KA si vSechnu podstatnou informaci o dosud zpracované ¢asti vstupniho fetézce ,,pamatu-
je“ prostrednictvim svého stavu. Uvédomime-li si, Ze v pocitaci mizeme ve formatu INTEGER
zobrazit cela cisla pouze z kone¢ného intervalu <MININT, MAXINT> ( v pfipadé zobrazeni na
4 bytech je to zintervalu <-2.147.483.648, 2.147.483.647> ), je zfejmé, Ze konecny pocet
stavil k fedenf této Ulohy stadi (v naSem p¥ipadé jich musi byt p¥inejmensim 2%2). Jakym zpu-
sobem ale takovy automat navrhnout, jak nakreslit jeho pfechodovy graf?

NezZ prejdeme k vlastni vstupni konverzi, vyfeSime jednodussi (nicméné s nasim problémem
souvisejici) ulohu: navrhneme rozpoznavaci konecny automat, ktery bude rozpozndvat fe-

24
Vaclav Vais: Teoretickd informatika 1. ¢dst — Konecné automaty a reguldrni jazyky



tézce predstavujici syntakticky spravné zapsané konstanty typu INTEGER. Prechodovy graf
tohoto automatu bude vypadat takto:

d
Interpretace symbolU vstupni abecedy:
d.... libovolna dekadicka Cislice
U omezovac (ukoncovaci znak) vstupniho fetézce

+ , - .standardni matematické operatory

Prijde-li v nékterém stavu vstupni symbol, pro ktery v prechodovém grafu neexistuje hrana,
znamena to, Ze retézec nepredstavuje korektni zapis celoiselné konstanty a je automatem
zamitnut. Je zfejmé, Ze je automat preveden z pocatecniho do koncového stavu tehdy a jen
tehdy, pokud retézec v textovém poli predstavuje korektné zapsanou celociselnou konstan-
tu.

K popisu automatu, ktery bude provadét vstupni konverzi, mdZzeme vyuzit prechodovy graf
rozpoznavaciho automatu. Musime si ale uvédomit, Ze aby si KA provadéjici konverzi mohl
,Pamatovat” hodnotu dosud zpracované casti vstupniho fetézce, mize jednomu stavu roz-
pozndavaciho automatu odpovidat vétsi pocet stavli navrhovaného konverzniho automatu.
Je zfejmé, ze pocatecnimu stavu O bude odpovidat jediny pocatecni stav, stavu 1 budou od-
povidat dva stavy konverzniho automatu (jeden pro konstantu s kladnym znaménkem, druhy
se zapornym), staviim 2 a 3 bude odpovidat vidy 232 stavii konverzniho automatu. Jedno
kolecko v pfrechodovém grafu tedy mlze predstavovat vice stavl ,,srovnanych za sebou ve
tfetim rozméru dvourozmérné ndkresny”. Nemuizeme je tedy uz nazyvat stavem, ale bude-
me mu fikat makrostav. Stavy tvoftici jeden makrostav mezi sebou budeme rozliSovat pomoci
hodnot pomocnych stavovych proménnych. Je tedy ziejmé, Ze pfi pfechodu mezi makrosta-
vy je tfeba definovat také to, jak se budou transformovat hodnoty pomocnych stavovych
proménnych, stejné tak je nutné definovat i pocatecni hodnoty pomocnych stavovych pro-
ménnych (jsou ,,soucdsti stavu®).

Pro srozumitelnost popisu i jednodussi implementaci je vyhodné, pokud algoritmus trans-
formace pomocnych stavovych proménnych zdavisi pouze na vstupnim symbolu a makrostavu
a nezavisi na hodnoté pomocnych stavovych proménnych samych (jinak feceno — bez ohledu
na konkrétni hodnoty pomocnych stavovych proménnych je pro kazdou dvojici (makrostav,
vstupni symbol) ptechod jednoznacny a transformace pomocnych stavovych proménnych se
provadi stejnym algoritmem).

25
Vaclav Vais: Teoretickd informatika 1. ¢dst — Konecné automaty a reguldrni jazyky



K vytvoreni vnitfni reprezentace ve formdatu INTEGER pouzijeme postup zaloZzeny na Horne-
rové schématu pro vypocet hodnoty mnohoclenu. Koeficienty mnohoclenu jsou dislice ve
znakovém poli, mnohoclen vycislime pro x = 10. Neformdlni pfipomenuti elementarnich zna-
losti z matematiky: ,dosud vypoctenou hodnotu vyndsobime deseti a pficteme (resp.
v pfipadé zdporného Cisla odecteme) dalsi Cislici; za¢indme s pocatecni hodnotou 0“.

Je zfejmé, zZe v tomto pripadé nelze pfimo pouzit vySe uvedeny prechodovy graf rozpoznava-
ciho automatu, protoze aktualni Cislici zpracovavame jinak, predstavuje-li zpracovavany reté-
zec konstantu kladnou, jinak, zpracovavame-li konstantu zdpornou. Proto zpracovani klad-
ného a zaporného znaménka oddélime:

d/T1

d/T2

,Stavy” 2, 3 a 5 je nutné chapat jako makrostavy, tedy jako mnoziny stav(. V ramci jednoho
makrostavu budou jednotlivé stavy rozliSeny hodnotou pomocné stavové proménné hodno-
ta . Proménné hodnota bude typu INTEGER a jeji pocatecni hodnota bude 0. Symboly TO, T1,
T2 u prechodl za lomitkem budeme obecné chapat jako néjaké transformace pomocnych
stavovych proménnych, které budou realizovany v souvislosti s prechodem mezi makrostavy.
V nasem pfikladu budou transformace vypadat takto:

TO: prazdng;
T1: hodnota := hodnota*10 + (VSTUP — ord(“0));
T2: hodnota := hodnota*10 - (VSTUP — ord(“0“));

VSTUP budeme chapat jako aktudlné zpracovdvany znak ze vstupniho textového pole (je
v kédu ASCII, proto je tfeba od kddové reprezentace Cislice odecist kédovou reprezentaci
Cislice 0).

Na udrovni tohoto modelu neni feSeno, zda syntakticky korektni fetézec reprezentuje kon-
stantu z povoleného rozsahu <MININT, MAXINT>, to je nutné zajistit pfi implementaci
vhodnym oSetfenim preteceni pfi instrukcich aritmetickych operaci.

Idea programatorského fresSeni vstupni konverze na zakladé KA modelu je nastinéna
v odstavci 1.6 .
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Pozorny ¢tenar si v prabéhu studia tohoto odstavce mohl uvédomit (zdanlivy) rozpor mezi
zavedenim pomocnych stavovych proménnych na jedné strané a tvrzenim ,Konecny auto-
mat nema k dispozici Zddnou jinou pamét, vSe potrebné si pamatuje prostfednictvim svého
stavu” z odstavce 1.2.1. Co je tedy pfi softwarové implementaci mnoZinou stavli Q ve smys-
lu matematické definice KA ze zminéného odstavce?

Obecné je mnozina stavli Q podmnoZinou kartézského soucinu mnoziny makrostavii a mno-
Zin moznych hodnot vSech pomocnych stavovych proménnych:

Qe Qyxlyxlx.xl,, kde

Q,, pfedstavuje mnozinu vSech makrostavll (tj. mnoZinu vsech ,kolecek” v pfechodovém

grafu),
| ,; predstavuje mnozinu vSech hodnot, kterych mize nabyvat i-ta pomocnd stavova pro-

ménna (je to dano jejich typem).

V nasem ptikladu ma Q. 6 prvk(i, pomocna proménnd hodnota muze nabyvat 2% riznych
hodnot (INTEGER na 4 bytech), kartézsky soucin Q, =Q, x| bude mit 6%2°* prvka,

ovsem je ziejmé, Ze kazdy z makrostav(i 0, 1 a 4 predstavuje jediny stav, takZze mnoZzina stavli
Q na$eho automatu bude mit celkem 3 + 3*23% prvka.

hodnota

1.5.4. Lexikalni analyzator preklada¢e programovaciho jazyka

LexikdIni analyzator (dale jen LA) je ¢ast prekladace, kterd ma za ukol formovat ze vstupniho
zdrojového textu lexémy, tj. zakladni prvky pfislusného jazyka, jako jsou napf. klicova slova
(begin, while, if, ....), identifikatory, konstanty nebo operdtory (*, +, <=, ....). Zformované
identifikatory LA ukladda do tabulky symboli. Lexémy jsou pak reprezentovany ve formé
tokend, jez jsou dale poskytovany ke zpracovani syntaktickému analyzdtoru. Token se sklada
ze dvou casti. Prvni je jeho identifikace (tj. o jaky typ lexémy jde), druhd je jeho hodnota
(napf. u identifikatoru odkaz do tabulky symbol() . DalSim Ukolem LA je odstranéni komenta-
0 a nepodstatnych znakd (whitespace) ze zdrojového programu. Vzhledem k tomu, Ze sym-
boly programovaciho jazyka byvaji popsany reguladrni gramatikou, lze pfi konstrukci LA vyu-
Zit principy kone¢ného automatu.

Principy funkce LA demonstruje (formalné ne zcela korektni) obrazek na nasleduijici strang,
kombinujici prvky prechodového grafu a vyvojovych diagramU (inspirace Gries). Pred jeho
studiem je nutné si uvédomit nasleduijici:

e LA bude implementovan jako procedura, ktera bude volana ze syntaktického analyza-
toru za ucelem zformovani jedné lexémy; ndvratovou hodnotou volani bude token,
ktery syntakticky analyzator zpracuje a poté opét vyvola LA za ucelem zformovani
dalsi lexémy,

e v ramci zjednoduseni obrazku

o uvazujeme pouze celoCiselné konstanty;
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o uvaZujeme pouze tfi dvouznakové operatory a omezovace, a to operdtor //
a omezovace komentare /* a */; vSechny ostatni operatory jsou jedno-
znakové,

o predpokladame, Ze vSechna klicova slova (a také direktivy prekladace) zacina-
ji pismenem.

e vstupnimi symboly automatu jsou symboly typu D (reprezentuje jakoukoli dekadic-
kou Cislici), symboly typu L (mala i velkd pismena a dal$i neciselné symboly, které se
mohou vyskytovat v identifikatorech), znak /; symbol other pfedstavuje jakykoli jiny
symbol, pro ktery z daného stavu nevede konkrétni vystupni hrana,

e vstupni symboly jsou v grafu zapsany standardnim tu¢nym pismem,

e akce provadéné nad globalnimi proménnymi prekladace jsou psany KURZIVOU,

e k popisu transformace proménnych jsou pouzity i rozhodovaci bloky pro vétveni algo-
ritmu transformace v zavislosti na splnéni/nesplnéni definované podminky,

e pfi ndvratu z procedury se jako navratova hodnota vraci token ve tvaru (typ lexémy,
kod lexémy v rdmci typu), pripadné indikace chyby,

e symboly uvozené znakem $ predstavuji kddové reprezentace typd token( a konkrét-
nich operatord / a //; vSechny ostatni jednoznakové operatory a identifikatory jsou
zakédovany svym poradim v tabulce TD, resp. Tl (viz nize).

Popis jednotlivych stavu:

S pocatecni stav formovani lexémy

INT ..... stav, vnémz je formovana lexéma reprezentujici celociselnou konstanta bez
znaménka

D ... stav, v némi je formovana lexéma klicové slovo nebo identifikator

SLA.... stav, vnémz je prvnim a poslednim zpracovanym znakem lexémy znak /

COM stav, vnémz je vypoustén komentar a poslednim zpracovanym znakem nebyl
znak *

END stav, vnémz je zpracovavan komentar a poslednim zpracovanym znakem byl
znak *
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D
START
ADD, GC
NE
D other » return (SID,))
S INT » return (SINT, A)
_/ ADD, GC v
L NE /\
* return (51D, N)
ADD. GC LOOKUP (T1.A) \/ INSERTTI (A)
L other
1D = » return (SKW,J)
ADD, GC LOOKUP (TKW, AW
ADD GC other *
D GC GC
/ * * /
SLA COM END » goto START
/ other, GC
» return ($OPER, $5L5L) ot
GC
p return (SOPER, $5L)
other

NE

other _/\ ANO
1=0
ADD, LOOKUP (TD, A), GC \_""

L

return (SERR, A)

L

return (SOPER,J)
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PouZité proménné:

e vproménné CHAR je vzdy aktualné zpracovavany znak zdrojového programu; pred
prvnim voldnim LA je ji pfifazen prvni znak zdrojového programu,

e v promeénné CLASS je vidy typ aktudlné zpracovavaného znaku; je nastavovana sou-
¢asné s proménnou CHAR; podle obsahu proménné CLASS automat vykonava pre-
chody,

e v proménné A je postupné formovan rfetézec znakd, tvorici lexému; pfi kazdém volani
LA je proménna A inicializovana prazdnym retézcem,

e tabulka kli¢ovych slov jazyka TKW; v prubéhu prekladu se neméni,

e tabulka pouzitych identifikatord Tl; na zacatku prekladu je prazdna, v pribéhu pre-
kladu do ni LA vklada nové se vyskytnuvsi identifikatory,

e tabulka jednoznakovych omezovacl TD; v pribéhu prekladu se neméni (tato tabulka
neni nezbytné nutna, jejim smyslem je umoZnit rozpoznat a zakddovat vSechny jed-
noznakové omezovace, lze to realizovat i jinak),

e proménnd ) je pouZivana jako index a vystup pfi hledani fetézce v tabulkach TKW, TI,
TD,

e proménnd N obsahuje aktudlni pocet zaznam( v tabulce identifikator( TI; prfed prv-
nim volanim LA je ji pfifazena hodnota O.

PouZzité procedury:

e procedura GC ma za ukol precist dalsi znak zdrojového programu, pftifadit ho pro-
ménné CHAR a jeho typ proménné CLASS; popis typu symboll D a L vyz vyse, vSech-
ny ostatni symboly Ize chdpat jako individuality; tato procedura bude fesit i odstra-
néni nevyznamnych znakd (whitespace),

e procedura ADD ktetézci obsazenému v proménné A ,prifetézi“ obsah proménné
CHAR,

e procedura LOOKUP ma dva parametry — tabulku fetézcl (tj. klicovych slov, identifika-
torll nebo jednoznakovych omezovacl) a hledany fetézec; zjisti, zda je retézec
v tabulce obsaZen (v tom ptipadé vrati jeho pozici v proménné J, v opacném pripadé
vrati v proménné J hodnotu 0),

e procedura INSERTTI ma jediny parametr — rfetézec (nové nalezeny identifikator), ktery
ma byt vloZzen do tabulky identifikdtord TI; procedura jej vlozi na konec tabulky
a proménnou N zvysio 1.

Je zfejmé, Ze pokud bychom uvazovali i konstanty typu REAL, zkomplikovala by se ,prvni
vodorovna vétev” obrazku. Pokud bychom pfipustili i dalsi dvouznakové operatory, jako
napf. <= nebo ++ , museli bychom vytvofit dalsi ,vodorovné vétve” a zpracovdvat prvni
symbol dvojznaku podobné jako ve stavajici vétvi pro lexém // .
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1.6. Principy softwarové implementace konec¢nych automatu
V této kapitole naznacime jednu z moznosti, jak Ize efektivné softwarové realizovat i sloZité
algoritmy zaloZzené na konecnéautomatovych modelech. Je pouzit model Mealyho automa-

tu, ktery umoznuje generovat vystupni akce v souvislosti s prechody automatu.

PouZzité datové typy:

STAV ............ vyCtovy typ, ktery slouzi k pojmenovani makrostavi; pokud je pojmenovani
pouze Cislené, mlzZe byt pouZit ityp INTEGER,

VSTUP............. vycCtovy typ (principielné podmnoZzina typu CHAR),

TYP . vyCtovy typ; pouZije se v pfipadé, kdy automat zpracovdava vice znak( stejnym

zpusobem (napf. jako typy typy D a L v lexikdInim analyzatoru v 1.5.4).

Pouzité proménné:

stav ...ooeeeeeenes proménna typu STAV,

prech_tab ...... dvourozmérné pole typu STAV; prvni index je typu STAV, druhy index typu
VSTUP (nebo typu TYP); reprezentuje prechodovou tabulku,

transf_tab ...... dvourozmérné pole typu INTEGER; prvni index je typu STAV, druhy index
typu VSTUP (nebo typu TYP); jsou v ni ulozeny identifikacni kédy transformaci pomoc-
nych stavovych proménnych,

vyst_tab ......... dvourozmérné pole typu INTEGER; prvni index je typu STAV, druhy index
typu VSTUP (nebo typu TYP); reprezentuje vystupni tabulku, jsou v ni uloZeny identifi-
kacni kody vystupnich akci, které automat pfi konkrétnim prechodu mezi makrostavy
vykona.

Pouzité procedury:

Inic_tab  .ceeeeeeee, bez parametrl; provadi naplnéni poli prech _tab, transf tab
a vyst_tab,

Inic_stav ...cccceeeeeennnnn. bez parametrd; provadi inicializaci proménné stav a pomocnych sta-
vovych proménnych,

vstup_znaku ..... bez parametr(; provadi vstup jednoho znaku, uloZi jej do proménné vstup
a odpovidajicim zpUsobem nastavi proménnou typ; vstupnim znakem muzZe byt
i ukoncéovaci znak, na zakladé kterého program skonci,

transf_akce ........ parametrem je identifikacni kod transformace; provadi transformaci po-
mocnych stavovych proménnych podle pfedaného kédu,
vyst_akce ............ parametrem je identifikacni kod vystupni akce, kterou procedura provede.

V procedurach nesmi existovat lokalni proménné, které by si uchovavaly svoji hodnotu
mezi dvéma volanimi procedury !! Jinak fe¢eno - pokud je potfeba pouZit v procedurach
lokdIni proménné, musi byt pfi kazdém vstupu do procedury opétovné inicializovany. Duvod
je ztejmy: roli stavu kone¢ného automatu pti tomto zplsobu implementace hraje proménna
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stav a pomocné stavové proménné, jakékoli jiné ,uchovavani stavu” v proménnych je
v implementovaném modelu nekorektni.

Zadna procedura nesmi ménit hodnotu proménné stav, pouze procedura transf_akce smi
ménit hodnoty pomocnych stavovych proménnych.

Struktura hlavniho programu:

Inic_tab ()

Inic stav ()

»
>

A 4

vstup_znaku ()

ANO

Konec ?

NE

vyst_akce
(vyst_tab[stav,typ])

v
transf_akce
(transf_tab[stav,typ])

stav := prech_tab[stav,typ]

:
O,
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Struktura procedur transf_akce a vyst_akce:

C transf_akce (kod) )

Tl T2 T3 | e Tn-1 Tn

A 4

C vyst_akce (kod) )

Bloky T1 az Tn realizuji transformace pomocnych stavovych proménnych pfi prechodech
mezi makrostavy (viz pfiklad v odstavci 1.5.3 ). Bloky V1 aZ Vm realizuji vystupni akce do
okoli automatu, provadéné pfi prechodech mezi makrostavy (akce mohou byt mnohem
obecnéjsi, neZ jen vystup jednoho znaku z vystupni abecedy) .
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V tomto odstavci byl popsan princip implementace KA Mealyho typu. S drobnymi Upravami
je mozné stejnym zplsobem implementovat i automat Moorova typu, ktery umozniuje ge-
nerovat vystupni akce na zakladé stav(, v nichZ se automat v pribéhu vypoctu vyskytuje:

e vyst tab bude pouze jednorozmérné pole typu INTEGER; index bude typu STAV,
e ve vyvojovém diagramu hlavniho programu pfibude bezprostfedné za blokem s vola-
nim procedury inic() blok s volanim procedury vyst_akce( vyst_tab[stav]).

1.7. Principy hardwarové realizace kone¢nych automatu

V této kapitole naznacdime, jakym zplUsobem lze realizovat sekvencni logicky obvod popsany
koneénym automatem. PFfi navrhu vyuZijeme synchronni klopné obvody a hradla. Tyto obvo-
dy jsou schopny pracovat s elektrickymi signaly dvou urovni (budeme je reprezentovat jako 0
al).

Hradla jsou obecné vicevstupova (nékterd mohou mit az 8 vstupt) a nad vstupy realizuji né-
jakou logickou operaci (napt. logicky soucin AND, negaci logického souc¢inu NAND, logicky
soucet OR, negaci logického souctu NOR, ....), jejiz vysledek je vystupem hradla. Chovani
hradel lze popsat pfisluSnou rovnici , napf. pro Cctyfvstupové hradlo NAND rovnici
o=—(i, AL, Alg AlL).

Vhodnym spojovanim hradel lze vytvaret kombinacni logické obvody, které realizuji tzv. lo-
gické funkce. Vystup kombinacnich obvodU zavisi pouze na okamzitych kombinacich vstup-
nich proménnych. Kombinac¢ni obvody tedy ,,nemaji pamét” predchozi historie vstupt, jed-
né kombinaci vstupnich proménnych proto odpovida vidy stejna vystupni hodnota. Obecné
|ze funkci kombinaéniho obvodu) popsat rovnici 0® = f (i”,i{",i{",.....,i") (véechny hodno-
ty jsou vztaZzeny ke stejnému diskrétnimu ¢asovému okamziku 1i).

Pokud mda kombinacni obvod vice vystupu (tj. realizuje vektorovou logickou funkci), pouziva
se pro néj nékdy nazev kombinacni sit. Kombinacni sit Ize popsat soustavou rovnic

i _ HOBHORH O] i (1)
(ONE I (A P P
0, = £,(i",i",i9......i")

M _ ¢ q® O ;0 0
o, =f. ("1 13", ....1."),

kde n je pocet vstupnich dvouhodnotovych proménnych a m pocet vystupnich dvouhodno-
tovych proménnych.

Synchronni klopné obvody (dale KO) slouzi jako pamétové prvky, maji tedy svij vnitfni stav,
ktery m(Ze nabyvat hodnoty 0 nebo 1. KO ma podle typu jeden nebo dva vstupy, které ur-
Cuji, jakym zplisobem se zméni aktualni stav KO. Stav KO se m(iZze zménit jen v definovanych
okamdZicich hodinovych pulz(, kterymi jsou synchronni klopné obvody fizeny. Funkci klopné-
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ho obvodu Ize tedy obecné popsat funkci g™ = f(i,q"). Nasledujici stav KO (tj. ,to, co si
KO pamatuje”) je tedy funkci aktudlnich hodnot vstupu a stavu. Vystupem KO je jeho stav v
daném ¢asovém okamziku, tedy 0" =q®

poskytuje i jeho negaci —|q(i) .

. BéZny KO kromé vystupu (tj. aktualniho stavu)

Sekvencni logické obvody jsou obvody, u kterych vystupni hodnoty zaviseji nejen na aktudini
kombinaci hodnot vstup(, ale také na jejich historii, ktera je uchovavana jako stav obvodu
(na rozdil od kombinacnich obvodu tedy sekvenéni obvody ,,maji pamét”).

Obecnou strukturu sekvenéniho obvodu znazornuje nasledujici obrazek:

N 01 i .
vstup (i) 0 : Kombinaéni : 0 vystup (i)
n —_—P» »

w

g

cast

budici vstupy
stav (i) ! by KO pro stav (i+i)

F Y

Pamétova

o cast b

F Y

Vyznam indexU v obrazku: n pocet dvoustavovych vstupli, m pocet dvoustavovych vystupu,
s pocet klopnych obvod( v pamétové ¢asti.

Kombinacni ¢ast realizuje logické funkce pro vypocet hodnot m vystupl a s (pfipadné 2s)
budicich signalt KO (podle typu pouzitych KO). Realné do ni vstupuje n vstupl a s dvojic
(stav, negace stavu) z vystupl KO. Pamétovou ¢ast tvofi s klopnych obvodd.

Pro ilustraci uvedeme tabulky popisujici funkci klopného obvodu typu J-K, ktery ma dva bu-
dici vstupy (J, K):

Qi J K Qi+ J K Qi1 Tato kombinace J K
0 0 0 0 0 0 Qi stav neméni

0 0 1 0 0 1 0 nastavi Qj+1 =0
0 1 0 1 1 0 1 nastavi Qj+1 =1
0 1 1 1 1 1 negace Q; stav neguje

1 0 0 1

1 0 1 0 (prava tabulka je pouze komprimaci tabulky levé,
1 1 0 1 neobsahuje Zadnou informaci navic)

1 1 1 0
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Z vyse uvedenych tabulek mizZeme odvodit, jaké hodnoty budicich vstup( J a K potifebujeme
k dosazeni konkrétni zmény stavu (znak — znamend, Ze na hodnoté tohoto vstupu nezalezi):

Qi = Qi+ J K Qi = Qi+ J K
0-0 0 - 1-0 - 1
0-1 1 - 1-1 - 0

Nezbytnym krokem pfi hardwarové realizaci KA je kédovani stavl a vstupnich symbold.
Vzhledem k tomu, Ze vySe popsané logické obvody pracuji pouze se dvéma Urovnémi signdlu
(0 a 1), je treba stavy KA reprezentovat pomoci kombinaci stavll vétsiho poctu klopnych ob-
vodd, stejné tak symboly vstupni (vystupni) abecedy budou kédovany kombinacemi vétsiho
poctu dvouhodnotovych logickych vstupl (vystup(). Je-li n pocet prvkl mnoziny stavl (resp.
vstupnich nebo vystupnich symbolu), potfebujeme k realizaci s = log, n klopnych obvod
(resp. dvouhodnotovych vstupl nebo vystupll); v pfipadé, Ze m neni celé Cislo, pak samozie-
jmé nejblizsi vyssi celé Cislo.

Priklad: S vyuZitim klopnych obvodUl typu J-K a hradel AND navrhnéte sekvencni logicky
obvod popsany automatem Moorova typu s nasledujicim prechodovym grafem a vystupni

funkci:
0 b 1
A0)=1z
A=y
P ° A2)=y
A(3) =1z
3
ol

Kédovani stav(, vstupnich a vystupnich symbola:

h 4

F Y
2

Regeni:
K zakddovani Ctyr stavi jsou zapotrebi dva klopné obvody KO2 a KO1, jejich stavy oznacdime

jako Q2 a Ql. K zakddovani dvou vstupnich symboll a dvou vystupnich symboll staci jeden
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dvoustavovy vstup a jeden dvoustavovy vystup. Zvolené kédovani reprezentuji nasledujici
tabulky.

vstup| X vystup| Y stav | @ [Q'| Y
a | 0 vy | o o | o o] 1

b 1 yA 1 1 0 1 0

2 1 1 0

3 1 0 1

Z tabulky stavil je ziejmé, Ze vystup Y je roven negaci stavu KO1 Y =—Q" , co? ulehduje

generovani vystupu (vystup bude ptfimo vystupem klopného obvodu KO1).

Zakodovand prechodova tabulka KA + tabulka budicich funkci klopnych obvod(:

Vstup aksttjaé‘:m' na’sslzad‘:le'ci Zmény stavu KO Budici vstupy KO

X [Q%) Q5 |Q%[Q5%|[Q52Q% | Q2Q% | Jh | K| b | K
0 0 0 0 0 0->0 0->0 0 - 0 -
1 0 0 0 1 0->0 0->1 0 - 1 -
0 0 1 0 1 0->0 1->1 0 - - 0
1 0 1 1 1 0->1 1->1 1 - - 0
0 1 0 1 0 151 0->0 - 0 0 -
1 1 0 0 0 10 0->0 - 1 0 -
0 1 1 1 1 151 1->1 - 0 -

1 1 1 1 0 151 1250 - 0 - 1

Po vhodném dodefinovani neurcenych poloZzek v tabulce budicich signalll (to je vysledkem
tzv. minimalizace logickych funkci) vyjadiime budici funkce v sou¢inovém tvaru:

J,=XAQ, K,=XA-Q', J,=XAr-Q% K=XaAQ?

Je zfejmé, Ze v naSem pfripadé k sestaveni kombinacni ¢asti sekvenéniho obvodu stadi Ctyfi
dvouvstupova hradla AND (pro kazdy budici signal jedno), pro generovani vystupu jiz Zadna
dalsi hradla nejsou potreba (lze pouzit pfimo vystup z klopného obvodu).

Pfi realizaci s, historickymi“ integrovanymi obvody bipolarni technologie TTL by byly
v zapojeni pouzity dva integrované obvody: 1ks IO 7408 (4x dvouvstupové hradlo AND) a 1
ks 10 74107 (2x J-K Flip-Flop s asynchronnim nulovanim).
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Nasledujici obrazek znazoriuje schéma zapojeni ,logické ¢asti“ (nejsou nakresleny obvody
souvisejici s generovanim hodinovych pulz(i a s napajenim), u KO nejsou znazornény vstupy
hodinovych signal(i a vstupy pro asynchronni nulovani (pro prevedeni obvodu do pocatecni-
ho stavu).

YYYY

L Q]
KO2
-Q K
Q J
KO1
o} K

Efektivnim ndstrojem pro realizaci sekvencnich logickych obvod( jsou uzivatelsky programo-
vatelné logické obvody PLD (Programmable Logical Device). Tyto obvody vychazeji z faktu, Ze
kazdou logickou funkci Ize vyjadrit v disjunktivni formé, tedy jako ,logicky soucet logickych
soucin(” (Sum Of Products — SOP).

PLD obsahuje radové tisice souctovych hradel, soucinovych hradel a klopnych obvodu
v pevné struktufe, navzajem propojenych dvéma programovatelnymi propojovacimi mati-
cemi AND a OR. Matice AND umoznuje z naprogramovanim vybranych vstupl (resp. jejich
negaci) a stavl klopnych obvodu (resp. jejich negaci) vytvaret jejich logické souciny - termy .
Matice OR umoznuje z (naprogramovanim vybranych) termu vytvaret jejich logické soucty.
Tyto soucty reprezentuji budici funkce klopnych obvod( (obvykle typu D s jednim budicim
vstupem) nebo pfimo vystupy. Soucinové termy mohou byt soucasné vyuZity pro vice vytva-
fenych soucta.
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Vnitfni strukturu PLA znazorfiuje obrazek:

Vstupy

Programovatelna  Programovatelna

__________ matice AND matice OR
/ :>1L 3
] DO |
YN I B
i Q =
7/
. &
2 N 5o B :
anks <
: [
— ' &
‘__\:« Hb 0 B )
-—
? % % ---------- $ @

Kazdda vodorovna ¢ara v programovatelné matici AND predstavuje vZdy jedno soucinové hra-
dlo. Prusecik vodorovné a svislé ¢ary predstavuje ,programovatelny spoj“ (je/neni propoje-
no). Na vstupy kazdého soucinového hradla Ize tedy pfipojit libovolnou kombinaci vstupnich
signalll, zpétnych vazeb z vystupl klopnych obvodl a jejich negaci. Stejnym zplsobem je
programovatelna i matice OR (v obrazku uz neni detailné rozkreslena), na vstupy kazdého
souctového hradla Ize tedy privést libovolnou kombinaci termu.

V soucasné dobé maji ze vSech uZivatelem programovatelnych obvod( nejobecnéjsi struktu-
ru a nejvétsi mnoizstvi vyuzitelnych logickych prostifedk(i obvody oznacované jako FPGA
(Field Programmable Gate Array). Jsou v nich integrovany radové miliény hradel.

Nezbytnym nastrojem pro prdci s témito programovatelnymi obvody jsou navrhové systémy.
Popis navrhované konstrukce byva nejcastéji textovy — pomoci specidlnich jazyk( pro popis
hardware (napt. ABEL nebo VHDL) nebo graficky (pouzivaji se editory schémat nebo stavo-
vych diagrama).
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2. Regularni jazyky

2.1. Formalni jazyk versus prirozeny jazyk

Lidska rec je stara jako lidstvo samo a vyviji se spojité s rozvojem spoleénosti. Pfirozeny
jazyk slouzi k vzdjemné komunikaci mezi lidmi a lze jej popsat dvéma zakladnimi struktu-
rami. Prvni z nich je slovnik, tedy mnoZzina slov, které maji v daném jazyce néjaky smysl.
Druhou soucasti je gramatika, tedy soubor pravidel, ktery urcuje, jakym zplsobem lze
v daném jazyce ze slov vytvaret vyssi celky (véty). Pfirozeny jazyk je schopen vyjadrit
emoce, pocity, myslenky. Pfirozené jazyky jsou viceznacné, pouzivaji metafory a idiomy
(tj. dokazi prenést vyznam plvodniho pojmenovani na jiny objekt ¢i jev), vykazuji nepra-
videlnosti a vyjimky z obecnych pravidel. Z toho vyplyvaji obtiZze souvisejici s hledanim
jednoznaéného formalniho popisu pfirozeného jazyka, s jeho ndslednym strojovym zpra-
covanim a pfifazenim vyznamu.

Formalni jazyky jsou oproti tomu jazyky, které uméle vytvofil ¢lovék pro néjaky specificky
ucel. Matematika pouZiva svij formalni jazyk (formdlni logiku) k vyjadfeni vztahl mezi
Cisly, matematickymi objekty a symboly. Programovaci jazyky jsou formalni jazyky, které
byly vytvoreny jako nastroj pro jednoznacny popis algoritm(, respektive ukon(, jez ma
vykonat pocitac. Existuji specifikacni jazyky navrzené jako ndstroje pro popis, analyzu
a ovérovani vlastnosti rliznych typ0 systému (napf. komunikacnich protokol(, ¢asti hard-
ware apod).

Formalni jazyk budeme v prvnim pfiblizeni chdpat jako mnozinu fetézcl vytvorenych

z prvkl néjaké mnoziny znak( (abecedy). Pozdéji uvidime, Ze i formalni jazyk lze popsat
nastrojem, ktery bude nazvan gramatikou.

Reguldrni jazyky jsou specifickou tfidou formalnich jazyk(. K automatické syntaktické
analyze regularnich kazykd postacuji konecné automaty.

2.2. Zakladni pojmy

Abeceda je konecna neprdzdnd mnozina symbol(. Prvky této abecedy se nazyvaji pisme-
na. Abecedy oznacujeme velkymi tiskacimi pismeny latinky nebo fecké abecedy.

Retézec (slovo) nad abecedou X je koneénd posloupnost (Iépe Fe€eno usporadand n-tice)

pismen a;,a,,a,,....... ,a, z abecedy X. Tato posloupnost se zapisuje ve tvaru
2,a,8,.......a,
Délkou fetézce a,a,a,,.......2, rozumime pocet jeho znakd, tedy n.

Prazdny retézec (prdzdné slovo) nad abecedou X je posloupnost, kterd neobsahuje zad-
né pismeno. Prazdné slovo se oznacuje symbolem e (v nékteré literature symbolem
A) . Délka prazdného slova je 0.
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https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99enesen%C3%BD_v%C3%BDznam

Pfedponou retézce a,,a,,a,,....... ,a, rozumime libovolny z Ffetézch e , a, aa,, aa,a,,

Je zfejmé, Ze kazdy retézec ma o jednu predponu vice, nez je jeho délka. Prazdny fetézec e
ma jedinou predponu €

Priklad:
Abeceda X ={a,b,c}
Priklady retézcl nad touto abecedou: ab,acabc,b,ca,e .
Délky téchto retézci: 2,5, 1, 2, 0.
Pfedpony fetézce ab: e,a,ab
Predpony fetézce acabc :e,a,ac,aca,acab,acabc
Pfedpony fetézce b :e,b
Pfedpony fetézce ca:e,c,ca

Pfedpony fetézce e:e

Uzavér abecedy X je mnoZina vSech konecnych neprdzdnych fetézcl vytvorenych
z pismen abecedy X . Uzavér abecedy X se oznacuje symbolem X*. Uzavér abecedy je
nekonecnou spocetnou mnoZinou retézcl.

Iterace abecedy X je mnoZina vSech konecnych fetézcl vytvorenych z pismen abecedy X.
Iterace abecedy X se oznaduje symbolem X . Iterace abecedy je nekoneénou spocetnou
mnozinou fetézcu.

Zrejmé plati X =X" U{e} (uzavér a iterace se lii pouze v jediném prvku — prazdném fe-
tézci; ten neni prvkem uzavéru, ale je prvkem iterace).

Priklad:
Abeceda A={01}
uzavér A" ={0,,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111,......}
lterace A ={e,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,110,111......}

Jazykem L nad abecedou ¥ nazveme libovolnou mnozZinu rfetézcl L < X (tedy libovol-
nou podmnozinu mnoziny viech retézci nad danou abecedou).

Vyse uvedena definice pohlizi na jazyk jako na mnoZinu fetézcl nad danou abecedou,
aniz by specifikovala jakékoli jejich dalsi vlastnosti. Je to pfistup velmi obecny, ktery po-
skytuje jen malo nastroja pro specifikaci jazyk( (vlastné jen zapis vyétem vsech retézc,
které do jazyka patfi, nebo popis spolecnou vlastnosti vSech retézcll). Pozdéji pozname
efektivnéjsi zplsoby popisu jazykd (akceptacni popis pomoci rozpozndvaciho automatu
a generativni popis pomoci gramatiky), nicméné ani tato ,mnozZinova“ definice jazyka ne-
ni v rozporu s chapanim pfirozenych ani formalnich jazyka.

Zdkladni ulohou teorie jazyk( je rozhodnout, zda konkrétni fetézec patfi ¢i nepatfi do
konkrétniho jazyka. Obecny postup, kterym se tato uloha resi, se nazyva syntakticka ana-
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lyza retézce. U pfirozenych jazykl je syntakticka analyza sloZitd, algoritmicky tézko resi-
telna.

Jazyk maze byt konecny (obsahuje konecny pocet retézci) nebo nekoneény (obsahuje
nekonecny pocet retézcd). Na rozhodnuti, zda konkrétni retézec patfi do konec¢ného ja-
zyka, vidy staci rozpoznavaci kone¢ny automat. U nekonecnych jazyk( na toto rozhodnu-
ti kone¢ny automat obecné nestaci, nicméné existuji nekonecné jazyky, které lze konec-

nym automatem rozpoznat. V tom pripadé budeme fikat, Ze je jazyk rozpoznavan konec-
nym automatem.

2.3. Operace nad retézci a jazyky

Podobnym zplisobem, jako matematika zavadi elementarni operace nad Cisly, lze zavést
i operace nad fetézci. Budou to samozfejmé jiné operace neZ napr. selitani a nasobeni,
nicméné z obecnéjsiho pohledu lze na fetézce a operace nad nimi nahliZzet jako na algebraic-
kou strukturu a zkoumat jeji vlastnosti.

Necht U a Vjsou fetézce nad abecedou X, U=UUU,....U, a V=VVV,....V ,kde
N a m jsoucelacisla, n>0,m>0.

Operace zfetézeni (konkatenace): ¥ x¥ —3

Binarni operace zretézeni definuje ke kazdym dvéma retézcim U a V jejich zfetézeni tak-
to:

U-V=UUUs......U V,V, VsV
Operace zietézeni je asociativni, ale neni komutativni:

(U-v)-w=u-(Vv-w)=u-v-w vu,v,wex’
U-V=V-U obecné neplati (i kdyz miZzeme nalézt konkrétni retézce U a Vv, pro které
vztah plati)

Prazdny retézec je vici fetézeni neutralni prvek:
u-e=e-u Yuex

Je zfejmé, Ze délka vysledku ziétezeni je rovna souctu délek jeho operandd.

Operace mocnina fetézce : ¥ xN, —» %

Binarni operace mocnina fetézce definuje pro kazdy rfetézec U a libovolné celé nezaporné
¢islo N N -tou mocninu fetézce takto:
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Z vy$e uvedené rekurzivni definice je zfejmé, e plati u'=u, u?=uu, u® =uuu, atd.

Je zfejma formalni analogie mezi retézenim retézcl a nasobenim cisel a tudiZ i mezi mocni-
nou retézce a mocninou cisla, ovsem s tim, Ze na rozdil od nasobeni ¢isel neni fetézeni ko-
mutativni. Nad retézci tedy Ize v souctovyn vyrazech provadét i ukony analogické vytykani,
ale je tfeba rozliSovat vytknuti podretézce zprava a vytknuti zleva. Analogicky lze vyrazy
i ,roznasobovat”, ovsem opét je nutné rozliSovat zfetézeni zleva a zfetézeni zprava.

Operace délka Fetézce : £ — N,

Undrni operace délka fetézce definuje pro kazdy fetézec U jeho délku, tj. celé nezaporné
Cislo n takto:

Pro oznaceni této operace se pouziva symbol pouzivany pro absolutni hodnotu Cisla |u|

Operace reverze (obrdceni) fetézce: ¥ — 3

Unarni operace reverze (obraceni) rfetézce definuje pro kazdy retézec U reverzni fetézec
u® stejné délky takto:

Plati (U¥)®=u vueX

V odstavci 2.2 jsme zavedli jazyk jako libovolnou mnozinu fetézcli nad danou abecedou
(mnozinovy popis jazyka). Nad jazyky tedy mlzZeme pouZivat vSechny operace, které jsou
definovany pro mnoziny:

Necht L, a L, Vjsou jazyky nad abecedou X.

Operace sjednoceni jazyki

Binarni operace sjednoceni jazyk(l definuje ke kaidym dvéma jazykim L a L, jejich
sjednoceni L =L, UL, takto:

L={w|wel vwel}

Retézec Wtedy patfi do sjednoceni L UL, pravé tehdy, patfi-li alespori do jednoho
zjazykd Ly a L,.

Operace sjednoceni je asociativni a komutativni.
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Operace prunik jazyk(

Bindrni operace prinik jazyk( definuje ke kazdym dvéma jazykim L a L, jejich pranik
L =L, nL,takto:

L={w|wel AwelL,}
Retézec Wtedy patfi do priniku L, NL, L pravé tehdy, patfi-li do obou jazykd L, a L,.

Operace prlniku je asociativni a komutativni.

Operace rozdil jazyki

Binarni operace rozdil jazyk( definuje ke kazdym dvéma jazykim L a L, jejich rozdil
L=L \L, takto:

L={w|wel AwegL}

Retézec Wtedy pat¥i do rozdilu L, \ L, pravé tehdy, patfi-li do jazyka L, a pfitom nepatfi do
L,.

Operace rozdilu neni asociativni ani komutativni.

Operace doplnék jazyka

Unarni operace doplnék jazyka definuje ke kazdému jazyku L jeho doplnékv X" takto:
C={w|weX rweL}

Retézec Wtedy patii do jazyka L pravé tehdy, nepatfi-li do jazyka L.

Vsechny dosud zavedené operace byly standardni mnoZinové operace znamé ze stfedni Sko-

ly. Vzhledem k tomu, Ze jazyky jsou mnozinami fetézcl, ma smysl definovat jesté dalsi speci-
fické operace, kterymi jsou zretézeni jazykl a mocnina jazyka.

Operace zretézeni (konkatenace) jazyku

Bindrni operace zfetézeni jazykid definuje ke kazdym dvéma jazykdm L a L, jejich zfeté-
zeni L=1L, L, takto:

L={w|w=uvAuel, Awel,}

Retézec Wtedy patfi do zfetézeni L, - L, pravé tehdy, je-li zfetézenim dvou fetézc(i, z nichz
prvni patfi do jazyka L, a druhy do jazykal,.

Operace zietézeni jazykl je asociativni a neni komutativni.
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Operace mocnina jazyka

Binarni operace mocnina jazyka definuje pro kazdy jazyk L a libovolné celé nezdporné
¢islo N n-tou mocninu jazyka takto:

Ln — L' Ln—1: Ln—l. L
L’ ={e}

Z vy$e uvedené rekurzivni definice je zfejmé, zeplati L'=L, L?=L-L, >=L-L-L, atd.
Je zfejmé, Ze s vyuzitim operace mocnina jazyka mizieme dfive uvedené pojmy uzavér

a iterace abecedy vyjadrit takto:

L'=LullPullPu...=UyL U'={efuLulPulu...=UL

Priklad:
Jazyk L ={e,00,10}
Jazyk L, ={a,b,aa,bb}

Ztetézeni L=1L, - L, ={a,b,aa, bb,00a,00b,00a&a,00bb,10a,10b,10aa,10bb}

2.4. Priklady rozpoznavani jazyku

Priklad: Jazyk L je definovan nad abecedou {0,1} jako mnozZina vSech retézcu délky alespon
2 takovych, Ze  ftetézec zaCind a kon¢i  stejnym  symbolem, tedy
L={w|w=ww,...w, An=2AW, =W,}. Lze tento jazyk rozpozndvat kone¢nym automa-
tem?

Predpokladejme, Ze takovy automat existuje. Jakou informaci v tom pripadé musi uchovavat
jeho stavy? Informaci o prvnim a poslednim zpracovaném pismenu vstupniho fetézce. V na-
sledujicim prechodovém grafu maji stavy automatu tento vyznam:

Jo dosud nebyl zpracovano zadny vstupni znak

q: prvnim zpracovanym znakem byla 0 a pokud ma fetézec délku alespon 2, byla po-
slednim zpracovanym znakem 1

q> prvnim zpracovanym znakem byla 1 a pokud ma fetézec délku alespon 2, byla po-
slednim zpracovanym znakem 0

g3 fetézec ma délku alespon 2, prvnim zpracovanym znakem byla 0 a poslednim zpraco-

vanym znakem O
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g4 fetézec ma délku alespon 2, prvnim zpracovanym znakem byla 1 a poslednim zpraco-
vanym znakem 1

Ze zadani je zfejmé, Ze stav g0 bude stavem pocatecnim, stavy gs a g4 budou stavy konco-
vymi. Ve stavech nad Cervenou ¢arou si automat ,pamatuje” prvni znak 0, ve stavech pod
¢arou byl prvnim znakem fetézce znak 1, z pochopitelnych dlvod( hrany grafu nemohou
tuto ¢aru prekrocit.

Priklad: Jazyk L je definovan nad abecedou {a,b}jako mnoZina vSech retézcd w, které kon-
& podietézcem abba, tedy L={w|w=xabba Vxe{a,b}}. Je tento jazyk rozpoznavan
koneé¢nym automatem?

Predpokladejme, Ze takovy automat existuje. Jakou informaci v tom pfipadé musi uchovavat
jeho stavy? Informaci o tom, jakou predponou hledaného fetézce konci dosud zpracovana
¢ast vstupniho retézce (jinak receno — jaka c¢ast z hledaného podretézce jiz byla nalezena). V
nasledujicim prechodovém grafu jsou stavy oznaceny predponami hledaného fetézce:

Pfiklad: Jazyk L je definovén nad abecedou {0,1}takto: L={w|w=0"";n>1}. Lze tento
jazyk rozpoznat kone¢nym automatem?
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Nejprve zkusme vytvofit nékolik fetézcd jazyka L: L ={01,0011,000111,00001111,....... }.

Je zfejmé, Ze kazdy retézec jazyka L tvofi urcity pocet znak(l O nasledovany stejnym poctem
znakd 1. Za témito znaky 1 se uz zadné dalsi znaky nevyskytuji.

Predpokladejme, Ze konecny automat rozpoznavajici tento jazyk existuje. Jakou informaci v
tom pripadé musi uchovavat jeho stavy? Automat si musi ,,prostrednictvim svych stavi” pama-
tovat pocet znakd O na zacatku retézce (aby pozdéji mohl odpoditat ,spravny pocet” znaku 1).
Kolik musi mit automat stav( ? - Pfinejmensim tolik, kolik nul mdze byt na zacatku retézce (tj.
n). ALE n NENi V ZADAN{ SHORA OMEZENO => pocet stavil neni omezen => spor s predpo-
kladem, na reSeni problému tedy konec¢ny automat nestaci. Kone¢nym automatem lze ulohu
resit pouze za predpokladu, Ze bude n shora omezeno, napf. 1<n<5:

Uvedeny prechodovy graf je nedplny (Iépe feceno zjednoduseny), v nékterych stavech nejsou
zakresleny hrany pro vSechny vstupni symboly. Tyto chybéjici hrany interpretujeme tak, ze
pokud se v takovém stavu na vstupu automatu vyskytne chybéjici vstupni symbol, automat
zpracovavany rfetézec zamitne.

V této kapitole jsme poznali, Ze jsou jazyky, které Ize rozpoznat kone¢nym automatem (tj.
k danému jazyku existuje rozpozndvaci kone¢ny automat, jenz po zpracovani libovolného
fetézce jazyka skonci v koncovém stavu). Existuji ale také jazyky, na jejichZ rozpoznani ko-
necny automat nestaci. Co o tom rozhoduje?

Zatim jsme k popisu pouzivali spolecnou vlastnost fetézcl, tj. mnozZinovy popis jazyka. Uka-
Zeme si, Ze pro rozhodnuti o tom, zda jazyk je ¢i neni rozpoznatelny kone¢nym automatem,
je nutné specifikovat jazyk preciznéji (specifikace vyétem nebo spole¢nou vlastnosti nestaci).
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V tuto chvili zndme dva zpUsoby popisu formalniho jazyka:

e mnozinovy (tedy vyétem nebo spole¢nou vlastnosti)
e akceptacni (popis automatem, ktery jazyk rozpozndvd. POZOR! Automat nemusi byt
nutné konecny, existuji i obecnéjsi automatové modely)

Brzy pozname jesté treti zplsob popisu, a to

e generativni (popis gramatikou, tedy jakymisi pravidly pro vytvareni retézc()

2.5. Princip generativniho popisu jazyka

Zakladni myslenkou generativniho popisu je popsat ,,spravné retézce” (tedy retézce, jez patfi
do jazyka) pomoci néjakych formalizovanych pravidel (analogie gramatickych pravidel
v pfirozenych jazycich). Princip generativniho popisu ukdZzeme na ndsledujicim ptikladu.

Priklad: Gramatika pro generovani jednoduchych vét nad omezenou mnozinou anglickych
slov. Pravidla pro odvozovani fetézcll jsou vyjadrena v tomto tvaru:

Pravidlol:  <véta> — <podmeétna ¢ast><prisudkova ¢ast>
Pravidlo2: <podmétna ¢ast> — <podmét>

Pravidlo3: <podmétna ¢ast> — <privlastek><podmét>
Pravidlo4:  <pfisudkova Cast> — <prisudek>
Pravidlo5:  <pfisudkova ¢ast> — <pfisudek><pfedmét>
Pravidlo6: <podmét> — John

Pravidlo7: <podmét> — Mary

Pravidlo8:  <pfivlastek> — our

Pravidlo9:  <pfivlastek> — your

Pravidlo 10 : <pfrisudek> — drinks

Pravidlo 11: <pfisudek> — buys

Pravidlo12: <predmét> — tea

Pravidlo 13: <predmét> — gin

Pravidla budeme nazyvat prepisovaci pravidla a budeme je Cist takto: ,, véta se prfepisuje na
podmétna c¢ast prisudkova ¢ast”, ,,podmétna ¢ast se prepisuje na podmét”, atd.

Vyse uvedena pravidla pouze formalizuji béZna nejjednodussi pravidla skladby anglictiny
a soucasné definuji mnozinu slov, z nichZ budou tvoreny véty jazyka. Je zfejmé, co jednotli-
va pravidla vyjadrfuji:

Pravidlo 1 : ,Véta se sklada z podmétné a prisudkové Casti.”
Pravidlo 2 a 3 : , Podmétnou cast tvofi bud jen podmét nebo privlastek s podmétem.”
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Pravidlo 12 a 13 : , Pfedmétem muzZe byt bud'slovo tea nebo slovo gin.”

V pravidlech se vyskytuji objekty dvojiho typu - ¢eské nazvy vétnych clenli uvedené ve 3pi-
Catych zavorkach a anglicka slova zvyraznénd tu¢nym pismem. Pomoci pravidel Ize provést
odvozeni fetézce (derivaci Fetézce). Ceské nazvy vétnych €lend jsou pouze pomocné symbo-
ly, které maji vyznam v pribéhu odvozovéni (takové symboly budeme pozdéji nazyvat ne-
termindlni symboly), ale na rozdil od anglickych slov (ty budeme nazyvat termindini symbo-
ly) se ve findlnim vygenerovaném retézci neobjevi. Pfi odvozovani vychazime z pocdtecni-
ho symbolu (v nasem pfikladu je to symbol <véta>). Postupné nahrazujeme (prepisujeme)
pomocné symboly jejich rozvoji z pravych stran pfislusnych prepisovacich pravidel. Odvozo-
vani kondi, jestlize se v fetézci vyskytuji pouze anglicka slova a neni tam uz Zadny pomocny
symbol.

Odvozeni retézce our Mary drinks gin miZzeme formadlné vyjadfit takto (prfesny vyznam po-
uzitého operatoru => bude vysvétlen pozdéji; ¢islo nad nim Fikd, které pravidlo bylo pouzito
k pfepsani):

1 3
<véta> = <podmétna ¢ast> <prisudkova ¢ast> =
8 7
= <pfivlastek><podmét><prisudkova ¢ast> = our <podmét><prisudkova ¢ast> =
5 10
= our Mary <pfisudkova ¢ast> = our Mary <prisudek><predmét> =

13
= our Mary drinks <pfedmét> = our Mary drinks gin

Standardni postup odvozovani je takovy, Ze se v aktudlnim fetézci vidy prepisuje (rozviji)
prvni netermindlni symbol zleva (v literature se pro takovy postup pouziva pojem leftmost
derivation). Tak byl odvozen i nds retézec.

Proc bylo pfi odvozeni pouzito pravidlo 3 <podmétna ¢ast> — <pfivlastek><podmét> a ne
pravidlo 2 <podmétna ¢ast> — <podmét>? Bylo to urceno tim, jaky retézec jsme chtéli
odvodit. PouZiti pravidla 2 (tj. podmét bez privlastku) by k poZzadovanému retézci nevedlo.
Ale at pouZijeme pfi odvozovani jakékoli pravidlo, findlni termindlini retézec, ve kterém se
vyskytuji pouze anglicka slova, vzdy patti do jazyka popsaného nasi gramatikou.

Priklady dalSich retézc(, které Ize pomoci nasich pravidel odvodit: your John drinks tea,
Mary buys gin, our John buys tea. Celkem tak lze odvodit 36 rliznych retézcl, jazyk
z ptikladu je tedy konecny.

Nalezneme-li pro zadany retézec jeho odvozeni, dokdazeme tim, Ze tento fetézec patfi do ja-
zyka popsaného gramatikou. Tato Uloha se nazyva syntaktickd analyza retézce. Pro special-
ni tfidy jazykd, o nichz se zminime pozdéji, je syntakticka analyza resitelna postupy, jejichz
teoeretickymi modely jsou rGzné typy automat(, v nejjednodussim pripadé pak rozpozna-
vaci kone¢ny automat.
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2.6. Definice gramatiky jazyka
Gramatika je uspofadana ctvefice G =(N,T,S,P),

kde N je konec¢na neprazdna mnozina netermindlnich symbol(
T je kone¢na neprazdna mnoZzina termindlnich symbolu
NNT =9
S e N je pocatecni symbol
P je mnoZzina pfepisovacich pravidel ve tvaru « — £, kde
ac(NUT)N(NUT) a Be(NUT) .
Vyznam termindlnich a neterminalnich symbolG i pocatec¢niho symbolu byl objasnén

v pfedchozi kapitole. Je pochopitelné, Ze symbol nemuZe byt soucasné termindlni
i neterminalni, proto jsou mnoziny N a T disjunktni.

Tvar prepisovacich pravidel v definici je obecnéjsi, nez byl tvar pravidel z prikladu v kapitole
2.5. Z popisu symboll o a f je zfejmé, Ze a je prvkem mnoziny fetézc(, ktera vznikne zie-
tézenim tfi mnoZin: mnoziny vSech rfetézcll nad sjednocenim N UT , mnoZiny vSech neter-
mindlnich symboli N a (jeSté jednou) mnoziny vSech tetézcl nad sjednocenim N UT .
Znamena to, Ze na levé strané prepisovaciho pravidla mize byt libovolny fetézec tvoreny
termindlnimi a netermindlnimi symboly, ale musi obsahovat alespon jeden neterminalni
symbol. Symbol £ na pravé strané prepisovaciho pravidla pak predstavuje libovolny retézec
tvoreny terminalnimi a netermindlnimi symboly a mGze to byt i prazdny retézec. Nutnost
vyskytu alespon jednoho neterminalniho symbolu v fetézci na levé strané prepisovaciho pra-
vidla vyplyva z pozadavku, aby termindlni fetézec uz nebylo mozné dal prepisovat a jeho do-
sazenim odvozeni skoncilo. Na levych stranach pravidel z pfikladu v 2.5 je vidy jen jediny
symbol (samoziejmé netermindlni), jsou tedy nejjednodussim mozném tvaru.

Bézné pouzivané konvence:

e netermindlni symboly se oznacuji Spi¢atymi zdvorkami (napf. <podmét>, <identifi-
kator>, <ptikaz while>) nebo velkymi tiskacimi pismeny ( napf. S, A, B)

e terminalni symboly se oznacuji Cislicemi nebo malymi pismeny ze zacatku latinské
abecedy (POZOR! S vyjimkou symbolu e, ktery se pouzivd pro oznaceni prazdného
retézce)

e Tetézce se oznacuji malymi pismeny z konce latinské abecedy nebo feckymi pismeny

V popisu odvozeni fetézce v kapitole 2.5 jsme pfti prepisovani pouzivali operator = . Tento
operator budeme nazyvat operatorem pfimého prepsdni . Odvozeni fetézce se tedy v tomto
pfipadé skladalo ze sedmi pfimych pfepsani. Pfimé prepsani lze slovné charakterizovat tak-
to: ,V dosud odvozeném retézci najdeme levou stranu prepisovaciho pravidla a nahradime ji
pfislusnou pravou stranou. Kontext (tj. ¢ast pred a za nalezenou levou stranou prepisovaciho
pravidla) musi z(istat zachovan.” Pfesné Ize pfimé prepsani definovat takto:

Necht W a Z jsou fetézce takové, 7e Wwe (NUT) N(NUT) a ze(NUT) . Rikdme, ze
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Fetézec W lze pfimo prepsat na fetézec Z, jestlize existuji fetézce X;,X,,U,Ve (N UT)* ta-

kové, Ze W=XUX, , Z=XVX, a U—>VeP. Znateni: w=1z .

Retézce X, @ X, nazyvamé spole¢nym terminem kontext (X, je levy kontext, X,pravy kon-
text).

Zobecnénim pojmu pfimé prepsani je pojem prepsdni, kterym budeme chdpat konecnou
posloupnost pfimych prepsani:

Necht W a Z jsou fetézce takové, 7e we (NUT) N(NUT) a ze(NUT) . Rikdme, ze

fetézec W lze prepsat na fetézec Z, jestlize existuji fetézce W,,W,,....,W, takové, ze

*
W=W,, Z=W, a W, =W, = ..... =>W,. Znaceni: w= z.

V kapitole 2.5 jsme konstatovali, Ze gramatika je nastrojem k popisu jazyka. Kazda gramatika
tedy jednozmacmé definuje néjakou mnozinu fetézcl. Tuto mnoZinu mzZeme slovné popsat
jako mnozinu vSech termindlnich retézc(, které lze v dané gramatice odvodit z jejiho poca-
te€niho symbolu pomoci jejich pfepisovacich pravidel. Tuto mnozZinu nazveme jazyk genero-
vany gramatikou. Exaktné jej definujeme takto:

Jazykem L(G) generovanym gramatikou G rozumime mnoZinu fetézcl

L(G)={w|w € T*/\S=*>W}.

Z definice je zfejmé, Ze do jazyka patfi pouze terminalni fetézce a Ze kazdy retézec jazyka lze
odvodit z poéate¢niho symbolu.

Gramatiky G, a G, prohlasime za ekvivalentni pravé tehdy, jestlize generuji stejny jazyk,
tedy jestlize L(G,) = L(G,).

MnoZiny netermindlnich symboll a prepisovaci pravidla mohou byt u ekvivalentnich grama-
tik naprosto odlisné. Neni rozhodujici jak (a z ¢eho) jsou terminalni fetézce odvozovany, ale
zda jsou si mnoziny vygenerovanych retézc( rovny.

Priklad: G=(N,T,S,P), N={S}, T={01}, S, P={S —0S1S —01}.

Pouzity zpUsob zapisu gramatiky vychazi dlsledné z definice. Vzhledem k vyse uvedenym
konvencim ovSsem tento zpUsob zapisu neni obvykly, ddle budeme pouZivat uz jen zkraceny
zapis, ktery tutéz gramatiku popise Uspornéji:

1 2

G: S-—»0s1/01

Symbol S predstavuje netermindlni symbol (je to velké pismeno latinky), 0 a 1 pfedstavu;ji
terminalni symboly (jsou to Cislice), pocatecni symbol je S (je to prvni neterminalni symbol

51
Vaclav Vais: Teoretickd informatika 1. ¢dst — Konecné automaty a reguldrni jazyky



na levé strané pravidel). Gramatika ma dvé prepisovaci pravidla se stejnou levou stranou,
proto je Ize ve zkraceném zapisu sloucit do jednoho rfadku, v némz jsou pravé strany oddéle-
ny svislou ¢arou. Pro nazornost dalSich Uvah jsme nad kaZdou pravou stranu prepisovaciho
pravidla napsali jeho ¢islo, obvykle se to ale nedéla.

Zkusme z nasi gramatiky odvodit nékolik fetézcl (Cislice nad operatorem pfimého prepsani
fikaji, které prepisovaci pravidlo jsme v daném kroku pouzili):

2
S =01
1 2
S = 0S1= 0011
1 1 2
S =>0S1= 00S11= 000111

Z odvozeni tfi nejkratSich retézcl jazyka je ziejmé, Ze pouzijeme-li pravidlo 2, dojdeme
k terminalnimu retézci a odvozovani tedy konci. Kazdé odvozeni se tedy sklada z kone¢ného
poctu poufziti pravidla 1 a je zakonceno pouzitim pravidla 2. MnoZinu terminalnich retézc(,

které mohou byt odvozeny z po¢ateéniho symbolu, Ize popsat jako L={w|w=0"";n>1},
je to tedy jazyk, u néhoz jsme v kapitole 2.4 dokazali, Ze neni rozpoznatelny kone¢nym auto-
matem.

Prestoze gramatika popisujici tento jazyk vypada velice jednoduse (jediny neterminalni sym-
bol a pouhd dvé prepisovaci pravidla), kone¢ny automat k rozpoznani jazyka nestaci. V dalSim
si ukdZzeme, Ze o tom, jaky syntakticky analyzator je k rozpozndni jazyka zapotrebi, nerozho-
duje pocet prepisovacich pravidel ani pocet netermindlnich ¢i terminalnich symbol(, ale vy-
hradné jen tvar prepisovacich pravidel.

2.7. Chomského hierarchicka klasifikace gramatik

Americky lingvista Noem Chomski zaved| na prelomu padesatych a Sedesatych let minulého
stoleti klasifikaci gramatik podle tvaru jejich pravidel. Gramatiky jsou klasifikovany do étyr
tfid. POZOR! Na rozdil od klasifikace objektl (Fetézc(l) do disjunktnich ttid, jak jsme ji poznali
napfiklad u klasifikaéniho automatu, je Chomského klasifikace hierarchicka, je tedy zalozena
na vnorovani tfid. Znamena to, zZe kazda dalsi (vyssi) tfida gramatik je definovana tak, Ze se
zpfisni formalni pozadavky na tvar prepisovacich pravidel (obecny tvar pfepisovacich pravi-
to neplati absolutné). Pozadavkdm na tvar gramatik typu O vyhovuji vSechny gramatiky (tri-
da 0 je nejobecnéjsi), naopak nejuzsi tfidou gramatik jsougramatiky typu3 (pozdéji ukaze-
me, Ze tyto gramatiky generuji jazyky rozpoznatelné konecnymi automaty).
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Nasledujici obrazek ilustruje oba pfistupy ke klasifikaci.

NE

Princip Chomského klasifikace Princip klasifikace do disjunktnich t¥id

Gramatiky typu 0 (neomezené) (ddle jen GO) maji vSechna pravidla v nejobecnéjSim tvaru,
jenz definice gramatiky umoznuje, tedy
a—f, kde ae(NUT)N(NUT) a Be(NUT) .

Gramatiky typu 1 (kontextové, CSG, nevypoustéci) (G1) maji vSechna pravidla ve tvaru

oXB —>ayB, kde a,fe(NUT) X eN a ye(NUT)"
Vyjimka: v gramatice mlZe byt pravidlo S — e, pak se ale symbol S nem(ze vyskytnout na
pravé strané Zadného prepisovaciho pravidla.

Gramatiky typu 2 (bezkontextové, BKG, CFG) (G2) maji vSechna pravidla ve tvaru
X >y,kde XeN a we(NUT) .

Gramatiky typu 3 (reguldrni) pravé linedarni (G3R) maji v vSechna pravidla ve tvaru
X >wWY nebo X >w,kde X,YeN a weT .

Gramatiky typu 3 (reguldrni) levé linedrni (G3L) maji v vSechna pravidla ve tvaru
X >YW nebo X >w,kde X,YeN a weT .

Poznamky k Chomského klasifikaci:

1. Gramatika je typu i jsou-li vSechna pravidla typu i nebo vyssiho. Jinak receno — o typu
2. POZOR! Vyskytuji-li se v gramatice soucasné pravidla typu G3P a G3L, jednd se o gra-
matiku typu G2!!! Gramatiky typu G3P a G3L oznadujeme souhrnné jako typu G3.

.....

gramatiky GO, nejuZsi tfidu G3.

4. Je zfejmé, Ze tvar pravidel gramatik typu u G1 je takovy, Ze existuji gramatiky G2
a G3, které mu nevyhovuiji (na rozdil od G1 mohou G2 a G3 obsahovat e-pravidla tva-
ru @ —e, kde e N). Proto je ve vySe uvedeném ilustrativnim obrazku tfida G1
znazornéna ¢arkovangé, protoze jeji zakresleni neni zcela korektni.
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5. Privlastek nevypoustéci, kterym jsou oznaceny G1, vypovida o tom, Ze se (az na vy-
jimku pravidla S — e) netermindini symbol X nemuze v pribéhu odvozovani ,ztratit
bez ndhrady” (nem(Ze byt vypustén).

6. Kontextovd gramatika x bezkontextovd gramatika — pfi prvnim pohledu na tvar pra-
videl G1 a G2 se mUze zdat, Ze efekt obou pravidel je stejny — netermindlni symbol X
muZze byt nahrazen fetézcem y . Zasadni rozdil je ovSem v tom, Ze u G1 k této nahra-
dé mze dojit pouze tehdy, je-li levym kontextem netermindlu X fetézec o a jeho
pravym kontextem fetézec f. U G2 (bezkontextové gramatiky) k nahradé symbolu
X rtetézcem y mize dojit kdykoli, tedy v jakémkoli kontextu.

7. Zkratky pouZivané pro gramatiky typu 2 — BKG (bezkontextova gramatika), resp. CFG
(context free grammar).

8. Zkratky pouzivané pro gramatiky typu 1 — KG (kontextova gramatika), resp. CSG (con-
text sensitive grammar).

Priklad: Jakého typu jsou nasledujici gramatiky:

3P 3 3P 3

G,: S—abAlab G,: S—abAlab
3P 3 3L 3

A — aaB |ba A—Bab|e

2 3 3 3

B— AB|e B —>bbB|b

v evsy

Cisla nad pravymi stranami pravidel ukazuji ,nejpiisnéjsi“ typ gramatiky, kterému konkrétni
pravidlo vyhovuje. U pravidel oznadenych typem 3 je ziejmé, Ze vyhovuji jak gramatikam
G3P, tak G3L.

U gramatiky G, je zfejmé, Ze ,nejhorsim pravidlem” je pravidlo B — AB, které je typu 2,
proto je gramatika G, typu G2.

U gramatiky G, jsou ,smichana® pravidla typu G3P a G3L, proto je gramatika G, také typu
G2.

2.8. Hierarchické usporadani trid jazyka

Podobné, jako jsme klasifikovali gramatiky, se budeme snaZit hierarchicky klasifikovat
i jazyky. Nasim cilem bude objasnit usporfadani mezi tfidami jazyk( rGznych typa. Na jedno
uskali jsme jiz narazili (viz poznamka 4 k Chomského klasifikaci), dalsi si ukazeme
v nasledujicim prikladu.
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Priklad:  Je ddna gramatika G. Popiste jazyk L(G) mnoZinovym popisem.
1

G: S— AB

2 3

A—aaAle

4
B — bbb

Znaky nad pravymi stranami tentokrat neoznacuji typ pravidla, ale jeho cislo, na které se bu-
deme odvoldvat pfi odvozovani. Vzhledem k pravidlu 1 je gramatika G typu G2.

Zkusme z nasi gramatiky odvodit nékolik fetézcu:

1 3 4
S = AB=> B = bbb
1 2 3 4
S = AB = aaAB = aaB = aabbb
1 2 2 3 4
S = AB = aaAB = aaaaAB = aaaaB = aaaabbb

1 2 2 2 3 4
S = AB = aaAB = aaaaAB = aaaaaaAB = aaaaaaB = aaaaaabbb
Je zfejmé, Ze kazdé odvozeni zacdind pouzitim pravidla 1, poté nasleduje konecny pocet pou-
zZiti pravidla 2 a odvozeni je zakonceno pouzitim pravidel 3 a 4. Jiné odvozeni z této grama-
tiky neexistuje. Jazyk L(G) lze tedy popsat jako L(G) = {w |w = (aa)"bbb A n = 0} .
Tento jazyk ovSem dokazeme rozpoznat kone¢nym automatem:

Vyse uvedeny prechodovy graf nds dovede k (zatim jen intuitivnimu) zavéru, Ze jazyk L(G)
Ize generativné popsat také gramatikou G': S —aaS|bbb , ktera je typu G3P (obecné

souvislosti mezi gramatikami typu G3P a rozpozndvacimi koneénymi automaty probereme
pozdéji v kapitole 2.9).

Ptiklad ndm ukdzal, Ze jeden jazyk m(iZe byt generovan ekvivalentnimi gramatikami rliznych
typU, a Ze tedy nelze mechanicky konstatovat ,kazda gramatika typu i generuje jazyk typu

s

I.

Typ jazyka je typ nejvyssi gramatiky (tedy gramatiky s nejpfisnéjsimi pravidly), kterd jazyk
generuje. Jazyk z naseho pfikladu tedy bude jazykem typu 3, pfestoze jsme jej vygenerovali
z gramatiky typu G2.
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K uréeni relaci mezi tfidami jazyk( rdznych typl nam pomuze dulezZity poznatek z teorie
bezkontextovych jazyku, ktery zde uvedeme bez vysvétleni (zdjemce odkazuji na bohaté
zdroje tykajici se bezkontextovych jazykl a transformaci BKG gramatik):

Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje ekvivalentni bezkontextova gramatika bez e-
pravidel G' takova, Ze bud neobsahuje Zadné e-pravidlo, nebo obsahuje jediné e-pravidlo
S — e, pak se ale symbol S nevyskytuje na zZadné pravé strané prepisovaciho pravidla.

Uvédomime-li si, Ze vySe uvedené tvrzeni plati i pro regularni gramatiky (gramatiky G3 jsou
bez vyjimek zvlastnim pfipadem gramatik G2), mizeme pfristoupit k formulaci usporadani
mezi tfidami jazyka.

Oznacime-li symbolem £ ; tfidu vSech jazykl typu i, platirelace £o D L1 D LD L3 .
Vysvétleni: inkluze Lo D £ a £, D L 3 jsou zfejmé (gramatiky G1 jsou zvlastnim pfipa-
dem GO, gramatiky G3 jsou zvlastnim pfipadem G2), inkluze £ ; D £, je zfejma poté, co si
uvédomime, Ze bezkontextova gramatika bez e-pravidel (na niz podle vySe uvedeného tvr-
zeni mGzeme transformovat kazdou gramatiku G2) je zvlastnim pripadem gramatiky G1.

V nasledujici tabulce jsou pro vSechny ttidy jazyk(l uvedeny standardné pouzivané nazvy
a modely jejich syntaktickych analyzator(:

Trida jazykl | PouZivany nazev Model syntaktického analyzatoru

0 rekurzivné vycislitelné jazyky | Turinglyv stroj

1 kontextové jazyky linedrné omezeny TuringQv stroj

2 bezkontextové jazyky nedeterministicky zasobnikovy automat
3 reguldrni jazyky kone¢ny automat

Nejvétsi praktické pouZziti maji bezkontextové jazyky, protoZze maji vysoce rozpracované me-
tody automatického prekladu. Pro vhodné navrziené jazyky je syntakticka analyza determi-
nistickd (napf. u jazyk( generovanych LL(k) gramatikami). Soucasné programovaci
a specifikacni jazyky jsou vesmés jazyky tridy 2.

V omezené mife nachdazeji praktické pouziti i regularni jazyky, a to napf. v jednodussich ulo-
hach umélé inteligence (pfiznakova anylyza, rozpoznavani objekt() nebo pfi lexikalni analy-
ze (popis a rozpoznavani klicovych slov, identifikatord a konstant v prekladacich programo-
vacich jazyka). S reguldrnimi jazyky Uzce souvisi zpracovavani regularnich vyrazd regexp ve
»skriptovacich jazycich” jako jsou napf. PHP, AWK, PERL (viz kapitola ).

V dalSim textu se budeme zabyvat pouze jazyky typu 3 a ndstroji pro jejich syntaktickou
analyzu. Bezkontextovymi jazyky se zabyva predmét KIV/FJP v dalsi etapé studia,
s Turingovymi stroji se zdjemci mohou setkat zejména v souvislosti s modelovanim algorit-
mu z hlediska vypocetni sloZitosti, napf. v predmétu KMA/TGD1.
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2.9. Vztah mezi jazyky typu 3 a kone€énymi automaty

V predchdzejim textu jsme nékolikrat konstatovali, Ze jsou reguldrni jazyky rozpoznatelné
kone¢nymi automaty, aniz bychom toto tvrzeni néjak blize objasnili. V této kapitole se bu-
deme vénovat pravé souvislostem mezi gramatikami G3 a kone¢nymi rozpozndavacimi auto-
maty a vySe uvedené tvrzeni dokazeme.

Nejprve pfipomeneme mechanismus, kterym konecny automat rozpoznava jazyk (viz kapito-
ly 1.2 a 2.4): Pokud vstupni fetézec prevede automat z pocatecniho stavu do nékterého ze
stavll z mnoziny koncovych stavl, vydavd tim automat o zpracovaném fetézci informaci
»,ano, tento retézec akceptuji“, pokud fetézec prevede automat z pocatecniho stavu do né-
kterého ze stavll mimo mnoZinu koncovych stav(, vydava tim automat rozhodnuti ,ne, tento
retézec zamitam®. Kazdy rozpozndvaci automat tak jednoznacné definuje mnozinu retézcl
(jazyk rozpozndvany automatem) jako mnozinu vsech retézcQ, jez akceptuje.

Exaktné mUzeme jazyk rozpozndvany koneé¢nym automatem A= (Q,%,0,q,, F) vyjadfit jako
L(A) ={w|w € 2* A §"(qow) E F}.

Symbol & predstavuje zobecnénou prechodovou funkci, definovanou a vysvétlenou
v kapitole 1.4.

Pokud dva rozpozndvaci kone¢né automaty budou rozpoznavat stejny jazyk, budeme je po-
vazovat za ekvivalentni. Exaktnéji:

Automaty A =(Q,,%,0,,0,,F) a A =(Q,,%,5,,04,,F,) jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz

POZOR! Ekvivalentni mohou byt i takové automaty, které nemaji stejny pocet stavli. Redu-
kovany automat (minimdlini automat) je takovy reprezentant ttidy ekvivalentnich automatd,
ktery ma minimalni pocet stav(. Jsou zndmy algoritmy pro redukci automatu (tj. pro minima-
lizaci poctu jeho stavi).

Priklad: Je dana gramatika G:

1 2 3
G: S —>0AJ|1S |e
4 5
A—O0B|1A
6 7

B —>0S|1B
Gramatika G je prava linearni gramatika, je tedy gramatikou typu G3P.
Zkonstruujeme ,,automat” timto formalnim postupem:

e stavy,automatu” budou odpovidat neterminalnim symbolim gramatiky
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e vstupni symboly ,automatu” budou odpovidat terminalnim symbolim gramatiky

e pocatecni stav ,,automatu” bude odpovidat pocate¢nimu symbolu gramatiky

e mnoZinu koncovych stavll ,automatu” urc¢ime tak, Ze v ni budou vSechny stavy X,
pro které je pravidlo X —e v prepisovacich pravidlech gramatiky G

e prechodovou funkci ,automatu” zkonstruujeme tak, Ze kazdému pravidlu typu
X —aY zgramatiky G bude odpovidat hrana ze stavu X do stavu Y ohodnocena

vstupnim symbolem a
Vyse uvedené analogie mezi gramatikou a ,automatem® nazorné:

Gramatika: pocatecni symbol S pravidlo X —»aY pravidlo X —>e

a
,Automat’: ‘b@ ®—>® @——»

Na nasledujicim obrazku je vidét graf, ktery vznikl na zakladé vyse uvedenych analogii z gra-
matiky G . Symboly u orientovanych hran chapejme takto:

e (Cerné Cislice predstavuji vstupni symbol
e (Cervené Cislice v zadvorkach oznacuji prechody v grafu (a koncovy stav); toto oznaceni

respektuje oznaceni pravidel vychozi gramatiky, kterému odpovidaji ve vyse uvede-
nych anologiich

1(2) 1(5)
IS
(3)

0 (6) 0 (4)

1(7)

Pfi blizSim zkoumani tohoto grafu zjistime, Ze v kazdém stavu je pro vstupni symboly Oa 1
jednoznacné definovan nasledujici stav, tento graf je tedy pfechodovym grafem rozpoznava-
ciho kone¢ného automatu, ktery pro nasledujici Uvahy ozna¢ime A. POZOR! To, Ze graf zis-
kany na zakladé analogii je pfechodovym grafem automatu, je pouze shodou okolnosti, ktera
je dana vhodné zvolenou vychozi gramatikou (proto jsme v ptedchozich odstavcich psali ,,au-
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tomat“) . Popsany postup obecné k pfechodovému grafu kone¢ného automatu ve smyslu
nasi definice nevede, jak bude ukazano pozdéji.

Zkusime z gramatiky G odvodit retézec, napfiklad

1 4 7 6 2 3
S = 04A= 00B = 001B= 0010S= 00101S= 00101
Nyni budeme zkoumat, jakym zplsobem tento fetézec zpracuje automat A (nad operdtorem
pfechodu mezi konfiguracemi je uvedeno oznaceni pfislusné hrany v prechodovém grafu):

1 4 7 6 2

(S,00101) — (A,0101) - (B,101) — (B,01) = (S.1) > (S, €)

Je vidét, Ze (diky analogiim, podle nichZ jsme konstruovali pfechodovy graf) posloupnost pre-
chodl v automatu jednoznacné odpovida posloupnosti pfimych pfepsani v odvozeni fetézce
(samoziejmé aZ na poutziti pravidla 3 S —>e, kterému v analogii neodpovidd prechodova
hrana, ale koncovy stav). Je tedy zfejmé, zZe

e kazdému retézci vygenerovanému gramatikou G v automatu A jednoznacné odpo-
vida posloupnost prechodd, kterda zacind v pocatecnim a konéi v koncovém stavu

e kazdé posloupnosti pfechodld A, ktera zacind v pocatecnim a konci v koncovém sta-
vu, jednoznacné odpovida odvozeni termindlniho fetézce v gramatice G

Plati tedy L(A) = L(G)

Na zakladé uvedenych analogii lze sestrojit pfechodovy graf rozpoznavaciho kone¢ného au-
tomatu pouze ke gramatikdm typu G3P, které spliiuji navic jeSté pfisnéjsi pozadavky na tvar
pravidel : X —>aYnebo X —e,kde X,YeN a aeT a kde navic pro Zadny netermi-
nalni symbol neexistuje vice pravidel se stejnym termindlnim symbolem na pravé strané.
Duvody pro oba pozadavky jsou ziejmé:

e analogie jsme méli formulovany praveé jen k pravidlim tvaru X —>aY¥y X —>e

e kdyby v gramatice existovala napf. pravidla S—>0A,S —>OS, nebyl by prechod
ze stavu S vstupnim symbolem 0 uréen jednoznacné, graf by tedy nebyl prechodovym
grafem konec¢ného automatu ve smyslu nasi definice z kapitoly 1.2.

Nase snaha o nalezeni obecného postupu, ktery ke kazdé gramatice typu G3P dokaze zkon-
struovat rozpoznavaci konec¢ny automat, povede k nasledujicim krokdm:

e ukdzeme, Ze ke kaidé gramatice typu G3P existuje ekvivalentni gramatika
v reguldrnim tvaru G3R, kterd bude mit pravidla prdvé ve tvaru X —aY nebo
X —>e kde X,YeN a aeT

e pojem konecéného automatu zobecnime na nedeterministicky konecny automat,
v némz pripustime i nejednoznacné definované prechody

o ukdzeme, Ze ke kazdému nedeterministickému kone¢nému automatu lze sestrojit
ekvivalentni deterministicky konec¢ny automat, tedy automat ve smyslu nasi plvodni
definice z 1.2

e nalezené postupy uplatnime i pro rozpoznavani jazyk(l generovanych gramatikami
G3L
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2.10. Prevod gramatiky typu G3P na regularni tvar

Tvrzeni: Ke kazdé gramatice G =(N,T,S, P) typu G3P existuje gramatika G'=(N',T,S,P")
s pravidly v reguldarnim tvaru X —>aY nebo X —»e, kde X,YeN a aeT , takov3, Ze
L(G) =L(G").

Toto tvrzeni ma pro dalsi postup zasadni vyznam, proto je i dokdazeme. Dlkaz je konstruktiv-
ni, takZe poskytuje navod, jak gramatiku v reguldrnim tvaru vytvofit.

Dukaz (= postup pro konstrukci ekvivalentni gramatiky v reguldrnim tvaru) :

1. Mnozina termindlnich symbol( T a pocate¢ni symbol S jsouv G'stejnéjakov G.
2. MnoZinu prepisovacich pravidel P’ zkonstruujeme takto:
a. Do P’zaradime vsechna pravidla z P, kterd jsou v poZadovaném reguldrnim
tvaru X —>aY nebo X —>e,kde X,YeN a aeT .

b. Zakaidé pravidlo X — X X,...X,;X,Y zP (X,YeN , x €T ) pfiddme do
P" soustavu pravidel X —5>XxX;, X, 9>X%X,, ... , X, XX, 4,
X, —=>XY (X, eN).

c. Za kaidé pravidlo X —Zz7,..2, z P (XeN , z T ) pfiddme do P’
soustavu pravidel X —>zZ , Z,>7,Z, , ... , Loa—>1.Z, Z,—>¢e
(Z,eN).

d. Misto pravidel tvaru X =Y z P ptiddme do P’soustavu pravidel ve tvaru
Z' 522" VZ'eU(Y) VY >22" €P kde U(Y) = {X|X=>Y)

3. Mnozina neterminalnich symbolG N'vznikne obohacenim mnoziny N o vsechny no-
vé netermindlni symboly vytvorené v bodech 2a, 2b a 2c.

Vysvétleni k nékterym bodlm konstrukce:

ad 2b) Nasledujici dvé odvozeni ukazuji, Ze ndhrada pravidla X — X X,....X,;X.Y soustavou

pravidel X = X X;, X; > X,X,, e , X, > X 4 X, 4, X, ;= XY jekorektni:

n-17
Odvozeniv G: X= x;x, ....x,Y

Odvozeniv G': X= x;X; = x2,X,2 0.2 XXy . Xppq Xy = X1 Xg eee e X1 XY

V obou odvozenich Ize z netermindlniho symbolu X odvodit jediny fetézec slozeny ze sym-
bolG gramatiky G, ato X X,....X, XY .

Konkrétni priklad nahrazeni:
Pravidlov G A — bbaS
Ndhradav G': A—> bA,, A, » bA, , A, - aS
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ad 2c) Podobné i ndhrada pravidla X — 7,7,....Z, soustavou pravidel X - 27, , Z, - 2,7,
) rerenneen , Lo, >, L, —>e:

n=n?’
Odvozeniv G: X= 7,7, ....2Z,

Odvozeniv G': X= 2,Z; = 212,27 = e oo™ 21 Zy e Zply = Z1 Zg e Zy

V obou odvozenich Ize z netermindlniho symbolu X odvodit jediny terminalni rfetézec, a to
2,2,...2,.

Konkrétni pfiklad nahrazeni:
Pravidlov G A — abba
Nédhradav G': A— ad,, A, - bA, , A, - bA; ,A; - ad,, A, — e

ad 2d) Nahradu pravidel tvaru X —Y uZ nelze provadét tak jednoduse mechanicky. Princip
nahrady ukaZzeme na jednoduchém pfikladu:

Pravidlatvaru X -Y vG: S - A, A-B
Vdechna A a B pravidla, ktera jsou v této fazi zpracovaniv G': A—aC|e,B— aB|bA

Je zfejmé, Ze pravidla tvaru X =Y v G umoznuji tato odvozeni: S= A4 =B, A = B.

Z netermindlu S tedy lze odvodit netermindly A a B, z netermindlu A Ize odvodit ne-
termindl B. Zapsdno pomoci operatoru prepsani: S =*> A, S =*> B, A ; B.

Jestlize ma byt gramatika G’ ekvivalentni s G, musime pfidat do G’ takova pravidla, ktera
umozni z neterminal( vyskytujicich se v pravidlech tvaru X — Y odvodit vSechny fetézce,
které z nich Ize odvodit v gramatice G .

Mnozina U(B) = { X | X:*>B} je mnoZzina vSech neterminalnich symbolu ze kterych lze od-
vodit fetézec B, v naSem pfipadé tedy U(B) = {S,A}, U(A) = {S}, U(S) = @ . Abychom
dosahli ekvivalence, musime pro kazdou mnozinu U(X) do G’ pfidat takova pravidla, kterd
prokombinuji na levé strané vSechny netrmindly z mnoZiny U (X) se vSemi pravymi stranami

X pravidel z G'. V nasem pfikladu to konkrétné znamenda doplnit do G’ tato pravidla:
S—»> aB,S > bA,A-> aB,A - bA, S—> aC,S - e.

Poznamky k praktickému provedeni transformce:

e Provedeni bodl 2b a 2c je trividlni (postup lze popsat jako ,postupné odrezavani”
terminalnich symbol()

vvvvvv

bude zobrazovat pravidla tvaru X — Y, a z néj vycist mnoziny U (X)

e DuleZitym faktorem je udrZet si prehled v tom, kterd pravidla jsem jiz zpracovali (tj.
nahradili ekvivalentnimi soustavami pravidel), je tedy vhodné si zpracovand pravidla
v zaddani oznacovat (odskrtavat)
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Propravidla S - A, A— B v G bude pomocny graf vypadat takto:

Za kazdé pravidlo X ->Y v Gje vpomocném grafu orientovana hrana zvrcholu X do
vrvholu Y . MnoZiny U(X) pak snadno vytvofime jako mnoZiny vSech (cizich) vrchold,

z nichZ vede cesta do vrcholu X . Zteorie grafi vime, Ze z kazdého vrcholu X vede také
cesta délky 0 do vrcholu X, v nasem ptipadé cesty délky O nepfinaseji potfebu novych pre-
pisovacich pravidel, proto sdm vrchol X prvkem mnoZiny U(X) nebude. Zpomocného
grafu snadno zjistime, ze U(S) = @, U(A) = {S}, U(B) = {S,A}.

Priklad: Gramatiku G transformujte na regularni tvar:

1 2 3
G: S —> A|BJaaS
4 5
A—C|abB
6 7
B—>DbB|c
8 9

C —>cC|bc

MnoZinu prepisovacich pravidel zatneme vytvaret od pravidel, kterd uZ v gramatice G
v regularnim tvaru X — aY¥Y nebo X — e jsou (bod 2a postupu). To jsou pravidla 6 a 8, tak-
7e do P’zafadime pravidla B—>bB a C —»cC.

Podle bodu 2b pak transformujeme vSechna pravidla ve tvaru X — X X,....X,;,X,Y . To jsou
pravidla 3 a 5, takze do P’zafadime pravidla S —aS;,, S, —»>aS, A—»aA a A —>bB.

Podle bodu 2c pak transformujeme vSechna pravidla ve tvaru X — z,7,....Z,,Z,, ted pravidla

7 a 8. Do P'proto zafadime pravidla B—cB,, B, —»e, C—»>bC,, C,—»cC,.C,—>e.
Pro nazornost si v této fazi pravidla dosud zafazend do P’ usporadame:

S—aS,, S —»aS

A—aA , A—bB
B—>bB|cB,, B —e,
C—ocC|bC,, C,—>cC,.C,—>e

V gramatice G v této fazi zbyla nezpracovana uz jen pravidla tvaru X =Y, tedy S > A,
S —> B , A— C. Nakreslime pomocny graf a z ného vyéteme mnoziny vrchold U (X) :
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u() =0
U(A) = {5},
U(B) = {5}

° o U(C) = {S, 4}.

ProtoZe uZ jsouv G’ pravidla
A—aA, B—>bB|cB,a C—cC|bC,

pfiddme do G’ pravidla
S —>aA (protoie ScU(A))
S —>bB|cB, (protoze S eU(B))
S —¢cC|bC, (protoze SeU(C)) a
A — cC | bC, (protoze AcU(C))

Kompletni zapis ekvivalentni gramatiky G’ po usporadani a ocislovani pravidel:

1 2 3 4 5 6
G': S —aS, |aA |bB|cB, |cC|bC,
7
S, —>aS
8 9 10
A—aA |cC|bC,
11
A —DbB
12 13
B —>bB|cB, |
14
B,—e
15 16
C —cC|bC,
17
C, —>cC,
18

C,—e
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Podle pravidel v regularnim tvaru nakreslime na zakladé dfive uvedenych analogii graf:

b (10)

Je zfejmé, Ze prechody ze stavu S nejsou jednoznacné, tento graf tedy neni grafem konec-
ného automatu ve smyslu definice z kapitoly 1.2.

2.11. Nedeterministicky rozpoznavaci kone¢ny automat

V této kapitole zobecnime model rozpoznavaciho kone¢ného automatu vtom smyslu, Ze
bude v pfechodovém grafu z jednoho stavu pfipoustét existenci vice vystupnich hran ozna-
¢enych stejnym symbolem. Tyto nejednoznacné prechody budeme chapat tak, Ze automat
v takové situaci mliZze vykonat libovolny z moznych prechodd, a to nezdvisle na svém okoli.
Hovofime o nedeterminismu (nejednoznacnosti), tento model budeme nazyvat nedetermi-
nisticky rozpozndvaci konecny automat. Stejné jako (deterministicky) automat definovany
v 1.2 se i nedeterministicky automat v libovolny okamzik své existence nachazi pravé
v jednom stavu. U deterministického automatu jsme ovSem ze znalosti pfechodové funkce
a vstupniho fetézce jednoznacné schopni urcit posloupnost stavu, kterymi automat pfi zpra-
covani retézce prosel, u nedeterministického automatu tomu tak byt nemusi.

Je zifejmé, Ze pfi vySe uvedeném zobecnéni mizeme konstatovat, Ze ke kazdé gramatice typu
3 vregularnim tvaru lze (na zdkladé drive uvedenych formalnich analogii) sestrojit nedeter-
ministicky kone¢ny automat.
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Z davod(, které budou zifejmé z dalSich kapitol, zavedeme do modelu jesté dalsi dva typy
nedeterminismu: mozZnost nejednoznaéné uréeného pocatecniho stavu a moznost samovol-
nych prechodl, které mohou v automatu probéhnout, aniz by automat zpracoval vstupni
znak.

Nedeterministicky rozpoznavaci konecny automat (NKA) je usporadana pétice
A: (Q12’5181 F) 7

kde Q je konecna neprdazdnd mnoZina stav(
2 je konecnd neprazdnd mnozina vstupnich symbolu
S < Q je mnoZina pocatecnich stavu

J:Qx (X u{e}) - 29 je prechodova funkce
F < Q je mnoZina koncovych stav(

Poznamky k definici nedeterministického rozpoznavaciho kone¢ného automatu:

1. Na zacatku své Cinnosti se automat nachazi v nékterém ze stavl z mnoziny pocatec-
nich stavll S.

2. V defini¢nim oboru prechodové funkce o je (oproti deterministickému KA) mnozina
vstupnich symbold X ,formalné obohacena” o symbol prazdného retézce e. Zna-
mena to, Ze se v prechodovém grafu mohou vyskytovat hrany oznacené symbolem
e Tyto e-hrany vyjadfuji, Ze automat mze (ale nemusi) provést e-hranou samovol-
ny prechod, aniz by zpracoval symbol ze vstupniho retézce.

3. Obor hodnot prechodové funkce 2° predstavuje potenéni mnozinu (tedy mnoZinu
vSech podmnozin) mnoziny stavi Q. Zobrazeni mnoZiny vSech dvojic (stav, vstupni

symbol) do 22 (a nikoli jen do Q jako u (D)KA) souvisi s tim, Ze pfechod v NKA nemu-
si byt jednoznacny, tedy pro konkrétni stav a vstupni pismeno muize byt hodnotou
prechodové funkce vice neZ jeden stav.

Tento model NKA tedy umoZniuje tfi typy nedeterminismu:

° nejednoznacné urceny pocatecni stav
° nejednoznaéné prechody
. spontanni pfechody (e-hrany)

Je zfejmé, Ze na rozdil od (D)KA, kde jsme byly schopni vidy jednoznacné urcit, v jakém stavu
se automat nachdzi, jsme u NKA schopni urcit pouze to, v jakém stavu se automat muize na-
chdzet. Budeme ale nuceni najit novy pohled na to, co u NKA je a co neni akceptovany reté-
zec. To, co bylo u (D)KA jednoznacné, totiz zda retézec prevedl ¢i nepreved| automat z poca-
te¢niho do nékterého ze stavl koncovych, diky nedeterminismu u NKA jednoznacné neni.
Ukazeme si to na prikladé:
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Priklad: 1 2 3
G: S — aaS | bbA|aA

4 s

A—>DbbA|e

Gramatika obsahuje jen nékolik malo pravidel, na pravych strandch se nevyskytuji nijak dlou-
hé retézce a gramatika neobsahuje pravidla tvaru X —Y , prechodovy graf je tedy snadné
nakreslit rovnou, tj. bez ,mezipfevodu” gramatiky na regularni tvar:

R N N s
()=

Ukazeme si dva zpUsoby, kterymi mize byt v naSem NKA zpracovdn fetézec a :

3 (5)
(S,a)—~ (Ae) AeF
1

(S,a)—>(S,,e) S, egF

Jeden ze dvou mozZnych vypoctu konci v koncovém stavu, druhy ve stavu nekoncovém. Je
zfejmé, Ze k definici toho, co je akceptovany rfetézec, nemlizeme pouZit pfistup, ktery jsme
zavedli u (D)KA. Uvédomime-li si ale, Ze jsme model NKA vytvofili proto, abychom dokazali
rozpoznavat jazyky generované regularnimi gramatikami, je pfirozené, Ze by akceptovani
fetézce mélo byt definovano tak, aby byl fetézec akceptovan prévé tehdy, kdyzZ je generovan
vychozi gramatikou.

V gramatice z naseho prikladu plati

3 5
S=>ad=>a ,tedy a €L(G) ; je zfejmé, Ze toto odvozeni odpovida prvnimu

z uvedenych zpracovani fetézce a automatem.

Druhé uvedené zpracovani fetézce a, které nekonci v koncovém stavu, odpovida odvozeni

1
fetézce, jenz neni terminalni, tedy S = aS$; ; toto odvozeni sice ,muUzZe pokracovat dal”, ale
nikoli tak, Ze by se symbol S; pfepsal na prazdny rfetézec.
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Vyse uvedené Uvahy nas privadi k nasledujicimu pojeti akceptovani/zamitani fetézcl v NKA:
Retézec je nedeterminstickym koneénym automatem akceptovén, pokud v pfechodovém
grafu existuje alespon jedna cesta, jejiz hrany jsou ohodnoceny znaky fetézce (nebo symboly
e), kterd automat prevadi z nékterého z pocatecnich stavll do nékterého z koncovych stavu.

Presnéjsi formulace pro NKA bez e-hran:

Slovo w =w;w;, ... ... w,, je nedeterministickym kone¢nym automatem akceptovano pravé
tehdy, existuje-li posloupnost stavd qq, q1,92, - - ,qn takova, ze g, €S , q, €F
ag,eo(qg,w) VvVi=12,..,n-1.

Kdy NKA akceptuje prazdné slovo e ? JestliZze existuje stav, ktery je soucasné pocatecni
i koncovy, tj. jestlize SN F %O, nebo pokud v pfechodovém grafu existuje cesta sloZena
vyhradné z e-hran z nékterého z pocatecnich stavi do nékterého z koncovych stava.

Jind formulace: Retézec je akceptovan, jestlize existuje alespofi jeden vypocet, ktery zadina
v nékterém z pocatecnich a konci v nékterém z koncovych stavli. RGzné moZnosti zpracovani
konkrétniho retézce nedeterministickym automatem chdpeme jako rdzné vypocty. Je zfej-
mé, Ze u deterministického automatu pro kaidy retézec existuje pravé jedno zpracovani,
tedy praveé jeden vypocet.

Priklad: NKA bez e-hran je zadan tabulkou:

a b

< | a1 | {91,905} | {as}
— | qz | {as} {94}
as | {a1,93} | {as}
< | da| {ai} {as}

Pro nazornost si jej znazornime i pfechodovym grafem, abychom mohli sndze zkoumat, jak
mohou byt zpracovany rzné vstupni retézce .

67
Vaclav Vais: Teoretickd informatika 1. ¢dst — Konecné automaty a reguldrni jazyky



Jaké rizné vypocty mohou probéhnout pfi zpracovani vstupniho retézce abaa ?

(0, abaa) - (0, baa) - (0;,88) - (0, @) = (ds,€) G e F
(q,,abaa) — (0, baa) — (0,,88) > (0;,@) > (0;,.€) Gz ¢F
(0, abaa) - (a,,baa) - (q,,aa) - (a, @) - (s, €) G ¢ F
(0, abaa) - (q,baa) - (0;,88) > (0, 8) > (0;,6) Gz ¢F
(0,,abaa) - (03, baa) - (g, @) > (0;,8) > (0;,8) G & F
(9, abaa) - (q,,baa) - (d;,aa) > (¢, @) > (y,€) qeF
(0,,abaa) — (q;,baa) - (g,,aa) — (0, @) > (0;,€) o eF
(0,,abaa) - (,,baa) — (q,,aa) — (0, @) — (0,.€) qeF
(d,,abaa) - (qy,baa) - (q;,aa) - (q;,8) > (d.¢) ¢, €F
(q,,abaa) — (q,,baa) - (0;,8a) > (g;,@) > (0,.6) g €F

To, zZe fetézec abaa patfi do jazyka akceptovaného nasim automatem, jsme dokdzali
nalezenim prvniho vypoctu, ktery skoncil v koncovém stavu. VSechny ostatni vypocty uz byly
nadbytecné.

Pokud bychom chtéli dokazat, Ze néjaky konkrétni retézec nepatfi do jazyka akceptovaného
NKA, museli bychom vyse uvedenym zplsobem pro fetézec provést vsechny mozné vypocty
a vsechny by musely skoncit v nékterém z ,,nekoncovych” stavli. To by v rozsahlejsich pre-
chodovych grafech s vétsim poctem nedeterministickych prechodd bylo zdlouhavé a proto si
ukdzeme metodu, kterd umozni vySetfovat vSechny mozné vypocty soucasné.

V ndsledujicich schématickém obrazku budeme soucasné zkoumat vSechna mozna zpracova-
ni fetézce bba :

o7 tx—eAf— o7 | S o

Ctyfi ,pozice” v obrazku znazorfuji stavy naseho automatu. Topologické uspofadani je stej-
né jako ve vysSe uvedeném prechodovém grafu, ¢ernymi Sipkami jsou oznaceny pocatecni
a koncové stavy. Zluté zvyraznéné jsou stavy, v jednom z nich? se v daném kroku zpracovani
vstupniho retézce automat musi nachazet (bez ohledu na to, v jakém vypoctu se do toho
stavu mohl dostat). Modré Sipky ukazuji pfechody, diky nimz automat do zvyraznéného sta-
vu mohl prejit.
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V prvni (pocatecni) ,pozici“ jsou zvyraznény pocatecnistavy @, a ,.

Druha , pozice” ma zvyraznény vsechny stavy, ve kterych se automat mUzZe nachazet po zpra-
covani znaku b, tedy stavy 0, a g, . Modré Sipky naznaduji, Ze znakem b mohl automat
prejit do stavu 0, ze stavu Q, nebo presel do stavu (, ze stavu @, .

Treti , pozice” ukazuje, Ze prestoze je automat nederministicky, po zpracovani retézce bb
bude jednoznaéné ve stavu G, , protoze hodnoty pfechodové funkce d(g,,b) a d(q,,b)
jsou jednoznaéné a jsou rovny {0,}.

Ze Ctvrté ,pozice” je zfejmé, Ze se zpracovanin fetézce bbaautomat mize dostat do stavu

0, nebo g (protoze 6(0,,a) ={0;,0:}).

O tom, zda je fetezec akceptovan, vypovida to, zda je zvyraznén néktery z koncovych stav(.
V tom pripadé existuje poZzadova posloupnost stavi zacinajici po¢atecnim a koncici konco-
vym stavem. Tuto posloupnost dokdZzeme urcit z cest sloZzenych z modrych Sipek.

Z obrdzku je tedy zfejmé, ze

- prazdny fetézec € je akceptovan (existuje stav q,, ktery je zaroven pocatecni
i koncovy)

- Ttetézec b je akceptovan (diky stavu q,)

- fetézec bbje zamitnut (stav g; neni koncovy)

- TFetézec bba je akceptovan (diky stavu q,)

Zobecnéni:

Zpracovani libovolného fetézce nedeterminstickym koneénym automatem lze popsat sek-
venci ,pozic”, ktera jednoznaéné definuje, zda je fetézec akceptovan ¢i zamitnut. Téchto
»pozic” je konecny pocet (lisi se pouze tim, které stavy jsou zvyraznény; mize jich byt maxi-
malné 2" -1, protoze ,pozice”, kterd by neméla zvyraznény zadny stav, nema smysl; N
predstavuje pocet stavll NKA). Pfechody mezi ,pozicemi” jsou jednoznacné, jednoznacné je
dana ,pocatecni pozice”. To vSe jsou ale vlastnosti deterministického konecného automa-
tu.

Zavér:

Deterministicky a nedeterministicky rozpoznavaci koneény automat rozpoznavaji tutéz tridu
jazyka.

Jinak feceno:

Ke kazdému nedeterministickému rozpoznavacimu kone¢nému automatu NKA existuje ekvi-
valentni deterministicky kone¢ny automat KA (tj. automat ve smyslu definice v 1.2).
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2.12. Prevod NKA na ekvivalentni KA

Z predchoziho je zfejmé, Ze stavy ekvivalentniho deterministického automatu budou odpo-
vidat ,,pozicim”, tedy podmnozindm stavové mnoziny vychoziho NKA, a Ze pocatecni stav KA
je jednoznacné uréen mnozinou pocatecnich stavl NKA. Vratime se k automatu z predchozi
kapitoly:

Priklad:

a b

q: | {91,92} | {as}
q; | {as} {94}
as | {a1,93} | {as}
«— | Qa| {ai} {as}

>
—

Tabulku s pfechodovu funkci deterministického ekvivalentu zaCneme vytvaret od jeho poca-
tecniho stavu, predem ovSem nevime, kolik radkl (tedy stavl) bude tabulka mit (vime pouze,
Ze je pocet stavl konecény). Tabulku vytvarime tak, Zze do ni postupné pridavame radky (tedy
stavy deterministického ekvivalentu) tak, jak vznikaji sjednocovanim mnozin v pfislusnych
fadcich tabulky NKA. Konkrétné

a b
— | {au,92} | {91,92,95} | {93,04}

Pocatetni stav {g,,0,} odpovidd mnoZiné pocatecnich stavli NKA, mnoZina stavl
{q1,92,03} je sjednocenim mnoZzin {q,9,} a {gs} v fadcich q; a g, a-sloupce tabulky vycho-
ziho NKA, stejné tak {g3qs} je sjednocenim mnozin {qs} a {q4} v Fadcich q; a g, b-
sloupce. Nové stavy {q1,0,,9s} @ {0304} zapiSeme do zahlavi fadkd jako nové stavy.

a b
— | {q1,9.} {91,92,93} | {a3,94}
{a1,9,q3}
{as,94}

. vytvofime hodnoty v téchto fadcich tabulky jako sjednoceni mnozin v fadcich Qq1,9,,03
(respektive g3 q4) tabulky NKA a ,nové vzniklé” stavy zapiSeme do zahlavi Fadka:

a b

— | {91,9.} {91,92,93} | {93,094}
{91,92,93} | {91,92,05} | {93,04}
{as,94} {91,095} {as}
{a.,0s}
{as}
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V tomto postupu pokracujeme do té doby, dokud ,vznikaji“ nové stavy, tedy mnoziny, které
jesté nemaji ve vytvarené tabulce ,svlj radek”:

a b
— [{a,92} | {91,92,05} | {93,04}
{91,92,93} | {91,9,,95} {CI3,Cl4}
{as,q4} {91,093} {as}
{as,qs} | {91,92,095} | {as}
{as} {a,0st | {as}

Zbyva oznacit koncové stavy. Budou jimi vSechny stavy, které ,v sobé obsahuji“ néktery
z koncovych stavll vychoziho NKA, tedy g; nebo g4 . Pro zjednoduseni byva jesté zvykem sta-
vy (tj. podmnoZiny mnoziny Q ) pfejmenovat jednopismennymi ndzvy:

a b
> | A{q,9;) B {q1,92as} | C {q594}
< | B{q1,929s} | B {9,9295} | C {954}
«— | C{gsq4} D {q1,qs} E {g3}
«— | D{q.qs} B {91,425} | E {q5}
E {qs} D {q1,9s} E {q5}

Pfesné muizeme obecny vztah mezi NKA a ekvivalentnim KA popsat takto:

A=(Q,Z,5,S,F) je nedeterministicky rozpoznavaci kone¢ny automat
A =(Q,Z,6',S,F') je ekvivalentni deterministicky rozpoznavaci kone¢ny automat

Pak plati:. Q' < 2%,
§:QxZ->Q, J(K,)=Js@,x) VKeQ, VxeX

geK

F={K|KeQ A KNF=2}

Uvedeny postup pro pfevod NKA ma (D)KA je nutné modifikovat v ptipadé, Ze se
v prechodovém grafu NKA vyskytnou e-hrany. Nejdrive je tfeba rozsifit prechodovou tabulku
NKA vtom smyslu, Ze se hodnoty prechodové funkce (tj. podmnoziny stavové mnoziny
v tabulce) rozsifi o vSechny e-ndsledniky, tj. o dalsi stavy, do nichZ se automat muize dostat
samovolnymi prechody cestami slozenymi z e-hran.
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Priklad:

a b C e
— g1 | {92} | 9 %) {04}
Q2|9 |[{a}| @ | @

—|qs| D %) %) %
qs | 9 % {aa} | {as}

Pro nazornost znazornime i prechodovy graf:

Jaké retézce jsou timto NKA akceptovany:

e prazdny fetézece
e fetézecab
e viechny fetézce c"kde n >0

Z grafu je zfejmé, Ze e-nasledniky vrcholu q; jsou vrcholy g4 a g3 (cestou sloZzenou vyhradné
z e-hran mulZe automat samovolné prejit z q; pres g4 az do qs), e-naslednikem vrcholu g4 je

vvvvvv

ce ,x md za e-ndslednika y“ jako reflexivné tranzitivni uzdvér relace ,z x vede e-hrana do y“.

Reflexivné tranzitivnim uzavérem relace E rozumime relaci E* = Uj—¢,_ oo E', kde relaci E*
interpretujeme jako xE'y < zx do y vede cesta délky i sloZend vyhradné z e-hran. Je zfejmé,

Ze v grafu automatu o n stavech je délka nejdelSi neuzaviené cesty < n. Proto v naSem pfi-
kladu staéi spocitat matici relace E* jako E* =1 UE U E*U E3:

E |a: (G2 |93 |92 | |E |Gy |9 |95 |Ga | |E |01 |G | Qs |Ga
@ |0 |0 |0 |1 a |0 |0 |1 |o q |0 |0 |0 |o
@ |0 |0 |0 |o 4 |0 |0 |0 |o 4 |0 |0 |0 |o
4 |0 |0 |0 |o 4 |0 |0 |0 |o 4 |0 |0 |0 |o
9. |0 |0 [1 o Q@ |0 |0 [0 o @ |0 |0 [0 o
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Pak z radk( matice relace E* snadno pro kazdy stav uréime mnoZinu e-nasledniku:

E di |92 |93 | qa e-naslednici
q: |1 0 1 1 d: | {91,93,94}
9 |0 |1 |0 |O 92 | {95}

g [0 |0 |1 O qs | {93}

qs |0 |0 1 1 da | {93,94}

MnoZiny e-naslednikd nyni pouzijeme

e k vytvoreni ekvivalentni prechodové tabulky NKA bez e-hran tim zpUsobem, Ze stavy
v mnozinach, urcujicich hodnoty prechodové funkce nahradime vsemi jejich e-
nasledniky

e k vytvoreni pocatecniho stavu deterministického ekvivalentu, kam pro kazidy poca-
tecni stav vychoziho NKA dame vSechny jeho e-nasledniky

Ekvivalentni pfechodova tabulka NKA bez e-hran:

a b C
— 1 q1|{q} | 9 %)
Q|9 |{a}| @

—|qs| 9 %) (%)
Qs %) %) {03,94}

Pocatecni stav deterministického ekvivalentu: {q1,93,94}

Dal postupujeme stejné jako v pripadé NKA bez e-hran s tim, Ze misto s vychozi tabulkou
NKA pracujeme s ekvivalentni prechodovou tabulkou bez e-hran. Vysledny (D)KA:

A b c
< |A{gy, 03,94} | Bfag} | D C{a3,qa}
B {q,} %) D{gs} | @
< | C{asz, qa} %) %) C{as,qa}
< | D{q3} %) %) %)

Pro ndzornost nakreslime i pfrechodovy graf tohoto automatu:

RO OR O
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Je zfejmé, Ze tento KA akceptuje praveé tyto retézce:

e prazdny fetézece
e fetézecab
e viechnytetézcec"kde n >0 ,

tedy stejny jazyk jako vychozi NKA.

2.13. Vyuziti (D)KA a NKA pfi navrhu syntaktického analy-
zatoru regularniho jazyka

Ptiklady navrhu analyzator( regularnich jazyk( definovanych spolec¢nou vlastnosti fetézcu
jsme uvedli v kapitole 2.4. V ptipadech, kdy je spolecnou vlastnosti fetézcl jazyka pritom-
nost/nepritomnost daného podretézce ve specifikované casti fetézce, lze prechodovy graf
deterministického automatu zkonstruovat intuitivné. Pokud je spolecnd vlastnost formulo-
vana jako splnéni urcitého poctu z nékolika podminek, je standardnim postupem vytvoreni
nékolika ,parcidlnich” automatl, znich kazdy rozhodne o splnéni/nesplnéni jedné
z podminek, a postupné vytvoreni jejich kartézského soucinu. Postup si ukaZzeme nejprve na
prikladu.

Priklad: Vytvorte (D)KA, ktery bude rozpozndvat mnoZinu viech fetézci nad abecedou
{0,1}, které spliuji sou¢asné nasledujici podminky

e fetézec obsahuje podretézec 1101
e fetézec nekondi podietézcem 001

Nejprve vytvofime dva ,parcidlni“ automaty. Kazdy z nich bude rozpoznavatjazyk vyhovuijici
jedné z podminek. Z dlivodu, které budou zfejmé pozdéji, pojmenujeme stavy jednoho au-
tomatu pismeny, druhého Cislicemi.

Automat, rozpoznavajici fetézce splnujici prvni podminku (,,obshauje podretézec 1101):
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Automat, rozpoznavajici fetézce splnujici druhou podminku (,,nekonc¢i 001“):

Kartézsky soucin obou automatd zakreslime do ortogonalniho usporfadani obou prechodo-
vych grafli. NiZe zobrazeny automat soucasné sleduje stavy obou parcidlnich automat.

Kartézskym soucinem automatd A =(Q,,%,6,,0,,F) a A =(Q,,%,9,,qy,,F,) rozumime
automat A=(Q ,%,0,q,,F ) takovy, Ze

mnoZina stavl Q < Q,xQ, , tedy VqeQ plati g=(q,,09,), @, €Q,,0,€Q,

pocatedni stav g, = (0y;,0o,)
prechodova funkce (q,X) = (6,(;,X),5,(0,,X)) VgeQ, VxeZX
mnoZina koncovych stavil F < Q takova, Ze
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o 0=(9,9,)eF<=q eF AQ,eF, ,automat Apak rozpoznava priinik jazykd
L(A;) N L(Ay)
nebo

o q=(9,9,)eF<qeFvq,eF, , automat Apak rozpoznava sjiednoceni

jazykt L(A;) UL(A,)

Prakticky postup pfi vytvareni kartézského soucinu dvou automata:

1. Prechodové grafy obou dil¢ich automatl nakreslime tak, Ze vSechny stavy umistime
do jedné pfimky (stavy prvniho automatu do pfimky vodorovné, druhého automatu
do pfimky svislé) tak, aby vzniklo misto na zakresleni stavl vysledného automatu
,V prlsecicich soutadnic” stavi parcidlnich automata.

2. Do pozice odpovidajici ,praseciku souradnic” pocatecnich stavi obou dil¢ich automa-
tl zakreslime pocdatecni stav (ve vySe uvedeném prikladu stav Al).

3. Pro kazdé pismeno vstupni abecedy zakreslime do , prlsecikl souradnic” nasleduji-
cich stavl dil¢ich automat( ndsledujici stav automatu vysledného.

4. Bod 3 opakujeme tak dlouho, dokud v pfechodovém grafu vznikaji nové stavy. Je
zfejmé, Ze tento postup nékdy skonci (pocet stavl vysledného automatu je konecny).

Tento postup lze samoziejmé analogicky a se stejnym vysledkem provadét i nad tabulkami
prechodovych funkci.

Je ziejmé, Ze vysledny automat ziskany timto postupem nemusi mit minimalni pocet stavi
(jinak receno — mUzZe existovat ekvivalentni automat s mensim pocétem stavd). To neni na
zavadu, existuji algoritmy, které umoznuji nalézt redukovany (minimdlni) automat, tj. auto-
mat s minimalnim poctem stav, ktery dany jazyk rozpoznava.

Obecné byva snazsi navrhnout syntakticky analyzator konkrétniho reguldrniho jazyka jako
nedeterministicky kone¢ny automat s tim, Ze poté bude nutné vénovat jisté Usili jeho prevo-
du na automat deterministicky.

Priklad: Vytvorte NKA, ktery bude rozpoznavat mnoZinu vsech fetézcl nad abecedou
{a, b}, jez splriuji alespori jednu z nasledujicich podminek

e fetézec obsahuje podretézec bbab
e fetézec obsahuje podietézec aaa

Nasledujici prechodovy graf je zalozen na Uvaze, Ze z pocatecniho do koncového stavu mo-
hou vést pouze cesty ohodnocené fetézci bbab nebo aaa . Hledany podretézec se muze
vyskytnout kdekoli ve vstupnim fetézci, proto jsou v pocatecnim stavu 1 i koncovém stavu 5
smycky pro oba vstupni symboly:
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Modifikace tohoto prechodového grafu pro rGzné varianty zadani:

retézec zacinad podretézcem bbab nebo aaa - v prechodovém grafu nebudou dvé smycky ve
stavu 1

retézec konci podietézcem bbab nebo aaa - v prechodovém grafu nebudou dvé smycky ve
stavu 5

fetézec spliuje obé podminky , obsahuje tedy oba podiretézce bbab iaaa :

- v pfechodovém grafu jsou dvé paralelni cesty; cesta 1-2-3-4-8-9-10-5 se ve vypoctu uplatni
v pfipadé, Ze se podretézec bbab vyskytne dfive nez podretézec aaa, diky cesté 1-6-7-11-12-
13-14-5 budou akceptovany retézce, ve kterych se aaa vyskytne pred bbab. ProtoZe oba
podietézce nemusi nasledovat bezprostfedné za sebou, musi byt ve stavech 8 a 11 smycky
pro oba vstupni symboly.

Je zfejmé, ze kdybychom automaty tohoto typu navrhovali jako deterministické, vyzadovalo
by to mnohem vice tvirciho usili. Navrh ve formé nedeterministického automatu je zjevné
jednodussi, nevyZzaduje prilis kreativity, to je ale vykoupeno Usilim, jez je nutno vénovat na-
slednému prevodu na (D)KA. To lze ale fesit algoritmicky, resp. softwarovymi ndstroji.
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2.14. Syntakticka analyza jazyku generovanych gramati-
kami G3L

V kapitole 2.7 jsme konstatovali, Ze regularni gramtiky jsou dvojiho druhu: pravé linearni
(G3P) a levé linearni (G3L). Zatim jsem si ukazali, jak vytvofit syntakticky analyzator ke gra-
matikdm G3P. Ke konstrukci analyzatoru jazyk( generovanych gramatikami typu G3L vyuzi-
jeme reverznich gramatik a reverznich automatu.

Pod pojmem reverzni gramatika (k néjaké vychozi gramatice) budeme rozumét gramatiku,
kterd ma na levé i pravé strané prepisovacich pravidel (zrcadlové) prevracené retézce z pre-
pisovacich pravidel vychozi gramatiky. Reverzni gramatika bude generovat reverzni jazyk.

Presnéji:

Necht G =(N,T,S,P) je gramatika. Reverzni gramatikou G" =(N,T,S,P®) ke gramatice
G budeme rozumét takovou gramatiku, pro kterou plati o — f € PR o af —>ﬁR eP .
Pak L(G®) ={W|WR eL(G)}. Plati (GF)* =G.

Priklad:
G,: S—aS Gf: S—>8Sa
aS — bA|bba Sa — Ab | abb
A — abb A — bba
Odvozeni fetézcliz G : Odvozeni fetézcti z GR :
S = aS = bA = babb S =>Sa= Ab = bbab
S = aS = bba S = Sa=abb

Priklad ilustruje, Ze reverze obou stran prepisovacich pravidel vede k tomu, Ze reverzni gra-
matika generuje reverzni jazyk.

Je zfejmé, Ze reverzi gramatiky typu G3L ziskdme gramatiku typu G3P. K té umime sestrojit
NKA, ktery bude rozpoznavat jazyk generovany gramatikou G3P. Tento jazyk je ovSem rever-
zi jazyka generovaného vychozi gramatikou typu G3L (tedy reverzi jazyka, ktery mame rozpo-
znavat). Proto k vytvorenému NKA zkonstruujeme reverzni automat tim zplsobem, Ze pre-
vratime orientaci vSech Sipek v prechodovém grafu, tj. zménime orientaci pfechodovych hran
a navzdjem zaménime pocatecni a koncové stavy.
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Presnéji:

Necht A=(Q,X,5,S,F) je nedeterministicky rozpoznavaci kone¢ny automat. Reverznim
automatem AR = (Q,Z,5R,SR, FR) k automatu A budeme rozumét takovy automat, pro
ktery plati 0’57 (q,X) = qed (,X) Vg, €Q, VxeX; SfR=F, FR=8.

Pak L(A®) ={w|w" e L(A)}. Plati (A®)* = A.

Konstrukci syntaktického analyzatoru ke gramatice typu G3L pak Ize zndzornit takto:

REVERZE
G (G3L) > G*(G3P)
ANALOGIE
V
A (NKA) | REVERZE A" (NKA)

2.15. Regularni mnoziny a regularni vyrazy

Pojem reguldrni vyraz je informatikim pracujicim v unixovském prostfedi znamy ze ,,skripto-
vacich” jazykl, kde usnadnuji zpracovani textu (vyhledavani podretézcll, jejich extrakce ci
nahrazeni jinymi podietézci, atd). V soucasnosti pouzivané pristupy k reguldrnim vyrazim
jsou rozsitenim konceptu, ktery publikoval v 50. letech 20. stoleti americky matematik S. C.
Kleene v praci o formalizaci popisu reguldrnich jazyku.

Kleeneho ptistup k popisu regularniho jazyka (v jeho terminologii reguldrni mnoziny), je zalo-
Zen na principu, kdy definuje elementarni regularni mnoziny jako zakladni stavebni kameny,
z nichZ se reguldrnimi operacemi vytvazeji dalsi regularni mnoziny.

Reguldrni mnoZina nad abecedou 2 je definovana rekurzivné takto

@ je regularni mnozina
{e} je reguldrni mnozina
{a} je reguldrni mnozina Va € X
Jsou-li P a Q reguldrni mnoziny, pak

a. P UQ jeregularni mnozina

b. P-Q jereguldrni mnoZina

c. P*a Q" jsouregularni mnoziny
5. Neexistuji Zadné jiné reguldrni mnoziny.

i
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Poznamky k definici regularni mnoziny:

1. Zdefinice je zfejmé, Ze kazda reguldrni mnoZzina je vytvorena z (elementdrnich) regu-
larnich mnozin @, {e},{a} aplikaci koneéného poctu (reguldrnich) operaci
sjednoceni (U), zfetézeni (+) a iterace (*).

2. Ke kazdé reguldrni mnoziné existuje koneény automat, jenz ji rozpozndva. Pojem re-
guldrni mnozina je tedy jen synonymem k pojmu reguldrni jazyk.

Jak vypadaji kone¢né automaty rozpoznavajici elementarni reguldarni mnoziny?

s 0O O
e O

Jak konstruovat automaty rozpoznavajici regularni mnofiny vytvorené regularnimi opera-
cemi?

Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, Zze NKA ma pravé jeden pocatecni a pravé jeden
koncovy stav. Pokud tomu tak neni, dosdhneme toho pfridanim nového pocatecniho stavu,

nového koncového stavu a e-hran, aniz by se tim zménila mnozina akceptovanych retézc(:
llustrace:

O O

e
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Pfechodovy graf automatu, akceptujiciho sjednoceni reguldrnich mnozin P U Q :

Prechodovy graf automatu, akceptujiciho zfetézeni regularnich mnozin P - Q :

Pfechodovy graf automatu, akceptujiciho iteraci regularni mnoziny P*:

Regularni vyrazy oznacuji (reprezentuji, popisuji) reguldrni mnoziny pomoci fetézcd. Umoznu-
ji kazdou reguldrni mnozinu jednoznacné popsat jednim fetézcem tvorenym znaky z abecedy

X, operatory +, - a

nasobeni symbolickych aritmetickych vyrazu.

Reguldrni vyraz nad abecedou X' je definovan rekurzivné takto

1.

2.
3.
4

@ je regularni vyraz oznacujici regularni mnoZzinu @
e je reguldrni vyraz oznacujici regularni mnozinu {e}
a je regularni vyraz je reguldrni mnozinu {a} Va € X
Jsou-li p a g regularni vyrazy oznacujici regularni mnoziny P a Q, pak
a. p -+ q jeregularnivyraz oznacujici regularni mnozinu P U Q
b. p-q jeregularnivyraz oznacujici regularni mnozinu P - Q
c. p*aq”jsouregularnivyrazy oznacujici reguldrni mnoZiny P* a Q*
Neexistuji Zddné jiné reguldrni vyrazy.
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Terminologie pouZivana pro vztah mezi reguldrnim vyrazem a reguldrni mnozinou: Regularni
vyraz R oznacuje reguldrni mnozinu A, reguldrni mnozina A je hodnotou reguldrniho vyrazu
R. Znaceni: A = ||R]|

Priklady regularnich vyrazti nad abecedou {a, b}:

Regularni vyraz hodnota regularniho vyrazu (slovni popis)
baa* vSechna slova zacinajici znakem b , nasledovym pouze znaky a
a*ba*ba* vsechna slova obsahuijici pravé dva znaky b
(a+ b)* vsechna slova
(a+b)"'bb vsechna slova koncici dvéma znaky b

Na zakladé definice regularni mnoziny a vlastnosti kartézského soucinu z kapitoly 2.13 m{-
Zeme zformulovat nasledujici tvrzeni:

Trida regularnich jazyk( je uzaviena vici operacim sjednoceni, zfetézeni, praniku a iterace.

Jinak feceno: Sjednoceni, zfetézeni, pranik libovolnych dvou regularnich jazyk( je reguldrni
jazyk. Iterace libovolného reguldrniho jazyka je regularni jazyk.

2.16. Konstrukce koneéného automatu z regularniho vyra-
zu

Jak z reguldrniho vyrazu R vytvofit konecny automat A, ktery bude jazyk popsany timto
vyrazem akceptovat?

Redenim je postupny rozklad reguldrniho vyrazu a souvisejici transformace zobecnéného pre-
chodového grafu. Pod pojmem zobecnény prechodovy graf rozumime pfechodovy graf,
u néhoz pfipustime ohodnoceni hran nejen symboly vstupni abecedy a € X a symbolem e
ale i regularnimi vyrazy nad abecedou X'

Vychozi zobecnény prechodovy graf bude mit pouze dva stavy - pocatecni a koncovy.
Z pocatecniho stavu do koncového povede hrana ohodnocena regularnim vyrazem R:

oi¥e
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Zobecnény prechodovy graf dale budeme transformovat podle téchto pravidel :

P

o ~ O, 1O

p
€ €

E
2

Protoze je reguldrni vyraz vytvoren pouze reguldrnimi operacemi a pro kazdou reguldrni ope-
raci je ddno transformacni pravidlo, dojdeme timto postupem k prfechodovému grafu,
v némz budou vSechny hrany ohodnoceny symboly abecedy a € X nebo symbolem e , do-
jdeme k tedy k pfechodovému grafu nedeterministického kone¢ného automatu.

Pfiklad: Vytvofte koneény automat rozpoznavajici jazyk (a + b)*(aa + bb)(a + b)*.

1. krok (vytvorenizobecnéného prechodového grafu o dvou stavech)

: (a+b) (aa+ bb)(a+ b):O—>

2. krok (transformace dvou zietézeni)

C (a+b)*C aa + bb C (a+b) C

3. krok (transformace dvou iteraci a souctu)
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4. krok (transformace dvou souctll a dvou zietézeni)

ool T

a
b

Po 4. kroku je kazdd hrana ohodnocena pismenem vstupni abecedy nebo symbolem e .
Transformace je tedy skonéena, vysledekm je prechodovy graf koneé¢ného automatu.

Automat vytvoreny timto postupem je obecné nedeterministicky, Ize vytvofit jeho determi-
nisticky ekvivalent (viz kapitola 2.12).

2.17. Popis jazyka akceptovaného automatem regularnim
vyrazem

Jak z koneéného automatu A vytvorit regularni vyraz R, ktery bude popisovat jazyk akcep-
tovany timto automatem?

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat automat s jednim pocatecnim a jednim konco-
vym stavem (viz kapitola 2.15). Postupné budeme eliminovat vSechny hrany a vrcholy pre-
hodového grafu kromé pocatecniho stavu, koncového stavu a hrany mezi nimi. Béhem pro-
cesu eliminace budou modifikovany hrany a jejich ohodnoceni regularnimi vyrazy. Timto
zplUsobem postupné zkonstruujeme sekvenci zobecnénych prechodovych graf(, které akcep-
tuji stejnou mnozZinu slov. Proces konci, kdyz v grafu zbudou jen dva stavy (pocatecni
a koncovy) a jedna hrana z pocatecniho do koncového stavu. Hledany reguldrni vyraz je pak
ohodnocenim této hrany.

Schéma eliminace hran:

y

OO0
~J

@ﬁl p1+ B2
B2
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Schéma eliminace vrcholl:

P
g Uy
~J

g s (B + F2) ay a; (P + f2)" s
B2

Leva ¢ast obrazku predstavuje vysek z pfechodového grafu, ktery obsahuje elimino-
vany vrchol, vSechny jeho sousedy (tedy viechny vrcholy z nichZ nebo do nichz vede
hrana z eliminovaného vrcholu) a vSechny hrany koincidujici s eliminovanym vrcho-
lem.

PFi eliminaci vrcholu 3 musime nejprve zmapovat vSechny cesty mezi sousednimi vr-
choly, které pres eliminovany vrchol vedou, a popsat je regularnimi vyrazy:

Cesty pres eliminovany vrchol 3: 1> 4 a (B + L) ay
1>5 aBi+ B as
2> 4 ay (B + B2)" ay
255 ay(Br + B2)" as

Zadné dali orientované cesty pres eliminovany vrchol 3 nevedou.

Prava ¢ast obrazku predstavuje stejny vysek grafu po provedeni eliminace vrcholu 3. Vrchol 3
se vném tedy jiz nevyskytuje, ale doplnénim novych hran ohodnocenych vyse uvedenymi
regularnimi vyrazy jsou ,zachovany cesty”, které pres eliminovany vrchol vedly. Mnozina
retézcll akceptovanych obéma zobecnénymi pfechodovymi grafy je stejna.

Priklad: Koneény automat A nad vstupni abecedou {a, b} akceptuje fetézce obsahujici
szdy pocet znakll a a sudy pocet znakll b (nulu povazujeme za sudé Cislo). Popiste jazyk
L(A) regularnim vyrazem.
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Prechodovy graf automatu 4 :

Krok 2 — eliminace vrcholu 3:

4. ba
4. aa

Cesty pres vrchol 3: 2 > 2 bb , 2
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Krok 3 — eliminace vrcholu 2:

Cesty pres vrchol 2: 1> 1 a(bb)a , 1> 4 a(bb)*ba ,
4 -5 1. ab(bb)*a |, 4 - 4 ab(bb)*ba

ab(bb)"a

a(bb) ba o' aa

ab(bb) ba

Krok 4 — eliminace paralelnich hran a smycek:

Hrany mezi vrcholy 4 a 1: 1> 4 b+a(bb)ba (= a)
4 > 1. b+abbb)a (=B
4 > 4: aa+ab(bb)'ba (= vy)

Pro zjednoduseni popisu hran jsme oznacili dil¢i reguldrni vyrazy symboly a, B,y .

a(bb) a ®/v

o
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Krok 5 — eliminace vrcholu 4:

Cesty pres vrchol 4: 1> 1. ayp

e

Krok 6 - eliminace paralelni smycky v 1:

Smycka ve vrcholu 1: 1> 1. ab)ya+ ay'p = 6

9

@ ¢

e

Krok 7 - eliminace vrcholu 1:

Cesta pres vrchol 1: P> Ki 6~ (viz kapitola 2.16).
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Je zfejmé, Ze vysledny zobecnény prechodovy graf akceptuje reguldrni mnoZinu popsanou
vyrazem &~ (viz kapitola 2.16).

Hledany regularni vyraz ma tedy podobu
R= 6= [a(bb)'a+ ayB)]* =
= [a(bb)*a + (b + a(bb)*ba)(aa + ab(bb)*ba)*(b + ab(bb)*a)]*

Obecné plati, Ze tvar vysledného regularniho vyrazu je ovlivnén poradim eliminace vrchol(.
Pokud zvolime jiné poradi eliminace vrcholl (a neudélame pfi transformacich chybu), ziska-
me regularni vyraz jiny, ale ekvivalentni v tom smyslu, Ze bude popisovat stejny jazyk.

2.18. Regularni vyrazy regexp

Kleeneho konceptu reguldrnich vyrazli se Uspésné chopili tvlrci programovacich jazykd
a zavedenim matajazykovych symboll vytvorili zregularnich vyrazi efektivni nastroj
pro praci s textovymi retézci. Princip téchto regularnich vyrazli (regexp, regex) zlistava stejny
— popisuji mnozZiny fetézcl. Lze je chapat jako vzor (resp. masku) pro textové retézce, které-
mu programem zpracovavany vstupni retézec bud vyhovuje nebo nevyhovuje, od ¢ehoz se
mohou odvijet dalsi akce. Nejcastéjsi vyuZiti regexp je zjiSténi, zdali vstupni text vyhovuje
zadanému regularnimu vyrazu, zjiSténi pozice ve vstupnim textu, kde shoda s regularnim
vyrazem zacind nebo zdména textu v jednom z podvyrazli regexp. Regularni vyrazy se napfi-
klad standardné pouzivaji ke kontrole dat zadavanych ve formula¥ich (e-mailovda adresa, PSC,
bankovni spojeni,.....) nebo k selekci informaci z logovych soubor( pti spravé systému.

Praci s regularnimi vyrazy umoznuje rada programovacich jazykd (C#, Java, Visual Basic .NET,
Perl, PHP, Javascript aj.) i fada program( a funkci v prostredi UNIX/LINUX.

Priklady metajazykovych symbolli a operatort pouzivanych v regexp :

Metaznaky pro ukotveni pozice v Fetézci
Metaznak Vyznam metaznaku Priklad Priklady Priklady
regularniho vyhovujicich || nevyhovujicich
vyrazu vstupnich vstupnich
Fetézct Fetézct
~ Pevny zacatek retézce ~Pos Posloucham Neposlouchej
Poseidon Porta
$ Pevny konec Fetézce rok$ novy rok Rok na vsi
Snizili Urok Dva roky poté
Hrajte taroky
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Metaznaky pro zastupné symboly a opakovani
Metaznak Vyznam metaznaku Priklad Priklady Priklady
regularniho vyhovujicich || nevyhovujicich
vyrazu vstupnich vstupnich
Fetézcd Fetézcd
Libovolny znak (pravé t.p step tis
jeden) tipovat lep
utopi terpentyn
* Predchozi znak se r¥m zarmoutit figura
vyskytne grrrrm!
0x az ooXx ataman
+ Pfedchozi znak se s+t pssst! blatnik
vyskytne kostival
1x aZ oox
? Pfedchozi znak se k?t pakt Vekktor
vyskytne port
0x az 1x vektor
{kolik} Pfedchozi znak se [0123456789]{3} 123 Abc
vyskytne praveé 875 22
kolik x 007 -135
1234
{min,max} || Pfedchozi znak se Ps{2,4}t Psst! Pst!
vyskytne Pssst! Pssssst!
min x az max x Psssst!
Metaznaky pro vyctové mnoziny a retézce
Metaznak Vyznam metaznaku Priklad Piiklady Priklady
regularniho vyhovujicich || nevyhovujicich
vyrazu vstupnich vstupnich
Fetézcl Fetézcl
[1 Libovolny znak [0123456789] -16 jedno maslo
z vyétu znakd 1 ks maslo
v zavorce Peugeot 308
[d-h] Libovolny znak [A-M] Dovolend -254
z mnoZiny znakd Malaga agent 007
definované rozsahem 156A23 okresni prebor
od znaku d az po znak B0OO7 Prazsky vybér
h (rozsahy lze fetézit)
[~d-h] Libovolny znak [~a-z0-9] ALFA ALFa
mimo mnoZinu znakd C&K VOCAL C8&K F.J.1.
definovanou rozsahem
od znaku d az po znak
h (rozsahy lze retézit)
0] Cely fetézec (slov) osloveny slozeny
v zavorce slovensky Ulovek
maslovy solventni
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Dalsi metaznaky

Metaznak Vyznam metaznaku Priklad Priklady Priklady
regularniho vyhovujicich || nevyhovujicich
vyrazu vstupnich vstupnich

Fetézct Fetézct
Oddéluje variantni a(bec|port) abeceda aerobik
podvyrazy aportuje portace
abecedni abertam
\ Nésledujici metaznak \* Jakykoli Jakykoli Fetézec
neni metaznak, ale retézec neobsahujici
datovy znak obsahujici znak
znak xR

Preddefinované mnoziny znakt@

\d
\D
\w
\W
\s
\S

Libovolna desitkova Cislice [0-9]

Libovolna ,necislice™ [M\d]

Libovolny alfanumericky znak [a—zA-Z 0-9]
Libovolny nealfanumericky znak [Mw]
Libovolny ,prazdny znak™ [\ \t\n\r]

Libovolny ,neprazdny znak® [M\S]

Vyse uvedeny prehled shrnuje nejbéinéjsi metasymboly a operatory, které povétsinou fun-
guji ve vétsiné ,skriptovacich jazykd“”, je ovSiem nutné pocitat s tim, Ze se jednotlivé imple-
mentace mohou v detailech liSit. Cilem této kapitoly je, aby si ¢tenar mohl o praktickém pou-
ziti reguldrnich vyraz(i udélat jasnéjsi predstavu; pro redlnou praci v konkrétnim programo-
vacim ndstroji se zajemce musi obratit ke zdrojlim tykajici se konkrétni implementace.

Priklady:

Reguldrni vyraz pro ovéreni spravnosti syntaxe e-mailové adresy:
[a-zA-Z0-9._-]+@[a-zA-Z20-9.-]+\.[a-zA-Z]{2,4}

Regularni vyraz pro ovéreni spravnosti syntaxe posStovniho smérovaciho Cisla
(s moZnou mezerou mezi trojcislim a dvojcislim):

[0-9]3} ?[0-9]{2}

Reguldrni vyraz pro ovéfeni spravnosti syntaxe telefonniho ¢&isla z CR nebo SR
(s moZznymi mezerami mezi trojcislimi:

(\+420|\+421)?[0-9]{3} ?[0-9]{3} ?[0-9]{3}S
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2.19. Nerodova véta, ekvivalentni reprezentace regu-
larnich jazyka.

V kapitole 1.4 jsme konstatovali, Ze zobecnéna piechodova funkce 6 deterministického ko-
nec¢ného automatu na mnoziné viech vstupnich fetézci X* jednoznacné definuje rozklad
o n blocich (kde n oznaduje pocet stavi KA). Kazdy blok rozkladu odpovida jednomu stavu
automatu a patfi do néj pravé ty vstupni retézce, které prevadi automat z pocatecniho stavu
do stavu odpovidajiciho konkrétnimu bloku. Tento rozklad mnoZiny vSech vstupnich retézcl
jednoznacéné indukuje relaci ekvivalence na mnoziné vSech vstupnich retézci. Ve stejné tridé
ekvivalence jsou ty vstupni fetézce, které z pocatecniho stavu pfevedou automat do stejného
stavu. Tuto ekvivalenci znadime operatorem = .V disledku toho, Ze je funkce &' tranzitiv-
nim uzavérem prechodové funkce 9, plati (u =v)= (uw =vw) Vu,v,w € X* , ekviva-
lence = je tedy pravou kongruenci a vzhledem ke kone¢nému poctu stavl automatu je pra-
vou kongruenci kone¢ného indexu (tj. ma konecny pocet trid).

Nerodova véta: Formalni jazyk L nad kone¢nou abecedou je regularni pravé tehdy, pokud
existuje prava kongruence konecného indexu takova, Ze jazyk L je sjednocenim vybranych
trid této kongruence.

Pozndmka k Nerodové vété: Je ziejmé, ze ,vybranymi tfidami“ jsou takové tfidy ekvivalence,
které odpovidaji koncovym stavim konec¢ného automatu, jenz jazyk L rozpoznava.
Nejdualezitéjsi zavéry z kapitol, tykajicich se regularnich jazyk( zakoncéime dulezitym konsta-

tovanim.

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

Tvrzeni 1: Jazyk L nad abecedou X je regularni.

Tvrzeni 2: Na mnoziné X" existuje prava kongruence konec¢ného indexu takové, Ze L je sjed-
nocenim nékterych tfid této kongruence.

Tvrzeni 3: Existuje nedeterministicky kone¢ny automat A , ktery jazyk L rozpoznava, tedy
L(A)=1L.

Tvrzeni 4: Existuje deterministicky kone¢ny automat A’, ktery jazyk L rozpoznava, tedy
L(A)=L.

Tvrzeni 5: Existuje reguldrni gramatika G, kterd jazyk L generuje, tedy L(G) =L .

Tvrzeni 6: Existuje reguldrni vyraz R , ktery jazyk L popisuje, tedy ||R|| =L .
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Nasledujici obrazek znazoriuje prevody mezi rliznymi reprezentaceni regularnich jazyka,
které byly zminény v tomto textu:

G3 G3R NKA

v

Y

(D)KA

RV

Sipky ve snéru od G3P ke G3, respektive od (D)KA k NKA nemaji smysl, nebot G3R je zvlast-
nim pripadem G3 a (D)KA je zvlastnim pripadem NKA.
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