TEORETICKA
INFORMATIKA

3. CAST

VETAEVAYEIRS




Obsah

1. [0} 41 & 1PN

1.1 UVOM oo
1.2.  Axiomatickd vystavba formalnich tEOrii.......cccccciiiiiiciii e
1.2.1. Hierarchie logickych KalkUlU .........cc.oeiiuiiiiiiiciee ettt et
1.2.2. VAV o] oV W (o =1 ISR

1.3.  Algebraicky pFistup k VYroKOVEMU POCLU .....ceiiiiiiiiiiiiiee ittt e et e s seaee e e
1.3.1. o T=4T0l N (] 0] (PP SRSP
1.3.2. Normalni formy logickych fUNKCI.........coooiiiieie e
1.3.3. Dokazovani vyrokovych formuli algebraickymi NAstroji......cccccvveeevicveeeiiiieee e,

(2o 10 b4 £ R =T = 140 [ J U TR RTPUTRRRR

Vaclav Vais: Teoreticka informatika 3. ¢ast — Uvod do logiky



Predmluva

Tento materiadl se snazi sezndmit Ctenare s elementdrnimi principy logiky a jejich
uplatnénim pfi studiu informatickych obora. Vzhledem ke svému rozsahu si material neklade
vyssi cile, nez zprostfedkovat ¢tendfi zakladni orientaci v téchto okruzich:

e logicka vystavba deduktivnich véd,

e vyrokova logika a jeji potencial pro feSeni logickych uloh a dokazovani pravdivosti
tvrzeni,

e algebra logiky jako ndstroj pro analyzu a navrh kombinacnich a sekvencnich ¢isli-
covych zafizeni.

Material je uréen pro studenty inZenyrskych, zejména informatickych oborl. Text se
snazi alespon ¢astec¢né kompenzovat dlouhodoby deficit ve vyuce logiky na stfednich Skolach
i absenci takového predmétu mezi povinymi predméty ve studijnich planech vétsiny technic-
kych obor(i na vysokych Skolach. Text pokryva jeden okruh, kterému se vénuje predmét
KIV/TI ve druhém rocéniku bakalarského studia studijniho programu InZenyrska informatika
(bohuzel jen v omezeném ¢ase na konci semestru).

Stejné jako v predmluvé k predchozim dilim musim konstatovat, Ze text neni zazna-
mem prednasek, rozsahem i podrobnostmi znacné presahuje objem, ktery obvykle byva
k danému tématu odprednasen (a ktery také byva zkousen).

PFi tvorbé textu jsem se v teoretickych partiich opét snazil neustupovat z matematic-
ké presnosti, ale prezentované pojmy a postupy dopliiovat podrobnym slovnim vysvétlenim
(tam, kde jsem to povazoval za vhodné, jsem nékdy pristoupil i k méné pfesnym, nicméné
nazornéjsim formulacim; takové formulace jsou obvykle uvedeny v uvozovkach).

U zkousky z predmétu KIV/TI bude vyZadovana znalost v rozsahu prednasek, tj.
v rozsahu zvefejnénych predndskovych slajdi, tedy ne v rozsahu tohoto rozsifujiciho textu.
Jeho prostudovdnim ovSem muze motivovany student ziskat SirsSi nadhled nad prednasenou
problematikou. Kromé toho by mély ,vysvétlujici“ ¢asti textu napomoci k pochopeni téch
teoretickych partii, které mohou byt pro posluchace pti dnesni Urovni obecnych matematic-
kych znalosti a intenzité navstév kontaktnich vyukovych akci obtiznéjsi.

Vaclav Vais
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1. Logika

1.1. Uvod

Logika je disciplina, ktera se zabyvd metodami spravného (korektniho) usuzovani, tedy zpu-
soby vyvozovani pravdivych zavérl (disledkd) z pravdivych (= ovérenych) poznatkl (predpo-
klada).

Logika se zacala vyvijet jako soucdst filosofie uz v obdobi antiky, za jejiho zakladatele je po-
vazovan Aristoteles ze Stageiry (384 pf. n. . — 322 pf. n. |.). V soucasnosti je logika vnimana
jako Sirokd oblast na rozhrani filosofie a matematiky.

Logika zkouma pouze formu sdéleni, nikoli jeho obsah. Logicky spravna dedukce predstavuje
posloupnost kroku, z nichz kazdy spliuje kritéria zabezpecujici, Ze jsou-li pravdivé predpo-
klady, je pravdivy i zavér. Dedukci z malého poctu vychozich poznatkld odvozujeme poznatky
dalsi. Dedukce je obecnou metodou deduktivnich véd, zejména matematiky. Naproti tomu
v empirickych védach se obvykle pouzivd myslenkova metoda indukce (zobecriovani), kdyz se
z jednotlivych poznatk( (napfiklad z vysledkl konkrétnich méreni nebo pozorovani) vytvare;ji
obecné hypotézy.

Postupnym zavadénim matematické notace do ,filosofické” logiky dospél vyvoj k formalni
logice, ktera definuje a studuje abstraktni odvozovaci pravidla (jakési ,formy uUsudkd“), je-
jichZ platnost nezavisi na vyznamu pojmu, které v nich vystupuji. Formalni logika tedy zkou-
ma obsahové logické mysleni prostfednictvim formalnich logickych systému.

Otazky, jez nam formalni logika pomaha fesit: je konkrétni tvrzeni pravdivé? Lze toto tvrze-
ni dokazat? Lze toto tvrzeni vyvratit? Formalni logika pracuje s pojmy dukaz, teorie, model,
bezespornost, uplnost, rozhodnutelnost.

Dalsim vyvojem formalni logiky se jako samostatna disciplina vyvinula matematicka logika.
Matematicka logika studuje vyvozovani jako praci se symboly popisujicimi abstraktni mate-
matické objekty. Cilem snah matematik( v prvni poloviné 20. stoleti bylo vytvofit formalni
jazyk, ve kterém by bylo mozné zapsat libovolné matematické tvrzeni, definovat zpUsob, jak
z malé mnoziny predpokladl (axiomu) odvodit ,,celou matematiku” a moci o kazdém tvrzeni
algoritmicky rozhodnout, zda toto tvrzeni plati. Az brnénsky rodak Kurt Gédel v roce 1931
dokazal, Ze to mozné neni (Godelovy véty o neuplnosti). Pfesto je matematickd logika cen-
nym nastrojem, protoze poskytuje jazyk pro praci s matematickymi tvrzenimi a postupy, jak
v ném vyvozovat dusledky (tedy dokazovat matematicka tvrzeni).
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1.2. Axiomaticka vystavba formalnich teorii

Axiomaticka vystavba teorii je zaloZzena na axiomech — vychozich tvrzenich dané teorie, kte-
ré se nedokazuji (nepochybuje se o nich, jejich platnost se pfedpoklada napfiklad na zakladé
zkusenosti, vysledk( experimentll, apod). Z axiomU se dedukci odvozuji dalsi tvrzeni — d-
sledky. Zakladnim poZadavkem kladenym na axiomy je bezespornost (dlsledkem axiomu
nesmi byt soucasné néjaké tvrzeni i jeho negace) a nezdvislost (zddny axiom neni disledkem
ostatnich axiom).

Teorie Ize formalizovat, tedy popisovat pomoci symbol(. Tvrzeni pak dostanou podobu for-
muli. Pravidla pro odvozovani dlsledkd pak budou reprezentovana urcitymi operacemi nad
témito formulemi.

Pro dokazovani tvrzeni ve formalnich teoriich slouzi formdini diikaz. Existuje nékolik pfistupl
ke konstrukci formalnich dlikazu lisicich se systémy pravidel pouzitych pro dokazovani. Tyto
systémy se nazyvaji kalkuly (alternativné logické kalkuly, dukazové kalkuly, odvozovaci sys-
témy.....).

Logicky kalkul je korektni, pokud kazdé tvrzeni, jez v ném lze vyvodit (tedy dokazat), je prav-
divé.

Logicky kalkul je uplny, pokud v ném kazdé tvrzeni, jez je pravdivé, Ize dokazat, a kazdé tvr-
zeni, jez pravdivé neni, Ize vyvratit (tedy dokdzat jeho negaci). Pokud existuji tvrzeni, kterd
nelze ani dokazat, ani vyvratit, je logicky kalkul nedpiny.

V logice se rozliSuji dva druhy axiomU — logické axiomy a vlastni axiomy néjaké teorie. Vlast-
nimi axiomy (néktefi autofi pro né pouZivaji termin specidini axiomy) je charakterizovana
kazda konkrétni teorie. Teorie z formalniho hlediska neni nic jiného neZ mnoZzina vlastnich
axiomu. PoZadavky, které jsou na vlastni axiomy kladeny - aby to byly syntakticky spravné
formule (dobre utvorené formule) a aby byly bezesporné. Oproti tomu logické axiomy se ne-
vztahuji pfimo k Zzadné konkrétni teorii, ale charakterizuji konkrétni logicky kalkul (vyjadfuji
obecné platnd pravidla rozumového odvozovani v daném logickém systému).

1.2.1. Hierarchie logickych kalkulu

Logické kalkuly Ize charakterizovat podle jazykovych prostredk(l, které pouzivaji. Obvykle
jsou to logické spojky, proménné, symboly pro funkce a relace a kvantifikatory.

Uvedme pfriklady typickych tvrzeni, s nimiz jsme se mohli setkat v prlibéhu stredoskolského
studia, aniz bychom si tehdy uvédomili jejich pfimou souvislost s logickymi kalkuly:

(1) Pdjdou-li na vecirek Martin s Petrem, neptjde tam Lucie.

Formalizovdno: (M AP)—-L
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kde M predstavuje elementarni vyrok Martin pijde na vecirek,
P predstavuje elementarni vyrok Petr pijde na vecirek,
L predstavuje elementarni vyrok Lucie ptjde na vecirek,
A, = a - jsou logické spojky.

(2) Existuje nejmensi prirozené Cislo (= existuje prirozené Cislo x takové, Ze pro vSechna pfi-
rozena Cisla y plati x < y).

Formalizovano: 3xVy x <y,

kde x a y predstavuji prvky z mnoZziny pfirozenych Cisel,
3 a V jsou kvantifikatory,
< je relacni operator nad mnoZinou pfirozenych Cisel.

(3) Princip matematické indukce (= plati-li néjaké tvrzeni V(x) pro x = n, a plati-li, Ze
z platnosti tvrzeni IV pro obecné x vyplyva platnost tvrzeni V pro x + 1, pak tvrzeni V plati
pro viechna pfirozend ¢isla x = n, ).

Formalizovéno: VV (V(ng) AV x (V(x) »V(x +1))>Vx (x Zny »V(x)),

kde V predstavuje néjaké tvrzeni parametrizované pfirozenym cislem (napt. ,soucet

vnitfnich Uhld konvexniho n-uhelnika je (n — 2) - 180 stupnd”),

ng je konstanta z mnoziny pfirozenych Cisel (tj. nejmensi Cislo, pro které tvrzeni V

plati),

x predstavuje (libovolny) prvek z mnoziny pfirozenych Cisel,

3 a V jsou kvantifikatory,

A a — jsou logické spojky,

= je rela¢ni operator nad mnozinou pfirozenych Cisel.

Porovname-li vySe uvedené formalizace, vidime, Ze tvrzeni (1) se od ostatnich odliSuje svoji
formou. Nevyskytuji se v ném proménné ani kvantifikatory, pfedpokladdme, zZe tvrzeni vypo-
vida o (jednoznacné uréenych) konkrétnich osobach. Atomickymi formulemi (tedy podformu-
lemi, uvnitf nichZ se nevyskytuji Zzadné logické spojky) jsou v ptipadé tvrzeni (1) jiz dale nedé-
liteIné elementdrni vyroky M, P, L, jimZ lze ptifadit pravdivostni hodnoty. Tvrzeni (1) je
formuli vyrokové logiky (vyrokového poctu).

V tvrzenich (2) a (3) jsou jiz atomické formule obecnéjsi, napfiklad x = ny, V(x), V(ny), ve
formulich se vyskytuji kvantifikatory. Tvrzeni vypovidaji o vlastnostech obecnych prvkl néja-
kych mnozin, nikoli jen o konkrétnich objektech.

U vySe uvedenych formalizovanych vyrokd (2) a (3) jsme ¢tenafi nabidli jejich konkrétni in-
terpretaci (tedy prifazeni vyznamu pouzitym symboliim), v naSem pripadé uréeni mnozin,
z nichZ vybirdme prvky, o nichz formule vypovida. Obecné plati, Ze konkrétni formuli Ize in-
terpretovat rliznymi zpUsoby a lze tak ziskat tfidu vyrokd, z nichz kazdy je bud’ pravdivy nebo
nepravdivy. Se zapojenim znalosti z vysokoskolské matematiky to mizeme ukazat na dalSich
prikladech:
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(4) Existuje nejmensi prvek.
Formalizovano: IxVy x <y

Ve specidlnim pfipadé uvedeném vyse, kdy jsme prvky x a y vybirali zmnoZiny pfiroze-
nych Cisel, je tvrzeni pravdivé, nejmensim pfirozenym cislem je 1.

Pokud bychom ovSem prvky x a y vybirali z mnoziny redlnych Cisel, tvrzeni pravdivé neni,
protoZe mnozina redlnych Cisel nema nejmensi (ani nejvétsi) prvek.

Pokud bychom prvky x a y vybirali znéjaké ¢aste¢né uspofddané mnoziny, zavisela by
pravdivost tvrzeni na této konkrétni mnoziné. Pokud by touto ¢astecné uspofadanou mnozi-
nou byl napfiklad svaz, bylo by tvrzeni pravdivé, protoZze kazdy svaz ma nejmensi (i nejvétsi)
prvek.

(5) Formuli  (3F) {(F(a) = b) A (Vx) [p(x) > (F(x) = g(x, F(f NI}

¢teme ,existuje funkce F takovd, Zze F(a) = b a pro vsechna x, kterd spliuji podminku
p(x), plati F(x) = g(x, F(f(x))).”

Interpretace této formule spociva v ndsledujicim:

ve volbé néjaké neprazdné mnoziny (oznacime ji D),

v pfifazeni nékterych konkrétnich prvk( z D symbolim a a b,

v pfifazeni néjaké funkce zobrazujici D do D symbolu f; f:D — D, napf.y = f(x),

v prifazeni néjaké funkce zobrazujici D X D do D symbolu g; g:D XD — D, napf.
z=gxy),

v pfifazeni néjaké funkce (predikdtu) zobrazujici D do mnoziny {PRAVDA, NEPRAVDA}
symbolup; p:D — {PRAVDA, NEPRAVDA}.

Interpretace 1 (,Ciselna“):

Zvolime:

D = N, (tj. mnozina pfirozenych Cisel N rozsifena o nulu),

a=0,b=1,

f(x)=x—1 pro xeN a f(0) =0 (tj. f(x) je funkce ,predchldce (x)“s ,ne zcela
standardnim” dodefinovanim ,predchidce nuly”),

gx,y)=x-y,

p(x) = (x > 0).

Zkonkretizujme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takova, Ze
F(0) = 1 a pro viechna pfirozena ¢islax > O plati F(x) = x - F(x — 1).“

Toto tvrzeni je zfejmé pravdivé, protoze takovou funkci F je napfiklad faktorial F(x) = x!
Z rekurzivni definice faktoridlu vime, ze x!=x-(x—1!a 0! =1.
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Interpretace 2 (,fetézcova“):

Zvolime:

D = X* (tj. mnoZina vsech fetézcl nad néjakou abecedou X),

a=e,b=ce (tja i b jsouprazdné fetézce),

f(x) = zbytek(x) (tj. f je funkce ,zbytek Fetézce po odstranéni prvniho pismene
zleva“ s dodefinovanim f(e) = e),

g(x,y) = y - zatatek(x) (operator - zde predstavuje zfetézeni fetézc(, tj. g je zie-
tézenim fetézce y s prvnim pismenem retézce x),

p(x) = (x # e).

Zkonkretizujeme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takovd, Ze
F(e) = e aprovsechny neprazdné fetézce x plati F(x) = F(zbytek(x)) - zatatek(x).“

Toto tvrzeni je zfejmé pravdivé, protoZe takovou funkci F je reverze (obrdceni) fetézce
F(x) = reverze(x) = xR (viz V. Vais: Teoretickd informatika — 1. &ast Kone&né automaty
a regularni jazyky, kapitola 2.3). Nazorné: Jak rekurzivnim postupem ,obratime” fetézec?
Prvni pismeno ddme na konec, pred néj pak , pfilepime” prevraceny zbytek.

Interpretace 3 (,,Ciselnd”):

Zvolime:

D = N (tj. mnoZina pfirozenych Cisel N),
a=0,b=1,

fx) =x,

glx,y)=y+1,

p(x) = (x> 0).

Zkonkretizujme tvrzeni (5) ve smyslu této interpretace: ,existuje funkce F takovid, Ze
F(0) = 1 aprovsechna x > 0 plati F(x) = F(x) + 1“.

Toto tvrzeni je oviem evidentné nepravdivé.

Tvrzeni (2) az (5) byla reprezentovana formulemi predikdtového poctu. Predikatovy pocet ma
bohatsi vyjadfovaci schopnosti nez pocéet vyrokovy. K vyrokové logice pridava kvantifikatory
a vypovida o vlastnostech individui, tj. prvkQl z néjaké mnoziny (univerza), prostfednictvim
predikdtd (tj. funkci zobrazujicich do mnoziny {PRAVDA, NEPRAVDA}). V predikatové
logice plati vSechny vztahy vyrokové logiky.

V souvislosti s predikatovou logikou hovofime o jejim rFddu. Predikdtova logika prvniho radu
obsahuje pouze jeden druh proménnych pro individua. Mohou jimi byt pfirozena ¢isla, mno-
zZiny, prvky, apod. Predikdtovd logika druhého rfadu ma dva druhy proménnych. Jedny pro
individua, jedny pro mnoZiny individui. Dale predikatova logika (bez ohledu na jeji fad) pracu-
je se symboly pro funkéni a predikatové konstanty a funkcni a predikatové proménné (obec-
né n-arni, tj. s n argumenty). Analogicky existuji i logiky vyssich radu.
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Ve vyrokové logice i v predikatové logice prvniho radu existuji dokazovaci systémy, které jsou
korektni a zaroven Uplné (viz 1.1). Pro logiky vyssich fadu to uz ale neplati.

V dalsim textu se budeme zabyvat pouze vyrokovou logikou, kterou ovsem informatici vni-
maji nejen jako nastroj pro logické odvozovani a dokazovani, ale v jeji algebraické reprezen-
taci i jako nenahraditelnou pomicku pti navrzich hardware cislicovych systém(. Predikato-
vému poctu se budou vénovat jiné predméty ve studijnim planu vyssSich ro¢nikd.

1.2.2. Vyrokova logika

Vyrokovd logika je formalni odvozovaci systém, ve kterém jsou atomickymi formulemi vyro-
kové proménné.

Abeceda jazyka vyrokové logiky

P oznaduje neprazdnou mnozinu symbol(, reprezentujicich vyrokové proménné (jinak téz
atomické vyrokové formule, prvoformule, elementdrni vyroky,....).

Vyrokovymi spojkami jsou nazyvany symboly -, A, v, >, <.

Abecedou jazyka vyrokové logiky jsou pak prvky mnoziny P, vyrokové spojky a zavorky (, ).

Syntaxe formuli vyrokové logiky

(Dobre utvorené) vyrokové formule lze definovat rekurzivné:

1. Kazda vyrokova proménna je vyrokova formule.

2. Jestlize A a B jsou (libovolné dobfe utvorené) vyrokové formule, jsou vyrokovymi
formulemi i formule (A) a (B) a sloZené formule -A,-B , (AAB), (AvB), (A— B),
(A < B).

3. Neexistuji Zadné jiné vyrokové formule

Je tedy zfejmé, Ze kazdou vyrokovou formuli Ize vytvofit jen kone¢nym poctem uziti pravidel
la2.

Poznamka 1: Pfi zapisu sloZzenych formuli se obvykle dvojice vnéjsich zavorek vynechava,
napf. misto ((AAB)— (Bv C))pakpiseme (AAB)— (BvC) .

Poznamka 2: Od pocdatku svého vyvoje logika zkoumala soudy ve formé implikaci. Symboly
vyrokovych spojek zacaly byt pouzivany az v prlibéhu 19. stoleti. Kromé symbolll - a —
byly zavedeny i ostatni spojky, a to jako zkratky:

Av B jezkratkaza (-A)— B
A AB je zkratkaza -(A— -B)
A<« B jezkratkaza (A—B)A(B—A)

Proto jsou axiomy, s nimiz pracuji ,klasické” odvozovaci systémy, ve tvaru implikaci, zatimco
ostatni vyrokové spojky se pfi logickém odvozovani spiSe nepouzivaji. Maji ovsem velky vy-
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znam pri algebraickém popisu a nasledné hardwarové implementaci logickych funkci (viz
kapitola 1.3).

Sémantika jazyka vyrokové logiky

Kazdé vyrokové proménné lze pfifadit pravdivostni hodnotu PRAVDA nebo NEPRAVDA (ob-
vykle reprezentované symboly 1 a 0 nebo T - true a F - false). Vyrokové proménné obvykle
interpretujeme jako elementarni (tedy dale nedélitelné) vyroky, tedy tvrzeni, kterym lze (re-
spektive ma smysl) pfifadit pravdivostni hodnotu.

Ptifazeni pravdivostnich hodnot sloZzenym formulim je jednoznaéné urceno pravdivostnim
ohodnocenim vyrokovych proménnych (a samoziejmé také vyznamem vyrokovych spojek).
Ptifazenim konkrétniho pravdivostniho ohodnoceni vyrokovym proménnym se formule stava
konkrétnim vyrokem s jednoznacné uréenou pravdivostni hodnotou (analogie — dosadime-li
do redlné funkce n redlnych proménnych za argumenty konkrétni realna cisla, ziskdme
funkéni hodnotu, tedy konkrétni realné Cislo; dosadime-li do formule za n vyrokovych pro-
ménnych konkrétni logické hodnoty (PRAVDA nebo NEPRAVDA) ziskdme vyrok s konkrétni
pravdivostni hodnotou (PRAVDA nebo NEPRAVDA)).

Poznamka: Vystupuje-li ve formuli k riznych vyrokovych proménnych, bude pro tuto formuli
existovat 2 rGiznych pravdivostnich ohodnoceni.

Vyznam vyrokovych spojek je definovan takto:

- X -negace formule X je formule, ktera mda opacnou pravdivostni hodnotu nez formule X.
Cteme ,non X“, ,neni pravda, 7e X“.

X A'Y - konjunkce (logicky soucin) formuli Xa Y je formule, ktera je pravdiva pouze v pfipadé,
Ze obé formule X a Y jsou pravdivé. Ve vsech ostatnich pripadech je konjunkce nepravdiva.
Cteme X et Y“, X a zdroveri Y*.

X v Y - disjunkce (logicky soucet) formuli X a Y je formule, kterd je pravdiva, je-li pravdiva
alespon jedna z formuli X, Y. Jsou-li obé formule X, Y nepravdivé, je nepravdiva i disjunkce.
Cteme ,X vel Y, ,X nebo Y“ (POZOR! Slovo nebo zde neni chapano ve vylu¢ovacim smyslu!!
Disjunkce je pravdiva i v pfipadé, Ze jsou soucasné pravdivé oba operandy).

X — Y- implikace X implikuje Y je formule, ktera je nepravdiva pouze v pfipadé, Ze je prvni
formule (predpoklad) X pravdiva a druha formule (tvrzeni) Y nepravdiva. Ve vSech ostatnich
pripadech je implikace pravdiva (tedy i kdyZ je nepravdivy predpoklad!!). Cteme ,,z X vyplyvd
Y“, ., X implikuje Y“.

X <> Y- ekvivalence formuli X a Y je formule, kterd je pravdiva pouze v pfipadé, Ze obé for-

mule X a Y jsou soucasné pravdivé nebo soucasné nepravdivé. Maji-li formule X a Y rGzné
pravdivostni hodnoty, je ekvivalence nepravdiva. Cteme , X prdvé tehdy, kdyz Y.

Prehledné vyznamy logickych spojek shrnuje tabulka, kterd definuje pravdivostni hodnoty
formuli svazanych logickymi spojkami:
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A 5 Negace | Konjunkce | Disjunkce | Implikace | Ekvivalence
-A AANB AvB A —>B A©B

0 0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 1 1

Klasifikace formuli vyrokového poctu

Formule, kterd je pravdiva alespon v jednom pravdivostnim ohodnoceni, se nazyva splnitelnd
formule. Pravdivostni ohodnoceni, v némz je splnitelnda formule pravdiva, se nazyva model
formule. Znaceni: Mk A, ¢teme ,,ohodnoceni M je modelem formule 4”.

Formule, kterd je pravdiva ve vsech pravdivostnich ohodnocenich, se nazyva tautologie ne-
boli logicky pravdivd formule. Modelem tautologie je libovolné pravdivostni ohodnoceni.

Formule, ktera neni pravdiva pro Zzadné pravdivostni ohodnoceni, se nazyva kontradikce ne-
boli nespinitelnd formule. Model kontradikce neexistuje.

Nékteré dlilezité tautologie:

zakon dvoji negace (-(-A)) <A ,
obmeéna implikace (A—>B)<>(-B—>-A) ,
princip sporu -((-A) AA) ,
zakon vylouceni tfetiho Av-A ,
tranzitivita implikace (A—>B)A(B—>C)—>(A—>C) ,
antisymetrie implikace ((A—>B)A(B—>A)) > (A<>B) ,
de Morganova pravidla (-(AAB)) <> (-Av-B) ,

(~(Av B))«>(-Anr-B) ,
negace implikace (-(A— B)) <>(AA(-B))

Véta o nahrazeni: Nahradime-li v tautologii vSechny vyskyty nékteré vyrokové proménné
libovolnou (ale pro viechny vyskyty stejnou) formuli, vznikne tak opét tautologie.

Je zfejmé, Ze negaci tautologie je kontradikce a naopak.

Logické vyplyvani (sémanticky dusledek)

Vzajemné vztahy mezi vyrokovymi formulemi lze zkoumat na zdkladé jejich pravdivosti
v rliznych pravdivostnich ohodnocenich. Specifickym vztahem je dusledkovy vztah, kdy plat-
nost jedné formule ,, automaticky” vyplyva z platnosti formule druhé. V textu vyse bylo zmi-
néno, Ze ekvivalence A < B je zkratka za formuli (A — B) A (B — A) . Je tedy zfejmé, Ze ve
vSech ohodnocenich, kde je pravdiva ekvivalence A <» B, je pravdiva i implikace A — B. Pro-
to fikdme, ze formule A — B logicky vyplyvd z formule A <> B. Jind terminologie: formule
A — B: je sémantickym disledkem (alternativné tautologickym disledkem, konsekventem)
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formule A <> B. Obracené tento vztah ovSem neplati. NELZE tici ,formule A <> B logicky vy-
plyva z formule A — B“, protoZe pro ohodnoceni A = NEPRAVDA, B = PRAVDA je implikace
A — B pravdiva, ovsem ekvivalence A <» B pravdiva neni.

Obecné: Formule K logicky vyplyva (je sémantickym dlsledkem, je tautologickym dusled-
kem, je konsekventem) formule A praveé tehdy, je-li K pravdiva ve vSech modelech formule
A. Znaceni: A+ K. Terminologie: formuli A nazyvdme antecedent, formuli K konsekvent.

Je zfejmé, Ze tautologie T je sémantickym dusledkem libovolné formule (respektive libovolné
mnoZziny formuli véetné prdzdné mnoZziny), coz znaime + T.

Je zfejmé, Zze pokud plati A+ B i B+ A, jsou formule A a B ekvivalentni, tedy A<« B .

Hilbertliv odvozovaci systém

Hilbertovsky vyrokovy kalkulus je tvofen tfemi logickymi axiomy a odvozovacim pravidlem
modus ponens.

Soubor logickych axiomu (soubor axiomu vyrokové logiky):

axiomAl: A—>(B—>A) ,
axiomA2: (A—->(B—->C)—>(A—>B)—>(A->(C) ,
axiom A3: (-B—-A)—>(A—B) .

kde A, B, Cjsou libovolné vyrokové formule.

Odvozovaci pravidlo modus ponens:

z platnosti formuliA a A — B lze odvodit platnost formule B, formalné A, A—B+ B.

Poznamky k axiomtm:

Axiom Al vyjadfuje, Ze je-li vyrok A pravdivy, je pravdiva i libovolna implikace, jejimz je
(pravdivy) vyrok A disledkem.

Axiom A2 vyjadfuje distributivnost implikace.

Axiom A3 vyjadruje pricip nepfimého dikazu — mame-li dokazat, Ze z predpokladu A plyne
tvrzeni B, lze to ucinit dlikazem, Ze z nepravdivosti tvrzeni B plyne nepravdivost pred-
pokladu A.

Neexistuje zadnd tautologie vyrokového poctu, kterou by z vySe uvedeného souboru axiom(
nebylo moZzné dokazat. Systém axiomu je tedy uplny.

Uvedené logické axiomy i odvozovaci pravidlo Ize chapat jako vyjadreni jakychsi ,principt
spravného uvazovani”. Snadno lze ukdzat, Ze vSechny tii axiomy jsou tautologie, stejné tak
i formule, vyjadtujici princip odvozeni pomoci modus ponens (A A (A — B)) — B.

Poznamka: Pravidlo modus ponens je tfeba chdpat takto: pro vSechna ohodnoceni, kde jsou
soucasné pravdivé formule A a A — B je pravdiva i formule B . Jsou-li tedy formule A
a A — B tautologie, je i formule B tautologii; obecnéji - jsou-li formule A a A — B soucas-
né pravdivé na néjaké mnoziné ohodnoceni M (M je mnoZina modell formuliA a A — B),
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je pro vSechna ohodnoceni z mnoziny M pravdiva i formule B. TakZze (bez ohledu na to, jaka
je mnozina model( formuli A a A — B) ,vSude, kde jsou soucasné pravdivé A a A — B, je
pravdiva i B“ Cili z (platnosti) A a A — B lze odvodit (platnost) B.

Omezime-li se jen na axiomy vyrokového poctu Al, A2, A3, umoznuje pravidlo modus ponens
odvozovat tautologie (viz predchozi poznamka).

Formalnim diukazem formule A nazveme takovou kone€nou posloupnost formuli A, A As, ...
, A, , kde je dokazovana formule poslednim clenem, tedy A =A,, apro kaidéis<n jeA;
axiom nebo je A; odvozeno pravidlem modus ponens z formuli A;, A , kde j<i, k<i(obé
antecedentni formule se tedy v posloupnosti musi vyskytnout pred konsekventni formuli).

llustracni ptiklad (formalni diikaz formule A — A deduktivnim postupem):

Posloupnost formuli A; vytvorime takto:

AL A ((A>A)>A) (axiom A1; za Bdosazeno A — A)
A (A (A>A)>A)—>(A>(A—>A) > (A>A))
(axiom A2; za B dosazeno A — A; za C dosazeno A )
A3 :(A—>(A—>A)) > (A—A) (aplikace modus ponens na Ay, A,)
Ay: A (A A) (axiom A1; za B dosazeno A)
As : A A (aplikace modus ponens na Az, Ay)

Je zfejmé, Ze takto zkonstruovand posloupnost formuli je (ve vyse uvedeném smyslu) dika-
zem toho, Ze je formule A — A tautologii, nicméné obraty pouZité pfi vytvareni této po-
sloupnosti budou c¢tenarlim pripadat ,umélé”; jen obtizné lze vysvétlit, pro¢ byl
v konkrétnim kroku zvolen ten ktery axiom a s jakou substituci. Dokazovani slozitéjSich for-
muli si Ize predstavit jen tézko. V kapitole 1.3 pozname, Ze pro dokazovani formuli existuji
efektivnéjsi (a ,,technicky uvazujicim” jedincim blizsi) metody.

(Konec ilustra¢niho prikladu).

Tautologie jsou formule, které jsou pravdivé nikoli diky konkrétnimu pravdivostnimu ohod-
noceni vyrokovych proménnych, ale diky své strukture. Jako takové tedy samy o sobé nic
nevypovidaji o realité, kterou se nastroji logiky snazime zkoumat. Jak tedy vyuzit princip de-
duktivniho odvozovani pfi zkoumani reality?

Zkoumanou realitu popiSeme k elementarnimi vyroky (tj. kK vyrokovymi proménnymi). Cel-
kem tedy bude existovat ng = 2k raznych pravdivostnich ohodnoceni. Nékterd z téchto prav-
divostnich ohodnoceni vylou¢ime (na zdkladé pozorovani nebo experimentu napf. zjistime,
Ze takové kombinace redlnych jevi nemohou nastat). Zbyde tedy n < ng rlznych pravdivost-
nich ohodnoceni. Empirické poznatky pak budeme vyjadfovat mnozinou formuli, jez budou
pravdivé ve vSech n pravdivostnich ohodnocenich, které jsme nevyloucili. MnoZinu téchto
formuli budeme nazyvat teorie, jeji prvky pak budeme nazyvat viastni axiomy teorie. Z téchto
vlastnich axiomu a (jiz dfive uvedenych) tfi axiomU vyrokového poctu pak Ize dedukci odvo-
zovat dalsi platna tvrzeni, tedy formule, jeZz budou pravdivé ve vSech n uvazovanych pravdi-
vostnich ohodnocenich. Tautologicka platnost, jiz zarucuje odvozovani (vyhradné) s pouzitim
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ytautologickych” axiomud A1, A2, A3, je vtomto pripadé ,pospinéna“ pouZzitim vlastnich axi-
omu, které tautologiemi nejsou. Platnost odvozenych formuli je ale zachovana v tom smyslu,
Ze jsou odvozené formule pravdivé ve vSech ohodnocenich, v nichz jsou pravdivé vSechny
formule vychozi teorie.

Formdlnim dikazem formule F z teorie T nazveme takovou konecnou posloupnost formuli
Aj, Ay As ..., A, , kde je dokazovana formule poslednim ¢lenem, tedy F=A,, a pro kazdé
i<n je A axiomem vyrokového poctu nebo je vlastnim axiomem teorie T nebo je A; odvo-
zeno pravidlem modus ponens z formuli A;, A¢ , kdej<i, k<i.

V dalsim textu nejdfive zobecnime nékteré dfive uvedené pojmy a poznatky ve vztahu
k mnozinam formuli - teoriim.

Mnozina formuli T je splnitelnd, jestlize existuje pravdivostni ohodnoceni M, které je mode-
lem vSech formuli teorie T, tedy kdyz 3IM VAe T: M E A. Pravdivostni ohodnoceni M
pak nazyvame modelem mnoZiny T. Znaceni: ‘M = T. MnoZzina formuli obvykle pfedstavuje
mnozinu vlastnich axiomu, proto se ¢asto nazyva teorie.

Formule F logicky vyplyvd z mnoZiny formuli T pravé tehdy, je-li F pravdiva ve vSech mode-
lech mnozZiny T, tedy kdyz VM : MeT - MEF. Znaceni: T+ F. Alternativni termino-
logie: Formule F je tautologickym disledkem mnoZiny formuli T, formule F je sémantickym
dusledkem mnoZiny formuli T.

Jina (ekvivalentni) formulace pravidla modus ponens: Je-li T mnoZina formuli a formule 4 a B
takové,zeT+HA a T+ (A—>B), pak T+B.

Mnozina formuli T je bezespornd (konzistentni), jestlize neexistuje Zadnda formule A takova,
e THA a soucasné T -A. V opacném pripadé je mnozina formuli T spornd.

Poznamka: Jestlize existuje formule A takova, Ze T - A a soucasné T + -A, znamend to do-
konce, Ze lze z mnoziny formuli T dokazat LIBOVOLNOU formuli. Obecna vlastnost vyrokové
logiky — z nepravdivych (spornych) predpokladd Ize dokazat COKOLI, elementdrné to ukazuje
pravdivostni tabulka implikace.

llustracni priklad (formalni dikaz formule z mnoziny jinych formuli):

Dokazte, ze z formuli T1:A— B a T2:B — C logicky vyplyva formule A — C

Posloupnost formuli A; vytvofime takto:

A : (A—>(B—>C))—((A—>B)—>(A—>C) (axiom A2)
A :(B—>C)—>(A—>(B—C)) (axiom Al; za A dosazeno B — C; za B dosazeno A)

As: B—>C (vlastni axiom T2)
A, : A—> (B> () (aplikace modus ponens na Az, A; )
As : (A—B)— (A— () (aplikace modus ponens na As, A1)
A¢ : A—> B (vlastni axiom T1)
Ay : A= C (aplikace modus ponens na Ag, As)
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Opét nezbyva neZ konstatovat, Ze tato posloupnost formuli je dikazem toho, Ze z formuli
A — B a B — C logicky vyplyva formule A — C, ovSem postup konstrukce posloupnosti
formuli Ize stejné jako v pfedchozim ilustraénim pfikladu oznacit za , nepfilis komfortni“.

(Konec ilustra¢niho prikladu).

Véta o dedukci: Jsou-li A a B vyrokové formule a T mnozZina vyrokovych formuli, pak
T+ (A— B) pravé tehdy, kdyZ TU {A} - B.

Jak interpretovat vétu o dedukci? Rozsifime-li mnozinu formuli o pfedpoklad implikace, kterd
z této mnoziny logicky vyplyva, pak z této (rozsifené) mnoziny logicky vyplyva i tvrzeni té
implikace. Existuje-li dikaz tvrzeni A— B, tak existuje i dlkaz tvrzeni B a naopak.

Véta o dukazu sporem: Je-li A vyrokovd formule a T mnoZina vyrokovych formuli, pak
T+ A pravé, tehdy kdyz T U {-A} je nesplniteInd mnoZina.

Jak interpretovat vétu o dikazu sporem? Tvrzeni Ize dokazat tak, Ze vyvratime jeho negaci
tim, Ze dojdeme ke sporu negace tvrzeni s pfedpoklady.

Véta o rozboru pfipad: Jsou-liA a B vyrokové formule a T mnoZina vyrokovych formuli,
pak TU {A, B}  C pravé tehdy, kdyz TU {A} + C a zaroven TU{B}+C.

Jak interpretovat vétu o rozboru pfipad(i? Je-li v pfedpokladech disjunkce, je tfeba provéfit
obé alternativy a z obou musi vyplyvat zavér.

Véta o bezespornosti vyrokového poctu: Je-li T mnozina vyrokovych formuli, pak T je beze-
sporna pravé kdyz T je splnitelna.

Logicky kalkul je rozhodnutelny, jestlize existuje algoritmus, ktery o kazdé formuli jednoznac-
né rozhodne, zda je ¢i neni tautologii. Vyrokovy pocet je rozhodnutelny, na rozdil od predika-
tového poctu, ktery rozhodnutelny neni. Pomoci nastrojl, jez presahuji rozsah tohoto textu
(teorie vycislitelnosti, Turinglv stroj), lze ovSem zavést slabsi pojem parcidlni rozhodnutel-
nost a ukdazat, ze predikatovy pocet prvniho fadu je pak alespon parcidlné rozhodnutelny,
zatimco predikatové pocty vyssich radu nejsou rozhodnutelné ani parcialné.

1.3. Algebraicky pristup k vyrokovému poctu

1.3.1. Logické funkce

Britsky matematik George Boole (1815 — 1864) aplikoval pfi formalizaci procesu odvozovani
algebraické techniky. Booleova ,algebra logiky” (Booelova algebra) méa podobné vlastnosti
jako algebraické systémy nad Cisly. Zavadi logické operatory, elementarnimi objekty nejsou
Cisla, ale logické proménné. Pripomenuti z diskrétni matematiky - Booleova algebra neni nic
jiného nez distributivni a komplementarni svaz.
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V dalsim uvidime, Ze algebraicky pfistup k vyrokovému poctu otevira cesty k pohodInéjsimu
zplUsobu dokazovani formuli.

Vyrokova formule, v niz vystupuje k vyrokovych proménnych, ma pro kazdé z 2* ohodnoceni
jednoznacné definovanou pravdivostni hodnotu. Pfedstavuje tedy (logickou) funkci o k (lo-
gickych) proménnych. Privlastek logicky zde vyjadfuje fakt, Ze jak nezdvislé proménné, tak
i hodnota funkce mohou nabyvat poze dvou hodnot — NEPRAVDA nebo PRAVDA (pro zjed-
noduseni zapisu dale uz jen 0 nebo 1). Konzistentné s terminologii algebry se misto pojmu
logicka spojka pouziva pojem logicky operdtor.

Kazdda vyrokova formule F tedy reprezentuje funkci z mnoZziny vSech k-tic tvorfenych z prvku
mnoziny {0,1} do mnoziny {0,1}, formalné tedy

F: {0,1}—>{0,1}, resp. y = F(xq1, X3, .., X)) NEDO (X1, X2, 0o, X)) P Y .

kde symbol {0,1}* pfedstavuje mnozinu viech pravdivostnich ohodnoceni nezavislych (vyro-
kovych) proménnych. ProtoZe je defini¢ni obor této funkce kone&ny (ma 2% prvkd), mazeme
formuli F reprezentovat (konec¢nou) tabulkou. Pravdivostni tabulka je jednou ze standard-
nich reprezentaci logickych funkci (a tedy i formuli vyrokového poctu). Kazdy radek pravdi-
vostni tabulky odpovidd jednomu pravdivostnimu ohodnoceni nezavislych proménnych.
Ve sloupci jsou pak zapsany hodnoty funkce pro jednotlivd ohodnoceni.

Jiz jsme konstatovali, Ze pocet rlznych pravdivostnich ohodnoceni formule, tedy funkce k
vyrokovych proménnych, je 2¥. Protoze je konecny i obor hodnot (ma 2 prvky), Ize nad k vy-

rokovymi proménnymi zkonstruovat jen 2@ navzajem rlznych logickych funkci. Pro malé
hodnoty k neni obtiZzné vSechny tyto funkce ukdzat v jedné tabulce.

Vsechny logické funkce jedné proménné

fo |l i | | S
0 0 1
1 0 1
Je zfejmé nasleduijici:
fo = 0 (konstantni funkce 0) f» = -A (negace A)

fi = A (aserce A) f3

1  (konstantnifunkce 1)

Vsechny logické funkce dvou proménnych
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Al Bl fo|h | fo|fs | fal|fs | fo| fr | fo| fo|fo|fuu]|fiz|fiz]| fia]|fis

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Je zfejmé, Ze sloupce, u nichZ je soucet indext roven 15, jsou ,vzajemnymi doplriky” (jeden
je negaci druhého):

fo=0 (konstanta 0) fis =1 (konstanta 1)

fi =AAB (konjunkce) fia =-(A A B) (negace konjunkce, Shefferova fce)
f>» = =-(A— B) (negace implikace) fiz = A— B (implikace)

fz = A (A; aserce A) fio = -A (negace A)

fa = =(B— A) (negace implikace) fi; = B—>A (implikace)

fs = B (B; aserce B) fio = -B (negace B)

fe =—-(A <> B) (nonekvivalence) fo = A< B (ekvivalence)

f, =AvVB (disjunkce) fs =-(Av B) (negace disjunkce, Peirceova fce)

Pravdivostni tabulky se pouzivaji nejen k definici funkci, ale i k vyvhodnocovani vyrokovych
formuli. V tom ptipadé ma tabulka vice sloupct, do kterych pro usnadnéni vypoctu postupné
vyhodnocujeme jednotlivé podformule.

llustracni priklad (vyhodnoceni formule F = ((AA(-B))—C)<>(AvC) pravdivostni tabulkou):

A B c B |AA(-B) | (Ar(-B)) >C | AvC |((Ar(-B))>C) >(AvC)
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1

Ve Zluté podbarvené ¢&asti tabulky jsou zapsana vSechna mozna pravdivostni ohodnoceni
vyrokovych proménnych. Radky v této &asti jsou vytvoFeny jako binarni rozvoje &isel od 0 do
2“—~1.Ve sloupcich v bilé ¢asti tabulky jsou pravdivostni hodnoty podformuli vyhodnocované
formule. Jsou vysledkem logickych operaci reprezentovanych vyrokovymi spojkami (viz kapi-
tola 1.2.2, strana 10 ). V poslednim sloupci tabulky jsou pak hodnoty formule F pro viechna
pravdivostni ohodnoceni. Je vidét, Ze formule F je splnitelna formule (ve sloupci je alespon
jedna jednicka), ale neni to tautologie (nejsou tam samé jednicky).

(Konec ilustracniho prikladu).

1.3.2. Normalni formy logickych funkci

Pro pouziti v aplikacich je vhodné reprezentovat logické funkce néjakym standardnim zpUso-
bem. Princip takové reprezentace ukdZzeme na vysledku predchoziho ilustraéniho prikladu
s tim, Ze pro nezdvislé proménné logickych funkci budeme v ndsledujicim textu misto velkych
pismen A, B, C, .... pouZivat v algebfe béZné oznaceni xi, Xy, ...., Xk.
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llustracni priklad (reprezentace funkce F(x1, X2, X3) normalnimi formami):

vfi:l’slo 2 i 7 87 s Popis funlfénl’hodnotyl Popis funkIEn.l'hodnotyO
radku pomoci konjunkce pomoci disjunkce

0 0 0 0 0 X; V Xp V X3

1 0 0 1 1 X1 AT Xy A X3

2 0 1 0 0 XV Xy V X3

3 0 1 1 1 X1 A Xy A X3

4 1 0 0 0 aX1V X VX3

5 1 0 1 1 X1 AT Xy A X3

6 1 1 0 1 X1 A Xy A T X3

7 1 1 1 1 X1 A X3 A X3

Budeme se snazit vyjadfit formuli F z pfedchoziho ilustraéniho prikladu ve formé disjunkce
nékolika podformuli. Je ziejmé, Ze v tom ptipadé formule F nabude hodnoty 1 pravé tehdy,
kdyz hodnotu 1 bude mit alespon jedna z podformuli. Podformule vytvofime tak, ze kazda
z nich bude popisovat pravé jednu jednicku ve sloupci hodnot formule F. Napfiklad jednic¢ku
v fadku 3 popiSeme konjunktivni podformuli F3 = = x; A X2 A X3 (undrni operdtor = ma vyssi
prioritu nez bindrni operator A ). Tato podformule nabude hodnoty 1 pravé tehdy, kdyz maji
vSechny ¢leny v konjunkci hodnotu 1, tedy pfi hodnotdch x; =0, x,=1, x3=1. Formuli F
pak zapiSeme jako

F=F1VF3VF5VF6VF7 =
= (—'Xl/\—'Xz/\X3)V(—'X1 /\X2/\X3) \/(Xl/\—'le\Xg) V(Xl A X2 /\—'X3) V(X1AX2AX3)

Tato forma reprezentace formule se nazyva uplnd disjunktivni normdini formule (UDNF).

Analogicky vyjadiime formuli F ve formé konjunkce podformuli. Vtom pfipadé formule F
nabude hodnoty 0 pravé tehdy, kdyZz hodnotu 0 bude mit alespon jedna z podformuli. Pod-
formule vytvofime tak, Ze kazda z nich bude popisovat pravé jednu nulu ve sloupci hodnot
formule F. Napfiklad nulu v fadku 4 popiseme disjunktivni podformuli F4 = -x1 v X, v Xx3.
Tato podformule nabude hodnoty 0 pravé tehdy, kdyz maji vSechny ¢leny v disjunkci hodno-
tu 0, tedy pfi hodnotach x; =1, x,=0, x3=0. Formuli F pak zapiSeme jako

F= Fo/\ Fz/\ F4 = (Xl \/X2VX3)/\ (Xl \/"Xz\/Xg)/\ (—'Xl VXz\/Xg)
Tato forma reprezentace formule se nazyva upind konjunktivni normdini formule (UKNF).
Privlastek uplnd vyjadfuje fakt, Zze se v kazdé podformuli vyskytuji vSechny proménné x;, a to
bud',,pfimo” (v aserci) x; nebo v negaci -x;, tedy Ze kazd4 podformule UDNF reprezentuje
pravé jednu jednicku ve sloupci funkénich hodnot v pravdivostni tabulce (respektive kazda

podformule UKNF reprezentuje pravé jednu nulu).

(Preruseni ilustracniho ptikladu).
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Pozndamka 1: Pro UpIné normalni formy formuli néktefi autofi pouzivaji termin kanonické
formy.

Poznamka 2: Podobné jako u operatoru ndsobeni je zvykem operator konjunkce A nahrazo-
vat teckou nebo dokonce vynechdvat, takze napf. misto (-x1 A X2 A X3) V (X1 A =X A X3) |2E
pSét X1 X2 X3V X1 =Xy X3 .

V dalSim textu budeme pouzivat symbol ~. Jeho vyznam je takovy, Ze zapis ~x; znamena, Ze
se na uvedeném misté muze vyskytnout bud’ x; nebo -x;.

Formule tvaru (~xi A ~Xs ......... A “X¢) budeme nazyvat mintermy.
Obecnéjsi pojem (kdyZ se v konjunkci nevyskytuji vSechny proménné ~x;) — soucinovy term.

Formule tvaru (“x; v ~x; ......... Vv “xi) budeme nazyvat maxtermy.
Obecnéjsi pojem (kdyz se v disjunkci nevyskytuji vSechny proménné ~x;) — souctovy term.

Je zfejmé, Ze formule v Uplné disjunktivni normalni formé je disjunkci minterma, zatimco
formule v Uplné konjunktivni normalni formé je konjunkci maxterm.

Navrat k llustracnimu prikladu

Uvazujme funkci G definovanou jako G = x3 Vv (x1 A xy) a reprezentujme ji pravdivostni ta-
bulkou:

Cislo

¥adku X1 X5 X3 G;=Xx3 |G,=Xx;AX,|G=G;Vv G, F
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
2 0 1 0 0 0 0 0
3 0 1 1 1 0 1 1
4 1 0 0 0 0 0 0
5 1 0 1 1 0 1 1
6 1 1 0 0 1 1 1
7 1 1 1 1 1 1 1

Funkéni hodnoty funkce G jsou vlevém zeleném sloupci. Porovnanim s pravym zelenym
sloupcem, do néhozZ jsme prenesli funkéni hodnoty funkce F z predchoziho prikladu, vidime,
Ze funkce F a G jsou ekvivalentni, jinak fe¢eno — formule G je jen jinou reprezentaci funkce F,
v naSem pripadé dokonce v tzv. minimdini disjunktivni formé.

PfestoZe maji obé formule ve sloupci hodnot pét jednicek, formule F (vyjadiena v UDNF) je
disjunkci péti minterm, zatimco formule G je disjunkci pouze dvou soucinovych terma.
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Smyslem minimalizace logickych funkci je ziskat podklad pro hardwarovou realizaci s co nej-
mensim poctem logickych ¢len( (tudiZz realizaci ,nejméné naro¢nou na financni zdroje®).
S detailnéjsSim popisem minimaliza¢nich metod i s rGznymi zpUsoby hardwarové realizace
logickych funkci budou studenti seznameni v jinych predmétech, zvidavéjSimu ctenafi ale
muZe v tuto chvili mnohé naznadit nésledujici obrazek. Znazornuje funkci G zapsanou v tzv.
Karnaughové mapé, ktera ndzorné ukazuje souvislost ¢len(l disjunkce a , pokrytych jednicek”
z findlniho sloupce pravdivostni tabulky funkce G.

‘ <5 :I.7 ,I\? 111> G= X3V (X1AX)
4 oﬁ\yz 0 0

Jiny zplsob reprezentace logickych funkci je pomoci seznamu indexd, pro néz funkce nabyva
hodnoty 1, respektive seznamem index(, v nichz nabyva hodnoty 0. Funkci G pak
vyjadiime ve tvaru  G(xy, X2, x2) =Z (1,3,5,6,7) , respektive G(xi, x,, x2) =11(0,2,4).

Praktické aplikace pfinaseji i to, Ze pro nékteré kombinace vstupnich logickych proménnych
nemusi byt funkéni hodnota urcena (nezalezi na ni — viz napf. V. Vais: Teoretickd informatika
— 1. ¢ast Konec€né automaty a regularni jazyky, kapitola 1.7). V takovych ptipadech fikdme, ze
je funkce neuplind. Je-li neuplna funkce reprezentovana seznamem index(, je vycet indexq,
pro néz funkce neni definovana, uvozen symbolem @. Pfi minimalizaci Ize pak funkci vhodné
dodefinovat tak, aby mél minimalizovany tvar co nejmensi pocet termd.

1.3.3. Dokazovani vyrokovych formuli algebraickymi nastroji

V kapitole 1.2.2 jsme ukazali, Ze formdlni dokazovani formuli (tedy jejich odvozovani
z axiomU) neni jednoduché a pro vétsinu technicky zamérenych ¢tendr(l to neni cesta, ktera
by je napliiovala potésenim.

V dalSim si ukdazeme, Ze formule mizeme dokazovat i algebraickymi nastroji. Musime si
ovsem uvédomit jeden zdsadni rozdil: odvozovanim z axiomd mUzeme dostavat nové prav-
divé formule, jejichz interpretaci ziskdvame z vychozi teorie nové platné zavéry. Algebraickou
cestou mUzZeme pouze dokazat, zda néjaka formule je, ¢i neni platna (tj. zda logicky vyplyva
z vychozi teorie), nejsme ovsem schopni tuto formuli odvodit (tedy , vymyslet”). Proto je od-
vozovani z axiomU nezastupitelné, ovsem dnes ma vyznam uZ jen ve formé automatickych
odvozovacich systémd, které jsou schopny z axiomU formalizovanych teorii odvozovat nové
poznatky metodami zaloZzenymi na backtrackingu.
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llustracni priklad (dlkaz, Ze formule A — B je sémantickym disledkem formule A <> B):

Pfipomenime, Ze pro to, abychom mohli konstatovat, Zze implikace A — B logicky vyplyva
z ekvivalence A <> B, musi platit, Ze je implikace A — B pravdiva ve vSiech modelech ekviva-
lence A <> B . To znamen3, Ze v pravdivostnich ohodnocenich (tedy fadcich pravdivostni ta-
bulky), kde ma ekvivalence A <> B jednicku, musi mit jedni¢ku také implikace A — B . Hod-
noty obou formuli zapiSeme do spole¢né pravdivostni tabulky:

A B AcsB | A->B
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Vidime, Ze vSechny (Cervené) jednic¢ky ve sloupecku ekvivalence jsou , pokryty” (modrymi)
jednic¢kami ve sloupecku implikace. Na zbyvajici jedni¢ce ve sloupci implikace nezélezi. Vyse
uvedena tabulka tedy dokazuje, Zze formule A — B logicky vyplyva z formule A <> B.

(Preruseni ilustracniho ptikladu)

V téch pravdivostnich ohodnocenich, kde je antecedent nepravdivy, na hodnotdch konsek-
ventu nezdlezi. Uvédomime-li si, Ze implikace je pfi nepravdivém predpokladu vidy pravdiva,
nabizi se ndm nasledujici formulace:

Formule Y je sémantickym dUsledkem formule X praveé tehdy, je-li implikace X — Y tautolo-
gii, tedy jeji negace X A (- Y) kontradikci.

Navrat k ilustracnimu prikladu

V ndsledujici pravdivostni tabulce je vyhodnocena implikace X— Y ijejinegace XA (=),

A

A B B | AsB |~(A>B) | (Ao B) > (A>B) |(AB) A-(A—B)
0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 1 0 1 0

K dikazu logického vyplyvani by (samoziejmé) postacilo vyhodnoceni poze jedné z formuli
v zelené podbarvenych sloupcich.

Konec ilustracniho prikladu
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Obecnéji - jak zjistit, zda formule Y logicky vyplyva z teorie T = {T1, T, ... ,T,} ? Sestrojime
formuli (Ty A T, A ..A T,) = Y. Je-li tato formule tautologii, je formule Y sémantickym d-
sledkem teorie T. Analogicky — je-li negace této formule, tedy formule Ty A To A ..A Ty A (<Y)
kontradikci, je formule Y sémantickym dlsledkem teorie T.

llustracéni priklad (ddkaz logického vyplyvani pravdivostni tabulkou):

Dokazte, ze zformuli T;:A— B a T,:B — C logicky vyplyva formule A — C .

Vytvofime formuli F=(A — B) A (B— C) A (-(A — C)) a pravdivostni tabulkou dokazeme, Ze
je kontradikci (modfe jsou podbarveny podformule, které se vyskytuji ve vySe uvedené kon-
junkci):

Fi Fa Fa Fa
A B C A—=B|B—>C|A—>C|~A—=>C | F=F;aFsnF,
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0

Stejné korektnim dikazem je vytvoreni formule F=((A — B) A (B— C)) —» (A — C) a ovéreni,
Ze je tautologii:

Fa
B—-C|]A

Fa
Fin Fa | F= Fa—Fs

m
]

PlRrlR R |ololo|o]X
PR loo|lRr|Rrolo]lm
= (Ol |O|R|O|=|[Co]0
e == G T
Bplo|lk|k|k|o|-
I—‘DI—‘-QI—‘I—‘-I—‘I—‘\L:‘"
= O 0|0 = O =
[N PSR TR e e e

Ovérovani kontradikce oviem muZe byt pokldddno za vypocetné jednodussi, protoze
v fadcich, kde se ndm u téch podformuli, jez se uplatiuji ve vysledné konjunkci (modie pod-
barvené sloupce) objevi nula, nemusime dal pokracovat ve vypoctu (jedna nula nuluje celou
konjunkci), takze vyslednd tabulka mize vypadat takto:
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Fiy Fa Fs Fga

A B c [FAEIBIIEESE A »c (B @l F=F,AF, AE,
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0

Jesté efektivnéjsi cestou k tomu, jak dokazat, Ze je formule kontradikci, mize byt dikaz spo-
rem. Upravime formuli F z pfedchozi tabulky tak, Ze vyjadfime negaci implikace -(A — C)
jako A A - C. Formule F tedy bude mit tvar F= (A—>B)A(B— C) AAA-C. Budeme
pfedpoklddat, Ze formule F NENI kontradikci a dojdeme ke sporu s timto predpokladem:

F NENI kontradikci, existuje tedy alespor jedno pravdépodobnostni ohodnoceni, ve kterém
F nabyva hodnoty 1. VSechny Ctyfti ¢leny konjunkce (A — B), (B— C),A, - C tedy vtomto
pravdépodobnostnim ohodnoceni musi mit hodnotu 1. Tedy

¢len -C =1, protoC=0,

clen A =1,

clen A —B =1, proto (vzhledem ktomu,Ze A=1)B=1,

¢len B— C =1, proto (vzhledem k tomu, Ze B=1) C=1 = spor s prvnim radkem

NP Wb

Zavér: neexistuje pravdépodobnostni ohodnoceni, ve kterém by F nabyla hodnoty 1, JE to
tedy kontradikce.

Konec llustracniho prikladu
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