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1 Cviceni 1 - Nahodny pokus, ndhodny jev

Néhodny pokus, nahodny jev. Operace s jevy. Definice pravdépodobnosti jevu, vlastnosti ppsti. Kla-
sicka definice pravdépodobnosti a jeji pouziti, zadkladni kombinatorické vzorce.

1.1 Teoreticka ¢ast

1.1.1 Definice zakladnich pojmu

Nahodny pokus je kazdy proces, jehoz vysledek je pri jinak stejnych pocatecnich podminkach ne-
jisty; vysledek nejsme schopni s jistotou predpovédét; mnozinu vSech moznych vysledku nahod-
ného pokusu oznacujeme §2.

Ndahodny jev jejev A je podmnozina mnoziny €2 (A C 2); ndhodné jevy znacime velkymi latinskymi
pismeny z pocdtku abecedy A,B,C, ...; celd mnozina € je jev jisty; prdzdnd mnozina ) je jev
nemozny.

Elementarni jevy jsou w; jsou minimélni jevy ruzné od jevu nemozného
(w je elementarni jev: VA C w = (A = w) nebo (A = 0);
elementarni jevy jsou parové neslucitelné (wy,ws rizné elementarni jevy, pak wy Nwy = 0);
kazdy jev A lze vyjddrit jako mnozinu elementarnich jevii (A = {wy,ws, ... }).

Operace s jevy , protoze jevy maji charakter mnozin, muzeme je graficky zndzornovat pomoci Vén-
novych diagramu

e A = B rovnocenné jevy
e A (nebo A° nebo A') = Q\A4 jev opa¢ny, doplnék jevu
e A C Bjev A je podjevem jevu B
e AN B prunik jevu ,jev A a zaroven jev B
e AU B sjednoceni jevu, jev A nebo jev B (nebo oba jevy)
e A\B rozdil jevu , plati jev A, ale nikoliv jev B
e AN B = () jevy disjunktni, jevy neslucitelné
° U A; = Q uplny systém jevu
e zakon jedinecnosti: VA, B ' ANBad AUB
e zakon komutativni: AUB=BUA, resp. ANB=BNA
e zikon asociativni: (AUB)UC = AU (BUC) resp. (ANB)NC=AN(BNC)
e zdkon identity: AUD = A ANP=0, resp. AUQ =Q ANQ=A
e zikon komplementu: AUA = Q, resp. ANA=0
e zékon distributivni: (ANB)UC = (AUC)N(BUC) resp. (AUB)NC = (ANC)U(BNC)
e de Morganovy vzorce: AUB = AN B, resp. ANB=AUB
obecnéji necht’ A;,i =1,2,..., A, jsou jevy
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1.1.2 Definice pravdépodobnosti

Pravdépodobnost jevu - kazdému jevu A prifazujeme realné ¢islo P(A); pravdépodobnost (ppst)
lze chapat jako predpovéd’ pomérnych cetnosti vysledkt pri mnohondsobném opakovani daného
pokusu; ppst lze chépat jako kvantitativni ohodnoceni stupné jistoty. Existuji rizné moznosti
matematického zavedeni pravdépodobnosti - klasicka ppst, geometricka ppst, statisticka ppst a
axiomatickd ppst.

Klasicka definice pravdépodobnosti - predpoklady:

o O = {wy,ws,ws,...,wy} mnozina moznych vysledki pokusu je konecné a neprazdnd
(0 < N < );
N
® D1, P2, P3, ..., PN jSOU nezdpornd Cisla spliujici Zpi =1
i=1

e D =py=---=py= N vsechny vysledky pokusu jsou stejné mozné;

e kazdy jev A lze popsat mnozinou jevu {w;,,wi,,...,w; } kde w; jsou vysledky pokusu
priznivé jevu A; pak

kde
N4 je pocet vysledku piiznivych jevu A
N je pocet vsech moznych vysledku
Geometricka definice pravdépodobnosti - predpoklady
e () jsme schopni vyjadrit jako neprazdnou omezenou oblast v R"
(napiiklad pomoci omezené pifmky v R', omezené plochy v R?  omezeného télesa v R?)
e jev A jsme schopni vyjadrit jako podoblast oblasti €2, pak
AA
P(A) = A(4)
A(2)

kde A(A) je mira oblasti A (délka, obsah plochy, objem télesa) a A(€2) je mira oblasti
(délka, obsah plochy, objem télesa).



Vlastnosti pravdépodobnosti - pro vsechny jevy A;, i =1,2,3,... plati

e 0 <P(A) <1
e jsou-li A; a A; neslucitelné, potom P(A; U A;) = P(A4;) + P(A;) resp. obecnéji jsou-li
A;i=1,2, ... neslucitelné, potom P( U ZP(A,)

e P() =1, P(0) =

o A, C A =PA) <P(4))

i P(E) =1-P(A)

o A; CAj= P(A\A;) =P(4;) — P(A)

o P(A4;UA;) <P(4)+P(4)

o P(A;UAj) =P(A)+P(Aj) —P(ANA)

1.1.3 Zakladni kombinatorické vzorce
Pro ur¢ovani poc¢tu moznych vysledku pouzivame vzorce pro permutace, variace a kombinace.
e permutace n prvku (kolika zpusoby lze uspordadat ntici prvku ); usporadéni prvka skupiny M v
daném potadi
— pocet permutaci P, = n!
n!

— pokud M se sklada z i1, 19, . . ., ig stejnych prvki, je pocet permutaci P, = o
112920 .. . V-

— pocet permutaci s opakovanim P, = n"

e variace n prvku kté tiidy (kolika zpusoby lze z ntici prvku vybrat ktici, pricemz zalezi na potradi
vybéru)
n!
(n—k)!

— pocet variaci s opakovanim VF =n

— pocet variaci V¥ = =nn—1)...(n—k+1)

k

e kombinace n prvku kté tiidy (kolika zpusoby lze z ntici prvka vybrat ktici, pficemz nezalezi na
poradi vybéru)

!
— pocet kombinaci C* = (Z) = m

n+k-—1
k

— pocet kombinaci s opakovanim CF = (

e binomické ¢islo 1ze priblizné uréit za pouziti Stirlingovy formule pro uréeni hodnoty k!

log k! = log vV 27k + k(log k — loge)
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1.2 Priklady

1. 120 studentu absolvovalo zkousku z matematiky a fyziky. 82 studentu udélalo zkousku z matem-
atiky, 85 studentu zkousku z fyziky, 77 studentu udélalo obé zkousky. Urcete:

a) Kolik studentu udélalo zkousku z fyziky nebo z matematiky ?
b

)
)
c) Kolik studentt neudélalo zkousku z matematiky ?
)
)

(
(b) Kolik studentu neudélalo zkousku z fyziky ?
(

(d

(e) Kolik studentu udélalo zkousku z matematiky a neudélalo zkousku z fyziky ?

Kolik studentu udélalo zkousku z fyziky a neudélalo zkousku z matematiky ?

2. Jev A spociva v tom, ze nahodné vybrané ptirozené cislo je délitelné péti a jev B v tom, ze toto
¢islo mé na poslednim misté nulu. Urcete, co znamenaji jevy

3. Vyrobek je v ramci vystupni kontroly podroben tfem ruznym zkouskam. Jev A spoc¢iva v tom,
ze vyrobek obstoji pti prvni zkousSce, jev B spoc¢iva v tom, ze vyrobek obstoji pti druhé zkousce a
jev C' v tom, ze vyrobek obstoji pri tfeti zkousce. Vyjadrete v mnozinové symbolice, ze vyrobek
obstoji

jen v prvni zkousce;

v prvni a druhé zkousce, ale neobstoji ve tieti zkousce;

alespon v jedné zkousce;

)
)
(c) ve vsech tiech zkouskéch;
)
) alespon ve dvou zkouskach;
)

maximalné ve dvou zkouskach.

4. Charakterizujte mnozinu elementarnich ndhodnych jevu pro ndhodné pokusy

(a) hod dvémi mincemi;

(b) otoceni ruletou.
5. Kolik ruznych éisel lze vytvorit z ¢islic 0, 1, 2, 3 a 4.

(a) smi-li kazd4 z ¢islic byt v ¢isle obsazena nejvyse jednou, [261]

(b) je-li pocet stejnych ¢islic v ¢isle neomezeny. [nekonecné]

6. V sérii 12 vyrobku jsou 3 vadné. Kolika zpusoby lze vybrat
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Obrézek 1: Piiklad 8 - tloha o setkdni
(a) Sest vyrobku, [924]
(b) Sest vyrobku, vSechny bez vady, [84]
(c) Sest vyrobk, z toho jeden vadny, [378]
(d) Sest vyrobku, z toho nejvyse dva vadné, [840]
(e) Sest vyrobku, z toho alespon dva vadné. [462]

7. V urné je 6 bilych a 3 cerné koule. Kolika zpusoby lze z urny vytahnout 4 koule, maji-li mezi
nimi byt alespon dvé bilé ? [120]

8. Uloha o setkdn{: Dva pratelé (X a Y) se domluvili, ze pfijdou na ur¢ité misto v dobé mezi
polednem a jednou hodinou odpoledne. Na misto pfijde v tomto casovém intervalu kazdy z
nich zcela nahodné a nezavisle na prichodu toho druhého. Kazdy bude c¢ekat patnact minut na
prichod druhého, ne déle nez do jedné hodiny odpoledne. Ukolem je urc¢it ppst., Ze se za téchto
podminek sejdou.

Pravdépodobnost setkani odpovida podilu obsahu vysrafované plochy vzhledem k celkové plose

aJeP:E.



1.3 Literatura s dalsimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.1 Kombinatorika

Trial KMA — kapitola 30.2 Nahodné jevy

Trial KMA — kapitola 30.2 Definice pravdépodobnosti

Polak, Josef: Stredoskolskda matematika v tlohach. Strana 74-126

Reif, Jiff — Kobeda, Zdenék: Uvod do pravdépodobnosti a spolehlivosti. Strana 9-16
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2 Cviceni 2 - Podminéna ppst, zavislost a nezavislost jeviu

Pravdépodobnost jevit ANB, AUB, A—B, A, .. .. Zavislost a nezavislost jevii, podminénd pravdépodob-
nost.

2.1 Teoreticka cast

2.1.1 Podminéna pravdépodobnost

Necht’ A, B € A jsou jevy a necht’ P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky

jevu B definujeme vztahem
P(ANB)

pap) = 240
e je-li AN B =10, pak P(A|B) =0
o P(A|B) # P(B|A)

e P(A|B) P(B) =P(B|A) P(A)

2.1.2 Zavislost a nezavislost jevu
Nezavislost dvou jevua Jevy A, B € A se nazyvaji nezavislé, jestlize plati
P(ANB) =P(A) P(B)

Jevy, které nejsou nezavislé, jsou zavislé.
Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro P(A) # 0 a P(B) #0

e A a B jsou nezavislé
e P(A|B)="P(A)
e P(B|A) =P (B)
e A a B jsou nezdvislé
e A a B jsou nezavislé
e A a B jsou nezavislé

Nezavislost vice jeva
Necht’ {A;, i € I} je mnozina jevi. Jevy této mnoziny se nazyvaji nezavislé, jestlize pro kazdé prirozené
n a kazdou podmnozinu {iy, i, ..., 4, } C I plati
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Pn

Obrézek 2: Paralelni zapojeni prvku

2.1.3 Spolehlivost paralelné a sériové razenych nezavislych prvka

Necht’ p1, pa, ...pn jsou pravdépodobnosti poruch prvku Py, Ps, ..., P,. Predpokladame, ze poruchy jed-
notlivych prvku jsou na sobé nezavislé.
Pravdépodobnost poruchy celého systému znac¢ime P a spolehlivost celého systému R =1 — P

P=p py----- ansz‘
=1

R=1—pi-pp----pn=1-]]p
=1
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2.2 Priklady
1. Uvazujme nésledujici jevy
(a) jev A: na kostce padlo ¢islo ,1¢ nebo ,,2%
(b) jev B: na kostce padlo ¢islo sudé (,,2%,,,4%,,,6%);

Spoctéte pravdépodobnosti jeva A, B, AN B, AU B, A|B a B|A a rozhodnéte, zda jsou jevy A
a B nezavislé.

Resent:
Jev AN B, plati jev A a zaroven jev B odpovida situaci, kdy na kostce padlo ¢islo ,,2¢.
P(A)=1/3, P(B)=1/2, P(ANB) =1/6

P(ANB)  1/6
P(B|A) =1/2
Protoze plati P(A) - P(B) = % : % = é = P(AN B), jsou jevy A a B nezavislé.

2. Ukazka prikladu, kdy jsou jevy po dvou nezavislé, ale jsou celkové zavislé. Uvazujme nahodny
pokus ,hod dvémi mincemi®, kdy sledujeme zda na mincich padl lic (L) nebo (R). Mnozina vsech
moznych vysledku (elementarnich jevu) je tedy Q = {LL, LR, RL, RR} a vSechny elementéarni

jevy jsou stejné pravdépodobné, tj. maji pravdépodobnost 1

Najdéte pravdépodobnost a zjistéte zda jsou nezavislé a po dvou nezavislé jevy

(a) A; na prvni mince padne lic;
(b) Ay na druhé minci padne lic;

(c) As na obou mincich padne totéz.

Resent: Q = {wy, wo, w3, wa}, Plw;) = 1/4 A; = {wi,we}, P(A) =1/2

A2 = {wl,cug}, P(AQ) = 1/2

Ag = {wl,w4}, P(Ag) = 1/2

jevy A1 a Aj jsou nezavislé, protoze A1 N Ay = {w} a
PANA) =1/4=1/21/2

jevy A; a Az jsou nezavislé, protoze A1 N Az = {w} a
P(ANA) =1/4=1/2-1/2

jevy As a As jsou nezavislé, protoze A N Az = {w} a
P(AyNAy) =1/4=1/2-1/2

jevy Aj,As a Az jsou zdvislé, protoze A3 N Ay N Az = {w1} a
P(ANANA) =1/4£1/2-1/2-1/2

3. Priklad o zapomenutém destniku

1
Roztrzity profesor zapomina v obchodé destnik s ppsti. 7 tedy za podminky, ze s destnikem do
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obchodu dorazi. Postupné navstivil tfi obchody a cestou domu zjisti, ze destnik nemd. Urcete
ppsti., ze destnik zapomnél v jednotlivych obchodech.

Resent:

jevy A;: destnik zapomnél v itém obchodé (jevy jsou disjunktni)

jev A = A; U Ay U As: déstnik v nékterém z obchodu zapomnél

jevy A;|A: destnik zapomnél v itém obchodé za podminky, ze destnik v nékterém obchodé za-
pomnél

P(A)= 3 P(A) =1 PAg) =23 ]

P(A) = P(A) + P(4s) + P(As) = 31
CPANA) P(A)

PAK =0 ~ 2@

P(AilA) = 22, P(4ald) = o=, P(Asl4) = =

. VIad’a a Jarda hraji ruletu. Vime, ze 0 nevyhréla. Vlad'a vsadil Sestici ¢isel 22 — 27, Jarda vsadil
na velkou (tzn. 19 — 36).

(a) Jaké je pravdépodobnost, ze VIdd’'a vyhrél, jestlize Jarda vyhral.

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze Jarda vyhral, jestlize VIad'a vyhréal.

(c) Jsou jevy ,Vlad’a vyhral“ a ,Jarda vyhral“ nezavislé?

Resent:
Oznaéme A jev ,Vlad’a vyhrdl“ a B jev ,Jarda vyhrél“.

Ze zadani vime, ze vyhrava jedno ¢islo z 36.

6 18
Pak P(A) = — =0.1 P(B)=— =0.
ak P(A) 36 0.167 a P(B) 36 0.5
Vyjadiime elementarni jevy jevu AN B.

AN B = {22,23,24,25,26,27}
y 6
a spoc¢teme P(ANB) = 3= 0.167

P(ANB)  0.167

(a) Pocitame pravdépodobnost P(A|B) = P(B) =5 = 0.333
(b) Pocitdme pravdépodobnost P(B|A) = P(ANB) 0167
p T P(A) 0167
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(c) Pro nezdvislé jevy plati P(A) - P(B) = P(AN B)

P(A)-P(B):%-g#g%:P(AﬂB)

Rovnost neplati, tedy jevy A a B jsou zavislé.

5. Zjistéte pravdépodobnost, ze nacrtnuté zatizeni prestane béhem doby At fungovat, jestlize
pravdépodobnost, ze ita soucastka prestane fungovat behem doby At je p;.

pl=0.174

pd=0.145 pS=0.053 I
‘ p2=0.159 d p3=0.051 -

Obréazek 4: Schéma zapojeni

Regent:
Nejprve uréime pravdépodobnost selhani bloku (tento blok ozna¢me A) slozeného z prvka Ps a
Pgl

pa=1—(1=p1) (1 =py)=1—(1—-0.159)-(1—0.091) = 0.236.

Déle spocteme pravdépodobnost selhdni bloku (tento blok oznaé¢me B) slozeného z prvku P; a

A:

pe =p1-pa = 0.164 - 0.236 = 0.041

Nakonec spocteme pravdépodobnost selhdani bloku slozeného z prvku B, P, a Ps:
p=1—(1—-pp)-(1—ps)-(1—ps)=1—(1—-0.041)- (1 —0.145) - (1 — 0.053) = 0.224

Pravdépodobnost selhdni nacrtnutého zatizeni je 22.4%

2.3 Literatura s dalSimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.4.1 Podminéna pravdépodobnost

e Trial KMA — kapitola 30.4.2 Nezavislost jevu

e Reif, Jifi — Kobeda, Zdenék: Uvod do pravdépodobnosti a spolehlivosti. Strana 17-19.
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3 Cviceni 3 - Véta o uplné ppsti, Bayesova véta

3.1 Teoreticka cast
3.1.1 Véta o tplné pravdépodobnosti
e Necht’ By, By, ... tvori uplny systém disjunktnich jevu,
e necht’ P(B;) >0proi=1,2,...,
e necht’ jev A je libovolny jev prislusny témuz ndhodnému pokusu.
Pak plati
P(A) =) P(A|B;) P(B,)

Dukaz:

P(ANB
Pouzijeme definice podminéné pravdépodobnosti P(A|B) = ¥

P(B) a vyuzijeme vlastnosti pravdépodob-

nosti pro sjednoceni disjunktnich jevi

P(JA) =D P(Ay).

3.1.2 Bayesova véta o inverzni pravdépodobnosti
e Necht’ By, Bs, ..., B, tvoii uplny systém disjunktnich jev,
e necht’ P(B;) >0proi=1,2,...,na
e necht’ jev A je libovolny jev prislusny témuz ndhodnému pokusu takovy, ze P(A) > 0.

Pak plati pro vSechna k =1,2,...,n
P(A|By) P(By,)

n

2, P(A[B;) P(B:)

P(Bk|A) =

Dukaz:
Pouzijeme definici podminéné pravdépodobnosti a vysledky véty o tplné pravdépodobnosti.

Poznamka: Z hypotéz Bi, B, ..., B, nastane pii provedeni pokusu pravé jedna. Jejich pravdépodobnost P(B;) je
zndma pred provedenim pokusu - a priori (nezavisle na zkusenosti - na zdkladé rozumu). Vime-li ale, zda pfi prove-
deni pokusu nastal jev A ¢i nikoli, pak tento fakt ménf{ pravdépodobnosti alternativ na P(B;|A) - pravdépodobnost a
posteriori (podle zkuSenosti).

3.2 Priklady

1. Vyrobni linky.
Na tfech vyrobnich linkdch jsou vyrabény identické vyrobky.Prvni vyrobni linka zajist'uje 60%
produkce a ppst. vyrobeni vadného vyrobku je 1%, druhd vyrobni linka zajist'uje 30% produkce
a ppst. vyrobeni vadného vyrobku je 2%, tieti vyrobni linka zajist'uje 10% produkce a ppst.
vyrobeni vadného vyrobku je 3%.

16



(a) Urcete ppst., ze ndhodné vybrany vyrobek bude vadny.

(b) Necht’ vyrobek je vadny. Urcete ppst., ze nadhodné vybrany vadny vyrobek pochazi z 1., 2.
resp. 3. linky.

Reseni: Oznacme

jev B; vyrobek je vyrobek na i-té lince

jev A vyrobek je vadny

- P(By) = 0.6, P(By) = 0.3, P(By) =0.1
- P(A|By) = 0.01
- P(A|By) = 0.02
- P(A|Bs) = 0.03

Ppst., ze nahodné vybrany vyrobek bude vadny je urcena podle véty o uplné ppsti, kde plati
P(A)=0.6-0.0140.3-0.02+0.1-0.03 = 0.015.

Ppst., ze ndhodné vybrany vadny vyrobek pochéazi z 1., 2. resp. 3. linky, je ur¢ena na zakladé
véty o inverzni pravdépodobnosti.

P(A|By) P(B;) 0.6-0.01
- P(B|A) = = =04
(BilA) P(A) 0015 !
0.3-0.02
0.1-0.03
- P(B3|A) = 005 0.2

. O vystrednim Zaldarnikovi.

V zalafi je vézen odsouzeny k smrti. Vystiedni zalainik vSak d& vézni Sanci. Pfinese 12 ¢ernych
a 12 bilych kulicek. Pak mu d& dvé prazdné urny a sdéli mu, ze zitra ptijde kat a ndhodné si
vybere jednu urnu a z ni ndhodné vybere jednu kulicku. Bude-li bila, dostane vézen milost. Jak
ma vézen rozdélit kulicky, aby maximalizoval pravdépodobnost udéleni milosti?
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ResSeni: Oznacme

jev Bj kat vybral jtou urnu (j =1, 2)

n pocet kulicek v prvni urné

1 pocet bilych kulicek v prvni urné

jev A kat vytéhl bilou kulicku, P(A:) ppst. vytazeni bilé kulicky.

Pak plati
- P(B1) =1/2, P(By) =1/2
1 12—
- P(A|B,) = —, P(A|By) =
(AlB) =L, Pl = 2=
1.1 12 —14
a podle véty o tiplné ppsti plati P(A,,)) = 5(1 + 51 ‘ )
n —-n

. Priklad z lékarské diagnostiky
Ozna¢me jev C'H, ze ndhodné vybrand osoba mé sledovanou chorobu. P(CH) = 0.5%. Pfred-
pokladejme, ze urcity test na odhaleni choroby ma nasledujici vysledky:
e Mai-li osoba sledovanou chorobu, poskytne test pozitivni vysledek v 95% piipadu (senzitivita
testu).
e Nemé-li osoba sledovanou chorobu, poskytne test negativni vysledek v 90% piipadu (speci-
ficita testu).
Jestlize u ndhodné vybrané osoby byl vysledek testu pozitivni, jakd je ppst., ze skutecné ma
sledovanou chorobu?
Reseni:
- jev +: vysledek testu byl pozitivni,
- jev - : byl negativni
Zmame ppsti
- P(+|CH)=0.95:
osoba, kterd ma danou chorobu, ma pozitivni vysledek testu
- P(—|CH) =0.05:
osoba, kterd ma danou chorobu, ma negativni vysledek testu
- P(+|CH) =0.10:
osoba, kterd nema danou chorobu, mé pozitivni vysledek testu
- P(—|CH)=0.90:
osoba, kterd nema danou chorobu, mé negativni vysledek testu

Podle véty o uplné ppsti plati
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P(+) =0.95-0.005+ 0.10 - 0.995 = 0.10425

a podle Bayesovy véty plati

P(+|CH)P(CH) _ 0.95-0.005

= = 4.56
P(+) 0.10425 %

P(CH|+) =

a dale plati
P(=|CH)P(CH)  0.05-0.005

PCH]=) = P(-) T—o010d25 037
_ P(+|CH) P(CH) _ 0.10-0.995 .

P(CH|+) = P(1) = Toqomzs A
_ . P(-|CH)P(CH) 0.90-0.995 .

PCH]=) = P(-) = 100425 YT

4. Vadné vyrobky

Ve skladu je 1000 vyrobku, pticemz 100 vyrobku pochazi od 1. dodavatele, 600 od 2. dodavatele
a zbytek od 3. dodavatele. Pravdépodobnost, ze 1. dodavatel dodal vadny vyrobek, je 1%, u 2.
je to 0,5% a u 3. dodavatele 2%.

Ze skladu ndhodné vybereme jeden vyrobek a tento vyrobek je vadny. S jakou pravdépodobnosti
pochazi od 1. dodavatele?

5. Ndkup auta

Manzelka jde do autosalonu Skoda pro novy viz. Nemtize se viak rozhodnout mezi Octavii a
Passatem. Rozhodne se tedy, ze si z vozu, které jsou na prodejné, jeden vybere zcela nahodné. Z
téchto vozu je 60% Octavii a 40% Passatu, dale vime, ze dieslovy motor ma 30% Octavii a 50%
Passat.

(a) S jakou pravdépodobnosti manzelka piijede vozem s dieslovym motorem?

(b) Manzelka si vybrala vuz s dieslovym motorem. S jakou pravdépodobnosti se jedna o Pas-
sata?

3.3 Literatura s dalSimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.4.3. Véta o iplné pravdépodobnosti

e Trial KMA — kapitola 30.4.4. Inverzni Bayesova véta

e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Sbirka tesenych piikladu z po¢tu pravdépodobnosti. Strana 23,
24, 42-47.
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4 Cviceni 4 - Nahodna velicina

4.1 Teoreticka cast

Nahodna veli¢ina (NV) je libovolna redlnd funkce X definovand na mnoziné elementarnich jeva w
pravdépodobnostniho prostoru €2.

Néhodn4 veli¢ina je funkce X : Q — R takovd, ze pro B C R plati X '(B) € A

Néhodnou veli¢inu znac¢ime velkymi pismeny: X,Y, Z, ... nebo X;, X5 nebo vybranymi pismeny
fecké abecedy £(ksi), n(eta), ((dzeta). Konkrétni realizaci ndhodné proménné znac¢ime malymi
pismeny x, ¥y, z nebo x1, xs apod.

Priklad ndhodné veli¢iny:

- pocet zakazniku obslouzenych v supermarketu za 1 hodinu prodeje
- pocet ¢lenu domaécnosti v souboru plzenskych domacnosti

- pocet novorozencu v porodnici za 24 hodin

Distribuc¢ni funkce kazdému redlnému c¢islu prirazuje pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina nabude
hodnoty mensi nebo rovné nez toto cislo.
F(z) = P{X < z} pro viechna z € R
Pomoci distribuéni funkce je charakterizovano pravdépodobnostni chovani nahodné velic¢iny.

Vlastnosti distribu¢ni funkce:

e 0 < F(z) <1 (hodnoty distribuéni funkce lezi mezi 0 a 1)

o F(x1) < F(xq) V1 < x5 (je neklesajici funkei)
o lim F(z)=0
T—r—00
o lim F(z)=1
T—>+00
e F(x) je zprava spojita

e [(x) ma nejvyse spocetné bodu nespojitosti
Stiredni hodnota F(X) je jednou z charakteristik polohy ndhodné veliciny X.
Vlastnosti stfedni hodnoty: pro ndhodné veliciny X a Y (E(X),E(Y) < o) a a,b € R plati
e E(a)=a
o E(a-X)=u0a-E(X)
e E(X+Y)=EX)+E®Y)
o pro X, Y nezévislé: B(X -Y) = E(X)- E(Y)
e P(X>0)=1= E(X)>0
Rozptyl D(X) je jednou z charakteristik variability ndhodné veli¢iny X.
Rozptyl D(X) (dalsf oznaceni var(X) nebo 0*(X)) je definovan jako:

D(X) = E((X - E(X))*)
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Pro vypocet se pouziva vypocetni tvar rozptylu:

D(X) = B(X?) — E*(X)

Vlastnosti rozptylu: pro ndhodné veliciny X a Y (D(X), D(Y) < o0) a a, b € R plati

e D(X)>0

e D(a)=0

e D(a-X)=a> D(X)

e D(X+Y)=D(X)+D(Y)

e D(X-Y)=D(X)+D(Y)
Smérodatna odchylka o(X) = /D(X)

Nejcastéji se vyskytuji nasledujici dva pripady ndhodnych veli¢in
e diskrétni piipad (diskrétni ndhodna velicina)
e spojity piipad (absolutné spojitd ndhodné velicina)
Diskrétni ndhodnd veli¢ina muze nabyvat kone¢né nebo spocetné hodnot {xy,xs,...,Zn, ...}

Naprt.: Pocet bodu ziskanych z jedné zapoctové prace z PSE je diskrétni nahodnd veli¢ina, kterd
muze nabyvat hodnot 0, 1, 2, ... 20.

Pravdépodobnost toho, ze ndhodna velicina X bude mit hodnotu x; s pravdépodobnosti p;
budeme zapisovat P(X = z;) = p;.

Musi platit sz- =1.
i
Pravdépodobnostni funkce P je pro diskrétni nahodnou veli¢inu definovana:

) pi prox=uw; i1=12,...
P("E)_{o pro r # x;

Distribué¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny je po ¢astech konstantni:

F(r) = Z Di
x; <x
Vztahy pro diskrétni distribuéni funkci (realizace ndhodné veliciny {x1,zo, ..., 2pn,...})
e definice P(X < x;) = F(x;)
o P(X < ,IZ) = P(X < (L’i_l) = F(Ii_l)
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P, [T 1
P, [ [
X, X, X

Obrazek 5: Pravdépodobnostni funkce

1
*——
—0
o—
e—O
O
X, X, ... X,

Obrazek 6: Distribuéni{ funkce

e PIX>u)=1-PX <uxz;)=1—-F(xy)
o Plx, <X <mp) = F(rp_1) — Flx,)

Stfedni hodnota E(X) se pro diskrétni nahodnou veli¢inu vypocte:
E(X) = Z Li * Pi
Rozptyl D(X) se pro diskrétni ndhodnou veli¢inu vypocte:

D(X) = Y a?pi— EX(X)
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4.2 Priklady

1. Nakreslete pravdépodobnostni a distribuéni funkei pro hod kostkou.

2. V dilné pracuji 2 stroje (nezavisle na sobé). Pravdépodobnost, ze se porouchd prvni stroj
je 0.2. Pravdépodobnost, ze se porouchd druhy stroj je 0.3. Ndhodnd velicina X bude
oznacovat pocet porouchanych stroju.

(a) Urcete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkei této ndhodné veliciny.

(b) Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl této ndhodné veliciny.

=e]

esent: Q = {wy,wq, w3} = {0,1,2}

A...porouchd se prvni stroj ... P(A) =0.2

A..neporouchd se prvni stroj ... P(A) =1-0.2=0.8
B...porouchd se druhy stroj ... P(B) = 0,3

B...neporouchd se druhy stroj ... P(B) =1— 0.3 = 0.7

a) P(0) = P(A)- P(B)=0.8-0.7=0.56

P(1) = P(A) - P(B)+ P(A)- P(B) =0.2-0.74 0.8-0.3 = 0.38
P(2)=P(ANB)=P(A)- P(B)=0.06

F(0) = P(z < 0) = 0.56

F1)=Px<1)=0.94

F2)=Px<2)=1

b) B(X) = w; - P(w1) + wy - P(wy) +ws - P(ws) =0-0.56+1-0.38 +2-0.06 = 0.5
E(X?) = wi P(w) +wi - Plwy) +w; - P(ws) =0%-0.56 + 17 - 0.38 + 22 - 0.06 = 0.62
D(X) = E(X?) — E(X)*=0.62— 0.5 = 0.37

3. V osudi je 5 kulicek - 2 bilé a 3 ¢erné. Postupneé jsou vytahovany kulicky (bez vraceni zpét)
dokud neni vytahnuta cernd kulicka.
(a) Vypoctéte pravdépodobnostni funkei a distribuéni funkci a nakreslete.
(b) Vypoctéte stredni hodnotu a rozptyl poctu tahu pottebnych pro vytazeni ¢erné kulicky.

Reseni: Nahodna veli¢ina X je tah, ve kterém bude vytazena cernd kulicka, ndhodné veli¢ina
nabyva hodnot 1,2, 3

a) P(1)=3/5=10.6

P2)=(1-3/5)-3/4=0.3

P(3)=1(2/5)-(1/4)-3/3=0.1

F(0) = P(z <0) =06
F(1)=P(z<1) =09
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b) E(X)=w; - P(w1) 4+ wa - P(wy) + w3+ P(w3) =1-06+2-03+3-0.1=1,5
E(X?) =w?- P(w) +wi - Plwy) +ws - Plws) =12-0.64+2%-0.3+3%-0.1 =2.7
D(X)=E(X?) — E(X)>=2.7-15%=0.45

. Z daného grafu distribuc¢ni funkce nakreslete graf pravdépodobnostni funkce.

1 *—
0.6 —O
0,5 o—oO
0.3 0—8_0
0,25

Obrazek 7: Distribuéni funkece (piiklad 4)

. Necht’ ndhodn4 velicina X nabyva hodnot 6,7,8,9 a 10 s pravdépodobnosti P(6) = 0.67,
P(7) =0.05, P(8) =0.06, P(9) =0.16 a P(10) =777

(a) Spoctéete P(10), E(X) a D(X).
(b) Nacrtnéte graf pravdépodobnostni a distribuéni ndhodné veliciny X.

Resent: P(10) = 0.06; E(X) = 6.89; D(X) = 1.898

C
. Ndhodna veli¢ina X nabyva hodnot {1,2,3}. Je ddna funkce P(X) = ek Urcete hodnotu
C' tak, aby se jednalo o pravdépodobnostni funkci. Spoctéte E(X), D(X).

Reseni. P(1) = %, P(2) = ;, P(3) = g

C =6/10; E(X) =1.5; D(X) = 0.45

4.3 Literatura s dalsimi priklady

e Trial KMA — kapitola 30.5.4. Obecnd diskrétni rozdéleni

e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Shirka fesenych prikladu z poc¢tu pravdépodobnosti. Strana
22-32.
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5 Cviceni 5 - Alternativni, hypergeometrické a binomické
rozdéleni pravdépodobnosti.

5.1 Teoreticka cast

Alternativni rozdéleni A(p): 0 <p <1

Néhodna velicina X nabyva pouze dvou hodnot X = 0, pokud jev nenastal a X = 1 pokud jev
nastal. p tedy oznacuje pravdépodobnost toho, Ze jev nastane.

1—p pro x=0

Pravdépodobnostni funkce: P(x) = ¢ p pro z =1
0 jinde
0 pro z <0
Distribucni funkce: F(z) =¢ 1—p pro 0 <z <1
1 pro x > 1

Stfednf hodnota: E(X)=0-(1—p)+1-p=p

Rozptyl: D(X) =0%- (1 —p)+1*-p—p* =p(1 —p)

Pouziti: teoreticky zaklad pro dalsi typy rozdéleni
Binomické rozdéleni Bi(p;n): 0 <p<1l;neN

Binomické rozdéleni popisuje ¢etnost vyskytu nahodného jevu v n nezavislych pokusech, v nichz
ma jev stale stejnou pravdépodobnost. Nahodna veli¢ina X nabyvéa hodnot {0; 1; 2;..., n}.

Pravdépodobnostni funkce: P(z) = (n) pP(l—p)"* prox=0,1,...,n
x

0 pro = <0
“~ (n
Distribuéni funkce: F(z) = <t)pt(1 —p)"" pro 0<x<n
t=0
1 pro x > n

Stfedni hodnota: E(X) =n-p
Rozptyl: D(X) =n-p(1—p)
Pouziti:
e pravdépodobnost tspéchu v jednom pokusu je p, ndhodna velic¢ina
X ~ Bi(p,n) charakterizuje pocet tspésnych pokusu pfi n nezavislych opakovanich

e podil vyrobku z danou vlastnosti v zakladnim souboru je p, ndhodna velicina X ~ Bi(p, n)
charakterizuje pocet vyrobku s danou vlastnosti ve vybéru rozsahu n, pokud prvky po
vybéru vracime zpét

Poznamky:

e alternativni rozdéleni je Bi(p;n = 1)
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n
o A; ~ A(p),i =1,2,...,n nezavislé jevy X = ZAi ~ Bi(p;n). Binomické rozdéleni lze
i=1
chapat jako rozdéleni souctu n vzdjemné nezavislych nahodnych veli¢in, fidicich se tymz
alternativnim rozdélenim.

Hypergeometrické rozdéleni H(N; M;n): 0 <M < N;0<n<N;n,N,MeN
Hypergeometrické rozdéleni je rozdéleni nahodné veliciny, kdy pti opakovani ndhodného pokusu
je vyskyt sledovaného jevu zavisly na vysledcich predchazejicich pokusu. Jde tedy o pokusy, které
jsou na sobé zavislé. Typickym predstavitelem je vybér prvku bez vraceni. V takovém piipadé
muzeme N povazovat za celkovy pocet prvku souboru a M za pocet prvku souboru, které maji
sledovanou vlastnost. Pocet prvka vybranych z tohoto souboru bez vraceni je pak n.

Ndhodn4 velicina X nabyvéa hodnot: {0; 1; 2;...min(n, M)}
() ()
()

Pravdépodobnostni funkce: P(z) = proz =0,1,...,min(n, M)

M

Stfedni hodnota: E(X) =n N
M M\ N —n

EDX)=n= (1-2
Rozptyl: D(X) nN( N) N1

Poznamka:

e Binomické rozdéleni je limitnim piipadem hypergeometrického rozdéleni pro n — oo a

M M
N — 0je HG(N; M;n) = Bi(p = F,n)

Pouziti:
e v souboru N prvku ma M prvku sledovanou vlastnost, provedeme vybér n prvku, pricemz

vybrany prvek do souboru nevracime, ndhodna velicina X ~ HG(N; M;n) charakterizuje
pocet prvku se sledovanou vlastnosti ve vybéru n

e pokud znacime p = N procento prvku se sledovanou vlastnosti v souboru a déle uvazujme,

ze vybiranych prvku je ,tak moc*, ze nezédlezi na tom, zda po vybéru prvek vracime nebo

M
nevracime, pak HG(N; M;n) =~ Bi(p = F;n), staéin >30ap<0.1
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5.2 Priklady

1. U hodu jednou kostkou sledujeme, zda padla 6, tj. X=1 v piipadé, Ze na kostce padla 6 a

X=0 v pripadé, ze na kostce nepadla 6.

(a) Nakreslete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkei ndhodné veliciny X.
(b) Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X.

Resent: E(X) =

. U hodu tremi kostkami sledujeme, kolikrat padla 6.

(a) Nakreslete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci ndhodné veliciny.
(b) Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny.

Reseni: nkrat opakujeme pokus, pii kazdém pokusu je pravdépodobnost sledovaného jevu
stejnd. Pouzijeme tedy binomické rozdéleni. Nahodna velicina X ~ Bi(n,p),n = 3,p = =

6
udava pocet hodu, pii kterych padla na kostce 6.

(a) P(0) = (3) éou _ %)3 = 0.578; P(1) = (i’) %1(1 _ é)Q = 0.347
PE2) = (2) é2(1 - %)1 = 0.069; P(3) = @)

F(0) = P(0) = 0.578; F(1) = P(0) + P(1) =
F(2) = 0.9954; F(3) = 1

3 5
(b) E(X):n'p:3-g:0.6; DX)=n-p-(1—p)=3- ~6i0.4167

. Mezi 10 vyrobky jsou 3 vadné. Postupné vybereme dva vyrobky (s vracenim zpét). Nédhodnd
veli¢ina A oznacuje pocet vadnych vyrobkiu mezi vybranymi vyrobky.

(a) Nakreslete pravdépodobnostni a distribuéni funkei ndhodné veliciny.

(b) Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny.

Reseni: nkrat opakujeme pokus, pii kazdém pokusu je pravdépodobnost sledovaného jevu
stejnd. Pouzijeme tedy binomické rozdéleni. Ndhodné velicina X ~ Bi(n,p),n =2,p = —

10
udava pocet hodu, pti kterych padla na kostce 6.

(a) P(0) = (3)% (1-— %) = (.49;

P(1) = G)% (1— %) = 0.42;
2\ 3?2 3.0,
P(2) = (2)1—0 (1— E) = 0.09;
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F(0) = P(0) = 0.49; F(1) = 0.91; F(2) =1

3 7
=06, D(X)=n-p-1—p)=2-— —=0.42

6
b) E(X)=n-p=3-— =

10
. Pri akei "Krystof”policisté na jednom stanovisti zkontrolovali 500 vozidel. Vime, ze 1 vozidlo
z 200 je kradené. Jaka je pravdépodobnost, ze policisté:

(a) nasli 2 kradend vozidla;
(b) nasli méné nez 5 kradenych vozidel;
(c) nasli alesponn 3 a méné nez 5 kradenych vozidel.

Reseni: nkrat opakujeme pokus, pii kazdém pokusu je pravdépodobnost sledovaného jevu
stejnd. Pouzijeme tedy binomické rozdéleni. Ndhodné velicina X ~ Bi(n,p),n = 500,p =

= 0.005 udava pocet kradenych vozidel, ktera policisté pti kontrolach naleznou.

(a) P(X =2) = (Z);ﬂ(l — )" = (580) 0.005%(1 — 0.005)°°~2 = 0.257
(

) P
b) P(X < 5) = P(0)+ P(1) + ... + P(4) = 0.082 + 0.205 + 0.257 + 0.214 + 0.134 = 0.892
(c) P(3< X <5)=P(3)+ P(4) = 0.214 + 0.134 = 0.348

200

. Mezi 10 vyrobky jsou 3 vadné. Postupné vybereme dva vyrobky (bez vraceni zpét). Ndhodnd
veli¢ina A oznacuje pocet vadnych vyrobku mezi vybranymi vyrobky.

(a) Nakreslete pravdépodobnostni a distribuéni funkci ndhodné veliciny.

(b) Vypoctéte stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny.

Resent: vyrobky zpét do vybéru nevracime, jednotlivé tahy jsou zavislé. Pouzijeme hyper-
geometrické rozdéleni. Ndhodna velicina X ~ H(N;M;n); N =10, M = 3,n = 2.

(a) P(0) = —(0815)2) = 5= 0467
P(1) = @(20()9 i; = 0.467;
P(2) = @(20()3) = 435 = 0.067

F(0) = 0.467: F(1) = 0.933; F(2) =1

M M\ N-n _3 3) 10-2 56
DX)=n— (1-= =2 (1-2) —= —0.3733
(X) N( N) N-1 10( 10) 10—1 150

. Necht’ ndhodnd velicina X pochazi z hypergeometrického rozdéleni, X ~ H(N,K,n) =
H(10,4,4). Spoctéte pravdépodobnosti:
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(a) P(X =3)
(b) P(X >0)

Regeni: Protoze k > 0,k < K,k <n,n—k <N - K, je k€ {0,....,4}

(a) P(X =3) = (%;15) =0.114

(b) P(X >0)=1— P(X =0) = 0.929

. Spoététe pravdépodobnosti vyhry ve Sportce (celkovy pocet ¢isel v osudi je 49, je vytazeno
6 ¢isel a nasledné jedno dodatkové):

(a) Pro 1. potadi, tj. ze 6 vybranych jsme tipnuli 6.

(b) Pro 2. poradi, tj. ze 6 vybranych jsme tipnuli 5 a zéroven dodatkové ¢islo.

(c¢) Pro 3. poradi, tj. ze 6 vybranych jsme tipnuli 5.
(d) Pro 4. poradi, tj. ze 6 vybranych jsme tipnuli 4.
(f

(g) Ze 6 vybranych jsme tipnuli 1.

)
)
)
(e) Pro 5. poradi, tj. ze 6 vybranych jsme tipnuli 3.
) Ze 6 vybranych jsme tipnuli 2.

)

)

(h) Ze 6 vybranych jsme netipnuli ani jedno ¢islo.

Reseni: pro losovani sportky je typické, ze se losovana &isla nevraci zpét, proto pouzijeme
hypergeometrické rozdéleni. X ~ H(N; M;n); N =49, M =6,n =6

(a) P(1.pofadi) = P(X =6) = () =7.15-10""

49
(s)
6\ (43
(b) P(X =5) = (5()42)1)
’ |
P(2.potadi) = P(X =5) - yri 4.29-1077 (uhadli jsme dodatkové)
42
(c) P(3.potad) = P(X =5) - 5o 107" (neuhadli jsme dodatkové)
(d) P(4.potadi) = P(X =4) =9.69-10"*
(e) P(5.poradi) = P(X =3) =1.77-10"2
(f) P(X =2) =0.132
(g) P(X =1)=0.413
(h) P(X =1)=0.436

. Necht’ ndhodné velicina X pochézi z hypergeometrického rozdéleni, X ~ H(N,K,n) =
H (30,14, 3). Spoctéte pravdépodobnosti:

(a) P(X =2)
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(b) P(X > 1)

Resenf: Protoze k > 0,k < K,k <n,n—k< N - K, jek €{0,...,3}
14 (16

2)(1) _ 91-16
(@)~ 4060
(b) P(X > 1) = P(X = 2) + P(X = 3) = 0.359 + 0.090 = 0.448

(a) P(X =2) = ( = 0.359

5.3 Literatura s dalsimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.5.1. Hypergeometrické rozdéleni

e Trial KMA — kapitola 30.5.2. Binomické rozdéleni

e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Shirka fesenych prikladu z poc¢tu pravdépodobnosti. Strana
22-32.
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6 Cviceni 6 - Poissonovo rozdéleni

6.1 Teoreticka cast

6.1.1 Poissonovo rozdéleni

U tohoto rozdéleni nabyva ndhodna veli¢ina X hodnot {0,1,2,3,...}. Pokud je pocet vyskytu néjaké
udalosti béhem ¢asového intervalu pfimo umérny délce ¢asového intervalu a prumérny pocet vyskytu
udalosti za konstantni ¢asovou jednotku je A (A > 0), potom ndhodné velicina X ~ Po(\) charakter-
izuje pocet vyskytu udalosti za konstantni ¢asovou jednotku.

Pokud se pocet vyskytu v jednotkovém casovém intervalu fidi Poissonovo rozdélenim s parametrem A,
tj. Po(\), potom se pocet vyskytu v ¢asovém intervalu o délce ¢ ¥idi Poissonovo rozdélenim s parame-
trem At, tj. Po(At).

Pokud pocet vyskytu néjaké jednotky v dané oblasti je pfimo imeérny velikosti oblasti a prumeérny
pocet vyskytu udélosti v konstantni oblasti je A (A > 0), potom ndhodna veli¢ina X ~ Po(\) charak-
terizuje pocet vyskytu jednotky v konstantni oblasti.

Pokud se pocet vyskytu v oblasti o jednotkovém obsahu (objemu) #idi Poissonovo rozdélenim s parame-
trem A, tj. Po(\), potom se pocet vyskytu v oblasti o obsahu (objemu) S fidi Poissonovo rozdélenim
s parametrem AS, tj. Po(AS).

Lze jim popisovat napt.: pocet telefonatu v call centru, pocCet pristupu na server, poc¢et autonehod,
pocet vyskytu vzacnych nemoci (napf. leukemie), pocet hvézd v dané oblasti vesmiru...

Pravdépobobnostni funkce

xT

P(z) = e_A—‘ prox=0,1,2,...
x!

Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

0.4
* @
0,35
B 03
(=]
£
g 025
2
o =
g b e 0 oh=t
'E 0.15 Y L ®)=5
& o1 ~ ] A=10
0,05 ® e —
' ® [ ]

Distribuéni funkce

F(z) = e * —prozx=0,1,2,...

31



Distribuéni funkce Poissonova rozdéleni
1 o oo o o o 4 5 000 00
09 - *—O o &0 :
& 0.8 1 o pu
E 0,7 4
2 06 0
o —
2 05 | o)1
2] 04 4 *—O .AZS
T O » A=10
® 03 - ,_
o ' =
0,2 4
01 - O
o 0—8—8 4
0 1 2 3 4 5 B 7 8 ] o0 11 12 13 14 15
Poéet vyskyti

Hodnoty této funkce jsou tabelovany. Ukézka tabulek (uddvaji hodnoty distribuéni funkce):

A
0.1 0.2 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0
0.9048| 0.8187| 0.6005( 0.3679| 0.2231| 0.1353| 0.0438
0.9953| 0.9825| 0.9098| 0.7358| 0.5578| 0.4060| 0.1991
0.9998| 0.9989| 0.9856| 0.9197| 0.8088| 0.6767| 0.4232
1.0000| 0.9999] 0.9982| 0.9810| 0.9344| 0.8571| 0.6472
1.0000| 1.0000| 0.99958| 0.9963| 0.9514( 0.9473| 0.8153
1.0000| 1.0000( 1.0000( 0.9394| 0.9355| 0.9834| 0.9161
1.0000| 1.0000| 1.0000| 0.9999| 0.9991| 0.9955| 0.9665
1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 0.9998| 0.9989| 0.9381
1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 0.9998| 0.9962
1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000( 1.0000( 0.9933
1.0000| 1.0000( 1.0000( 1.0000| 1.0000| 1.0000| 0.9937
1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000( 1.0000| 0.9939
1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000

o

=0 oI R e P R S TR O O ) e

]
=)

[
=t

=

Napiiklad pravdépodobnost toho, ze ndhodna velicina X ~ Po(2) nabude hodnoty 6 a méné (tj.
P(X <6) = F(6) je rovna 0.9955. Pokud chceme z tabulek zjistit hodnotu pravdépodobnostni funkce
pro X = x, staci od distribuéni funkce pro hodnotu x odecist distribuc¢ni funkci pro hodnotu z — 1, tj.

P X=2)=P(X<z)—PX<z—-1)=F(z)— F(x—1)

Napft. chceme-li zjistit pravdépodobnost toho, Ze ndhodnd veli¢ina X ~ Po(3) nabude pfesné hodnoty
5
P(X=5)=P(X <5)—P(X <4)=F(5)— F(4) =0.9161 — 0.8153 = 0.1008
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Stiedni hodnota
Rozptyl

Excel
V Excelu lze Poissonovo rozdéleni nalézt pod POISSON. Zapis je nasledujici:

— POISSON(z,\, L) =
= POISSON (nastane z,o¢ekavana hodnota A logickd hodnota)

e Pokud je logickd hodnota L rovna 0 (nepravda), potom je vracena pravdépodobnostni funkce.

e Pokud je logickd hodnota L rovna 1 (pravda), potom je vracena distribucéni funkce.

6.1.2 Aproximace binomického rozdéleni Poissonovo rozdélenim

Poissonovo rozdéleni je limitnim piipadem binomického rozdéleni, tj. pron — oo ap — 0 je Bi(p,n) ~
Po(\ = np). Tato aproximace funguje dobte jiz pro hodnoty n > 30 a p < 0.1.

33



6.2 Priklady

1. Telefonni ustfedna spoji prumérné 3 hovory za pul hodiny. Jaka je pravdépodobnost, ze telefonni
ustfedna za pul hodiny:
(a) spoji 3 hovory,
(b) spoji 3 a vice hovoru,
(c) spoji vice nez 5 a méné nez 10 hovort.
(d) Spoji za hodinu méné nez 5 hovoru.
Resenti:
Jev X bude oznacovat pocet spojenych hovort.

(a) Chceme znét pravdépodobnost, ze ndhodnd velicina nabude hodnoty 3, tj. P(X = 3).
Chceme tedy znat hodnotu pravdépodobnostni funkce pro hodnotu 3. K tomu muzeme
pouzit tabulky pro distribu¢ni funkci Poissonova rozdéleni. Proto, abychom mohli pouzit
tabulky, musime zapsat P(X = 3) jako

P(X=3)=P(X<3)—P(X<2)=F(3)-F(2)
Nyni dosadime:
P(X =3)=0.6472 — 0.4232 = 0.224

(b) P(X >3) =1— P(X < 3) protoze se jednd o diskrétni ndhodnou veli¢inu (pro tu plati
P(X < z) = P(X <x—1)) tak je tento vyraz roven 1 — P(X < 2) = 1—F(2). Po dosazeni:

P(X >3)=1-04232 = 0.5768

() P(5<X <10)=P(5< X <9)=F(9) — F(5) = 0.9989 — 0.9161 = 0.0828

(d) Nyni chceme znat pravdépodobnost toho, ze bude spojeno méné nez 5 hovoru za hod-
inu. Vime, ze pokud se pocet vyskytu ndhodné veliciny X za ¢asovou jednotku (pro nas je
casovou jednotkou 1/2 hodiny) #idi rozdélenim Po(A = 3), potom se pocet vyskytu ndhodné
veliciny X za dvé ¢asové jednotky (tj. za hodinu) #idi rozdélenim Po(A = 6).

P(X <5) = P(X < 4) = F(4) = 0.2851
2. Prumérné zmetkovitost vyrobku je 1 %. Vybereme ndhodné 100 vyrobku (s vracenim zpét).

(a) S jakou pravdépodobnosti mezi nimi budou nejvyse dva vadné vyrobky?

(b) Vypoctéte totéz s pouzitim aproximace pomoci Poissonova rozdéleni.

Reseni:
Jev X bude oznacovat pocet vadnych vyrobku (zmetku) mezi 100 vybranymi vyrobky.
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(a) Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vybér s vracenim zpét, tak X ~ Bi(100,0.01). Nejvyse dva
vadné znamend P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2).

100
P(X ( )o 01°(1 — 0.01)* = 0.366
P(X ( >0 01'(1 - 0.01)» = 0.370

P(X =2)= ( ) )o 01%(1 —0.01)* = 0.183
Dohromady tedy P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X =2)=0.919

(b) Vime, ze pro n — oo a p — 0 je Bi(p,n) ~ Po(A = np), a ze tato aproximace funguje
dobfe jiz pro hodnoty n > 30 a p < 0.1. Obé tyto podminky jsou v tomto prikladu splneny,
a proto muzeme tuto aproximaci pouzit:

Bi(100,0.01) ~ Po(\ = 1)

Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty nejvyse 2 je pak z tabulek P(X <
2) = F(2) = 0.9197.

3. Na server piijde béhem hodiny prumeérné 120 pozadavku. Jaka je pravdépodobnost, ze béhem 2
minut, po které je server restartovan:

(a) neptijde zadny pozadavek,
(b) prijdou vice jak 3 pozadavky,
(c) prijdou vice jak 3 pozadavky, ale méné nez 7 pozadavki.

Reseni [(a) 0.0183; (b) 0.5665; (c) 0.4558]

4. Predpokladejme, ze ustiedna spoji v prumeéru 1 hovor béhem 100 sekund. Urcete pravdépodob-
nost, ze operator zmeska nanejvys jeden hovor, pokud si vezme Sminutovou prestavku na kavu.
Reseni [0.9502]

6.3 Literatura s dalSimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.5.2. Binomické rozdéleni

e Trial KMA — kapitola 30.5.3. Poissonovo rozdéleni

e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Shirka fesenych ptikladi z poc¢tu pravdépodobnosti. Strany 62,
63, 82 a 83.
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7 Cviceni 7 - Rozdéleni spojitého typu

7.1 Teoreticka cast
7.1.1 Spojitd ndhodna velicina

Néhodnd velicina X s distribucni funkei F' ma spojité rozdéleni, existuje-li funkce f (x) takova, ze
Fz)= P (X < 1) :/ f)at, zeR

Funkci f, pro kterou plati

f(z) >0, ze€R a +Oof(x)dx:1

—00

nazyvame hustotou spojitého rozdélen{ s distribuéni funkei F. Plati f(z) = F'(x) skoro vsude.

Obrazek 8: Funkce hustoty, distribu¢ni funkce a dolni kvartil spojité nahodné velic¢iny
Pro ndhodnou spojitou veli¢inu s hustotou pravdépodobnosti f (z) a distribu¢ni funkei F' (z) plati
e P(X=2)=0 x€R (plyne ze spojitosti distribu¢ni funkce)
oP(X<x):P(X§x):F(x):/ f(r)dz z€R

e PX>z)=P(X>x)=1-PX<z)=1-P(X<z)=1-F ()=
oo
= (x)dr z€R

xT

o P(a<X<b):P(a§X§b):F(b)—F(a):/bf(x)dxproa<b
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7.1.2 Charakteristky spojité ndhodné velic¢iny

Stfedni hodnota
EX:/[E'f(ZE) dz
R

Rozptyl
DX = E(X — E(X))?,

vypoctovy tvar: DX = E (X?) — (EX)* = / 2? - f(z) dz — (EX)?
R

a% kvantil — hodnota x, ndhodné veliciny X, ktera spliuje podminku
F(zy)=a pro0<a<l
Specialni oznaceni

e median — x5
e dolni kvartil — xg.95

e horni kvartil — zqg.75
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7.2 Priklady

1. Urcete konstantu a, distribuéni funkei, stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny s nésledujici
funkci hustoty.

Reseni: Z geometrického vyjadieni vlastnosti / f(z) dz = 1 funkce hustoty plyne podminka,

R
ze plocha pod jejim grafem musi byt jednotkova. Pro danou funkci tedy plocha trojihelnika

1
5@ 2=1= a=1Body [0;0] a [2; 1] urcuji linedrni funkci hustoty pravdépodobnosti.
x
— prox € (0,2
f(2) = { y Prore(0:2)
jinde.
/ It dt—/ —dt = Z pro z € (0,2),
0
jinde.

2 2
EX—/ xzdx:é DX = / x—daz— :2
0 2 3 9

2. Méjme nahodnou velicinu X s distribucni funkei

0 xr <6
F(z)=<{ —0.01z° +0.32z — 1.56 z € (6;16)
1 x> 16

Spoctéte

(a
(b

) P (X =12.3);

)
c)

)

)

P
P (X > 6.58);
(¢) P(7.14 < X < 14.91);
(d) 95% kvantil xq.g5.
(e) Odvod’te hustotu ndhodné veliciny X, nakreslete jeji graf a zndzornéte v ném
P(7.14 < X <14.91) a 2995
Resent:

(a) P (X =12.3) =0 — jednd se o spojitou ndhodnou veli¢inu
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(b) P(X >6.58) =1— P (X <6.58) =1— F(6.58) =
=1 (—0.01-6.58% +0.32 - 6.58 — 1.56) = 0.877

(¢) P(7.14 < X < 14.91) = F (14.91) — F (7.14) = 0.988 — 0.215 = 0.773
(d) Z

distribuéni funkce F' odvodime kvantil g gs5:

F(l’0.95) = 0.95

/0.95
= —y/—+1 1
[E0795 _001+ 00+ 6

Zo,95 = 13.764

(e) f(l") = F' (:17) _ { (;0,0QCC—I— 0,32 jxineaé'_& 16)

P(-2.83 < X < -2.88)

3. Necht’ je ddna ndhodna veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti

0 r<—1
) z+1 ze(-1,0)
F@ =93 Zo41 z€0.1)
0 rz>1

Spoctéte jeji stredni hodnotu a rozptyl, urcete distribu¢ni funkci a najdéte ¢ € R tak, aby
P(X <c¢)=0.95.

Resent:
0 1
EFX = / dx—l—/:z: —zx+1)dz =0
-1 0
0 1
DX = / (w+1) dx+/x —r+1)dz — (EX)* ==
—1 0
F(x) = f(t) at =
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( r < —1

0

]32
/ (t+1)at="+a z € (-1,0)
1

v 1
t+1 dt+/ (—t+1)dt:§——+x ze(0,1)
0

P(X <c)= / flx = 0,95

0 c
/ (x+1)dx+/ (—z4+1)dx = 095 ¢>0
-1 0
c = 0,6838

4. Je dana funkce ) 0.1)
_J a-z© proxe(0,1),
Jz) = { 0 jinde.

(a) Urcete hodnotu konstanty a, tak aby tato funkce byla hustotou pravdépodobnosti néjaké
nahodné veliciny.

(b) Vypoctéte EX, DX a F (z).

(c) Urcete pravdépodobnost, ze ndhodn4 veli¢ina X bude mezi 0.5 a 0.75.

Resent:
1

(a) / a-r’dr=1=a=3
0

(b)

747t

EFX = x - 3x%dr = {3—} =0.75
41,

5

1
DX = / 23x%dx — 0.75% = {3%} —0.5625 = 0.6 — 0.5625 = 0.0375
0
{ 3t%dt = x* x € (0;1)

F(z) = 0

e}

jinak.
(¢) P(0.5< X <0.75) = F(0.75) — F (0.5) = 0.75° — 0.5° = 0.297

7.3 Literatura s dalSimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.6.4. Obecné spojité rozdéleni
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8 Cviceni 8 - Rovnomeérné rozdéleni. Exponencialni rozdéleni.

8.1 Teoreticka cast
8.1.1 Rovnomérné rozdéleni
R (a;b) a,beR, a<bd

Néhodnd velicina X muze nabyt libovolné redlné hodnoty z z intervalu (a;b) a jeji vyskyt na celém
intervalu (a;b) je stejné mozny. Pak X mé rovnomérné rozdéleni na intervalu (a;b) a plocha pod
kiivkou hustoty tvoii obdélnik, jehoz plocha je rovna 1. To znamena, ze X jisté nabude hodnoty

(nebot’
a

z intervalu (a;b). Jelikoz sitka tohoto intervalu je (b — a), vyska hustoty musi byt rovna 5
integrél pres hustotu da 1).
1

Funkce hustoty f(z) =< b—a pro z € {a; b)
0 jinde

0 prox <a
Distribuéni funkce F'(z) = 3;_ ¢ pro x € (a;b)

1 prox >b
Stredni hodnota a rozptyl

a+b (a —b)?
= D(X) =
(X) 12 (X) 12

Obrazek 9: Funkce hustoty a distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni

Pouziti  — chyby pii zaokrouhlovani v numerickych vypoctech

— vychozi rozdéleni pti simulaci ndhodnych veli¢in na pocitaci, ostatni nahodné veli¢iny lze
ziskat pomoci ruznych transformaci

— doba, kterd uplyne od nahodné zvoleného okamziku do nastoupeni jevu, ktery se pravidelné
opakuje ¢asovém intervalu (a;b)

— libovolna spojité veli¢ina z intervalu (a;b), o jejimz chovéni na tomto intervalu neni nic
blizsiho zndmo (nouzové feseni v piipadé neznalosti skutecného rozdéleni)
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8.1.2 Exponencialni rozdéleni

Exp(A), A>0

1
Exp(6>7 5_ X

Nédhodn4 veli¢cina X muze nabyt libovolné redlné hodnoty x z intervalu [0, 00 ).

Az _ — —x/b
Funkce hustoty f(z) = Aem™ = 5¢ pro z = (
0 prox <0
I ] 0 pro xz <0
Distribuéni funkce F'(z) = { | — e 15 prox>0
Stredni hodnota a rozptyl
E(X)—l—(S D(X)—1—52
A A2

Obrazek 10: Funkce hustoty a distribuéni funkce exponencialniho rozdéleni

Pouziti
opotrebeni

— doba ¢ekani na ur¢itou nahodnou udalost, napt. dobu zivotnosti soucastek, které nepodléhaji

— X oznacuje pocet uddlosti za jednu ¢asovou jednotku

— ¢ charakterizuje prumérnou dobu mezi vyskytem dvou udalosti

— jestlize se pocet vyskytu uddlosti béhem né&jakého ¢asového intervalu fidi Poissonovym
rozdélenim s parametrem A, pak doba mezi vyskytem dvou udalosti se fidi exponencialnim

rozdélenim s parametrem A

8.2 Priklady

1. Méjme nahodnou veli¢inu X ~ R (8;12.5). Spoctéte

(a) P (X =9.75);

(b) P(X > 11.3);

(c) P(8.8 <X <10.1);
(d) 50% kvantil zqs.
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(e) Nakreslete graf hustoty nahodné veli¢iny X a zndzornéte v ném P (8.8 < X < 10.1).

(f) Nakreslete graf distribuéni funkce ndhodné velic¢iny X a zndzornéte v ném zg 5.

Resent:
Hustota pravdépodobnosti je konstantni na intervalu (8;12.5), jinde je nulové. Tedy

1 1
— = —=10.222 8;12.5
fl@)=1< 125-8 45 pro € (8 12.5)
0 jinde.
T . r—38
Distribuéni funkce pro x € (8;12.5) je pak F'(z) = i

75) = 0 — jednd se o spojitou ndhodnou veli¢inu
11.3 —
X>113)=1-P(X <11.3)=1- F(11.3) :1—%20.267

a) P(X

) P(

) P(88 < X <10.1) = F(10.1) — F (8.8) = 0.467 — 0.178 = 0.289
) F(

) H

(c
d

(e

(
(b
( Tos) = 0.5 = o5 = 0.5 (12.5 — 8) + 8 = 10.25

ustota rovnomeérného rozdéleni R (8;12.5)

Obréazek 11: Funkce hustot rovnomérného rozdéleni

(f) Distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni R (8;12.5)

Obréazek 12: Distribuéni funkce rovnomérného rozdéleni

2. Nahodn4 veli¢ina méd rovnomérné rozdéleni na intervalu (0;5). Urcete:
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(a) pravdépodobnost, ze ndhodnd velicina X nabude hodnoty vyssi nez 4, za predpokladu, ze
nahodna veli¢ina jiz nabyla hodnoty 2.

(b) pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢cina nabude hodnoty nizsi nez 4, za predpokladu, ze
nahodné veli¢ina jiz nabyla hodnoty 2.

Resent: 0
Distribuéni funkce této ndhodné veli¢iny je F' (z) = g — 0= %
P(X>4) 1-F(4) 1-4/5 1 5 1
P(X >4|X >2)= 2=z
() PX>4X>2) = 5 = T-F@ ~1-25 53 3
(2<X<4) _F4)-F(2) 4/5-2/5 2 5 2
b) P(X <4|X >2) = = = 2.2z
(b) P | e 1-F(2) 1-2/5 53 3

. Predpokladejme, ze prumérna doba zpracovani zakazky je 30 sekund a 7idi se exponencidlnim
rozdélenim pravdépodobnosti.
(a) Urcete pravdépodobnost, ze zakéazka se zpracuje do 1 minuty.
(b) Urcete dobu, do niz se zakéazka zpracuje s pravdépodobnosti 0.95.
Resen:
1

Doba zpracovani zakazky (v sekundéch) X ~ Exp (6 = 30) = Exp ()\ = %)

(a) P(X <60)=P(X <60)=F(60)=1—-e5 =0.865

(b) F(t)=0.95=t=—30-1n0.05 = 89.87[s]

. Vyrobce udava, ze stfedni doba zivotnosti urcité soucastky je 4 roky. Za ptredpokladu, ze ziv-
otnost soucdstky se ridi exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti a idaj dany vyrobcem je

pravdivy, spoctéte pravdépodobnost, Ze zivotnost ndhodné vybrané soucastky bude kratsi, nez
pul roku.

E{eéem’:
Zivotnost soucastky X ~ Exp (§ = 4). Plati

P(X <05)=P(X <05)=F(05)=1-¢e%/*=0.118.

. Mé&jme ndhodnou veli¢inu X ~ Exp (§ = 11). Spoctéte

(a) P(X = 27.5);
(b) P (X <9.9);

)
(c) P(185 < X <54.7);
)
)

(d 10% kvantil To.1-

(e) Nakreslete graf hustoty nahodné veli¢iny X a zndzornéte v ném P (18.5 < X < 54.7) a x¢ ;.
Resent:
Distribuéni funkce této ndhodné veliciny je F (z) = 1 — e~/ pro 2 > 0.
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) P (X =27.5) =0 — jedna se o spojitou ndhodnou veli¢inu
) P(X <9.9)=F(9.9) =1—¢ %1 =0.593
(¢) P(18.5 < X < 54.7) = F (54.7) — F (18.5) = 0.993 — 0.814 = 0.179
) F(z01) =0.1=29; =—11-In(1 - 0.1) = 1.159
) H

ustota exponencidlniho rozdéleni Exp (§ = 11)

0 X0

Obrazek 13: Funkce hustoty exponencialniho rozdéleni

8.3 Literatura s dalSimi priklady
e Trial KMA — kapitola 30.6.1. Rovnomeérné rozdéleni

e Trial KMA — kapitola 30.6.2. Exponencidlni rozdéleni

e Reif, Jifi — Kobeda, Zdenék: Uvod do pravdépodobnosti a spolehlivosti. Strana 40-42, 55
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9 C(Cviceni 9 - Normalni rozdéleni

9.1 Teoreticka cast

9.1.1 Normadlni (Gaussovo) rozdéleni N(u;c?)
X ~ N(u;0%), a? >0, wo? € R

Nahodna velicina X muze nabyvat hodnot = € R.

1 (e—p)?
Funkce hustoty: f(z) = e 2%
oV2m

pro x € R je symetricka kolem bodu p.

Distribuéni funkce: F(z)= /f(t)dt

Distribuéni funkci nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkei. Hodnoty distribuéni funkce uréujeme
pomoci tabelovanych hodnot pro normalni normované rozdéleni viz dalsi odstavec. Déle plati, ze pro
x € R je

Flp—z)=1—-F(u+x).

Stiedni hodnota a rozptyl: £(X) = p, D(X) = ¢*
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9.1.2 Normované normalni rozdéleni N(u = 0;0° = 1)

1 22
Funkce hustoty: o(x) = e~ 2 Funkci hustoty znacime .

V2r

0s

Obréazek 14: Hustota pravdépodobnosti normovaného norméalniho rozdéleni

Distribuéni funkci znacime ®. Jeji hodnoty jsou tabelovany.
Pro hodnoty distribu¢ni funkce plati, ze

O(—z)=1—D(x)

nsf
0.4+
naf

Obréazek 15: Distribuéni funkce normovaného normélniho rozdéleni
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Kvantily normovaného rozdéleni znac¢ime u,. Pro p% kvantily (0 < p < 1) plati, ze
Up = —UL—p-

Hodnoty téchto kvantilu jsou tabelovany.

Vztah mezi Normalnim a Normalnim normovanym rozdélenim:

X —
X~ N(o?)=U=""1<N©1)
ag

M4-li ndhodna proménna X rozdéleni N (u;0?) s distribuéni funkei F(x), pak pifslusnd normovand
proménnd ma normované normalni rozdéleni. Plati tedy

F(z) =0 (‘”;“)

Pro kvantily normélniho a normalniho normovaného rozdéleni plati:

T, = uy - 0+ p1 je p% kvantil N (u; 0?)

9.1.3 Pouziti normalniho rozdéleni

Normaélnim rozdélenim se v praxi iidi nadhodné proménné, jejichz hodnota je souc¢tem velkého mnozstvi
vzajemné nezavislych vliva, z nichz zadny nema dominantni vyznam - napt. chyby méreni. Déle se
pak vyuziva k aproximaci jinych diskrétnich i spojitych ndhodnych proménnych.

Piiklady nahodnych veli¢in s normalnim rozdélenim:

Néhodné chyby fyzikalnich (obecné jakychkoli) méfent

- Velic¢iny utvarejici se pod vlivem balistickych zakonu (vysledky stielby)

Zmaky v biologickych populacich podléhajici zakonum genetiky

Néhodné veliciny vznikajici jako soucty ¢i prumeéry jinych ndhodnych veli¢in (spojitych ale i
diskrétnich) s libovolnym rozdélenim

Aproximace jinych typt rozdéleni
- pro A — oo plati Po(A) =~ N(u = \;0? = )
- pro n — oo plati Bi(p;n) =~ N(u=np;o* =np (1 —p))

Pouziti téchto aproximaci je doporuceno pro D(X) = ¢* > 9. Déle pak

: P(agxgb);cp(b;/v‘)_@(a;g

- pro nepiili§ velké hodnoty n (fddové stovky) pouzivame presnéjsi aproximaci (tzv. korekce na
spojitost)

P(aﬁXSb)icb(w)_@<m)

o o
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9.1.4 Centralni limitni véta

Necht’ X, i = 1,2,...,n jsou vzadjemné nezavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, E(X;) = pyo,
D(X;) = o5. Pak plati

X = ZXi%N(nug;nag)

i=1

_ 1 &
X = =) Xi~ N(uo;op
n — (MO? JO/”)

9.2 Priklady

1. Cekdme na autobus v horské vesnici. Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, ze zpoidéni
odjezdu autobusu ze zastavky se priblizné fidi normélnim rozdélenim se stiedni hodnotou 10
min. a rozptylem 25 (min?). Spoctéte:

a) ppst, ze autobus bude mit zpozdéni vice nez 20 min.;

(a)
(b) ppst, ze autobus odjede diive;
(c) p

(d)

(e) cas, ve ktery bychom méli byt na zastdvce, aby nam autobus neujel alespon na 90%.

pst, ze autobus odjede o 0 az 2.5 min. diive;

ppst, Ze autobus bude mit zpozdéni vice nez 20 min., jestlize jiz méa zpozdéni 15 min.;

(f) nakreslete graf hustoty pravdépodobnosti a v ném znazornéte ppst, ze autobus odjede o 0
az 2.5 min. diive;
Reseni
X ... zpozdéni autobusu X ~ N(10; 25)

(a) P(X >20)=1-P(X <20)=1—¢ (20 ; 10) — 0.0228
2
) PX <0) = PX <0) = F0) =0 (P50 ) = o(-2) =1~ 6(2) -
= 0.0228
(c) P(=25 < X <0) = F(0) — F(=2.5) = 0.0228 — ¢ <$) =

= 0.0228 — ¢ (—2.5) = 0.0228 — 1 + $(2.5) = 0.0228 — 1 + 0.9938 = 0.0166
P(X>20) 1-F(20) 1-¢(¥) 1-09772 0.0228

P(X>15) 1—-F(15) 1-¢(2) 1-0.8413 01587

(d) P(X > 20]X > 15) =

0.1436 = 14.36%
(e) Zo1 = pu+ ougs = 10 — 5 - 1.2816 = 3.592

2. Nahodnd proménné X ma normalni rozdéleni s parametry p, oq. Zjistéte nasledujici pravdépodob-
nosti
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—~
5

~—
i)

(X €(u—o;pu+o0))
(b) P(X € (n— 205+ 20))
(c) P(X € (u—30;p+30))

ResSeni

(a) (—0<X<u+a):F(u+g)_F(M_U):¢(“+U—N>_¢<u—0—u):
¢(1) =0 (1) =¢ (1) =1+ ¢(1) = 0.68268

(b) P(p—20 <X <p+20)=0¢(2) —¢(—2) =0.9545

(¢) P(p—30 <X < p+30) =0 (3) — ¢(—3) = 0.9973

. Pro nahodnou proménnou s normalnim rozdélenim plati, ze
P(X <4)=0.6, P(X>0)=0.8

Zjistéte hodnoty parametrii p, 0.

Reseni:
uge = 0.2533 = a a soucasné ugg = 0.8416 = H Resenim soustavy dvou rovnic o dvou
o o

neznamych ziskdme feseni p = 3.08, o5 = 13.35.

. Telefonni tstfedna spoji prumérné 76 hovori za minutu a jejich pocet se fidi Poissonovym
rozdélenim. Spoctéte pravdépodobnost, ze ustfedna za minutu spoji vice nez 80 hovoru.
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9.3

Resenti:
X ~ Po(76) X e€{0,1,...}
P(X >80)=1—-P(X <80)=1—P(0)— P(1)—...— P(80). Vypocet standardnim zpusobem
je velice naroény. Provérime predpoklady moznych aproximaci. Rozptyl ndhodné veli¢iny ma
hodnotu 76, tzn. podminka aproximace Poissonova rozdéleni rozdélenim normalnim je splnéna
(0? > 9). Plati tedy
X ~ N(76;76)

P(X >80) =1— P(X <80) =1 — Fpoisson(80) = 1 — Fopm.(80.5) = 1 — ¢(
1 — 0.6985 = 0.3015.

80.5— 76\
8.718 N

Zaokrouhlovaci chyba na celé jednotky ma rovnomérné rozlozeni na intervalu (-0.5; 0.5). Spoctéte
pravdépodobnost, ze soucet 100 zaokrouhlovacich chyb (nezavislych) bude v absolutni hodnoté
mensi nez 5.

Resenti:
Zaokrouhlovaci chyba X; ~ R(—0.5;0.5)
100
100
Oznacme S = X; ~ N(100 - 0; —
znacme ; ( 15 )

Méme zjistit P(—5 < S < 5) = F(5) — F(=5) = ¢ —1+4¢ = 0.9164
100 100
12 12

Literatura s dalsimi priklady

Trial KMA — kapitola 30.6.3. Normalni rozdéleni

Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Shirka tesenych piikladu z poctu pravdépodobnosti. Strana
86-88.
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10 Cviceni 10 - Statisticky soubor. Nahodny vybér a vybérové
statistiky. Odhady parametr.

Statisticky soubor. Ndhodny vybér a vybérové statistiky (aritmeticky prumér, geometricky prumeér,
vybérovy rozptyl,...). Bodové odhady parametru. Intervalové odhady parametri. Jednostranné a
oboustranné odhady. Intervalovy odhad stfedni hodnoty, rozptylu, relativni ¢etnosti.

10.1 Teoreticka cast
10.1.1 Statistika

Statistika je matematicka disciplina, kterd vychézi z empirickych dat (pozorovéni), ze kterych pak
déla obecné zavéry. Zabyva se fesenim problému nahodnych situaci - napt. odhady hodnot platné
s urcitou ppsti, ohodnoceni rizik pti rozhodovani, aj.. V teorii statistiky je ndhodnost a neurcitost
modelovana pomoci teorie pravdépodobnosti. Statistika nam také poskytuje soubor matematickych
metod (postupt) pro planovani experimentu, ziskavani dat a jejich analyzu a naslednou interpretaci
zaveéru. Zaveéry a rozhodnuti u¢inéné na zakladé statistickych modelt mohou, ale nemusi odpovidat
realité. Statistické postupy muzeme rozdélit na:

e Konfirmacni analyzu, kterd se zabyva testovanim predem presné formulovanych hypotéz. Zjednodusené
feceno, ukolem konfirmac¢ni analyzy je davat odpovédi na otazky typu: Je pravda, ze ...7

e Explora¢ni analyzu, pii které neni dostatecné jasné, co vse muze byt vysledkem. Jejim cilem je
vy¢ist z dat maximum informace, inspirace, pouceni - to vSe vzhledem k néjakému obecnému,
¢asto vagné formulovanému problému (napt. analyza piic¢in poruchovosti).

Jako statistiku také oznacujeme hodnoty, které ziskdme provedenim ndhodného vybéru.

10.1.2 Zakladni soubor

Zékladni soubor predstavuje mnozinu vSech prvku s konkrétnimi sledovanymi vlastnostmi, které jsou
podrobeny zkoumdni (napt. obyvatelstvo CR ke dni ..., vyrobky vyrobené v zdvodé Z v dobé od

..do ...). Obvykle je tento soubor velmi rozsahly - muze byt koneény i nekonecény. Zakladni soubor
je charakterizovan charakteristikami - stfedni hodnota, rozptyl, variacni rozpéti, . ...

10.1.3 Vybérovy soubor (statisticky soubor)

Vybérovy soubor ptredstavuje konecnou podmnozinu zakladniho souboru - n—tice realnych ¢isel,
ziskanou na zakladé vysledku statistického experimentu.

e Usporadany statisticky soubor - Statisticky soubor s usporddanymi prvky podle velikosti.
Hodnoty v souboru se mohou opakovat.

Ty S Te) < S T

e Popisna statistika - definuje vybérové charakteristiky (statistiky, miry) vybérového souboru:
charakteristiky (miry) polohy, charakteristiky (miry) variability, . ..
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10.1.4 Popisna statistika
e Charakteristiky polohy

— Aritmeticky prumeér
T=x1+x2+ - +x,

Dale plati.

Z(x" —7) = 0.

Pro libovolné a a # T plati: Z(% —-7)? < Z(xl —a)?
i=1 i=1
Necht’ jsou a,b € R a polozme y; =a-x; +bproi=1,2,...,n,paky=a-T + 0.
Aritmeticky prumér je citlivy na hrubé chyby
(pt. 8,00; 12,00; 15,00; 23,00; 1500 ) = T = 311,60).

— Geometricky prumeér

g = /1T ..Tp

Geometricky prumér je pouzivan pouze pro kladné hodnoty x;. Vyuziva se zejména pro
urceni prumérné hodnoty tzv. fetézovych indexu. Tj. necht’ xg,xy,...,z, udavaji pocet

prodanych vyrobku v i- tém casovém obdobi. Vyvoj prodeje charakterizujeme pomoci tzv.

. ;1 o . xry . T2 . T

fetézovych indext i1 = —, 19 = —, ..., 1, = .
Zo L1 Tn—1

Pak lze vyjadiit x,, = xg - 41 -1 - -+ - i,. ,Prumérnou “ hodnotu indexu i, charakterizuje

nejlépe geometricky prumeér. x, = xg - ig

— Harmonicky prumeér
n

TR o S TR e
Auto jede do kopce rychlosti vy a po stejné dréaze z kopce rychlosti v,. Jaka je jeho prumérna
rychlost ?

Ty =

Reseni: Délku traté oznacme d, dobu jizdy do kopce t; = d /vy, dobu jizdy z kopce ty = d/v,,
2d 2

rumérnd rychlost je = =7
P Y J ti+ty vt oyt "
Pro jednotlivé typy pruméru plati:
1) STy <Tg <T < Ty

Rovnost je splnéna kdyz jsou vSechny prvky x; shodné.

— Median x predstavuje prvek, ktery se ve statistickém uspordadaném souboru nachazi v polov-
iné. Predstavuje robustni miru polohy tzn. neni citlivy na hrubé chyby.

T = Za pro n liché, n = 2m — 1
1
= 3 (x(m) + ;E(mH)) pro n sudé, n = 2m

Median neni citlivy na hrubé chyby
(pt. 8,12,15,23,1500 = = = 15)
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— Modus Z je nejcastéji se vyskytujici hodnoty v souboru xy, zs, ..

jednoznacné

e Charakteristiky variability

10.2 Piiklady

1. Pro zadana data vypoctéte vybérové

., x,. modus neni urcen

statistické charakteristiky

A B C D F G H |
1
2 Data 1 2 3 2 4 15 2
3 Data 2 20 22 19 2 21 20
4
5 Data 1 Data 2
6 primér 4.67 17.33
7 geom. pramér 3.36 13.84
8 harm. pramér 2.79 8.05
9 modus 2.00 20.00
10 median 2.50 20.00
11| |rozptyl 21.89| 47.89 | _|
12 smérodatna odchylka 4.68 6.92
13 vybérovy rozptyl 26.27 57.47
14 vyb. sm. odchylka 5.13 7.58
15 variatni rozpéti 13.00 20.00
16 variatni koeficient 2.79 1.15
17
Z ~ z ’ . .
2. Pro zadana data odhadnéte zakladni charakteristiky
Al B c D E F G I K L M
1
2 [pataa) 8 5 u 7 s ) 12 13
3| [Datab) 175 185, 189 169 170 184
4 |patac) 3 3 3 3 6 0 qf 1] Bl 3
5 |patad) 5.4 9.4 224 1.6] 4.9 14.1 341 9.3 14|
6
7
5 [ a Jodhadh]| 9.8
9
10 odhadp | 178.83
b)
1 odhad o® 74.17,
12 l |
13 [ ¢ Jodradp| 0.2
14
15 [ d [odhadh|  o.09]
16

3. Pro zadana data urcete intervalovy odhad stfedni hodnoty pfi zndmém rozptylu

A B C D E G H |
1
2 Data 175 185| 189 169 170 184
3 o 49
4
5 |odhadp 178.83 |
6 dolni mez 173.23
7 horni mez 184.43
2
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4. Pro zadana data urcete intervalovy odhad stiedni hodnoty pti neznamém rozptylu a intervalovy
odhad rozptylu

A B C D E F G H 1
1
2 Data 175 136 189 169 170 184
3
4
5 odhad p 178.83
6 dalni mez 170.23
7 horni mez 187.44
8 odhad o” 74.17
9 dolni mez 28.90 I .I
10 horni mez 446.14
11

10.3 Literatura s dalSimi priklady
e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Sbirka tesenych piikladu z poctu pravdépodobnosti.
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11

Cviceni 11 - Testovani statistickych hypotéz

11.1 Teoreticka cast

11.1.1 Testovani statistickych hypotéz

Testovani statistickych hypotéz slouzi k ovéreni, zda experimentalné ziskand data vyhovuji pred-
stavam, které byly na zakladé téchto dat ziskany.
Pti testovani statistickych hypotéz porovnavame dvé hypotézy:

Nulova (testovand) hypotéza: jedna se o hypotézu, kterou testujeme, oznacuje se Hy (napiik-
lad hypotéza, ze 16k nema nami zaddany ucinek).

Alternativni hypotéza: jedna se o hypotézu, oproti které provadime test, oznacuje se H;
(naptiklad hypotéza, ze 1ék ma ndmi zaddany tcinek).

11.1.2 Zakladni pojmy

Chyba 1. druhu («): hypotéza H, plati, ale my ji na zakladé experimentu zamitneme.
Parametr a se nazyva hladina vyznamnosti testu, obvykle se voli malé hodnoty, napi. a =
0.05, o = 0.01.

Chyba 2. druhu (5): hypotéza H, neplati, ale my ji na zdkladé experimentu p#ijmeme.
Hodnota 1 — 8 udava silu testu, tj. pravdépodobnost, ze neplatna hypotéza bude zamitnuta.
Plati, Ze za jinak stejnych podminek vede snizovani a ke zvysSovani 5 a naopak.

11.1.3 Postup pii testovani

1.

2.

Formulujeme nulovou a alternativni hypotézu.
Zvolime vhodné testovaci kritérium, pomoci kterého budeme hypotézu testovat.
Zvolime hladinu vyznamnosti testu a.

S ohledem na alternativni hypotézu vymezime kriticky obor testu W tak, aby pravdépodob-
nost toho, ze bude zamitnuta platnd hypotéza byla nejvyse rovna hodnoté a. Doplikem W je
obor prijeti V. Plati tedy W NV = (.

Zjistime hodnotu testovactho kritéria 7. Pokud plati T € W, tak H, zamitdme (na hladiné
vyznamnosti ). V opactném piipadé Hy nezamitdme (na hladiné vyznamnosti «). Plati:

OZZP(TEW|H0)

B=PT eV |H)

Pokud provadime test hypotézy v néjakém SW, tak neni potieba zadavat «, ale byva ve vétsiné
pripadu k dispozici p-hodnota testu. Testovanou hypotézu lze zamitnout na hladiné vyznamnosti «
pokud je p-hodnota testu mensi nez a.
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11.1.4 Test hypotézy u = 1y pfi znamém rozptylu (z-test)

Méjme ndhodny vybér x1, 2o, ..., 2, z normalniho rozdéleni N (u, o?), kde rozptyl o* zndme. Na hladiné
vyznamnosti « testujeme hypotézu:

Hoy @ p= po
Oproti hypotéze:

e Oboustrannd alternativa Hy : 1 # po

e Jednostranna alternativa Hy : pu < po resp. Hy @ > po

Testovaci statistika ma tvar _
x R
z = Ho vn
o
Za predpokladu platnosti hypotézy Hy je z realizaci ndhodné velic¢iny s rozdélenim N (0, 1). Obor

kritickych hodnot W je pak dan:
e V piipadé oboustranné alternativy Hy : p # pio: W = (=00, ua) U (u1_a, +00)

2

e V pripadé jednostranné alternativy Hy : p < po: W = (—00, uy)

e V piipadé jednostranné alternativy Hy : p > po: W = (u1_q, +00)
V pripadé, ze z € W, tak hypotézu H, zamitame.

11.1.5 Test hypotézy 1 = ug pfi nezndmém rozptylu (t-test)

Méjme néhodny vybér i, s, ..., x, z normélniho rozdéleni N(u,o?), kde rozptyl o® neznidme. Na
hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu:

Ho:p=po
Oproti hypotéze:
e Oboustrannd alternativa Hy : 1 # po
e Jednostranna alternativa Hy : pu < pg resp. Hy @ > o
Testovaci statistika ma tvar

p=TTH

S

kde s je vybérova smérodatna odchylka:

s = nilz(:ﬁi—j)Q

=1

Za predpokladu platnosti hypotézy Hy je t realizaci ndhodné veli¢iny se Studentovo rozdélenim (t-
rozdélenim) ¢(v) s poctem stupnu volnosti v = n — 1. Obor kritickych hodnot W je pak dan:

e V piipadé oboustranné alternativy Hy : o # po: W = (—o0,ts(n — 1)) U (t1-a (n — 1), +00)
e V piipadé jednostranné alternativy Hy : p < po: W = (—00,ta(n — 1))

e V pifpadé jednostranné alternativy Hy : u > po: W = (t1_o(n — 1), +00)
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11.1.6 Parovy t-test

Meéjme (z1,41), (T2, Y2), .., (Zn, Yn) ndhodny vybér z dvourozmérného normalniho rozdéleni. Oznacime
1 = E(X) a puy = E(Y). Na hladiné vyznamnosti « testujeme hypotézu:

Ho:py —pp=d,deR

Pozn.: Pro pripad testovdni shody strednich hodnot testujeme pg — po = 0.
Oproti hypotéze:

e Oboustrannd alternativa Hy : 3 — po # d
e Jednostranna alternativa Hy : py — po < d resp. Hy @ iy — po > d
Tento test lze prevést na predchozi jednovybérovy t-test (11.1.5) tak, ze vytvoiime z; = x; — y,

29 = Xy — Y2, vy Zn = T — Yp a testujeme hypotézu Hy : p, = d.

11.1.7 t-test pro dva nezavislé vybéry z normalnich rozdéleni se stejnymi rozptyly

Mé&jme z1, g, ..., 7, ndhodny vybér rozsahu n z normalniho rozdéleni N (y;, 0%), kde rozptyl o2 nezname
a Y1, Yo, -, Ym Nahodny vybeér rozsahu m z normélniho rozdéleni N(usy,0?), kde rozptyl o nezname,
ale je stejny jako v prvnim piipadé. Predpokladame, Zze oba vybéry jsou nezavislé. Na hladiné vyz-
namnosti a testujeme hypotézu:

Hy:pp—po=d,de R

Pozn.: Pro pripad testovdani shody strednich hodnot testujeme p; — ps = 0.
Oproti hypotéze:

e Oboustranna alternativa Hy : gy — po # d
e Jednostranna alternativa Hy : puy — o < d resp. Hy : iy — g > d

Testovaci statistika ma tvar

t =

T—y—d nm(n +m — 2)
\/(n1)sg+(m1>sg\/ n+m

kde s2 a S;j jsou vybérové rozptyly. Za ptredpokladu platnosti hypotézy Hy je t realizaci ndhodné
veli¢iny se Studentovo rozdélenim (t-rozdélenim) ¢(v) s po¢tem stupiu volnosti v = n 4+ m — 2. Obor
kritickych hodnot W je pak dan:

e V piipadé oboustranné alternativy Hy : g — po # d:
W = (—o0,ta(n+m—2))U(ti_a(n+m —2),+00)
e V piipadé jednostranné alternativy Hy : g — po < d: W = (—00,to(n +m — 2))

e V pifpadé jednostranné alternativy Hy : g — po > d: W = (t1_o(n +m — 2), +00)
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11.1.8 Test o rozptylu normalniho rozdéleni

Méjme nahodny vybér x1, 2o, ..., ¥, z normalniho rozdéleni N(u,o?). Na hladiné vyznamnosti o tes-
tujeme hypotézu:

L2 2
Hy: 0 = oy

Oproti hypotéze:

e Oboustrannd alternativa H, : 0° # o

e Jednostrannd alternativa H, : 0® < of resp. H, : 0 > o

Testovact statistika ma tvar
(n—1)s

2
g

t =
Za piedpokladu platnosti hypotézy Hy je t realizaci ndhodné veliciny s x*-rozdélenim y?(v) s poctem
stupnu volnosti ¥ = n — 1. Obor kritickych hodnot W je pak dan:
e V pifpadé oboustranné alternativy H; : 0 # op:
W = (—o0, XQ% (n—1))U (X%_%(n — 1), +00)

e V pifpadé jednostranné alternativy H; : 02 < o2:

e V pifpadé jednostranné alternativy H; : 0* > o2:

11.1.9 Test shody dvou rozptyla

Méjme dva nezavislé ndhodné vybéry a1, 2o, ..., 2, ~ N(1,01) a y1, Y2, . Ym ~ N(p2, 03). Na hladiné
vyznamnosti « testujeme hypotézu:

Oproti hypotéze:
e Oboustrannd alternativa H, : o} # o3
e Jednostrannd alternativa H; : o7 < o5 resp. H, : 07 > 03

Testovacl statistika ma tvar

Z:—2
59

Za predpokladu platnosti hypotézy Hy je Z realizaci ndhodné veli¢iny s Fisherovo rozdélenim F'(vy, vs)
s poctem stupnu volnosti 1 =n — 1 a v, = m — 1. Obor kritickych hodnot W je pak dan:

e V pifpadé oboustranné alternativy H, : 02 # o3

W = (-00,Fa(n—1,m—1))U(Fi-¢(n—1,m — 1), +00)

e V pifpadé jednostranné alternativy H, : o7 < o = (=00, Fy(n—1,m—1))

W
e V pifpadé jednostranné alternativy Hy : 07 > o3: W = (Fi_o(n — 1,m — 1), +00)
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11.2 Priklady

1. Stroj mé vyrabét vyrobky o délce 2 metry. Nahodné bylo vybrdno 20 vyrobku a byla u nich
zjisténa prumérnd délka r = 2.06m. Za predpokladu, ze ndhodny vybér pochazi z normalniho
rozdéleni s rozptylem o = 0.025 testujte na hladiné vyznamnosti o = 0.05 hypotézu Hy : o1 = 2
oproti hypotéze:

(a) Hlu;éQ
(b) H13M>2

Reseni:
Jelikoz zndme rozptyl, budeme v obou piipadech pouzivat z-test (viz 11.1.4). Dosadime do vzorce

pro statistiku z:

T — o 2062 s
z= n=""""2120=16971
o v V0.025

Pro oba pripady ted’ urc¢ime kriticky obor:

(a) Jednd se o oboustranny test, "vadi'ndm tedy jak odchylky smérem dolt, tak i smérem
nahoru. Musime tedy rozdélit 5% na dvé casti. Kriticky obor je dan:

W = (—o0,ua) U (u1-g,+00) = (=00, ug.025) U (10.975, +00)
V tabulkdch pro normalni normované rozdéleni najdene hodnotu 97.5% kvantilu.
Ug.975 = 1.96
Pro normalni normované rozdéleni plati, Ze u, = —u;_,. Proto
Up.025 = —Up.975 = —1.96

Kriticky obor je tedy:
W = (—00,—1.96) U (1.96, +00)
Jelikoz z ¢ W, tak uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 5% nezamitame.

(b) V tomto pripadé je alternativni hypotéza pouze jednostrannd, proto nebudeme 5% rozdélo-
vat. Kriticky obor je:

W = (t1-qa, +00) = (ug.95, +00) = (1.6449, +00)

V tomto piipadé plati z € W a proto uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti o« = 5%
zamitame.

2. U 5 sacku kavy byly zjistény nasledujici vahy: 249g, 247g, 252g, 244g a 247g. Na hladiné vyz-
namnosti o = 10% testujte hypotézu, ze prumérna véha je 250g oproti hypotéze:

(a) Hi:p# 2509
(b) Hy :p < 2509
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Resenti:
Jelikoz nezndme rozptyl, budeme v obou pripadech pouzivat t-test (viz 11.1.5). Nejdiive musime
spocitat prumér a rozptyl:

T =2478
1 & 1o
2 _ N2 2 _
8= ;_1 (¢, — )" = 1 ;_1 (x; —247.8)° = 8.7
Dosadime do vzorce pro statistiku t:
T — 247.8 — 250
p= TR = T T~ 16678

s V8.7

Pro oba pripady ted’ urc¢ime kriticky obor:

(a) Jednd se o oboustranny test, "vadi'nam tedy jak odchylky smérem dolu, tak i smérem
nahoru. Musime tedy rozdeélit 10% na dvé casti. Kriticky obor je dan:

W = (—OO,t%(Tl — 1)) U (tl,%(n — 1), +OO) = (—OO,t0.05(4)) U (t0.95(4), +OO)

V tabulkach pro Studentovo rozdéleni najdene hodnotu 95% kvantilu.

to.05(4) = 2.1318
Pro Studentovo rozdéleni plati, ze t, = —t;_,. Proto

t0.05(4) - —t0.95<4) - —21318
Kriticky obor je tedy:
W = (—o00, —2.1318) U (2.1318, +00)
Jelikoz t € W, tak uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 10% nezamitame.
(b) V tomto pripadé je alternativni hypotéza pouze jednostrannd, proto nebudeme 10% rozdélo-
vat. Kriticky obor je:
W = (—00,te(n—1)) = (—00,t01(4)) = (—o0, —1.5332)

V tomto piipadé plati ¢ € W a proto uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 10%
zamitame a prijmeme alternativni hypotézu.

3. U stroje pozorujeme nésledujici dvojice rozméru vyrobku v mm (pfed opravou, po opraveé): (100,
97), (105, 102), (96, 101), (92, 98) a (101, 100). Na hladiné vyznamnosti 5% chceme testovat
vliv opravy na stroj.

Reseni:
Budeme tedy testovat hypotézu, ze oprava neméla vliv (méla nulovy efekt) Hy : g — s = 0 (viz
11.1.6). Alternativa je, Ze oprava vliv méla, proto bude alternativni hypotéza Hy : g — pg # 0.
Tento test prevedeme na jednovybérovy t-test (viz 11.1.5) pro hodnoty 3, 3, -5, -6 a 1. Hypotézy
jsou prevedeny na:

Hy:p,=0
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leﬂz%o

Hodnota statistiky:
t = —0.4083

Kriticky obor W:
W = (—o0, —2.7765) U (2.7765, +00)

Jelikoz t ¢ W, tak uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti a = 5% nezamitame. Tedy,
hypotéza o tom, ze stiedni hodnoty se nelisi nebyla zamitnuta, znamend to, ze oprava neméla
vliv.

. Vysledky dvou skupin studentu pii pisemce jsou nasledujict:

e 1. skupina: Pocet studentu=29, prumér=6.97, smérodatna odchylka=2.38
e 2. skupina: Pocet studentu=20, prumér="7.48, smérodatnd odchylka=1.77

Na hladiné vyznamnosti 5% chceme otestovat, zda jsou hodnoty stejné, tedy
Hoy:pp—p2=0

oproti hypotéze, ze hodnoty jsou ruzné, tedy
Hy iy —pip #0

Resent:

Budeme tesit dle 11.1.7. Predpokladame tedy, Ze se jednd o vybéry z normalnich rozdéleni se
stejnym rozptylem a Ze oba vybéry jsou nezavislé. Testovaci statistika:

T—y—d nm(n +m — 2)
\/(nl)sg—l—(ml)sz\/ n+m

t =

= —0.8145

B 6.97 — 7.48 \/29 -20(29 + 20 — 2)
V28 -2.382 4+ 19 - 1.772 29 + 20
Kriticky obor W:

W = (—oo,ta(n+m—2))U(t1-a(n+m — 2),+00) = (—o0, —2.012) U (2.012, +00)

Jelikoz t ¢ W, tak uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti @ = 5% nezamitame. Tedy,
hypotéza o tom, ze stiedni hodnoty se nelisi nebyla zamitnuta, znamena to, ze stfedni hodnoty
v obou skupindch se vyznamné nelisi.

. Pevnost vldkna bavlnéné pize lze poklddat za ndhodnou velicinu s rozdélenfm N (u,0?). Je-li
o? > 0.36kg?, vznikaji potize pii tkani. Pfi zkousce pevnosti 11 ndhodné vybranych vldken byly
zjistény tyto hodnoty jejich pevnosti:

5.3, 3.0, 4.8, 3.6, 4.1, 2.5,4.7, 2.4, 3.2, 3.8 a 4.4

Na hladiné vyznamnosti & = 5% chceme testovat hypotézu H, : 0> = 0.36 oproti alternativé
H, : 0% > 0.36.
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Resenti:
Budeme pouzivat test o rozptylu normalniho rozdéleni (viz 11.1.8). Nejdfive si musime vypocitat
prumeér a vybérovy rozptyl:

z =238

1 1
2 ) AP . 2 _
s = 1 E (a:, ;1:) =10 E (:1:Z 3.8) 0.92

i=1 =1

Urcéime hodnotu statistiky:

(n—1)s* 10-0.92

t = —
o2 0.36

= 25.5556

Jelikoz jde o jednostrannou alternativu, bude kriticky obor:
W = (Xi_a(n — 1), +00) = (18.31, +00)

Protoze t € W, tak uvedenou hypotézu na hladiné vyznamnosti o = 5% zamitdme a prijmeme
alternativni hypotézu. Ptize je tedy nevyhovujici.

6. Pro ndhodny vybér o rozsahu 16 z rozdéleni N(u1,0?) byl zjistén vybérovy rozptyl s2 = 1.8 a
pro ndhodny vybér o rozsahu 30 z rozdéleni N (uso, 03) byl zjistén vybérovy rozptyl s3 = 2.4 Na
hladiné vyznamnosti o = 5% testujeme hypotézu:

Hy: o0} =05

Oproti hypotéze:
H, : 0%+ 0}

Testovaci statistika (v ptipadé platnosti Hy by méla nabyvat hodnot kolem 1):

—
0]

N
I
|
I
|

=0.75

[V
(SN

N

IS

Kriticky obor:
Pro Fisherovo rozdéleni opét existuji tabulky, ve kterych lze prislusné kvantily vyhledat, popf.
v Excelu pomoci funkce FINV.

W =(-o00,Fa(n—1,m—1))U(Fi_a(n—1,m—1),400) = (—00,0.3771) U (2.3248, +-00)

Jelikoz Z ¢ W, tak uvedenou hypotézu o shodé rozptylu na hladiné vyznamnosti a = 5%
nezamitame.

11.3 Literatura s dalSimi priklady
e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Sbhirka resenych piikladu z poc¢tu pravdépodobnosti.
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12 Cviceni 12 - \* test dobré shody, kontingenéni tabulky,
kovariance a korelace

12.1 Teoreticka cast
12.1.1 x? test dobré shody

Jednd se o jeden z testu dobré shody (dalsi napt. Kolmogorovovuv test a Lillieforsuv test). Slouzi
k tomu, abychom pro nahodny vybér o rozsahu n z rozdéleni néjaké ndhodné veliciny X ovérili
(na hladiné vyznamnosti «)) hypotézu, ze se tidi ur¢itym rozdélenim, az na hodnotu m neznamych
parametru. Postup je nasledujici:

e Rozdélime obor hodnot ndhodné veliciny X na k neptekryvajicich se ttid.

e Zjistime, kolik hodnot realizovaného nahodného vybéru se nachazi v jednotlivych tfidach. Pocty
prvku v jednotlivych tiidach oznac¢ime n;

e Pokud je m > 0, tj. nékteré parametry rozdéleni jsou nezndmé, tak je odhadneme (k dispozici
méme tedy po tomto kroku pravdépodobnosti p; dané timto rozdélenim).

e Pro kazdou tiidu spocteme ocekavany pocet hodnot v této tride, ozn. o;. Plati o; = np;.

e V piipadé, ze je v nékteré tiidé pocet ocekavanych hodnot mensi nez 5, pak musime tuto tridu
sdruzit s jinou.

e Testovacl statistika ma tvar

k 2
2 (n; — 0;)
X _Z 0;

=1

e Testovaci statistika mé za platnosti nulové hypotézy asymptoticky y*-rozdélenf se stupném vol-
nosti v = k — 1 — m. Obor kritickych hodnot W je pak dan:

W= (xi_a(v), +00)
kde x?__(v) je kvantil x* rozdéleni. Hodnoty kvantilii Ize najit v tabulkach.
e Hypotézu, Ze se ndhodna velicina 7idi predpoklddanym modelem, zamitdme na hladiné vyznam-
nosti a, je-li x2 € W.
12.1.2 Test nezavislosti v dvourozmérnych kontingencnich tabulkach

Pomoci dvourozmérnych kontingencnich tabulek lze testovat nezavislost dvou ndhodnych veli¢in X, Y.
Test se pouziva predevsim pro diskrétni ndhodné veli¢iny. Pocet variant nahodné veliciny X se oz-
nacuje I a pocet variant nahodné veliciny Y se oznacuje J. Je tedy I -J ruznych variant, kterych muze
dvourozmérna ndhodna veli¢ina (X,Y) nabyvat. Cetnosti v jednotlivych kategoriich se oznacuji Nij.
Ukazka kontingencni tabulky:
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Y1 | Y2 | ys | soucty
o Ni1 | N2 | N3 | N,

T2 N1 | Moo | Ma23 | Na,
soucty | n1 | no | ng | n

Hodnota n je soucet vSech pozorovani. Hodnoty n;., resp. n_; predstavuji soucty v jednotlivych rddcich,

resp. sloupcich. Pomoci téchto hodnot lze vypocitat ocekavané hodnoty v jednotlivych kategoriich:
n.'n' .
0y = %

Stejné jako v minulém testu musi platit o;; > 5, pokud tomu tak neni, tak musi byt nékteré kategorie
slouceny. Vzdy vSak musi platit I, J > 2. Testovaci statistika ma tvar:

I
i=1 j=1 04

Testovaci statistika ma za platnosti nulové hypotézy (nezévislost obou veli¢in) asymptoticky x?2-
rozdéleni se stupném volnosti v = (I — 1)(J — 1). Obor kritickych hodnot W je pak dén:

W= (xi_a(v), +o0)

Hypotézu, ze se nahodné veliciny jsou nezavislé, zamitdme na hladiné vyznamnosti o, je-li x* € W.

12.1.3 Kovariance

Kovariance dvou ndhodnych veli¢in X, Y se oznacuje cov(X,Y'), popt. oxy. Je definovana takto:
cov(X,Y) = E([X — E(X)] - [Y = E(Y)])
Vypocetni tvar kovariance:
cov(X,)Y)=E(X Y)—-EX) -E(Y)
Vybérova kovariance (statisticky odhad kovariance):
R . ) 1 < no__
Sxy =——=) (v —Z)(y;i —y) = Z%yz‘—n_ ]

n—lizl n—l,l 1

1=

Pro kovaranci plati:
cov(X,Y) = cov(Y, X)

cov(X, X) = D(X)

Pokud jsou veli¢iny nezavislé, tak plati £(X -Y) = E(X)E(Y) a tedy cov(X,Y) = 0. POZOR, toto
nelze obratit, pokud je cov(X,Y) = 0, tak z toho neplyne, ze ndhodné veli¢iny jsou nezavislé!
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12.1.4 Korelace

Korelace dvou nahodnych veli¢in XY se oznacuje pxy. Je definovana takto:

 cov(X)Y)
" VD) VD)
Vybérova korelace (statisticky odhad korelace):
Sxy

TS /50

Pro korelaci plati:
PXy = Prx

pxx =1

pE [_17 1]
Korelace vyjadiuje miru linedrni zévislosti mezi X a Y. Mezni hodnoty (-1 a +1) nastévaji, pokud
vsechny body (x;,y;) lezi na piimce. Pokud jsou velic¢iny nezévislé, tak plati cov(X,Y) =0 a tedy
pxy = 0. POZOR, toto nelze obratit, pokud je pxy = 0, tak z toho neplyne, Ze ndhodné velic¢iny jsou
nezavislé! Ukédzka hodnot korelace:

Y A Y &
. L I
® N ® p~ =05
L] ®
° o ¢
®
®
°e o0
X X
Y & px0 Y4
¢ ®
Y ° ® ® ®
® ® .
o * *% . ®
® L
X X
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X X

12.1.5 Test nezavislosti

V piipadé, ze (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozdéleni pravdépodobnosti, pak X a '} jsou nezavislé,
pokud p = 0 (vyse bylo uvedeno, ze z pxy = 0 neplyne nezavislost, pokud ovsem (X,Y) ma
dvourozmérné normalni rozdéleni, tak vyroky "pxy = 07 a 7X a Y jsou nezavislé¢” jsou ekviva-
lentni). Pfi testu nezdvislosti dvou ndhodnych veli¢in s dvourozmérnym normalnim rozdélenim se
testuje Hy : p = 0 oproti H; : p # 0 (popf. jednostranna alternativa). Testovaci statistika ma tvar:
r
T=—Vn—2
V1—1r?
kde r je vybérovy korelacni koeficient. Testovaci statistika ma za platnosti nulové hypotézy Studentovo
t-rozdéleni s po¢tem stupnu volnosti v = n—2. Obor kritickych hodnot pro test na hladiné vyznamnosti
« je:
W = (=00, s (n — 2)) U (t1-5 (n — 2), +ox)

Hypotéza o nezavislosti se zamita, pokud 7' € W.
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12.2 Priklady

1. Chceme testovat, zda hraci kostka je korektni. Provedli jsme 600x hod kostkou a ziskali jsme
nasledujici cetnosti:

Cislo | 1 21 3 4 5 6
n; 122 161|198 | 115 | 79 | 125

Pokud je kostka korektni, mély by se ocekavané ¢etnosti ridit diskrétnim rovnomérnym rozdélenim.
Budeme tedy testovat shodu ziskanych hodnot s diskrétnim rovnomérnym rozdélenim na hladiné
vyznamnosti 5%.
Reseni:
Hy: Kostka je korektni
H;: Kostka neni korektni
Budeme se tidit postupem uvedenym v prvni ¢asti tohoto cvicent:

e Obor hodnot je jiz rozdélen na 6 neptekryvajicich se t¥id, tedy k = 6.

e Pocty prvku n; jsou uvedeny jiz v zadani.

e Neni potieba odhadovat parametry, tj. m = 0.

1
e Spocteme ocekavané hodnoty v jednotlivych tiidach o, = np; = 600 - 5= 100 pro i =
1,2,...,6
e V Zadné tiidé neni o; < 5, nebudeme tedy zadné tiidy slucovat.

e Vypocteme hodnotu testovaci statistiky:

6
2 (TLZ‘—OZ‘)Z_ 2 (n2—100)2_
=) T N gy =B

i=1 i=1
e Kriticky obor je dén y2-rozdélenim s v = k — 1 = 5 stupni volnosti:
W = (Xg.95(5), +00) = (11.1, +-00)

e Jelikoz x? € W, tak hypotézu o tom, Ze kostka je korektni zamitdme (na hladiné vyznam-
nosti o = 5%.

2. Po provedeni 60 pokusu s diskrétni nahodnou veli¢cinou X, kterda muze nabyvat hodnot 0 az 4
(tj. v kazdém z pokusu nastane bud’ 0, 1, 2, 3 nebo 4krat sledovany jev) jsou ziskdny nasledujici
cetnosti.

Hodnota | 0 | 1 213 |4
n; 311212112014
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Tedy naptiklad hodnota 12 znamena, ze pri 12 pokusech z 60 nabyla nahodna veli¢ina X hodnoty
1. Otestujte na hladiné vyznamnosti o = 2.5%, zda se nahodnd veli¢ina X fidi binomickym
rozdélenim.

Reseni:

Hy: Nahodné veli¢ina se tidi binomickym rozdélenim

H,: Nahodn4 veli¢ina se nefidi binomickym rozdélenim

Budeme se tidit postupem uvedenym v prvni ¢asti tohoto cvicent:

e Obor hodnot je jiz rozdélen na 5 neptekryvajicich se ttid, tedy k = 5.
e Pocty prvku n; jsou uvedeny jiz v zadani.

e Ze zadani vime, ze parametr n binomického rozdéleni je 4, ten tedy odhadovat nemusime. Je
ale potfeba odhadnout parametr p binomického rozdéleni. Ten lze odhadnout ptes stiedni
hodnotu. U binomického rozdéleni vime, ze F(X) = np. n zname, stfedni hodnotu lze
odhadnout pomoci prumeéru a pak jiz jen vyjadiime neznamy parametr p:

3-04+12-1421-2420-34+4-4

- — 2.1667
o 60

Dosadime:
2.1667=4-p

A odtud:
p = 0.5417

Predpokladédme, ze ndhodn4 veli¢ina se 1idi rozdélenim Bi(4,0.5417). Odhadovali jsme je-
den parametr, takze m = 1.

e Spocteme ocekavané pravdépodobnosti p; a nasledné ocekdvané hodnoty v jednotlivych
ttidach o; = np; proi1= 0,1, ..., 4:

Hodnota 0 1 2 3 4
i 0.0441 | 0.2086 | 0.3698 | 0.2914 | 0.0861
0; 2.65 12.51 | 22.19 | 17.48 517

e V prvni tiideé je o; < 5, sloucime tedy tuto tiidu se sousedni. V posledni trideé je sice n; < 5,
ale ocekavana hodnota spliiuje podminku a slucovat tedy nebudeme. Po slouceni obdrzime:

Hodnota | 0 a1 2 3 4
n; 15 21 20 4
0; 15.16 | 22.19 | 17.48 | 5.17

Stejnym zpusobem musi byt slouc¢eny i namérené hodnoty.

e Vypocteme hodnotu testovaci statistiky:

~ (1 —0)’
=) ~—— =06936

O.
i=1 ¢
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e Kriticky obor je dan y*-rozdélenim s v = k — 1 — m = 2 stupni volnosti:
W = (Xp.975(2), +00) = (7.38, +00)

e Jelikoz x* ¢ W, tak hypotézu o tom, ze ndhodné velicina se iidf rozdélenim Bi(4, 0.5417)
(na hladiné vyznamnosti o = 2.5%) nezamitame.

3. 7Z pruzkumu provedeného u 1 000 osob, ktery mél zjistit efektivnost ockovani proti chiipce, byly
ziskany tyto vysledky:

Bez oc¢kovani | Jedno ockovani | Dvé ockovani | Celkem
Chripka 24 9 13 46
Bez chripky 289 100 565 954
Celkem 313 109 578 1 000

Na hladiné v¥znamnosti a = 5% testujte, zda ma ockovani vliv na vyskyt chiipky. Reseni:
Hy: Ockovani vliv nemé (veli¢iny jsou nezavislé)

H;: Oc¢kovani vliv ma (mezi veli¢inami existuje zavislost)

Pouzijeme tedy test nezavislosti:

Hodnoty n,n;, a n; jsou uvedeny jiz v tabulce. Pomoci téchto hodnot vypocteme ocekdvané

hodnoty:
L
Napft.:

= =5.014
n 1000

012 =

Cela tabulka s ocekdvanymi hodnotami:

Bez ockovani | Jedno ockovani | Dvé ockovani
Chripka 14.40 5.01 26.59
Bez chiipky 298.60 103.99 551.41

Ve vSech kategoriich plati o;; > 5.
Testovacl statistika: s
eey

o 0.)2
(5 = 05) _ 1759
— Oij
i=1j

1
Obor kritickych hodnot W'

W = (Xg05(1 - 2), +00) = (5.99; +00)

Protoze x? € W, tak hypotézu o nezavislosti (na hladiné vyznamnosti a = 5%) zamitdme a
ockovani ma tedy vliv.

70



4. Chceme otestovat vliv nové technologie. Mame k dispozici nasledujici vysledky:

I. jakost | II. jakost | III. jakost | Zmetek | Celkem
Stara technologie 503 105 33 7 648
Nova technologie 553 95 35 3 686
Celkem 1 056 200 68 10 1334

Na hladiné vyznamnosti o = 5% testujte, zda ma nové technologie vliv na vyrobu. Reseni:
Hy: Technologie nem4 vliv (veli¢iny jsou nezavislé)

H;y: Technologie m4 vliv (mezi veli¢inami existuje zavislost)

Pouzijeme tedy test nezavislosti v dvourozmérné kontingencni tabulce:

Hodnoty n,n;. a n; jsou uvedeny jiz v tabulce. Pomoci téchto hodnot vypocteme ocekdvané
hodnoty:

L. jakost | II. jakost | III. jakost | Zmetek
Stara technologie | 512.96 97.15 33.03 4.86
Nova technologie | 543.03 102.85 34.97 5.14

Jelikoz 014 < 5, tak musime slou¢it posledni dva sloupce (fadky slu¢ovat nemuzeme, musi platit
I,J > 2). Mame tedy:

I. jakost | II. jakost | III. jakost + Zmetek
Stara technologie | 512.96 97.15 37.89
Novéa technologie | 543.03 102.85 40.11

Stejnym zpusobem musi byt slou¢eny i namérené hodnoty.
Testovaci statistika:

X=>

2 3
i=1 j=

(s = 0)” _ 4 g
1 Oij
Obor kritickych hodnot W'

W = (x3o5(1 - 2), +00) = (5.99; +00)

Protoze x* € W, tak hypotézu o nezéavislosti (na hladiné vyznamnosti o = 5%) nezamitdme a
nova technologie tedy nema vliv.

5. U 5 lidi byla zjist'ovdna vaha (ozn. X) a vyska (ozn. V). Vysledky jsou nésledujici:

Vyska
Véha

170
70

183
72

192
88

164
60

196
82
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Predpokldadédme, ze dvourozmérnd ndhodna velicina (X, Y) mé dvourozmérné normalni rozdéleni.
Otestujte na hladiné vyznamnosti a = 10%, zda jsou X a Y nezavislé. Resenti:

Jelikoz se jedna o dvourozmeérné normalni rozdéleni, tak staci testovat nulovost korelacniho
koeficientu. Testujeme tedy:

Hy:p=0
Hi:p#0

Musime vypocitat prumeéry, vybérové rozptyly, hodnotu vybérové kovariance a nasledné vybérové
korelace:

I N
a;:ﬁ;xi:m

1 n

S2=> (21— 7)* =190

=1

<
I

n

S2=> (y;—y)* = 11838

i=1

1 n 1 5
Syy = —— i — T = — - 67884 — = . 181 - 74.4 = 138
Xy n—1;“’ n_1"Y 1

4

1
Sxy — 38 —0.9185

T /XS (Y)  VINVIISS

Testovaci statistika ma tvar:

r 0.9185
= ——Vn—2= ———=xVb—2=4.0242
V1—1r2 v1—0.91852

Obor kritickych hodnot pro test na hladiné vyznamnosti o = 10% je:

rxy

W = (—o0, —2.353) U (2.353, 400)

Hypotézu o nezavislosti lze zamitnout na hladiné vyznamnosti a = 10%, protoze T' € W.
Pfijmeme tedy alternativni hypotézu, ze veli¢iny jsou zavislé.

12.3 Literatura s dalSimi priklady

e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Sbirka resenych prikladu z poctu pravdépodobnosti.
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13 CViceni 13 - Regresni analyza. Jednoducha a vicenasobna
regrese. Koeficient determinace.

13.1 Teoreticka cast

Regrese je snad nejcastéji pouzivana statistickd metoda. Regrese se zabyvéa problémem vysvétleni
zmén jedné ndhodné veliciny (vysvétlovand, zavisla , endogenni proménnd, regresand) na jedné nebo
vice jinych velicindch (regresory, vysvétlujici proménné, exogenni proménné). V piipadé, ze zavislost
je popsana linedrnimi vztahy, mluvime o linearnim regresnim modelu. Pokud modelujeme chovani
vysvétlované proménné pomoci jedné vysveétlujici proménné, mluvime o jednoduché regresi, v opacném
pripadé se jednd o regresi vicenasobnou.

Ozna¢me X nezdvisle proménné a Y zavislou proménnou. Regresni funkei se pak rozumi p(z) =
E (Y|X = ). Regresni funkce tedy uddva, jaka je stfedni hodnota ndhodné veliciny Y pii dané
hodnoté x.

V dalsim textu tedy budeme pracovat s modelem

Yi=f(X, B, Br) + i,
kde
e [31...,[0 jsou neznamé parametry modelu; pocet parametru je k;
e £; jsou ndhodné veli¢iny, ktery modeluji nesystematické chyby métent;
e X je matice nezavislych proménnych;
e Y, jsou nahodné velic¢iny reprezentujici vysvétlovanou proménnou.

Predpokladejme, ze mame k dispozici namérené hodnoty 1, vs, ..., ¥, pro jednotlivé kombinace
vysvétlujicich proménnych (211, T12, ..., T1x) , (To1, Togy - oy Tog) s+ oy (Tp1, Tnz, -+ Tok) -

Cilem regresni analyzy je odhadnout parametry (..., [y tak, aby f(X,BAl, . ,Ek) ,CO nejvice
odpovidala k empiricky namérenym hodnotam y;“.

Funkce y = f(,51,...,Bk) se nazyva teoreticka regresni funkce zdvislosti proménné y na X, jeji
grafické vyjddreni se nazyvd teoretickd regresni krivka. Regresni funkce, v niz jsou nahrazeny neznamé
parametry f jejich odhady S (resp. b) se nazyva empirickd regresni funkce a jeji graficky obraz je
empirickd regresni kiivka. R R

Pro hodnoty X muzeme na zikladé empirické regresni kiivky urcit hodnotu g; = f(X, 81, . .., Bk),
tyto hodnoty nazyvame vyrovnanymi hodnotami y; a rozdil mezi y; — y; nazyvame chyby odhadu
(znaéime e;).

13.1.1 Jednoducha a vicenasobna regrese
O jednoduché regresi mluvime v situacich, kdy uvazujme tento zékladni jednoduchy model :
Yi=01+4 B2 ai+ e,

kde By, £1 jsou neznamé parametry, které odhadujeme a ¢; jsou neznamé nahodné odchylky, které
splinuji néasledujici podminky:
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o F(g;))=0proi=1,2,....n
e D(g;) =0’ proi=1,2,...,n a0c” >0 je nezndma konstanta (homoskedasticita)
® ¢; jsou nezavislé prot=1,2,....n

Princip metody nejmensich ¢tvercii (MNC) je zalozen na jednoduchém volbé optimalizaéniho
kritéria, kdy minimalizuji kvadrat odchylek nameétrenych y; a vyrovnanych hodnot 7;. Nazev MNC
se odvozuje od toho, ze se pti této metodé minimalizuje souc¢et druhych mocnin typu:

n

SSE = (by + bz — i)’

i=1
Graficky lze MNC znézornit nésledujicim zptisobem

y

(l’i, yi)

(:Ezvg//\’l)

X
V pripadé vicenasobnd regrese pracujeme s modelem
Yi = Bo+ Brxii + - + Brvws + &,
kdy se snazime vysvétlit proménnou Y pomoci vice vysvétlujicich proménnych xy, zo, . . ., k.

U vicenasobné regrese minimalizujeme vyraz
S5E = Z—(b0+519€1i+"'+bk$m — ;)"
i=1

Pti minimalizaci vyrazu SSFE, ktery chdpeme jako funkci proménnych j;, vychazime ze znamého
faktu, ze funkce nabyva svého minima v bodech, kdy derivace je rovna nule, tj. pti hledani minima
fesime soustavu p linearnich rovnic tvaru

9Q
9By Br=by

Takto vzniklou soustavu k£ 4 1 rovnic nazyvame soustavou normalnich rovnic.
Soustava normalnich rovnic pro jednoduchou regresi ma tedy tvar

=0 prok=0,1,... )k
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bo- n +b1- i% :iyi
=1 =1
=1 =1 i=1

a Tesenim vysSe uvedenych soustav dostavame prislusné odhady by a by, které minimalizuji vyraz

SSE:

n

n n n

2 i=l =1 i=1 =1
bO = BO = n ” 2

i=1 i=1
n n n
N DT Y — T )Y
2 i=1 i=1 =1
by =P =

T n 2
i=1 i=1
V praktickych prikladech metodu nejmensich ¢tvercu pro regresni analyzu zpracovavame pomoci
vhodného softwaru. Naptiklad je v Excelu lze linearni regresi a metodu nejmensich ctvercu aplikovat

pomoci funkce LINREGRESE, popt. lze uzit doplnku Analyza dat, v ném pak Regrese.

13.1.2 Maticovy zapis regrese a metody nejmensich ¢tvercu

Budeme uvazovat néasledujici maticovy zapis

Y] (21 112 .. Ty ] [ e1 ]
Y, To1 Tz ... Lok b €2
S . o
= : : IR . +
Br '
_Yn_ L Tn1 Tn2 ... Tnk | | En
kde
e Y =(Y,Y,,... ,Yn)T je vektor hodnot vysvétlované proménné;
o X = [zy]

i=1...n: j=1.. ) 1€ matice typu n X k hodnot vysvétlujici promenné;
e 3= (01,0,... ,ﬂk)T je vektor hledanych k nezndmych parametru;
o g = (g1,69,... ,en)T je vektor ndhodné slozky.

Pokud prvni sloupec matice X jsou jednotky, mluvime o linedrnim regresnim modelu s absolutnim
¢lenem.

Model tedy muzeme zapsat v maticovém vyjadieni

Y=Xg3+¢

a predpoklady pro metodu nejmensich ¢tvercu lze také zapsat v maticovém tvaru
Predpoklady feseni pomoci metody nejmensich ¢tvercu
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(P1) E(e) =0;

(P2) var (¢) = o*I;

(P3) v nékterych piipadech uvazujeme téz silnéjsi podminku zahrnujici predchazejici e ~ N, (O; oI T) )
(P4) X je nestochastickda matice, kterd ma plnou hodnost.

Neznéamé parametry lze v maticovém zapisu odhadnout podle vztahu takto:
b= (XTX)' XTY

13.1.3 Hodnoceni kvality regrese a koeficient determinace R*

Kvalitu regresniho vztahu lze pomérovat podle toho, jak odhadnuté hodnoty 7; odpovidaji realizacim
y;- Kvalitu odhadu vsak vyznamnym vlivem ovliviiuje téz variabilita dat, resp. variabilita ndhodné
slozky modelu.

Pfi hodnoceni modelu vychazime predevsim ze ziskanych rezidui e; = y; — y;, které zachycuji rozdil
mezi naméfenou a vyrovnanou hodnotou.

Pro namérené y; a vyrovnané ¢; hodnoty vysvétlované proménné obvykle pocitame

celkovy soucet ¢tvercit Sz = Z (v —7)°
i=1
~ ” ’ ~ ~ o 2 & A~ —\2
vysvétleny (regresni) soucet ¢tvercu Sy = Z (7 —7)
i=1

nevysvétleny (residudlni) soucet ¢tvercu SSE = Z (yi — 5))°
i=1

v e~

ktery méa mensi hodnotu nevysvétlenych (residudlnich) souctu ¢tvercu.
Na zakladé vyse uvedenych souctu ¢tvercu lze pro vicenasobnou regresi s absolutnim clenem urcit
koeficient determinace R? podle vzorce

_ Sy
= <
Pro koeficient determinace plati R* € [0,1]. Jde o podil rozptylu hodnot y;, ktery se podaiilo

vysvétlit pomoci regresnitho modelu.
Hodnota 1 — R? uréuje podil rozptylu hodnot y;, ktery se vysvétlit nepodafilo.

R2
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13.2 Priklady

1. Pro nasledujici data odhadnéte koeficienty regresni piimky y = [+ 12, vypoctéte pres soustavu
normalnich rovnic.

B Cc D E F G H 1 J K L M N

A
I
2 X -5 -3 -1 1 3 5 \ b, | by | r 0.963952
3 ¥y 2 1 1 2 2 3 | 0.50] 0.83| t 7.2457
4 ¥ -167|  -0.67 0.23 1.33 2.32 3.33 o a7s(4) 2.7764
5 rezidua -0.33 -0.33 0.67 0.67 -0.33 -0.33 HO zamitnu
6
7 SSE 1.33
| ¥ 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 0.83 | _|
9 57 18.83
10 SZ 17.50]
1 R> 0.929
12 1R 0.071]
13
14 -~
15

=
=)
<x

N
]
>
\»
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[N
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—@—vyrovnané
hodnoty

B8
\<

N
;
>
\
N
:
:

o
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™
e}

ww
=3

w
>

w
@

1
2. Pro nasledujici data odhadnéte koeficienty regresni funkce y = o+ 31—, vypoctéte pres soustavu
x

normalnich rovnic.

z 05| 1 2 3 4
y |50 3317|1613
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4 A B C D E F G H |1 J K L
2 x 0.5 1 2 3 4 b, by

3 1/x 2.00 1.00 0.50] 0.33 0.25 214 0.83
4 ¥ 5 3.3 1.7 1.6 13

5 ¥ 5.11 2.97 1.90 1.54 1.37

6 rezidua -0.11 0.33 -0.20, 0.06 -0.07

7

8 SSE 0.17

E] ¥ 2.58 2.58 2.58 2.58 2.58

10 S 9.75

11 512 9.58

12 R? 0.983

13 1-R* 0.017

14

15 6

16

17

18| | s

19

20

n||* +y

2

23 \d Zobrazovana oblast i

24 3 == vyrovnané

hodnoty

25

26| | 2

27 ?\‘\.

28

29 1

30

31

32/ | O : : : : : : : : .

2 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
El —

3. Pro data z piedchoziho pifkladu odhadnéte koeficienty regresni funkce y = By + S12 + foz”
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Zobrazovana oblast h

L

2| [ 05 1 2 3 a b, b, by

3 x* 0.25 1 4 9 16 0.48 -3.12 6.21

a ¥ 5 3.3 1.7 1.6 1.3

5 ¥ 477 3.57 1.90 1.20 1.46

6 | rezidua 023 -027] -0.20 040 -016

7

8 SSE 0.36

3 7 258 258  258] 258]  2sg

10 Sz 9.75

11 52 9.39|

12 R? 0.964

13 1-R? 0.036]

14

Lils

16
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18|| 5 <

19

20

n|| 4 .y

22

s, \

24 \ == yrovnané
hodnoty
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4. Pro predchozi ptiklady spoctéte 5‘2/, S2, SSE a R*. Ziskané vysledky interpretujte.

13.3 Literatura s dalSimi priklady
e Brousek, Jan — Ryjacek, Zdenék: Sbhirka tesenych piikladu z poctu pravdépodobnosti.
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