
Normální rozdělení a některá z něj odvozená 2. 
Mějme náhodné proměnné 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛, které jsou stejně normálně rozdělené a nezávislé. 

𝑋𝑖~𝑁(𝜇, 𝜎2)~Φ ((
𝑥−𝜇

𝜎
)) ; 𝑖 = 1, … , 𝑛. Tj. „sestava“ těchto náhodných tvoří soubor náhodných 

proměnných odpovídající náhodnému výběru. 
Dále mějme novou náhodnou proměnnou: 

𝑋𝑚𝑎𝑥 = 𝑋(𝑛) = 𝑚𝑎𝑥{𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛}1 

její distribuční funkce 𝐹𝑋(𝑛)
(𝑥) = 𝐹𝑛(𝑥) = (Φ (

𝑥−𝜇

𝜎
))

𝑛

 a hustota  

𝑓𝑋(𝑛)
(𝑥) = 𝑛𝐹𝑛−1(𝑥)𝑓(𝑥) =

𝑛

𝜎
(Φ (

𝑥−𝜇

𝜎
))

𝑛−1

φ (
𝑥−𝜇

𝜎
). 

 
 
 

 
𝜇 = 2; 𝜎2 = 5.  Distribuční funkce. Černé čáry určují polohy mediánů2 jednotlivých rozdělení 
𝐹𝑋(𝑛)

(𝑥);  𝑛 = 1, 2, 5, 10, 15, 20. 

 

 
1 To platí pro každou realizaci 𝑥1, … , 𝑥𝑛 sestavy náhodných proměnných 𝑋1, … , 𝑋𝑛. 

2 𝐹𝑋(𝑛)
(𝑥𝑚𝑒𝑑) = 𝐹𝑛(𝑥𝑚𝑒𝑑) = (Φ (

𝑥𝑚𝑒𝑑−𝜇

𝜎
))

𝑛

=
1

2
 . 
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𝜇 = 2; 𝜎2 = 5.  Hustoty. Černé čáry určují polohy mediánů jednotlivých rozdělení 𝑓𝑋(𝑛)

(𝑥);  𝑛 =

1, 2, 5, 10, 15, 20. 
Námět: Co říkají polohy mediánů vůči maximům hustot? Mohou být rozdělení  

𝑓𝑋(𝑛)
(𝑥);  𝑛 =  2, 5, 10, 15, 20 normální? Pokud ne, proč? 

Dále mějme další náhodnou proměnnou: 

𝑋𝑚𝑖𝑛 = 𝑋(1) = 𝑚𝑖𝑛{𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛}3 

Její distribuční funkce 𝐹𝑋(1)
(𝑥) = 1 − (1 − 𝐹(𝑥))

𝑛
= 1 − (1 − Φ (

𝑥−𝜇

𝜎
))

𝑛

 a hustota  

𝑓𝑋(1)
(𝑥) = 𝑛 (1 − 𝐹(𝑥))

𝑛−1
𝑓(𝑥) =

𝑛

𝜎
(1 − Φ (

𝑥−𝜇

𝜎
))

𝑛−1

φ ((
𝑥−𝜇

𝜎
)). 

 
𝜇 = 2; 𝜎2 = 5.  Distribuční funkce. Černé čáry určují polohy mediánů jednotlivých rozdělení 
𝐹𝑋(1)

(𝑥);  𝑛 = 1, 2, 5, 10, 15, 20. 

 
3 To platí pro každou realizaci 𝑥1, … , 𝑥𝑛 sestavy náhodných proměnných 𝑋1, … , 𝑋𝑛. 
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𝜇 = 2; 𝜎2 = 5.  Hustoty. Černé čáry určují polohy mediánů4 jednotlivých rozdělení 𝑓𝑋(1)

(𝑥);  𝑛 =

1, 2, 5, 10, 15, 20. 

Námět: Co říkají polohy mediánů vůči maximům hustot? Mohou být rozdělení  
𝑓𝑋(1)

(𝑥);  𝑛 =  2, 5, 10, 15, 20 normální? Pokud ne, proč? 

  

 

4 𝐹𝑋(1)
(𝑥𝑚𝑒𝑑) = 1 − (1 − 𝐹(𝑥𝑚𝑒𝑑))

𝑛
= 1 − (1 − Φ (

𝑥𝑚𝑒𝑑−𝜇

𝜎
))

𝑛

=
1

2
. 
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𝜒2 a 𝜒 rozdělení  
 

𝜒2(𝑛) = ∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1  kde 𝑋𝑖~𝑁(0,1). 𝜒2(𝑛) rozdělení s 𝑛 stupni volnosti je rozdělení součtu kvadrátů 𝑛 
stejně rozdělených 𝑵(𝟎, 𝟏) (= normálně rozdělených s nulovou střední hodnotou a jednotkovým 
rozptylem) a nezávislých náhodných proměnných. 

 
Distribuční funkce 𝜒2(𝑛) rozdělení pro 𝑛 = 1, 2, 5, 10, 20, 30. 

 

 
Hustoty 𝜒2(𝑛) rozdělení pro 𝑛 = 1, 2, 5, 10, 20, 30. 
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𝜒(𝑛) = √𝜒2(𝑛) = √∑ 𝑋𝑖
2𝑛

𝑖=1  kde 𝑋𝑖~𝑁(0,1). 𝜒(𝑛) rozdělení s 𝑛 stupni volnosti je rozdělení 

odmocniny ze součtu kvadrátů 𝑛 stejně rozdělených 𝑁(0,1) a nezávislých náhodných proměnných. 

Tedy  𝐹𝜒(𝑛)(𝑥) = 𝑃(𝜒(𝑛) < 𝑥) = 𝑃 (√𝜒2(𝑛) < 𝑥) = 𝑃(𝜒2(𝑛) < 𝑥2) =  𝐹𝜒2(𝑛)(𝑥2) a  

𝑓𝜒(𝑛)(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝜒(𝑛)(𝑥) = 2𝑥𝑓𝜒2(𝑛)(𝑥2). 

 
Distribuční funkce 𝜒(𝑛) rozdělení pro 𝑛 = 1, 2, 5, 10, 20, 30. 

 
 
 

 
Hustoty 𝜒(𝑛) rozdělení pro 𝑛 = 1, 2, 5, 10, 20, 30. 
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Podíl dvou normálně rozdělených náhodných proměnných s rozdělením 𝑁(0,1). 
 
Mějme náhodné proměnné 𝑋1, 𝑋2 které jsou stejně normálně rozdělené a nezávislé. 

𝑋𝑖~𝑁(0,1)~Φ(𝑥); 𝑖 = 1, 2.  Dále mějme novou náhodnou proměnnou 𝑌 =
𝑋1

𝑋2
. Pro její distribuční 

funkci (za uvedených podmínek) bude platit 𝐹𝑋1
𝑋2

(𝑧) = 𝑃 {
𝑋1

𝑋2
< 𝑧} = ∬ 𝜑(𝑥1)𝜑(𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑥1

𝑥2
<𝑧

 a pro 

její hustotu  𝑓𝑋1
𝑋2

(𝑧) = ∫ |𝑦|𝜑(𝑦)𝜑(𝑧𝑦)𝑑𝑦
+∞

−∞
= ∫ |𝑦| [

1

√2𝜋
𝑒−

𝑦2

2 ] [
1

√2𝜋
𝑒−

(𝑦𝑧)2

2 ] 𝑑𝑦
+∞

−∞
= 

=
1

2𝜋
∫ |𝑦|𝑒−

𝑦2

2
(1+𝑧2)𝑑𝑦

+∞

−∞
=

1

𝜋
∫ 𝑦𝑒−

𝑦2

2
(1+𝑧2)𝑑𝑦

+∞

0
= (𝐴) , po substituci 𝑥 = (1 + 𝑧2)

𝑦2

2
   ⇒      

𝑑𝑥 = 𝑦(1 + 𝑧2)𝑑𝑦    ⇒     𝑑𝑦 =
𝑑𝑥

𝑦(1+𝑧2)
  získáme (𝐴) =

1

𝜋(1+𝑧2)
∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

+∞

0

1

𝜋(1+𝑧2)
.  

Shrnuto:            𝒇𝑿𝟏
𝑿𝟐

(𝒛) =
𝟏

𝝅(𝟏+𝒛𝟐)
   a odtud   𝑭𝑿𝟏

𝑿𝟐

(𝒛) =
𝟏

𝝅
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒙) +

𝟏

𝟐
   5. 

4  

Distribuční funkce 𝐹𝑋𝑖
(𝑥); 𝑖 = 1, 2 a 𝐹𝑋1

𝑋2

(𝑥). 

 

 
Hustoty 𝑓𝑋𝑖

(𝑥); 𝑖 = 1, 2 a 𝑓𝑋1
𝑋2

(𝑥). 

 
 

5 Takové rozdělení je nazýváno (centrovaným a normovaným) Cauchyho rozdělením. 
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Námět: Ověřte, že pro náhodnou proměnnou 𝑌 =
𝑋1

𝑋2
 neexistují žádné momenty 

  𝐸𝑌(𝑌𝑘) = 𝐸𝑋1
𝑋2

((
𝑋1

𝑋2
)

𝑘
) ; 𝑘 = 1, 2, … . 

 

Námět: Z průběhů distribučních funkcí a hustot podílu 
𝑋1

𝑋2
 se dá tušit, že připouští výskyt pozorování v 

oblastech sice „málo pravděpodobných“6 výrazně větších (a i menších) hodnoty než původní dělenec 

𝑋1 a dělitel 𝑋2. Např. pravděpodobnost pozorování hodnot pro proměnné 𝑋1 a 𝑋2 menších než 3,5 je 

prakticky nulová7 ale u podílu  𝑌 je 0,0886. Prokažte! 

 
Námět: Není příčinou to, že vstupní proměnnou 𝑋1 lze dělit hodnotou 𝑋2 libovolně blízkou (z libovolně 
malého neprázdného a nebodového intervalového okolí nuly) nule?     

 
6 Ne však „zanedbatelně“ jako u vstupních náhodných proměnných. 
7 Nejméně na tři desetinná místa. 


