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Pri vySet¥ovéni existence slabéhofeSeni okrajovych
dloh diferencidlnich rovnic metodemi funkcionélni sanalyzy
jsou uZiteénym prostfedkem véhové prostory. Celkem pFiro-
zenym zplsobem k nim dochézime p¥i FeSen{ dloh ns neomeze=-
nych oblastech (citujme alespon monografii [9]). Rovnd% Je
pfirozend jejich aplikace p?i PeSeni okrajovych dloh pro
rovnice, u nichZ je elipticita naruSena (degenerované elip-
tické rovnice a rovnice se singularitami v koeficientech).
Tyto aplikace Jjsou proto v literatufe velmi Zasté (uveame
nap¥. [8],[23],[16]).

Pom&rn& mald pozornost vSak byla vénovédna uZit{ vého-
vych prostord na "ryze" eliptické rovnice. Inspirujfef
v tomto smdru byla préce J.Ne¥ase [20], kterd ukédzala cestu,
jek FesSit linedérn{i problémy pomoci zobecnéného Laxova-Mil-
gramova lemmatu. J.Neas vySetrfoval okrajové dlohy v prosto-
rech s vahami, JjeZ byly mocninami vzdédlenosti bodu oblasti »
od jeJjf hranice. PouZité metody byly v8ek Jjim samym i dald{i-
mi sutory aplikovény na 3irs{ tF*{du mocninnych vah i na,véhy
obecné j&tho (tj. nikoliv jen mocninného) typu (viz [1Z], [15],
(17],122]); pritom v [17] auto®i voli pon&kud modifikovany
pfistup, ktery umoZnuje pouZitf{ klasického (tj. nikoliv zo-
becn&ného) Laxova-Milgramova lemmatu. |

PFredkl4ddand disertace se zabyvé vyhradné& aplikeci moc-
ninnych veh. Podejme tedy poné&kud podrobnéjéi p¥ehled pro-
blematiky prévé v tomto pPipad€ a (pro jednoduchost) pro
diferencidlni operédtor druhého F4du.

UvaZujme omezenou oblast l\x:RN
hranic{ 9£L, m-dimenzionéln{ uzav¥enou varietu M< 3(L
a funkei dM(x)=dist(x,M). Soboleviv mocninny véhovy prostor

s lipschitzovskou

Wl’p(ll dM,E.) s p= 2] a mocninou & je mnoZina takovych

funkei u na ., pro jejich? distributivn{ derivace D™ #¥4du
| 1 (v je N-rozmdrny multiindex) platf
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N t/)I | ux) | P d&(x) dx < oo,
fwf=] Yy

Zajimé nés nyni existence slabého Fefenf okrajové iulohy
pro parcidlni diferencidlni rovnici

D(a, (x) DPu(x)) = £(x) v (0L,
loul, | p] £1 A

kde operédtor na levé stran& je elipticky a pravéd strana f

obsehuje singularity nebo degenerace;(napf. pro Dirichletdv
N of;

problém miZeme uvaZovat f = = §=£ 55; +f, &8f ,...,fy€

€ Ly(0N,dy,&)). V préei [20] Je dokézéna existence slabého

~ Yedent ueswl’z(fl,dg,e.) p¥isludného lineérnfho Dirichleto-

va problému pro p¥fpad M=O() , pri¥em¥ mocnina musi byt
ovBem dostate&n& blizkd nule. Pro jednobodovou mnoZinu
M={x°} » X,& &0, je analogicky vysledek dokézdn v [10].

Pozornost témto problémim je v&novéna i v monografii [22],
kde Je navic Fefena Neumannova Uloha za pFedpokladu Mz{xo} s

xoe,ail. a N 2 3. Toto omezen{ mé hlub¥{ souvislost s pou=

- Zivanou metodou & vétami o vnofeni, tedy koneckoncl s apli=-
kec{ Hardyho nerovnosti. Proto popsany vysledek tykajfci se
Neumannovy ulohy, jak Jje naznadeno v [17] a [18], lze pom&r-
n& snadno zobecnit pro variety McC 2. spliujfc{ N-m 2 3,
m = dim M. Pro ﬁplnost Jje potPeba Jje8té& pPipomenout préci
[ 7], kterd pojednévéd o smifeném problému.

Tolik pokud Jjde o linedrni diferencidlni operétor.
v pripad& nelineérnfho operdtoru Jjsou nejlast&ji pouZivané
a neJjlépe rozvinuté topologické metody, vyuZivajic{ nevé-
- hovych Sobolevovych prostort Wk'ptfl) (p souvisi s neli-
nearitou) (viz napt. {2],[19]), zatimco preneseni nejuifva-
né j81 teorie monotonnich operdtorl na véhovy pFipad ztrosko-
tédvalo. Neni totiZ k dispozici/zobecnéni odpovidajici zobec=
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né&nému Laxovu=Milgramovu lemmatu pro linedrnf operétor.
V préci se poda*ilo tyto potiZe vhodnym zplsobem obejft.

Cilem disertace je vySetFfovat existenci slabého Fe¥ent
Dirichletova problému pro nelineérnf{ diferencidlni operétor,
Neumannova a Stokesova problému pro linedrni operédtor, a to
na omezené oblasti. P¥{sludné diferencidlni operdtory jsou
pPitom eliptické v obvyklém smyslu, pravé strany a okrajové
podminky mohou obsahovat singulerity nebo degenerace, jeZ
zabranuj{ aplikaci obvyklych Sobolevovych prostort a naopak
indukujf pouZit{ prostord s vahou.

Metody, JjichZ se v préci pouZ¥fvéd, jsou analogiemi
metod, které se uplatnujf pri aplikaci klasickych Sobole-
vovych prostorﬁ na Yefenf{ eliptickych rovnic. Jsou to me-
tody teorie funkc{ a funkciondlné analytické metody, zalo=-
Zené na abstraktnich vysledeich teorie linedrnfich i neli-
nedrnich operétort, tj. predevdim na teorii monotonnich
operétord a na varia&nich pPistupech. Zvldstn{ pozornost
Jje v&novéna problémim spojenym s geometrii hranice uvaZo-
vané oblasti. Proto se u¥fvé ndkterych metod diferenciélnt
geometrie., Aby se autor vyhnul technickym komplikacim, vy-
SetPuje pouze diferencidlni rovnice 2.%?8du, i kdyZ v&ts3inu
pouZitych metod lze aplikovat i na rovnice vys8{ch Fadd.

Préce Jje rozdélena podle druhu zkoumanych problémd
na &ty*i hlavn{ &dsti. '

Prvni{ &¢4st je vénovéna vhodnym popisim hranice oblasti,
nezbytnym technickym prostfedklm a vlastnostem véhovych
prostord. Je zde rovnéZ formulovéna modifikované verze me-
tody pseudomonotonnich operdtorli. Tato verze vyZaduje slabs{
predpoklady kladené na vySetPované operétory.

V druhé &4sti je vénovéna pozornost existenci slabého
resenf (ve véhovych prostorech) Dirichletova problému. Z me-
todickych dtGvodd je uveden nejprve JiZ dfive Pedeny linedrni
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pfipad, pro ktery se v3ak podrobnéji studuje problematika
- velikosti intervalu exponentd & ., V souvislosti s charak-

teristikou duédlniho prostoru [Wﬁ'p(fl,dm,ii)]* Je vySe-

tPovéna Feditelnost Dirichletova problému pro rovnici
Au+u=0

rovné% v prostoru Wg?p(fl,dm,s ), p> 1, ktery pro p # 2

JiZ neni Hilbertiv.

Snad nejhlubdfm vysledkem celé préce je dlikaz existen-
ce slabého Pedeni nelineérniho Dirichletova problému., Pro
technickou komplikovanost se uvaZuje pouze piipad M=o.0) ,
alkoliv popsany postup lze aplikovat i pro obecnéjd{ mnoZi-
ny M. Operétor, ktery obdrZfime z popisu ulohy, je zobrazenim

prostoru W%’p(fi,darL, &) do duélu prostoru
Wé’p(fl,daxl,-éa(p-l)). Proto vhodnym izomorfismem téchto

prostord (pro p>1l a & dostatednd blizké 0O) prevedeme dany
problém na vySetPovdn{ surjektivity operdtoru, ktery Jje Jji%

zobrazenim daného prostoru W%’p(fl,dajl,é-) do jeho duédlu
[Wg’p(ll,dafl,ii)]*". Zavedenim podoblasti s kladnou vzdé-

lenost{ od hranice se Pe3{ Dirichletova udloha na podprosto-
rech funkci{, které splyvaj{ se Sobolevovymi prostory vez vé-
hy. Limitnf p¥echod k hledanému ¥eSen{ umoZnuje modifikované
metoda pseudomonotonnich operédtorl z prededlé &dsti. Pritom
kl{Zovym bodem Jsou zde odhady norem FeSeni na podprostorech
provéddné v "blfzkosti" hranice. Charskter obdrZengch vysled-
k8 pfibliZme pro Dirichletdv problém

( |vu P2 %-;‘;i) -f v Q,

u=0 na o0,

§
.mz
O"Q/

X3
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kde p>1 a S)A:RN je omezené oblast s lipschitzovskou

hranic{. JestliZe pravéd strana bude nyn{ tvaru
N, ofy

f:-f E -2-;-5{-—+fo s fo’fl’..‘,fNéLE (ﬂ)dbnta)’
i=1 i p—l

potom existuje slabé FeSent ueswi’p(ﬁl,dagl,s,) dlohy (1),

kdykoliv je e« ;f?%i:; ) T ;;+l ). Konstanta ¢ £ 1 zde
zévis{ na geometrii oblasti O, pr*ifem? pro (L konvexni je
¢ = 1. Poznamenejme Jje3t&, Ze metoda vypracovanéd pro neli-
neérn{ dlohu dédvé v p*ipad® pou?iti na linedrni operétor
lepdi vysledky (tJj. vé€t81 interval p#ipustnych exponentd &)
neZ metoda zaloZend na zobecnéném LaxovE€-Milgramové lemmatu.

Ve tretf Cé4sti se vySetfuje ve vdhovych prostorech
existence slabého Fedeni Neumennova problému

S -1 D8, D% )

f v L
(2) feoy [pTE1 ’

i

84,4000 DPu=g na 20,

lovly |R] =1

o

kde n,, Jjsou sloZky vn&js{ normdly n k hranici oL , D

znad{ diferencidln{i operédtor s multiindexem o, Koeficienty
8 Jsou pPitom takové, Ze bilinedrni forma

alu,v) = 2 | a,,(x) Du(x) D"v(x) ax
~ ool 181 €1y P |

je omezend na prostoru Wl’z(fl) X Wl’g(fl) a je

=

whi2(Q)-eliptické. Jestlife N-m = 3 (m = dim M) a jestli-
Ze oblast ()L 8 &4st{ hranice M budou takové, %e mGZeme uZft
vét o vnoreni z [1] a [25], potom obdobn¥ Jjako v [22] se
doké%e nésledujfecf tvrzent: |
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Existuje interval I, O€int I, tekovy, Ze pro kaZdé
€ €I mé Neumannlv problém (2) slabé Pedeni u<£wl’2(£1,dM, &),
kdykoliv F «lwls2(a,q,,- £)1° . zde je

F(v) = Jf fv dx +‘/p gv a .
O oL

Komplikace nastévajf{, jestliZe N-m = 1 nebo N-m = 2,
V préci jsou dokézéna pro tyto situace tvrzen{ obdobnd
pfédchézejicimu. V prvém pripad& prekonéme potfZe pri vySe-
tfovéni elipticity bilineédrn{ formy a(.,.) ve sloZkéch
(viz nap¥*. [12],[22]) volbou vhodné testovac{ funkce a apli-
kac{ upravenych Hilbertovych integrdlnfch nerovnosti{. V pi{-
padé N-m = 2 se pomoci Fourierovych ¥ad vyuZije obou
pfedchozich metod. :

Zv1é8tni pozornost Jje vé&novéna p¥i aplikaci uvedenych
metod geometrii hreanice oblesti SLC:RN, pfi jejimZ popisu
Jsou vhodnym prostfedkem metody diferencidlni geometrie.
Je=1li M =95 hladké varieta, lze i v pF{ipadé obecného N
postupovat pomérn& Jjednodude. K znalnym technickym potiZim
mbZe oviem dojit tehdy, kdyZ hranice ©) hladkd neni. Proto
jsou v préci podrobné&€ji rozprasccvény pripady N = 2
s M=90.a N=28 M=i{x}, x,e€20. , tek, aby byl
patrny dald{ postup pfi pripadném zobecnovéni.

- Koneéné& v posledni &4sti je dokézédna (pro & dostatelné
bl{zké nule) existence slabého FeSeni Stokesova problému
(viz nap®. [28]) ve véhovych prostorech. S tim je spojeno
i vySetPfovéni vlastnost{ operétord divergence a gradientu.

Nakonec poznamenejme, Ze p¥i aplikaci véhovych preostord
na okrsaJjové dlohy obdrZime vysledky, které rozd8iruji klasické
a zehrnujf je, poloZime-1i & = O.

Disertace pfispivé k prohloubeni znalost{ tykajfcich
se aplikac{ véhovych prostord pFi vy8etPovén{ parcidlnich
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diferencidlnich rovnic. ObdrZené vysledky Jje moZno pouZit
p?i popisu vlastnost{ FeSeni rlznych "klasickych" okrajo=
vych dloh, nap¥. p¥i hleddéni odhadl zachycujicich chovéni
FeSen{ v okolf rlznych vyznalnych &dsti hranice, jeko Jsou
stény, hrany, vrcholy, pfi odhadu rychlosti konvergence
né jaké p?ibliZné metody.

UZit{ véhovych prostord rovné&€Z rozdirfuje t¥f{du okra-
Jjovych dloh, pro které jsme schopni vySetfovat existenci

fedent.
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SEZNAM 2zZNACGEeENT

Bfslo v prvém sloupci udévéd odstavec, ve kterém se dany
symbol zavédi. Vyznam b&Znych symbolli, které uZivéme bez
predchozfho zavedenf, je mo¥né nalézt v [13] nebo [22].

l.1.

1.1.
1.1.

1.1.

1.2.1.
1.2.1.
1.2.1.
1.2.1.
1.2.1.
1.2.1.
1.2.2,
1.2.2.
1.2.2.
1.2.2.

1.2.2.

1.2.2.
1.263.
1.2.3.
1.2.3.
Jelele

wEP(a,e)

o = (wl,... %)
jov] = 0V1+. .ot OUN
Dou

uuykspra'

dM(x) |
wheP(aL,q, e )
HuUM’p’e

d(x)

ﬁuﬂp,a ,
supp u
o0
c2(0)
wg?p(fl,dm,&,)
cT(Y)

()
Ol L)

Wﬁ’p(ﬁl,dm,s.)
Lp(fl,qﬁ,e )
luly,

lalp e s
01

Soboleviv véhovy prostor s obecnou
vahou

multiindex

velikost multiindexu

diferencidln{ operdtor s multiindexem
norme& prostoru wEsP(Q , &)

vzddlenost bodu x od mnoZiny M ¢ L)
Sobolevlv prostor s mocninnou vahou
norma prostoru Wl’p(fl,qm,e,)
vzdélenost bodu x k hranici o)

ﬂuﬂM,& , lule zkrécené zdpisy normy

nosi¢ funkce u
mno¥ina hladkjch funkc{ s nosidem v (L

Soboleviv véhovy prostor

mnoZina nekone&n& diferencovatelnych
funkef v {L se stejnom&rné spojitymi
derivacemi v )

prostor hladkych funkeci s bliZe
uréenym nosilem

Soboleviv véhovy prostor
Lebesguelv véhovy prostor

norma prostcru Lp(Il,dM,a )

lu\M,& y lulg  zkrécené zépisy normy

oblasti s lipschitzovskou hranici
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3.2.1.
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3e2.20
3e2.20
3.2.20
3e3.1.

363l
3.3.3.

3.3.3.

4.2.10

4.2.4.

4.2.5.
4.3.1.
4.3.3.
4.3.3.
4.4.1.
5.1.
5.1.
6.
7.1.1.
7.1.1.
7.1.2.

V1r+ o

&Qo’l(xo)
Q% 1y
M

w]'-(t)’ ayi( w(t)), izl,ooo,N"l

n(x)
A4
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1. DEFINICE A ozNxal=enft

1.1, PROSTORY FUNKCI S OBEENOU VAHOU

Soboleviv vdhovy prostor

(1.1) wP(n,6) ,

kde .
k= C je celé éislo,

p 21l je redlné &islo,
Q. je oblast v RY 5 hrenici )L,
6 je nezdpornd (skoro viude kladnd) funkce v QN
nazyvend véhou, ,
je mnozina vi3ech funkei u = u(x) definovanych skoro vsude v,
jejich% zobecnéné (ve smyslu digtribuci) derivace p™u ¥4du
Jou|& k splauji nerovnost

j}Dwu(x){p 6(x) dx < o0 o
AN
Piritom U = (wl’ cos 3 O‘UN)’ kde oV, Je celé nezdporné, znadi

o 'alwl
multiindex, D = -
. Bxiu" ...'BxN“

Tento prostor je normovany linedrni, jestliZe jej opat¥ime nor-

Ml p,6 = ¢ % L}D w(x) [P &(x) ax )P .

& IOUIa OU1+ OU2+ eee P OUN ®

mou

Dokonce je moZné uveZovat pro kaZdy multiindex jinou vdhu Guy .
Jedna z mdla monografii zabyvajicich se vlastnostmi takovychto
prostorli s obecnou vehou & je [12]. V&tSina vysledkd,kterd
budeme v dalsim pouzivat, je v této knize uvedena. Pokud to
bude moZné, prevezmeme i zde zavedené znaleni.

V predklddané prdci budeme oviem pracovat & konkrétnéjsimi
vahami © , které budou mocninného typu a lokdlné integrovatelné
v QL , PPiglusné vdhové prostory budou proto Banachovymi prostory
(viz nap¥. [12]). Rovnd% operdtory, které budeme vylet¥ovat, jsou
druhého ¥ddu, vystalime proto s vahovymi prostory WI’P(Q,O' )
LP(D., 6)e
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le2e PROSTORY FUNKCI S MOCNINNQOU VAHOU

le2s1e Prostor Wl’p(,ﬁ_,dM, £ ) .
Nechf Mc®S) a nech¥

dy(x) = dist(x,M) = inf Ix - yi
ye M
znadi vzddlenost bodu x€f)l od 3ésti hranice M. Vdhu 6 = dé

budeme nazyvat mocninnou vahou*;, e pPislusdny Soboleviv prostor
s k=1, p> 1, budeme znadit

WP a8 ) .

Tedy
p
whePa,a, &) = { v = u); 81-%3-1-‘ & ax<oo, i=1,...,N,
o T
S lulP 4y ax< 90}
L

Tento prostor bude opatfen normou

(1.2)  uly o = Z g (x) df(x)dx +

1
+ S [u(x)|? dﬁi(x) ax )P .
o
Jestli%e bude M = 9Ly , potom budeme zkrdcend psdt

= |0

Bude~li navic p = 2, budeme znadit

C‘ia_g_(x) = d(X), 8-“

20 P& P&

HfUM,?,a = ”‘”M,& pro obecné Mc oLL R

u‘”an.,z;a = H‘”s, .

V p¥ipadd, Ze by mohlo dojit k nedorozuméni, uZijeme nezkrice-
‘ného zpisobu znadeni.

*
) Trochu nep¥esné budeme v deldim vahou nazyvat i funkeci Ay
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1.2.2, Prostory Wo'P(Q,d,&), WrP(0,dy,e)

Symbolem
supp u

znaéime nosid funkce u (definované sk. viude v QCRN), ti.
uzdvér (v Euklidové normé) mnoZiny

fxeQ; ux) 0} .

Dédle budeme znsadit

(o]
C, ()
mnoZinu vSech funkci nekonednd diferencovatelnych v {: & vlast-
nostni supp ucCc L,
z¥ejmé CO(Q)CWHP(Q,dy, € ). Uzdvér maoZiny C5(Q)
vzhledem k normé (l.2) budeme znalit

Wi’p(ﬂ,dﬁ,a ) &

Pro tplnost definujme je3t& prostor bliZe charakterizujici
funkce, jejichZ stopy jsou nulové na mnoZiné M (vlastnosti
mno¥iny M budou up¥esnény v kapitole 4). Necht C¥({L) znadi
mnoZinu v8ech nekoneéné diferencovatelnych funkei v <L, jejichZ
viechny derivece D"u jsou omezené a stejnomérnd spojité vL.
Definujme mnoZinu
| Ch( <L)
jako mnoZinu viech funkef wue C (LL) splhujicich

-

supp unNn M =0,

Uzdvér mno%iny‘ Cg(_ﬂ.) C Wl’p(ﬂ,dM,é‘,) vzhledem k normé (l.2)

oznadime S
WirP(),dy, € )
M $UM?e °

l1.2.3. Prostor LP(Q,éM, £)

JestliZe v odstavei l.2.poloZime kX = 0 a 6 = d§ s obdrZime
Lebesguetv védhovy prostor

L(0,dy, &) = {u=ux); S fu(x)]? a§(x) ax < oo }
‘ Aol
opat¥eny normou
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1
‘u!M’p’ = ( iﬁu(x)lp ds(x) ax )P .

Obdobné jako v odstavei 1l.3.1 oznadlme

ful

BOL,DsE ‘ulp,a ’ l“lm,z,a = \“[M,e ’

lulyn,2,e = lule -

Pozndmks., Bude-li & = 0, potom pFfisluiné Sobolevovy & Lebes=
gueovy prostory jsou obvyklymi prostory bez védhy ( Wl’p(rl),
weeP(a), L,(£1), atd.).
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I. TECENICKE PROSTREDKY
4 z2AknapNf viasTNoOsTI VAHOVYICH

PROSTORSE
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2 NEROVEOSTI

V celé prdci budeme neustdle uzivat H8lderovy nerovnosti.
P¥i prdci s vdhovymi prostory se rovnéi neobejdeme bez Hardyho
nerovnosti, na niZ jsou zaloZeny véty o vaoreni Sobolevovych
vdhovych prostori stejné jako mnoho nezbytnych odhedd. Konednd
dals{ skupinou nerovnosti jsou nerovnosti odvozené z Hilberto-
vych integrdlnich nerovnosti. Budou nezbytné p¥i vyset¥ovéni
Neumannova problému.

2.1. HOLDEROVA NEROVNOST

Nechf -o% a<b £ +00, pP,q>1, % + -31; = 1. Potom pro

funkce feL (a,b), geL (a,b) plati nerovnost
1

(2.1) f f(x)g(x)dx (f f(x){Pax)Pcf |a(x)]| %ax)d .
a

ﬁastéji budeme uZ va’s aejl ndsledujic{ zobecnéni.

Nech¥ N.c RV je mé¥itelnd podmno¥ina e p,a> 1, % % = 1.
Potom pro funkce feLp(D—) & géLq(ﬂ.) plati
(2.2) ‘}\ff(X)g(X)dX} £ Jlf(x)g(x)\ dx
‘ o
= 1
q

£ ( j f(x)\PmP( flgmlqu)

V druhé z nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy, kdyZ pro
ndjakd 3isla A,B 2 O, A%4B%> 0, je

Ale(x)|P = Blgx)|? skoro viude v,

202+ HARDYHO NEROVNOST

Hardyho nerovnost je nejddleZitdjsim ndstrojem p¥i vyde-
t¥ovani vdhovych prostord. Zobecnénd Hardyho nerovnost je uve-
dens a dokdzédna v [12], nicméné v naSem pPipadé vystadime
g tvrzenim, které obsashuje pouze vdhy mocninného typu. O tyto
nerovnosti se opird vétdina odhadl a pFedev&im pek véty o vno-
Yeni, které uvedeme v odst. 4.2,
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Jestli¥e - adb £ +00, p>1l, ow< p-1
a jestliZe feLp((a,b), X=8,2 ), potom plati

b X
(2.3), j ff [f(t)[dtjp(x-a)w'p dx &
a Va
< P fb P v
=(T°7-_P:§;;ﬂ') . | £(x)]¥ (x-a) ax

Je-li -o<adb &+, ovw>p-l, potom pro kaZdou funkci
feLp((a,b), x-84,00) plati

b b |
(2.3), f [f |£(t)] at]P(x=-a)™"P ax &
a X

b
R A L CILEE

2.3, HILBERTOVY INTEGRALNf NEROVNOSTI A NEROVNOSTI Z NICH
ODVOZENE

2e3e1les Hilbertovy integrdlni nerovnosti

Predpoklddejme, %e p,q>1, '113 %q- =1, a e K(§,m)
je nezdporné jddro,homogenni stupné -1 (tj. K( §t rv/t)

=t lK(.% ny) pro t> 0) splaujici podminku

00 ...1_ ree -1
f K(g,l) § P ae = fo K(l,/v?)n? qdn? =k .

Potom plati
00 ~ oo _ ‘
Z
LL K(g.y)f(g)g(ry)dgdf?-
70w ag ¥  J et at
£ P P Q4 q’
k (o 121Pag )P () el am)

Jo ok, megm g s e anee e ag
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o0 0o , )
q ¢ qf q .
fo (fo K(g,"))g(n?)dfy) dg k A lg] am
(Dékaz viz [5].) |
2e3¢2¢ Odvozené nerovnosti
Necht 0 & w, & ooé € 400, wd1l, Potom plati
f“’z f“"z |
(2.4) (] ue) e tae) um) am £
iy Gy 5§ e s ay

= fﬁr‘[“%lmy>ﬁﬁwd7 :
“1

fwz fw?‘ wel 2 —w,. ¢
(245) (n? u(§)§ dg) m dn7 =

“1

£ (fx))° f C a2 ey

(&%)

1l
Dikez: PoloZme v Hilbertovych nerovnostech
| V=l
. /g 2", ,7 2 pTo §>n7 ,
K( % Qn? ) = \ -
| 0 pro § s M
8 dédle p = q = 2, %{ ;
/u(g) § pro f,ké-(wlswz) ¥
0 pro §¢(w1,w2) .

Pro wy= 0 je dikeaz zfejmj. Pro w4 # 0 miZeme ns intervalu

(O, wl) poloZit u=0.
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2.4, JINE NEROVNOSTI

Necht p,q>1, % + % =1, d> 0. Potom pro vSechna a,be R

plati nerovnost

< d P 1 q
(2.6) ab = P !&l + W(P”l) \bl | e

Necht p = 1. Potom pro vS8echna a,beR plati nerovnost

(2.7) la + b|P £ 2271 (1a|P 4+ [bIP) .

Ddle budeme uZivet Cauchyovu nerovnost ~
N 4 N o 1/2 N 2 1/2
(2.8) > eb = (S e ) (3 b))
, k=1 kK kel ¥ k=1 *

e obecnéjsi nerovnost

1
N N Iy
2, E : b, & E ' PyP § :b q
( 9? g Kk ¢ =1 o [ (k=lt xl )

|

8 psapl, % + %— = 1., Tuto nerovnost nezyvéme rovnéZ HBldero~-

vou, nebot je viestnd diskrétnim p¥ipadem (2.1).
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3. POPIS OBLASTI

P¥i vySetFovdni existence slabdho YeSeni okrajovych 1loh
pro parcidlni diferencidlni rovnice poZadujeme obvykle vhodné
podminky omezujici uvaZovenou oblast. Nejdestéji uZivand jJe
podminke lipschitzovekosti hraenice, s kterou vystadime v p¥i-

padé Dirichletova problému a Stokesovy Glohy a v pripade, Ze
véhu vztahujeme k celé hranici. Pro Neumenniv problém je ovsem
situace jind. Jednak ji%¥ pro véhu d5, = d® musime uvaovat
oblasti s "hledsi" hranici, jednek pro obecndjif véhy dy, Mc3Q,
jsou vlastnosti a popis hranice je$té sloZitéjsi. Proto budeme
této problematice vénovat pat¥icénou pozornoste.

3.1, PODMINKA LIPSCHITZOVSKOSTI
3elele Oblast s lipschitzovskou hranici

Rekneme, Ze O cgY je oblasst & lipschitzovskou hranieci,
jestliZe je omezend a jeji hranici lze lokédlné popsat lipschi-
tzovekou funkei, tj. jsou-~li eplnény ndsledujic{ podminky:

(1) Existuje konedny podet m soufadnicovych systéml

(73s338)s T4 = (FypeeeesTyn )

& stejny poSet lipschitzovskfch funkei ay= ai(yji) definovanych
ne (N-l)-dimenziondlnich krychlich

Z&i=== { y;; ‘yijl éJ pro Jj= lyagooo,Nﬂl}

(i= 1,2,ec0,m) tak, Ze pro kaZdy bod x € 2L lze nalézt
alespoﬁ jedno ie{1,2,...,m} s vlestnosti

x = (¥¥3)s Yyn= 04(¥4) -
(ii) Existuje kladné &islo B< 1 takové, ¥e pro mnoZinu
Uy = $rioyyp)s v ey a5(5)=-p yy<ay(y+p}

plati |
UnH = %(y{;ym); yf:é_ Dy ai(yj")-[s l yiN<&i(y£)} R
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U;Nn 20 = % ({57403 ¥ €040 Yin= ai(yj’.)}
(Viz obrdzek &.l.)

Fin ?’

Obr,. 501

P¥ipomenme, %e funkce a,: N;—R je lipschitzovskd,
jestliZe existuje konstanta C> O, pro kterou plati
|a;(y;) - es(z)) & ¢ lyf - 2z{1
kdykoliv yl,zi&Ai. :
Budeme Fikat, Ze L je t¥{idy t?,@’l, a psét _0.630’1,
jestliZe )L bude oblast s lipschitzovskou hranici.

3.1.2. Oblast t¥{dy R*'(x,)

Rekneme, Ze omezend oblast O crY je t¥iay 42, l(x s

& piBeme ,Q.edz l(x ), 3estlize jsou eplnény ndsledujici
podminky:

(i) Plati podminka (ii)odstavce 3.1l.3.

(ii) Plat{ podminke (i) odstavce 3.1l.1l, ve které uvaZujeme
funkce &; spojité (tj. nemusi byt lipschitzovské).

(ii1) Funkce a= a.j’(yjt), kterd (ve smyslu lokdlniho soufad-
nicového systému (y;,y; ;y)) popisuje hrenici O v n&jakém
okoli bodu Xgs Je lipschitzovskd.

Prvaf dvé podminky ¥{kaji, Ze oblast {1 je t¥idy ('?0
oblast se spojitou hranici. Podminkou(iii) vyZadujeme navic
lipschitzovskost hranice v okoli bodu X e
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A4 0,1
3ele3s Oblast t¥idy Q * (M)

Necht QLc RN je omezend oblest, m= Oyee.,N=1. PoloZme
Q = (091)N a8 Q(m) = { xe‘Q-; Xm.*_lz ese = XN‘—'-' O} °

Rekneme, ¥e uzaviend mnofina Mc 2L je varieta dimenze m

e ¥e O je t¥fdy QOrl(M) (piZeme (e QPrl(M)), jestliZe existu-

je konedné otev¥ené pokryti {Ui}izo mnoZiny QL s nédsledujici-
mi vliastnostmi:

1) uMcl)u
i=1

i? .
(ii) Existuje J > 0 takové, Ze dy(x) 2 d pro eré.

(iii) Exigtuji &isle Cs = ¢1>0 a systém vzdjemné jednoznal-

nych zobrazeni Ty8 Q —>0aU;, i= l,e0e,8, takovych, Ze je

splnéno
T, (Q(m)) = WAT,
e ;

cllx-y] & \Ti(x) - Ti(}’)l E czlx-yl s X, JEQ, i= lyeeesB o

Obr. 8.2

Q .

Qlm)

P¥iklady. Je-1i oblast (LCR" omezeny kufel s vrcholem x,,
potom el o u= {1075 .

Je-11i oblast <= (0,1)¥, M = {xed30; x= 0},
potom D.QQO’I(M). ’

Pozndmka. Bude-1i M = 0. a '.’Q.GQO’]‘(M), nemusi byt oblast L.
tridy 80’1, nebot nemusi byt splndna podminkae (ii) odstavce
3elel (viz obrézek Co3).
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Obr, 603 0,1
neR’(3N)

0 ¢ Lot

v/

3.2, OBLAST S HLADKOU HRANICE
3.20le Nékteré pojmy diferencidlni geometrie

V kapitole 10 pPi Pefen{ Neumannove problému budeme potie-
bovat vhodny popis oblasti s hladkou hranici (tj. oblasti,
jejiZ hranice je hladké varieta). Proto pFipomeneme nejprve
nékteré zdklasdni pojmy & tvrzeni diferencidlni geometrie. Po-
drobndji je moZné se s nimi sezndmit v [39].

Necht < RY je omezend oblast s hladkou hranief. Pro
x € 3. budeme znadit v1(x)y oo s Ty_(x) jednotkové tedné
vektory k 20 v bodd x, které maji sméry hlavnich k¥ivosti.
Déle Exl(x), ees QCN;l(x) bodou znadit odpovidajici hlavni
k¥ivosti v bodé x. PFitom vektorovd pole x—>v,(x), i=l,c009N=1,
ne 301 jsou hladkd, stejné tak jsou hladké funkce x —3,(x),

i=l,eee,N=1. Z vlastnosti smérd hlavnich kiivosti plyne, Ze
vektory vl(x), see o vﬁ;l(x) Jsou (pro kaZdy bod x€3.L. ) nav-
zdjem kolmé. ‘

Hranici 9y mfiZeme nyni lokd4ln& popisovat k¥ivodarymi
ortogondlnimi soufednicemi, jejichZ sméry budou sméry hlavaich
k¥ivosti. Tedy budeme popisovat hranici 9Ll lokdlnimi difeo-
morfismy tvaru ov: ﬁZ:RN°1~A>351-, kde U je jednoduSe souvigld
oblast & kde znadime x= ov(t) pro teU. Tyto difeomorfismy
budou splnovat rovnice |

(3.1) ;éggéfl = vi(OU(t)) pro teU, i= Lye..,N-1 .

Pomérné jednodude lze ukdzat, Ze miZeme uvaZovat takové difeo-
morfismy Uy & oblasti UkciRN;l, k= lyeeeyr, které 5plﬁuji
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vztahy

T _
1%5)1 w, (U,) = 20 wk(Uk)m wj(Uj) =0 pro k # J,

Uanj = f pro k F Je

Oznadme n(x) jednotkovy vektor vnit¥ni normdly k hranici
v boddé x € dL a pPipomenme rovnost

(3.2) ?"g:"“‘” = =9, (00 (1)) V(W () , = L,ueu,N-1,

1 tevu .
P¥itom hranice XL je hladkd a omezend, k¥ivosti jsou rovndi
omezené a v ndkterém bodd x €d{Lje alespon jedna z nich nenu-
lovd (jinak by oL byle nadrovina). Existuje proto &islo w)> 0
splnujici nerovnost |

(3.3) 0L w( 3
max (max laﬂi(x)l )
X&B-ﬂ- izlgoao,N"l

a ddle taskové, Ze skoro kaZdy bod xe QL (ve smyslu Lebesgueovy
mniry v RN) s dist(x, 9L)< w mé jednoznalné vyjédd¥feni tvaru

(3.4) x = o (t) + s n(ow(t)) .

Navic s = dist(x, L) (viz [29]).

Obr. 504 l ; v ; \/k-r'l
l ) i Lo
) 4
s ——
- o=
LY
~
D SV
e
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K tomu je oviem nutné pfedpoklddat, Ze pro tgﬁk a s&(-w,0)
Je x?‘:"f‘l, tj. oblast L1 leZi na jedné strand hranice 2L
Nejednoznadnost mife nastat pouze tehdy, kdyz

xewk( auk)m oy( U, ) pro ndjakéd k,€ .
362626 Vliagtnosti zobrazeni popisujicilio hranici

Vztahem (3.4) definujme zobragzeni Yo (t,8)—x

.
na mnoZind [%_) Uk] x {0,w> , které je vhodnym popisem
=]

"okoli" hranice oLy, Zddraznime ndkteré jeho vlastnosti, které
~ budeme uZivet v kapitole 10, ‘

Obrez mnoZiny U, x L0, «w) zobrazeni W oznadime V,,
k= 1,000,T, & polofime V_ = { xeQy; dist(x,2Q)>w} .
Ziejmé . r _
0 = %z% Vs V4NVy =0 proif j .
Pro jednoduchost budeme ddle uZivat zkrdceného zépisu'

u(x) = u(ov, () + 8 n(o0 (¥)) = u(t,s) ,

, ro_.
kde u je ndjakéd funkce definovand na mnoZiné V = J Ve
. : k=1

Stejné tak budeme psdt Sfi(t) misto 861( odk(t)) a vi(t), Tesp.
n(t) misto vi(wk(t)), Tesp. n(ouk(t)).

Proto¥e vzhledem k vztahdm (3.1) a (3.2) je

2Y (4,8) = vi(t) = 8 X, () v (6) , i= Lyeee,B-1
at,

OV (4,8) = n(t) ,
o8

odvodime pro Jakobidn zobrazeni W vztah (zde s € (0, w))

l [ Jac ﬂy] (t,s)\ = ] det ((l—s afl(t))jl(t),...,(vl-sxngf)vnf? JH(t)|F
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N=1
l [5'_;71 (l—s%i(t))l .]det (vl(t)’."’vﬁ-l(t)’ n(t))l =

N-1
= m (1—8361(17)).
i=1

Jako disledek nerovnosti (3.3) dostaneme

O(Gi £ 1-s aei('b) & D, pro kazdé i=l,e.0,0=1,

r
(3.5) < -t e 1‘{:{ Uk’ sel0,w),
r
¢ (|[Jac y] (t,8)| <D pro kedé t &€ ) U, s€L0,w),

v k=1
kde C,D,Gi,Di> 0 jsou vhodné konstanty.

Nakonec potPebujeme odvodit vztah pro skaldrni soulin
gradienti dvou funkci vyjéd¥eny v zavedenych k¥ivodarfch sou-
Yadnicich.

Lemme 3.1l. V bodech x mnoZiny V, kdy x=  (t,8), plati
Tu(x). Vw(x) =

| N1 1 du(t,s) Dw(t,s)
= Z: o —— +
(3.6) i=1 (l-so.(t)) ot 2t
, i i i
+ du(t,s) Ow(t,s)
ds bs
Dikez. Stadi zjistit, demu se rovnaji so
- = Bx ax
. B‘br N >
Z. —-——3 ’ r,q=l,..‘,N-l > :'(—-——-—-) a uZit véty o de-
i=1 ox; dx, i=1 axi

rivovéni sloZené funkce.
znadme vi, n® £-tou slofku vektord v,, n. Nyni derivové-
nim v (3.4) & uZitim (3.1) a (3.2) dostaneme pro kaZdé i=l,ec.., N
soustavu linedrnich rovnic
N-1

*y Bxi
2 a ti a 8 w
8 nezndmymi . . Pro jednoduchost budeme pFedpoklé-

bxi Bxi
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dat (bez Ujmy na obecnosti), Zeé baze vl(t),...,vN_l(t),n(t)

Je kladn& orientovanéd. Potom bude, Jjak Jjsme JjiZ spoletli,
N-1

determinant soustavy roven soudinu [ | (1-s 25 (t)). ProtoZe
i=]l

déle} determinant matice Jje roven determinantu matice tran-
sponované a soulin determinantd matic Jje roven determinantu
soudinu t&chto matic, obdrZfme Fedenim (3.7)

2%, t, N-1 N-1 -1
- = 1 (L=s oty (£)). [ | (1=s2j(t)). |[Jacy] (t,s) [
oxy e x; i=1 i=1 '

ik i#e
(? T
, 0
e .
0
cdet P vyt ,een, v 1 (8), 1w (), 0n 0 n(t) :
: 0O
0
’ 0
Aty | .. I
1 0
. V() yeee, ¥y 1 (8), ¢ GVouqseeeon(t) | ] =
O
1 ‘il
T4
v
. 0
= det
n v 1 vi ! vi ni *
@-é} e s e :’f.i ‘e+l 'R k e s e
Vic+l 1 ’
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| -1
. [(esag (£)) (1-s 2,(£)) ] .
i1
v, v, prok #€ ,
[ () ( ())Jl/i:lkJe
= (1-8 Wk t l=8 26, (¢ N N
N (1-2> ' ( 3)2) pro k=€ .
i=1 3=1
J#k
R S | 5, .
I=1 ox, dx, (1-89%(1:))5 ke
OdebnéN >t, N Ds 2
8 8
___E —_— = 0, E ' () =1,
i=1 bxi 'Dxi i=1 Bxi

3.3, ROVINNA OBLAST S PO ZASTECH HLADKOU HRANICE
3.3.1. Po &éstech hladkd k¥ivka

V pFfipadé N = 2 lze hranice oblasti, které budeme
uvaZovat, popisovat k#ivkemi.
Prostou uzav¥enou kZivkou po &dstech ti{dy (fz budeme

nazyvat spojité zobrazen{
2

v 3 Jég <t,j’tj+1> —s R™ ,
které je dvekrdt spojité diferencovatelné na ke¥dém  intervalu
('tj, J+1> (v krajnich bodech diferencovatelné Zprava resp.
zleva), pridem% w(t,) = Gv(tq+l) a ou(t) # ou(t’) pro vBechna

t,t é£<(to,tq+1), t # t'. Bez djmy na obecnosti mifeme pPred-
) dovg(£)  douy(t)
poklédat, Ze te¥ny vektor &w(t) = ( —zF— i —73%

ke k¥ivce o v bod® ou(t), t # tj, J=0,000.,9+1, md jednot-

kovou délku, tj. [Su(t)]| = 1. Déle n(t) bude znalit vektor
normély (-tié(t),<iﬁ(t)) v bodsd ow(t), tedy jeho smér je volen
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tak, abychom jej obdrZeli pootodenim tedného vektoru w(t)
o prevy tdhel v kladném smyslu. Podobné budeme v bodech o (t),

t = tj 8 J=0,e00,9+1 , uvaZovat tedné vektory 5¢+(t), (1)

a normdlové vektory n+(t), n~{t) zprava resp. zleva, Ddle
bude uZitedné poloZit

uT(t) = (b ) T(E ) = ST(E),
a7(t)) = n7(%,1), 0Y(E) = a6 ).

Stejné tak budeme podle pot¥eby intervaly (to—cf,to> .
('tQ+1,tQ+l+cf> nehrazovat intervalem ‘<tq+l”cr’tq+l> resp.
’<to’to+°r> e Pro k¥ivost oL(t) k¥ivky ov v bodé t # tj plati

2 (t) = o&(t)en(t) ,
tedy 2¢ Jje spojitd omezend funkce (symbol . znadi skaldrni
souéin). Obdobné v bodech t = tj budeme uvaZovet k¥ivosti
9€+(tj), 36‘(tj) zprave resp. zleva. Pokud nebude hrozit nedo-
%

vrozuméni, nebudeme v deldim pro bod t = %, zdiraznovat, Ze
uvafujeme velidiny zprava nebo zleva a znsky +,- budeme vyne-
chédvet. Vztah (3.2) v p¥ipadé k¥ivky je znédm jako Frenetova
formule

a(t) = = 2(t) o(t) .

( ¥ bodd t = t, podle dohody vynechévéme znaky + a - o)

3e3e2. Oblast s konvexnimi rohy

P¥istupme nyni k popisu oblasti, pro kterou budeme
v kapitole 10 vySetfovaet Neumenntv problém.

Neeh® CLC.R® je omezend oblast, jeji¥ hrenici miZeme
psdt ve tvaru

2= (o,

i=0
kde [OUiJ zned{ geometricky obraz oui(<:ti,o’ti,q+l> )
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kfivky 4, i=0,...,r . PFitom tyto kiivky

Q3
. 2

b i=0"o.’r $

budou prosté uzaviené a po &dstech tFidy e? s vlastnost{
[oy] rx{aﬁ] = @ pro i#j. MiZeme ddle predpoklédat, Ze

ow; Jsou orientovené tek, aby ngy(t) byl vektor vnitfni normé-
ly oblasti (). v bod& hranice OUi(t).
Déle budeme predpoklddat, Ze v bodech oy (ty j)
$
. - ) 4
(1=0ye00,Py J=0,.0.,q4,,) vektor ni(ti,j) dostaneme otodenim
vektoru ng(ty j) o thel e&<0,7) v kladném smyslu (viz
3
, - +

obr. &.5). Tato podminka zaruduje, Ze ni(ti,j) # “ni(ti,j)

a %e tedy oblast (L je lipschitzovskd (v odstavei 10.4.5 je
zminka o obecné&j3ich oblastech, pro které tuto nerovnost
nevyZadujeme). Rovn&€Z vyluduje takové oblasti, které by v okold
bodu aﬁ(ti,j) tvorily "zobecndny kuZel" s thlem pFi vrcholu

vétéim~neé I,

///// Obr. &.5

Obr. &.6
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3¢3¢3. Dal8i popis oblasti

Oznacme \
M, = § xeQ; atet(x, [ov;) ) & w }

mno¥inu tdch bodd 2z LL, jejich# vzddlenost od &4sti hranice
{oui] je nejvyse w. Vezmeme w > 0 dostatedné malé tak, aby
platilo MyN Mj = 0 pro 1 # J a aby

i=0,...,r {%'(t)l
te<ti,o’ti,q+l> i

Oznadme ddle

O’i’j = {xeRz

; X= OUi(t) +8 ni(t), te<ti,j’ti,j+l> $

8 6(0,w>} :

a poloZme

o} = O

[ 2

i"‘l

Podobné jako v odstavei 3.2,1 md kaZdy prvek x& @'i j jedno-
#

znaéné vyjdd¥eni pomoci k¥ivolarych soufadnic tedlt. .,t. >,
i3% i, j+1

!qi

s €0,w) , tedy plati-li pro ndjakdi t,ue <ti,j’ti,j+l>
8 8,V € <0,U~J>

X = wi(t) + 8 ni(t) = OUi(u) + v ni(u) ’

potom nutné t = u a s = v. PPitom vzddlenost bodu x od ddsti
hranice OV, (%, .,t >1 Jje rovae jeho vzddlenosti od bodu
i 137 i,3+1

OUi(t), tedy &islu s.

Obecné oviem nemiZeme tvrdit, Ze kaZdy prvek x €My ma
jednoznadné vyjdda¥eni ve tvaru o/, (t) + & n;(t). PotiZe nasté-
p ' T +

vaji v okoli bodd OUi(ti’j), jestlizZe ni(ti’j) # ni(ti,j)‘
Zabyvejme se proto timto p¥ipadem podropnéji a uvaZujme ki¥ivky

+ - e w - i
/Gi,j’ /Qi,j dané predpisem
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/s;,j(t) AR R;,jm ny(t) , t € <ti,j,ti,j+cf;,j> ,

,ﬁ,;’j(u) = oui(u) + R’i’j(u) ni(u) . ue(ti,j" ‘5;,3’ ti,j> .

+ =n
Zde funkce Ri,j & Ri,j jsou voleny tak, aby geometrické obra-
zy téchto k¥ivek byly totoZné,tj.

[81,51= [P1,3]= 1Bs,5) =
= {x e&i’jn Oi,j-l‘ dist(x, oui [(ti,j_l,ti’j)_] ) =

= dist(x, O(Ji C<ti,j’ti,j+1>] ) .

(P¥itom je ovsem podstatné, Ze vektory nz(’si’j), n;:(ti,j)
sviraeji Ghel mendi neZ 7, v dlsledku 8ehoZ jsou R;: 39 R'j'_ j
: L

funkce a nikoliv mnohoznelnéd zobrazeni.)

Obr. 5&7

V bodech t,u, pro které /s’;’j(t) = /6-:’:,3(“) mdme

R; j(1;) = R'j'_ a.(u) = R. Budeme-1i nyni chdpat u a R jako funkce
$ o b4

proménné t dené rovnosti

oui(t) + R ni(t) = OUi(u) + R ai(u) .
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pek z vdty o implicitnich funkeich je pro vhodné : j> 0
’ 5

funkce + 5
t — R(t) = Ri,j(t) s t & @i,;j’ti,j"' i,j>

spojité diferencovatelnd (v bodé Ty 3 diferencovatelna zpravaj.
$ o
Podobné je spojité diferencovatelnd funkce

B R Sy gy By

Déle z¥ejmd existuji konstanty A,c> 0 takové, Ze plati

(3.8) A SRty Ee,

nebot tedné vektory k¥ivek w ($) & o4(t) + R($) ny(t)
v bodé ov,(t ) sviraji néjaky dhel P €(0, 7T/,)e V odstavci
1V, 2

10.4.5 budeme pouze predpoklddat, aby A = 0, c¢> O.
Oznedme konednd (viz obrdzek &.8)

Obr. 6.8

+ “ - - +
vy, 5e {xeﬁi’j, x= oy (t)+sn, (), te(ti,j,ti,j+ 83,57 »

8 €<G,R;,J(t)>} P

vy, {xeq’j_l; x= o (w)+vny (u), ue€ Lty s- cf;’j, ti'3> .

v e (0, R‘;’j(u»} .
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{ui,ja {xegi,j; X= oui(‘b)-t-sni(t), t€<t +<55_ j’ti 3+1” 5;"3_*_1)}.

Bez Gjmy ne obecnosti miZeme pro w dostatecné melé predpokld-
dat, Ze je splnéna rovnost

o+ + - . V
o . = At e L) =S = PR
Ry, 3(bs, 5% 94,50 = By, 308y, 5= 4,50 =0 » 1=0seu0yr,
jﬂo,oco,qi e

V p¥ipadd, Ze nj(t; ;) = n.z(ti’j), poloZime cy;’j = 97,5=0

3 e Mo 2 Y
e Ui,j = vi,j = P. Potom z¥ejmé plati

¢
i 4

, T
Pro zjednoduseni zdpisu jest8 ‘oznadme ﬂaﬂ\iLJO My

. 4 = - .
Ty,5= ba,5% 91,5 0 Fa,57 ¥a,5m 91,

3e3e4e Derivace podle k¥ivodarych souPadnic
Jeko zvléstni p¥ipad obdrZime z lemmatu 3.1 rovnost

du_ dv . du Ov _ 1 du v i 2u v
dx; dx, Ox, dx, (l-s%(t))° dt 9t  23s Os

(3.9)

a8 navic Pefenim rovnic (3.7) v bodé x=o(t)+sn(t) dostaneme
vzteh mezi parcidlnimi derivacemi podle sloZek pravoihlého sou-
Fadnicového systému a podle zavedenych kiivolarych soufadnics

’:: (x) = b(O 1) -——-—(1: ) + (0,1) __b__% + d(O l)z(t,s) .
2
(3.10) 7;;I(X) = b(mQE)ZBt(t’S) + 0(1’0) 'as(t’g) 4 d(l,O)

® Z(t,S),

BZ(t,s) +C(0’G)€§§(t,8) +d(0,o)2(t,3) ¢

2(x) = ®(0,0)3y
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kde
nz(t) -nl(t)
P(1,0 * Ten * PO T Toweqny T (0,0 T 0

c(1,0) = = ®2(8) 5 (g 1y = V(8 » g0y =0

d(1,0) = 9 » d0,1) =9 » do,0) =1

(zde indexy u pismen o & n znadi na rozdil od pPedchoziho
sloZky vektoru) .

3.4, VLASTNOSTI VZDALENOSTI dy

3¢4ele Ekvivalentni vihy

P¥i aplikaci vdhovych prostorl na Yefeni okrajovych prob-
1émh je vyhodné pracovat s dostatedné diferencovatelnymi vaha-
mi, Vzddlenost dy; ne vidy tuto podminku splhuje, jestliZe uva-
Zujeme rovanice vys8ich P4dh. Nicméné miZeme postupovat tak, Ze
vezmeme funkci ¢ s ni ekvivelentnf, tj. funkci splnujici ne-
rovanosti | :

¢y dy(x) £ Vix) & oy qu(x) ,

8 ©9,0,> 0, kterd md pro sk. vSechna x e {l omezené vBechny
derivace aZ do poZadovaného ¥4du. Existence dokonce hladké
funkce thje dokdzdne nept. v {27].

‘ V préci se zabyvéme pouze problémy, které obsahuji ope-
rétory 2.%4du. V tomto p¥ipadé staci, kdyz dy; bude sk. viude
jednou diferencovatelnd. Jak uvidime v ndsledujicim odstavei,
tato vliastnost je splndna, je-1li mnoZina Mc oLl uzav¥end.
ProtoZe Jak pro obecnou funkci V", tek pro funkci dy lze v dal-
#im postupovat naprosto enalogicky, budeme ddle pracovat pouze
s touto vzddlenosti dy. V odhadech, které budeme provddét, se
pak nevyskytnou dalsi konstanty. Nékteré z nich budou proto
nejlepsi mozZné.
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3ede2s Diferencovatelnost vzddlenosti dM

- Ddle budeme predpokladat, Ze M Je uzaviend mnoZine. Pro-
toze je rovnéZ omezend e funkce dy Jje spojitéd, pro x a y z (%
existuji g & z mnoZiny M tak, Ze

dy(x) = lx-¢| & dau(y) = ly=-m| . Obr. &.9
Z trojihelnikové nerovnosti nyni méme X ¥y
| |x= €| 2 ly-gl- | x-y] \/\i_,/
a ‘ ,

lx-m| & |y-mi+ [z=y] . S —
Protoze 1

lx"ﬁ?‘ z dm(x) & ly"‘§l; dm(Y) )

obdrZime konedné
dy(x) = du(y) 2 <lx-y| & du(x) - 4y(y) & lx-y| ,

tedy dm je lipschitzovskd funkce s konstantou lipschitzovskosti
1. Je proto diferencovatelnd sk. viude a |Vdu(x)| € 1 pro
gk. v8echna xe O . (Lipschitzovskost implikuje absolutni spoji-
tost po vdech p¥imkdch, z definice Beppo-Leviho prostord pak
plyne dye Wl"oo(.ﬂ).)

UkdZeme jedt&, Ze dokonce plati

(3.11) | Vay(x)] =1 pro sk. viechna xeQ.,

Predeviim pro sk. viechna x& Q) existuje pravé Jedinéd g€ M
tak, Ze dy(x) = lx—% | « Kdyby toti¥ existovaly €10 €M

g8 touto vlastnosti, potom derivace funkce dy ve sméru gl-x
i §,=x by byla rovae jedné. TotiZ pro 20

A(x+t( € 4=x)) = ‘ %1;(x+t(§1-x))] = ll—t[l gl;xi =

= [ 1-t] dy(=) ,
a proto ‘ '



- 43 - Sz 4537V

é t - - 4
Lin M(x+(§lx)) M(x) S,
t——ao* t[gl-xf

obdobné pro smér gz-—x. ProtoZe sméry §1~x a §o=x jsou

rizné, nutné vg dM(x)l> 1, coZ je spor & predchozim. Tvrzeni
(3.11) pek plyne z toho, Ze derivace funkce dy v bodé x a ve
sméru x—§ je rovne jedné,
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4e ZLx1LaDpDNf VILASTNOSTI VAHOVYCH

PROSTORSE

4.1, HUSTOTA HLADKYCH FUNKcE

V tomto odstavel uvedeme nékteré vysledky o hustoté
mnoZiny hladkyeh funkei v Sobolevovych véhovych prostorech,
které budeme ddle ufivet. Tyto vysledky jesou i s dikazy & pro
obecné typy veh uvedeny v [12].

Véte 4.1, Necht (L je omezend oblast s lipschitzovskou hrani-
¢i & nechf M =00, d%(x) = d(x). Potom mnoZina ¢ Q) je

hustd v prostoru Wl’p(fl,d,& ) pro £> -1, tedy plati
(4.1)  whP(Q,d,e) = (),

kde uzdvér mnoZiny F(Q) na pravé strené uvaZujeme vzhledem
k normé (l.2).

Pozndmka. V pfipadd € 2 O pleti (4.1) i pro oblast se spojitou
hraniei ( viz [22]).

Véta 4.2, Necht () je omezend oblast s lipschitzovskou hrani-
ci & necht M =2Q), dm(x) = d(x). Potom pro &£ & -1 plati

Wl’p(ﬂv&sﬁ) = Wé’p(gydsé) s
tj. mnoZina C:zﬁl) je hustd v prostoru Wl’p(Sl,d,E,).

4.2, VEPY 0 vNORENE

Véechne tvrzeni uvedend v tomto odstavei je moZné
i s ddkezy nalézt v [12] nebo [22]. Omezili jsme se pritom
na vybér takovych tvrzeni, kterd jsou pro nds nezbytnd
a kterd budeme v prdci ddle ufivat. (V [12]e [22] jsou oviem
del8i & mnohdy velmi p&kné zobecnéni, kters pPesahuji rdmec
této préce.)
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4,2,1. VEty o vnoPeni v pPipadé M = oL

Véta 4.3, Necht (0 je omezend oblest s lipschitzovskou hranici,
M=23Q, dm(x) = d(x), p>1l. Je=1li &> p-1l, potom plati

whP(,d,e ) s L(Q,4,2-p) ,
£3. .
4| P < 1P 53é v s P
‘u{p, e-p = © ”uﬂp’& pro kazdé ue W ((l,d,&) ,
kde konstanta c= c(1, Té’gﬁf\' )> 0.

Véta 4.4. Necht (L je omezend oblast s lipschitzovskou hrani-
ci, M =00, dy(x) = d(x), p>1l. Je-1li & # p-1, potom plati

Wé’p(ﬂ,d,é ) Q_—-aLp(Q,d’ &-P) #
£3. |

p » P ' oy l p
lu\p,s-p £c [luY p,e Pro keZfdé uewy (L ,d,6 ) ,

kde konstanta c¢= c(Q1, 'IE%}'*-TT )> 0.

Véta 4.5. Necht <L je omezend oblast s lipschitzovskou hrani-
ci, M =00, dyx) = d(x), p)yl. Je-1i & & p-1, potom plati

8 libovolnym «w> Q.

Véta 4.6. Necht (L je omezend oblast s lipschitzovskou hrani-
ei, M =00, dy(x) = d(x), p>1. Necht ddle &> p-1 resp.
& # p=1. Je=1i €41>E » potom vnoreni

T'e8De. :
je kompsektni. (Tj. kaZdd omezend mnoZina v Wl’p(ﬂ,d,s_ ) resp.
v Wi"p(ﬂ,d,a) je relativné kompaktni v prostoru

Lp(ﬂ sds &1"‘13)0)
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4,2.2, Vétm o vno¥eni v pripadé M = {x07; . xoeaﬂ

Véta 4.7. Nech¥ .&le@o’l(xe) (definici @0'1(x0) viz odstevec
3.1), X, €350, M n{xo} s PO 1l. JestliZe &> p-N, potom

WP (O 9d-Ms £) s Lp(-ﬂ- vdﬁvﬁ “'P) ®

462+3. Véta o vnoYeni v p¥ipadé dim M =m

Rozumnd omezeni, kterd jsou pot¥ebnd kldst ns oblast <L
a Gdst jeji hranice M, byla popsédna v odstavel 3.1l.3.

Vite 4.8. Nech¥ oblast LRV je t¥idy QP*1(M) a nech¥
McdQL je varieta dimenze m, p = 1. -

(1) Jestli¥e O % m £ N-1, & # p+m-N , potom plati
merP(o, dm,a) > L (2,dy, € -p)
a existuje konstanta c= cl(_Q,M)-e- p [g-p-m+Nl'102(Q,M,e PO
takovd, Ze je splnéna nerovnost

(4.2)  |ufy D E p ¢ llull M,p,c

pro viechna uew}%’p(ﬂ,dm, Ede

(ii) Jestli%e O £# m{ N-1, £€ R, potom existuje konstan-
ta c= c(r,M,g,p) > 0 takovd, Ze nerovnost (4.2) plati pro
ke¥dé ueW, 1.P(a sdys & )e

({iii) Jestli¥e O # m £ N-1, &5 p+m-N, potom plat{
,,,,,, o whPa,g,e ) s Iy (s € =)

a existuje takovd konstante c¢= ¢q(N.,M)+ ple~p-m+N
.cz(ﬂ,M,e +0)> 0, Ze nerovnost (4.2) plati pro vZechns

' uéWl’p(Q,dM, & )0

rl;

Zabyvejme se podrobn&ji konstentou ¢ z odhadu (4.2),
e uvaZujme proto, Ze c= c(CUL,M, & ,p) je funkce v proménné & .
7 datkazu tvrzeni (i) a (iii) (viz [25], [ 1)), kterd jsou za-
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loZena ne vhodném popisu hranice, a uZitim Hardyho nerovnosti
plyne, %e funkei ¢(Q ,M,.,p) lze vybrat tak, aby byla omezend
e spojitd na libovolném omezeném intervalu.

V kapitole 7 nds bude Jesté zajimat zdvislost konstanty
c(L,M,e,p) z 84eti (ii) na &, jJestlife bude p = 2 a Nem = 2,
V tomto pPipedé je totiZ p+m=-N = O a nemiZeme proto uzit
tvrzeni (i) nebo (ii) pro hodnoty & 2z néjakého okoli nuly.
UkdZeme ddle, Ze pro vSechna £ € R bude c(Q,M, &,2) £ const <
£ +00, '

Uzitim vzdjemné jJjednoznedéného a lipschitzovského zobra-
zeni T krychle (O,l)ﬁ a okoli néjaké &dsti mnoZiny M (viz
odstavee 3.1l.3) je tento problém preveden ne odhad vyrazu

2 L Ee2
kde E(y) = u(T"l(y)) pro yé(o,l)N. Bez 4jmy na obecnosti
miZeme pFedpoklddat, Ze

ﬁ(yl,‘..’yn-l' 0) = O [
Q(N-2) = ‘{ }’e(ogl)Ni Ij-1= Y5~ 0; )
nebot ue W%’z(n,dm,é) (viz obr. &. 10).

et Obr. &. 10

[—

I S
qu—z%!?4 =
! //{////’;
y, ,
g g2
Ddle se miZeme omezit pouze na odhady v okoli mnoZiny Q(N=-2),

stadi proto misto oblasti (0,1)N uvaZovat mnozinu

K= (0,107 N §yer; 2 1+ R < 1Y,

abychom odstranili nep¥ijemnosti souvisejici se zavedenim
poldrnich soufadnic r,yp v roviné ¥1= eee = Fyo= O -
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Koneéné plati

u(yl90¢0,yN‘acr1§0 ))2 = {j(; (yl!"‘!yH_ZQr'§ ) d’§ 1 =
\ff ' (yls"ﬁsyn l’rs§ )‘ dg
a ddle
- 2 1 Zg 2
N2 xN . Du
\_( dy == f \5”\“ f I (y eoegy I ){
N 2 8 $ sIw_o 9D
K ( ) (o, 1)“‘2 0 Yo [Bpartreime )
pe=1 d§ dr dyq eee dyﬂ;z bf rvu(y) Z(N_Z)(y) dy
nebot ) , ,
(2L )T (2L (2T, L (28,0
2¥y1 2y >z T Y

Tento odhad nehrazuje Ulohu Hardyho nerovnosti uZitou v dika-
zech tvrzeni (i) a (iii) véty 4.8.

40264, Hardyho nerovnost v okoli hranice a pro konvexni oblast

V&ty o vno¥eni poskytuji odhady norem Lebesgueovich vého-
vych prostori normami Sobolevovych vdhovych prostori. Konstanty
v téchto odhadech zdvisi na geometrii oblasti (L & obecné je
nelze presnéji uréit tak, aby byly nejlepsi moZné. V tomto
odstevei ukdZeme nejlepSi moZny odhad v p¥ipadé konvexni
oblasti & funkci s nulovymi stopami na jeji hranici. RovnéZ
nds budou zajimat odhady v "pdsku® okolo hranice, které uZivi-
me p¥i vysSetiovdni nelinedrniho Dirichletova problemu.

Existuje dostatedné veliké &islo h, a posloupnost {13. i
oblasti{ s lipschitzovskou hranici takovd, Ze jsou splnény
inkluze

n>nG
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, | -1
(4.3)  {xeQ; aist(z20)y &1 0 <

< {xeQ; atet(x,3Q) > 1 ] .

(Existence je zYejmd. Dokonce miZeme vybrat za Q. mnohostény.)

Véta 4.9. Necht p>1, e<p-l1 . Potom existuje konstanta
c=c(2,p) > O takovd, ¥e nerovnost

(4.4) f )u(x)(p At P(x) dx € ¢ ( ——Be ) j[Vu(x)! a%(x)ax
& : € -p+l

plati pro vsSechna ueW%'p(ﬂ,d,& )y kde U= Q) nebo O'E-Q\.Qn.
Navic, je-li <L konvexni, potom je ¢ = 1 .

Dlikaz. Aplikujeme-li stejné jeko v dikazech vét o vnoPeni
rozklad jednotky a Hardyho nerovnost (2.3), obdrZime (4.4)

v p¥ipadd O =0 (viz nap¥. [12],[22])). Bude-1i & 39.\9.
postupujeme enalogicky s tim, Ze nercvnoc*t (2.3) je splnéna
pro kazdy interval (a,b) & toutéZ konstantou [p[l[a-p-t—l\]p .
(Tento vysledek je rovndZ obsaZfen v odstavel 4.2.3, kdy uveu-
jeme prostory funkei na mnoZin& QN O n & vdha i stopy funkedi
jesou vztaZené k mnoZing M =3L).)

V dal8im dokdZeme ve dvou krocich nerovnost (4.4) pro
O=Q, kde bude L1 konvexni{. Dikaz pro U= _Q\.Q je obdobny
a nebudeme jej proto rozepisovat.

Prvni krok. Dokezujme nerovnost (4.4) pro O = G
a uecg"(int G), kde G je uzav¥eny konvexni mnohostdn. Nech¥
B1seees8, JsOU stény tohoto mnohosténu. RozloZme nyni polyhed-
ron G na uzaviené mnohostény Gl"“’Gn. tek, Ze xe G je .
prvkem Gy, prévé kdyZ dist(x,2G) = dist(x,s;). Tedy je

GsUG int G
i=1

sténu 84 (viz obr. G.11).

Nerovnost (4.4) stali proto ukdzat pouze pro O= Gl.
Existuje ortogondlnf matice Ae€R xK’ vektor y e RV & soutad-
nicovy systém y takovy, fe y = Ax + Yo s 89 ndlezi do nedro-

iN int Gj =0 proi#j, a G4 obsahuje



=50 = Sz 4537V

viny y, = O e G; leZ{ v poloprostoru y; 2 0.

Obr. éo 11l

Oznadme y = (yl,y')eRxRN‘l y P8y = {yéRN -1, (0,y )681} .

R(y") = max{yy3 ¥ = (¥, )€Cy, y'&Ps§ o Ukitim Hardyho

nerovnosti (2.3) odvodime

| R(y")

J = f lu(x)|P a§"P(x) ax = _ lulyy,5 )| P y§iPay,ay” &
1

f fﬁ(y D) ‘
— . dv.dv <
g ( 16-p+ll ) byl(yl y )) 3’1 I y'E

P N , 25 &
(m) (%jf‘ z; (¥5¥ ) ) Ff dy; dy
‘ 1

| TaN

Protofe A je ortonormdlni, dostdvdme pro ue c:’(ﬁ_)
2 2

pan{B N N we( KN A




a konedné

1Y
j £ ( ——L— )p f 'vu(x)[ dé(x) dx .
|e =p+1| Gl

Druhy krok. Vzhledem k hustot® mnoZiny funkci C (Q_)
v prostoru W ’P(D_ d, £ ) stadi nerovnost (4.4) dokézat pro
libovolné ueC (D.). ProtoZe tekovdto funkce u md kompaktni
nosid v (L, existuje pro kezdé dostatedné veliké p¥irozend
8islo n konvexn{ mnohostén G(n) g vlestnostmi

supp u C G(n)c £, dist(x,0Q) % pro vSechna x éBG(n).

Vzhledem k prvaimu kroku plati

P Ee
f(n)[u(x)l dagf’n)(x) ax &

G

£ ¢(—2__ f |Zu(x)|® o (n)(®) ax ,
je~p+1| a(n) 26

kde miZeme poloZit d (n)(x) =0 pro xze (LN aln)
oG

a integrovat pak pres celé (L. misto pPes mnoZinu G(n). Protoze

x) skoro viude v (L,

2.0l

%
ddle dag(n) = daﬂ

a dag(n)(x) —> 4

obdr¥ime pro O'=SL nerovnost (4.4) aplikaci Lebesgueovy véty
o konvergenci,

4256 Ekvivalentnost norem

Necht M =20, dy(x) = d(x) . Pro ueW-rP(Q,d,e)
poloZme v ~ 1

Boll = ¢ [ Imeol? oo a7
‘ 0 ;

ou

,...,-—-——- P

Ke} xq BXH

kde V znadi gradient, tj.
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Véta 4.10, Nech¥ .Q.eifo’l s P>1 & & # p-1 . Potom \\\-\“ DoE

je norme prostoru Wi"p(ﬂ_,d,a) ekvivalentni s | ‘“p ¢ 0
§
tj. existuji konstanty Cys¢y > 0 tekové, Ze plati .
, L e
oy flufl, . € Wl ;0 & oo flully,,

pro kaZdé ué?%’p(.(l 9dsE) o

Dikaz lze nalézt nap¥. v [12]., V p¥ipadd & ¢ p-1 plyne ihned
z véty 4.9.

4¢3. IZOMORFISMUS VAHnovfcH ProsTORS
4e3ele Izomorfismus J

Lemme 4.11. Nech¥ P 2 1 . Potom zobrazeni J definované

vztahem J(u) = é.; u je izometricky izomorfismus prostord
Lp(—g—admra ) a Lp(ﬂydmt E4wp)

Dikaz. Pro kaZdé ut’:Lp(Q,dM,é ) plati
oL
XdMu‘M’p, € = oUp = | u‘MsPQE
a pro kazZzdé v¢ Lp(ﬂ’dm'5 - owp)

lazv| - lv| .
M M,p,€ Myp, & =ovp

Daleko dileZit&jsi pro nds bude izomorfismus Sobolevovych
vdhovych prostord v pfipadé M =°0L g dm(x) = d(x) , ktery
vyuZijeme predevdim p¥i vySet¥ovdni nelinedrniho Dirichletova
problému.

Lemma 4.12, Necht p>1l, & # p-1 . Potom zabrazeni J defino-
fu  je izomorfismus prostord

'P(Q,d, € ~owp) kdykoliv ou# E=PL |
| P

vené vztahem J(u)

WorP(Q,4,£) & W

O
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Dikaz. Z¥ejm& zobrazeni J je prosté, linedrni a ddle spojité,
nebot ufitim vity 4.8 (tvrzeni(i)) obdriime

p
leal® . oy £ 2Pt S 1/1-32- af ax + ZP'lim)prlulpdE"pdx+
| | i=1 bxi oy
+ f{ulp af ax ¢ eonstll’u'#p
Pst

9N
(podle odstavce 3.4.2 plat:i] éd 1 S 1, i=l,eeesN , ske viude

X,
v L), Analogicky pro vSechna v%.W%’p(_Q,d, £ =wp) plati

Ja¥v|P & 2Pl Z: " aEmP ax 4
Psl

+ 201§ lou)pflvlp at=*P-P gx +/ |v|P a€~ P gx £
Q. SR ‘

<
& const {\vnp £ mcop 9

kiyZ e£-ovp # p-1 o Tim je dikaz hotov.

ProtoZe mdme k dispozdci vty o vnoPeni i pro obecndjsi
véhy 47, dokéZeme jedtd

Lemma 4.13. (i) Nech¥ p>1, 0% m € N-1 . JestliZe
£ # prm=N & ov# -“g::-g:ﬂﬁ s, potom zobrazeni J definované
vztahem ’J(u) = d;; u Jje izomorfismus prostord ng’p(ﬂ,dm,&)

8 W%&"p(ﬁ dye &= wp), resp. izomorfismus prostord
wl*P(n 4 €) & W 'P(n ydyys €= D).

(1i) Nech¥ p>1, 0 £ m<N-1 . Potom zobrazeni J,
J(u) = d;)'u s je izomoBfismus prostori W:QL’P(Q,dM, £) =
1
We’p(_(l,dm,e -oup) o
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(iii) Nechf p>1, O € m & N-1 . Potom zobrazeni J,
J(u) =‘d§;u s Jje izomorfismus prostord Wl'p(.ﬂ,dm,e) &

Wl’p(n,dm, £ =owp) , jestliZe &> p(l+ov)+m=N pro o¢= O nebo
g >p+tn=N pro o~ <0 .

Dikaz. V p¥ipadé (i) obdrZime uZitim tvrzeni (i) véty 4.8
pro & # p+m-N

U P < oP=1] |l,.P » pf,p E=p
[l ay ullm’p'a —awp 2 ["u]}m’p'a + Nlod n‘\ul dy dx]
£ const Uullhp,l’p’a

8 pro & =owp # ptm=N

ﬂdﬁ ,p,& g oP-1 [ ﬂvﬂm Py E=%D + N |ou|P flv

U PP ]
.dM ax

< cor P
const Hvl\ M,p, & —cup

p¥icemz tyto odhady plati jak pro funkce uéWl’p(Q dys € Ys
vewl'P(n dM,e-wp), tak pro funkce ueW]‘ (Q dys € s
veWé’P(D—,dM,a-wp)-

m&i’zm e

V pPipad& (ii) lze postupovat stejné avuzit tvrzeni (ii)
véty 4.8 o vnoPeni.

Nakonec dokdZeme Cdst (iii). Podobn& jako v dikazu bodu
(1) pot¥ebujeme, aby platilo

Wl’p(ﬂsdm’a ) —s Lp(.Q.,dM, £ =p)
Wl’p(ﬂﬁdma £ ~0Up) e LP(.Q.,dM, € = Wp=p) o

Z tvrzeni{ (iii) vEty 4.8 tedy plynou omezeni
p+m=N < & a E=oUp > ptm=N .
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4e3e26 Némy’ckéhc operdtory

Definice. Rekneme, ¥e funkce h:{L x R® —> R spliuje
Carathéodoryho podminky, jestliZe restrikce

h( ® ,glgooo, S) s OV —> R ‘ .
je méFitelnd pro viechns %: ( %l"”’ %s) e R® a jestlize
restrikce ‘

je spojitd v %‘ pro skoro vSechns xefl,

Lemma 4,14, Nech¥ funkece h:QL x R®* —> R splhuje Carathéodo-
ryho podminky & necht prislusnf Némyckého operdtor
H: (ul”..,us) B h(x,ul,.¢.,tis)
s

je zobrazenim prostoru | | L

(1,4, £.) do prostoru
a1 Dy 2Oy <4 Y

LQ(Q,dM,&), 1 £ pi,q<°° « Potom operdtor

8
H: Q Lpi(Q,dM, €4) —Ly(O,dy,€ )

je spojitye
- &
Dikaz, ProtoZe J Lq(.O.) ~—-7Lq(§l s dys € )s d(u) = dy gy,
| ‘ - &4/p4 .
Jy o Lpi(_ﬂ.) —-?Lpi(g’dﬁ’ Ei), Jy(u) = dy Ju o, izlieeey By
jsou izomorfismy, zobrazeni

(,'\Vl""’ ‘Fs) — J-lh(x’lel""’Js”'Vs)

s ,,
je N8myckého operdtor prostoru n L. (L) do Lq(ﬂ)

p
i
a je proto spojité (viz napt. [3@] Yo TudiZ vySet¥ovany operd-
tor '

He (J;Lyjlgtoo,l}s'\ys) — h(X,Jl'\ylgooo,Js'\}/s)

je rovnd% spojity, JjestliZe jej chdpeme jako zobrazenivvého—
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vého prostoru r_} Lp (L, dy, &i) do vdhového prostoru
i=1 i

Ly(C,dy, £ ).

Pozndmka. Vliastnosti Némyckého operdtoru pro jedté obecndjsi
typ veh je moZné nalézt v [16].

4.4, VETY O STOPACH

Véty o stopdch ne hranici nejsou pro véhy di& s obecnéjsi
varietou M podrobnéji rozpracovdny. Viimnéme si proto jen nékte-
rych specidlnich p¥ipadd, s kterymi se setkdme v daldich ka-
pitoldch. -

4edels ?i"ip&d M= aQ

Pro véh;y- mocninného typu, které zde uvaZujeme, platdi
pro lel 2 1 rovnost Wl"‘?"ﬂ sds £ ) = ‘ﬁ’l 2(.ﬁ- dy, £ )e PPitom
pro & & -1 majif funkce z prostoru WI’Z(Q d, &) nulovou
stopu ne hrenici Q. (viz nap¥. [12],[22]). Neopek pro € 2 1
funkce z tohoto prostoru nemusi stopu zanechdvat (viz opé&t

[12],[22]).

Véta 4.15. Necht OL je oblast s 11psch1tzovskou hranici
a E&(-1, 1). Potom plati

Je=1li p>1 a E€&(-l,p-1l) , potom je
whP(o,d, e ) s (L) .
Dikaz je uveden v [22](Chap.6, §2.) pro 0 & £< p~-1 . ProtoZe

viak mno¥ina funkei C™(L1) Jje hustad v Wl’p(ﬁl,d,a ) pro &> =1,
lze tento ddkaz aplikovat pro viechna &€ (=1l,p-1) .
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40402. Pf‘ipad M= {Xo} $ Xcéag—

Véta 4.16., Necht <2 je oblest s lipschitzovskou hranici,
M= {x3, x,€d0, p>1 . Je-1li £20, g>p-K,
potom platdi

Wl,P(_Q.,dM, £) — I.p( 90 ,dyy £~pt+l) .

Dikaz je uveden v [22]. Omezeni £ % 0 souvisi opét s husto-
tou mnofiny funkei C°(QX) v uvafovaném prostoru.
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5, METODA PSEUDoOMONOTONDNI fCH

oPERATORE

5.1, METODA PSEUDOMONOTONNfCE OPERATORS PRO JEDNU POSLOUPNOST

P¥i vyBetFovdni nelinedrniho Dirichletova problému nelze
uzit obvyklého postupu s pseudomonotonnimi operdtory. Nicméné
lze aplikovat jisté zjemnéni této metody, které v ebstraktni
form& ddle popiseme.

Budeme vySetFfovat Peditelnost operdtorové rovnice

(5.1) Su=g,

kde S bude nelinedrni operdtor z reflexivniho (redlného) Bane-
chova prostoru V do dudlu v* a kde geV™,

Nech¥ v, m &N, jsou uzaviené podprostory prostoru V
takové, ¥e V <V promE n a fe mnoiina V%xngm je husté
ve V. Definujme prvek g€ V;; vztahem (g ,v> = £ g,v> pro
véechna VeV & nech¥ S znadi regtrikeci operdtoru S ne mno-

Zinu Voo Pfedpoklddejme, Ze rovnice
(5e1)y,  Bpuy = g, » melN,
| maji FeSeni u €V (%j. {Bu vy = {g,v) pro kaidé vevV),

kterd splnuji podminku

u, —>u slabé ve V ,
(5.2) . ) x
Sm je slabé konvergentni ve V' (pro m—> ),

Véte 5.1. Nech¥ FeSent w, rovaice (5.1) splauji podminku
(5.2) & necht plati

(5.3) 1im inf 4 Su_,u -v> = {Su,u=v> pro viechna vevV,
n—s 400 m-m

Potom u je YedSenim rovnice (5.1).
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Dikaz. ProtoZe Su, = Su =g naV, qﬁit:’.m (5.2) obdriime
Su,— 8 slab& ve V¥, Mdme tedy <Sum,um> = <&W,) —( 8sU) 5

coZ spolu s konvergenci <Sum,u> —s {g,u) ddvé
(5.4) <Sum,um~u> —> 0,

Ze vztahd (5.5) & (5.4) konedn& plyne
lim inf < Su ,u-v) = {Su,u-v) pro viechna veV,-

tudiz
{gsu-v)> = { Su,u-v> pro viechna vev,

Z této nerovnosti plyne Su =g .

Objasnime nyni rozdil od metody pseudomonotonnich operé-
tort. Operdtor S je pseudomonotonni, jestliZe pro kaZdou
posloupnost {um}m slabé koavergujici k u (v prostoru V) plati
nerovnost (5.3)e V nafem piipedd stadi, kdy¥ operdtor S spliu-
je (5+3) pouze pro jednu, adkoliv specidlni, posloupnost 5%&

5.2 MODIFIKOVANS LERAYOVY-LIONSOVY PODMEINKY

Pro konkrétni operdtor S je ovéPeni podminky (5.3)
zpravidla nepohodlné a obtiZné. Budeme proto postupovat ans-
- logicky jako p¥i vySetPovdni pseudomonotonie, kdy jsou na
operdtory kladeny silnéjsi (tzv. Lerayovy-Lionsovy) podminky
(viz nep¥. [19], Ch.2,§2). PPeformulujme tyto podminky tak,
aby v nich vystupovala pouze jedind slabé& konvergentni posloup=-
nost {um}m, kterd je pYedmétem nafich tdvah.

Predpoklddejme, Ze operdtor S miZeme psdt ve tvaru
Sv = 8(v,v), kde zobrazeni
(W,V) ———}‘S(W,‘V) ;

je zobrazenim prostoru V x V do v a které splouje ndsledu-
jiei podminky (mm zde znadi Yedeni rovnice (5.1), mejici
vliastnost (5.2)):
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(5.5) Pro libovolné weV je v —>S(w,v) omezeny hemispojity
operdtor z V do V™ (tj. pro vSechna u,h<V a pro libo-
volnou posloupnost {tn} ne F,—>0s konverguje
S(w,u+tnh)-—>s(w,u) slebd ve V™) splaujici nerovnost

<{S(w,w) = S(w,v), w=v > & O
pro kaZdé v eV,

{(5.6) ©Pro libovolné veV je w-—S(w,v) omezeny hemispojity

| operdtor z V do V™,

(5.7) JestliZe

lim <8(u_,u - S{u_,u w_ =1 = 0
m—’*w<( m’ m) (mi )’ fir) > ¥

potom existuje podposloupnost ﬁumk} e < {um}m .
pro kterou
S(umk,v) —> 8(u,v) slabé ve v

kdykoliv veV,

(5.8) Jestli¥e S(u ,v)—>"y slabd ve V*, potom

1im <{8(u_,v),u = LWL,uD e

m~—>+°§ m? "7 m> ’Y’ >
Lemms 5.2. Nechi w eV, melN , jsou takovd FeSeni rovnic
(S,l)m 8 operdtorem S, Ze jsou splnény podminky (5.2) a (5.5)=

~(5.8). Potom existuje podposloupnost {um )ﬂk’ pro kterou
plati k
lim inf {Su ,u -v) = {Su,u-v)
k 'k

k —s+c0

kdykoliv vV .
Dikez. P¥ipomenme, ¥e z podminky (5.2) plyne
<S(um’um)’um'u> —> 0 (viz(5.4)). ProtoZe posloupnost

{S(um,u) }m je omezend ve V., mifeme vybrat takovou podposloup-

nost {mkgk’ Ze S(umk,u) —>p slab& ve v, UZijeme-1i nyni

podminku (5.8), obdriime <S(umk,u),umk> —_— <&]o,u> s
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tedy (S(umk,u),umk-u> —> 0 ,

Vezmeme-1i v dvahu tuto & d¥{ve odvozenou konvergenci

{ S(umk,umk) s mk-u> ~—0 , méme zaruleno splnéni predpokladd

v podmince (5.7). Pro vybranou podposloupnost (kterou i za
cenu mendi nepPesnosti budeme znadit stejné) pak konverguje
S(umk,v) —> S(u,v) slab¥ ve V™ pro viechna veV .
Aplikujeme-1li opét podminku (5.8), bude
<8y, .v),um> — {8(u,v),ud>
pro kaZzdé veV a tedy
(5.9) (S(umk,v),umk-u> —> 0 pro vSechna veV,

Vzhledem k (5.5) plati

iV

<y guy ) - Sy ,%),u e 0

pro viechna weV g ufitim substituce w = (1-t)u + tv , kde
t €<0,1> , v této nerovnosti dostaneme

> :
t (S(umk9umk),u-‘7> = -(S(umk,umk),umk-u> +

+ <S(umk,w),umk-u> + t<8(umk,w),u-v> .

Nyni vezmeme v dvahu vztahy (5.4),(5.9), & protoZe
S(um oW)—>S{u,w) slabé ve V*, ziskdme 2 posledni nerovnosti
‘ k&

=
lim inf <S(umk,umk),u—v> =
2 lim inf <{S(uy ,W),u-v > = {S(u,w),u-v)> .
“k
Opét uZitim (5.4) miZeme psdt
o ) > Y
lim inf S(umk,umk),umk~v> 2 <S(u,(l—-t)g+tv), u=v> .

Kone&né limitnim p¥echodem t—0, a aplikeci podminky (5.5)
obdrZime poZadovanou nerovnost.
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Hlave{ vysledek této abstraktni Sdsti zformulujme v nédsle-
dujici vété,

V&ta 5.3. Nech jsou splndny pPedpoklady lemmatu 5.2. Potom
u je YeSenim rovanice (5.1).

Dikez. Podposloupnost {um }k z tvrzeni lemmatu 5.2 splnuje
k

podminku (5.3). Tedy pro tuto podposloupnost jsou splnény
vS8echny predpoklady véty 5.1.
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6o ZOBECNENE LAXOVO-MILGRAMOVO

LEMMA

P¥1i vySet¥ovdni slebfch PeSeni linedrnich okrajovych
problémd vyuZivédme v celé prdci ndsledujici zobecnéné
Laxovo-Milgramovo lemma, které spolu s dikazem je moZné
nalézt v [22].

Lemma 6.1, Nechl E & P jsou Hilbertovy prostory a nech¥
8(ege) je bilinedrni formas definovand na prostoru E x F .
Nech¥ existuji kladné konstanty my ,My,my takové, Ze

(1) pro #éechna u<skE a v&P plati
| a(u,v)| & my Jullp vl
(11) pro vBechna u€E plati

6.1 (u,v) 2 ful, ,
( ) s\!'tflﬁFérla U, V) my [ ully

(iii) pro vSechna ve F plati

Potom pro ka¥dy funkciondl fe F' existuje prévd jeden prvek
uek takovy, Ze rovnost ’

a(u,v) = {£f,v)
plati pro vSechne ve&F a ddle

1
“uQE min(my,m,)

#N

HfHF*— ®

Je&té obecnéjsi verze tohoto lemmatu pro Banachovy pro-
story je uvedena a dokdzdna v [26). Je¥tE ne¥ ji vyslovime,
zavedeme pojem nedegenerovanosti bilinedrni formy.
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Definice. Bilinedrni forma a(.,.) je nedegenerovand, jestliZe
linedrni formy a(u,.)EF, a(.,v)< E¥ jsou nulové pouze pro
nulové prvky u = Ogs, Vv = OF .

Lemme 6.2, Nech E a F jsou Banachovy prostory, F je refle-
xivaf{ a nech¥ a(.,.) je omezend nedegenerovend bilinedrni
forma ne prostoru E x F .

(i) JestliZe kaZdy omezeny linedrni funkciondl na F
mé jednoznadnou reprezentaci tvaru £(v) = a(u,v) pro néjaké
pevné u<E, potom existuji konstanty ml,m2> O takové, Ze

(661) su a(u,v) 2 m, | u
Iviger 0 L' E

plati pro vSechna ueE a

(6.2) su a(u,v) = m, |vl
MuﬁEél ? 2 F

plati{ pro vdechna v<&F. Navic prostor E je reflexivni,

(ii) JestliZe existuje konstanta m,> O takovd, Ze

nerovnost ( y 2 Il
su a(u,v) 2 m, ju
Iviger 1o

plati pro v8echna ue E, potom kefdé £fcF resp. g€E méd
jednoznadnou reprezentaci tvaru £(v) = a(u,v) pro néjaké
ucE resp. tvaru g(u) = a(u,v) pro néjaské veF. Ddle E jJe
reflexivni a existuje konstanta m,> O takovd, Ze Je splnéne
nerovnost

) * e Il

pro viechna v& P,

Poznamenejme, ¥e jsou-li splndny nerovnosti (6.1) a
(662), forma &8(.,.) je nedegenerovand., V konkrétnich apli-
kacich je naopak ovéFovédni nedegenerovanosti bilinedrni formy
prekticky pYevedeno na vySet¥eni nerovnosti (6.1) a (6.2).
Proto v celé préci vystadime s tvrzenim lemmatu 6,1, pouze
v odstavei 8.5.2 budeme potPebovat lemma 6.2,
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UZitedné bude zavést pojem elipticity ve sloZkdch,
ktery budeme dasto uZivat. '

Definice. Rekneme, %e spojitd bilinedrni forma a: E x F —R
Je eliptickd v prvni sloZce resp., eliptickd v druhé sloZce,
jestliZe je splnéne nerovnost (6.1) resp. (6.2)
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IT. DIRICHLETS®BY PROBILEM
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7. DIRICHLETBY PRrRoOBLEM

PRO LINEARNE oPERATOR

7.1, EXISTENCE A JEDNOZNAUNOST SLABEHO RESENT

Telele Formulace problému

UvaZujme (prozatim formdlné) Dirichletiiv problém

Z‘ (-1 D¥a, , (x) DPu(x)) = 2(x) v,
(7.1){ Iehlpl=L .
us=s\y na o0,
kde ov, B 2znadi multiindexy a D, DR p¥{slusné diferencidlni
operdtory.
Budeme p¥edpoklidat, Ze oblast (L je omezend & & lipschi-
tzovskou hrasnici. Ddle koeficienty rovnice LI budou splﬁo-

vat podminku

2="bo| =\

uB
& rovnice z problému (7.l) bude eliptickd v obvyklém smyslu,
tje pro diferencidlni bilinedrni formu

a(u,v) = Z:s faw/s Pu 0% ax
Jovly 131 =1 o
bude platit
(7.3) a(u,u) = A ul® , N>o,
pro kazdé u,ewi'z(g_) (lel = u.\le o znadi normu prostoru
¢

Wl’g(n_)). Podminka (7.3) je splnéna napt. tehdy, kdyZ plati

\5?1/3,:1‘&1 8,(x) %a,%/_», = ) 15)2

pro skoro v3echna xe&(). a vSechna %z ( %’(1 0 0)? *°* s
$ ’..0’

N+l
%(0,...,0,1)’ g(o,...,o)) €ERT .
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Pro pravé strany :t‘é.[wl 2(_(1)] vw2(a) a

\pewl 2(f)_) md pak problém (7.1l), jak plyne z (obvyklého)
Laxova-Milgramova lemmatu, prdvé jedno slabé FesSeni

ué.Wl’2(_O_). To je vdsk zvldstni pripad obecneaélho problé-
mu, kdy pro pravé strany plati

' %
£ éiwg’z(ﬂ,dms“ € )] ’ \Péwl’z(ﬂ,dm, £)

a kde pro uzavienou varietu M<23Q je dim M = m. Timto

- problémem se budeme dédle zabyvat. PYedpoklddejme proto

v této éasti, Ze oblast L)L je t¥idy QO’I(M) (viz odstavec
3ele3).

Definice. Rekneme, %e funkce newt (.(1 dM’E‘) je slabym
Yedenim problemu (7T.1), jestliZe

U= 30 & W (-ﬂ-— dM’ £)
a jestliZe pro kezdé vewi’z(ﬁl,dm,—&) plati rovnost
a(u,v) = {f,v> .

(Vzhlede_m k hustoté mnoZiny funkei C‘:(_Q) v Wg'z(ﬂ,dm,- €)

miZeme uvaZovat, Ze testovaci funkce vécj(ﬂ).)

Misto nehomogenni dlohy je ovSem vyhodné precovat
s pPislusnym problémem homogennim. PoloZime proto w = u-¢.
Funkce u pak bude slabym Fefenim problému (7.1l) prdvé tehdy,
kdyZz bude platit

Wé?‘%’z(ﬁtd s € )
(7.4)
a(w,v) = <¥,v>  pro ka%aé ve W '°(QL,qy,€),

kde (?,v} = (£,v> + a(yp,v). Jak ddle uvidime, vlastno-
sti bilinedrni formy a(.,.) (jeji spojitost ve vhodnych
védhovych prostorech) zaruduji, Ze fe [W%’g(ﬂ,dgﬁ,-g)—r
UZitim HBlderovy nerovnosti a véty 4.8 o vnoPeni
obdriime pro & # 2+m-N, & # N=2-m (podrobndji & e&R pro
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m{N-1 8 £# ly=1 pro m= N=1 )

1
Aol <L 1
AVE

£ const “ullm,a UVHM,—-e ’

tedy existuje konstanta A> O takovd, Ze
; <
[au, )| € & July Vvl _,

kdykoliv uewg’z(n,d}é, £), VGWé'z(Q,dM,-E) ( s p¥ipust-
nou hodnotou £ )¢ Bilinedrni forma
2 2
a8z W:é’ (Q,dmg E) A Wi’ (n’ydMQ-E-. ) —> R

je proto pro p¥ipustné hodnoty £ omezend (spéjité). ProtoZe
tato forma je zobrazenim kartézského souéinu obecnd riznych
prostord, nebizi se jako prostiedek vySetPovdni existence

e jednoznelnosti YeSeni problému (7.4) zobecndné Laxovo-

Milgremovo lemma. KliCovym bodem je proto elipticita p¥islu-
8né bilinedrni formy v obou jejich sloZkéch.

7.1.2. Blipticita

Z¥ejmé stadi ukdzet elipticitu formy a(e,.) v prvé
sloZce, v pPipadé druhé sloZky je postup stejny. Budeme
proto ke kazdému ueWé’z(Q,dm, £ ) hledat takové

veWiﬁ’z(D‘.,dM,-& ), aby pletilo

&
(7.5) llVHM’_& = ¢ n“uM’E ’
(7.6) a(u,v) 2 ¢, ﬂuﬂﬁ’é ’

kde konstanty C11C5> 0 nezdvisi na funkei u a ani na funkeci
v. S
Pro libovolné uewi’z(ﬂ,dm,&) poloZme v= ud§ .

Dostaneme (pro € # 0 )



- 170 - Sz 4537 ¥

N a(ud5
Ivig ., = 22| [ dy dx+J(ud£ )% af ax =
k-sl_g_ 'Bxk
N 2
=S ]..?.P_. diidx+ju2dmdx+£2§;f2[
=1 Bxk /oy ) k=1
o W

N od
.dgﬂ'zdx,+2£§ g L S d§'1ax &

k=1 Bxk ox

go ¥ k

2
(Y A £2f w?a? ax + 2§ﬁul( ﬁ ou .
’ O N .

k=1 EMk

up

da,° 3
(Z“; MI Pagtax

kde jeme uili toho, Ze 1VdM} = 1 skoro vSude v L (viz
odstavec 3.4), a nerovnosti (2.8). UZitim HBlderovy nerovno-
sti a véty 4.8 o vnoFeni mdme konedéné pro pripustnd &£

(pro m= N-l musi byt €# -1,1 )

L 4

1
v o £ hulf o (1+ €%6%)+ 26 ( f uw?at? ax )?
Q.

N 2

e ( > ]-—b—‘&-l & ax )-2‘ (1+2€ e+ & 02) Hul\m e o
k=1 3Xk

AN

Zbyvd dokézet nerovnost (T7.6). Plati
, % f
a(u,udgi ) = a(udy ,udy ) + B(e) ,

B(e) =% 2>

8
loul=1 B

kde

J2) ol
Due.ue.D dM M
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3 B v -1
- % Z: faw/su]) Dy 4 dx -

lool €1
Ipl=1 o
2
- & DI RN p*ay Day a5 ax .
lovj=1 " J ~
6=

Lemma To.l. Necht & # «1,1 , je-=1li m = N-1 . Potom
£ £

2 -
(T.7)  a(udg yudy ) 2 A (-lelo- & o) Julf .

Dikaz. Vzhledem k (7.3) obdrﬁime

5 3

a(udM, udy Yy A ﬂudM H -

Ddle uZitim HBlderovy nerovnosti a vlastnosti vdhy ( \le&: 1
‘skoro viude v L)

24
ﬂudm f[ dM reu—2 M &t 4
dxy Bxk

2
- % \/yuzdrad.z dx .
QN

7 v&ty o vno¥eni plyne ihned nerovnost (7.T)
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Lemma 7.2, Necht ¢ # -1,1, je-=li m = N-1 . Potom plet{

N

2
I-B( € )l [(E,chl + (&l 02A2 + %— G2A1] “uﬂﬁzz[’a s

kde

1

) > 2 \2

O el
Ipl=1

1
1 2
A =3 [( Z:[dm 8y, (0y000,0)| o y2 4

loul=
s— 2 &
, a .

+ ( lﬁ‘zl} M a(O,... ,G),p[oo )

Dikez. Vicendsobnym uZitim nerovnosti (2.8) miZeme psdt

lszﬁlbﬁuu})dmd;& ax| &

lvi=1
jpl=1 >
> 2 eyl )71uunu1 a1 ax &
=l Y o=l
: 1
s(2 s )g f{u(i  [0Puf? )% agl ax €
{ool=1 lsl
I8
{ﬁlzl
1 1
£ ¢ 2{ , :]a u‘?dgg'z dx )E ( 1 }Dﬁuizdgk dx )? .
oul=1 | |=
Ipl=1 n_ ~ o
Obdobné
1
oU E=2 2 \2
D dy, D d,, 4 dx| & N
ipl=1 -ﬂ_ Ipl=1
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| > faw,(o,...,ca) w? 0¥q, a¥t ax| €
o,

= ( E :{dM aoU,(O,.,,,O)[ ) \fu da*z ¢

lov] =1 o
Tedy 1
‘lB(a) (Z: aw/s}) _/udﬁ-z‘- dx)'é
lﬁlzl
o : b
le]
- %=1 l &xj dM dx ) += [( Ay W,(O,...,O))oo) *
2’ Ew?
+ ( d,.8 ) fu dy ~ dx +
g love(0,...,0),s | ]
2
I3 E : 2 g=2
+T ¢ (oal..-:l[ “‘P’ ) [Lu e T

coZ spolu s vétou 4.8 ddvd poZadovany odhad.

Lemma 7.3 Necht jsou splndny podminky (7.2) & (7.3)s Potom
existuje interval Il, Oe int I takovy, Ze bilinedrni
forma a(e,.) je eliptickd v prvni sloZce kdykoliv & €I,.

Dbékaz. Vzhledem k vlastnostem konstanty ¢ z véty 4.8
existuje interval Il (dostatedné maly a obsahujici nu.lu)

tekovy, Ze pro kaZdé & eIl je v¥raz

2 2 2
[AC-tele - & @) = (Jel oapr lelcPaye & Al)]
2
(7.8) = [A - lele(A +Al+cA2) - €° -‘i- (A+Al)]

kladny, & je proto splnéna nerovinost (T.6). Proto¥e nerov-
nost (7.5) jiZ byla dokdzdns d¥ive, lemma 7.3 je dokdzané.
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Abychom obdrZeli pokud moZno nejlepdi odhady, nevyuZi-
vali jsme v tomto odstavei zédmérné tvrzeni véty 4.13 o izo-
morfismu védhovych prostorid.

Analogicky pPi vySetfovdni elipticity v druhé sloZce

pokldddme u= vdéa s pridemZ tato elipticita bude zarudensa

Tele3s Existence a jednoznacnost

Protoze wé'z(n,dm,a) a Wi"?(n,dm,- £) jsou Hilber-

tovy prostory a protoZe pro dostatednd meld lel splnuje
bilinedrni forma

a: Wor2(oL,dy, e ) x Wor2(Q,dy,-£) — R

p¥edpoklady zobecndného Laxove-Milgramova lemmatu 6.1, je
pPimym disledkem tohoto lemmatu ndsledujici véta.

Véta T.4. Existuje interval I = Ilrl(-Iz), Oeint I 4
takovy, Ze pro libovolné €€1 & pravé strany

. ,
tefwii(a,q,-¢)], PeWtZ(Q,dy, £) existuje prave

jedno slabé FeSeni uéiwi’z(fl,dm,& ) préblému (7.1). Navic
plati '
uuﬁm’a £ const (ny_l,_e'+» Wf”m’e ) I

7¢2. VELIKOST INTERVALU MOCNIN

Véta 7.1l zaruCuje existenci intervalu I s danymi _
vlastnostmi. Tento interval Jjsme obdrZeli tek, Ze jsme vy~
fet¥ovali elipticitu bilinedrni formy & provddéli k tomu
pot¥ebné odhady. Jak ukdZeme v odstavei T.2.1l, nezaruduje
tato metoda maximelitu intervelu I. Nicménd pro nékteré
specidlni oblassti {1 a Laplacetiv operdtor jesou znédmy lepsi
vyeledky. Na druhé strané ukdZeme v odstavei T.2.2, Ze pro
kaZdy sebemendi interval I lze nalézt oblast {1 a koefi-
cienty ey problému (7.1l) tek,Ze neplati tvrzeni véty T.1l.

-
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To nés opravauje k tomu, ¥e nejenom v tomto, ale i v ne-
linedrnim a Neumannové problému se spokojime & tvrzenimi
obdobnymi vEté T.l.

7 elele Pi‘iklady

Vv [22] mi¥eme nalézt Yedu p¥ikledi, z nich¥ ten, ktery
ddle popifeme, ukazuje na nedplnost ndmi pouzZité metody.

Pi:"l’klad 7.1, Nech} QL= (0,1)%, M = {z= (x,,x,) €305 x,= 0},

a(u V) - f( ou Qv + bu BV ) dx .
“Bxl ?x, 0%, Ox,

- Potom bilinedrni forma
2 e
fag W%’ (Il,dm,&.) X Wi’ (Sl,&mf-é y—™>R

je eliptické v obou slo¥kdch pro & € (-1,1). Pro ue 0 (Q)
je totiZ

a(u, ux% ) - Jf( ‘é§§;‘2+ ?ix ‘ ) x2 dx +

Q.
+ & Jf x%“l u 28 ax ’

oY 2312

kde integraci per partes obdrZime

sfxg-luau ax=-§(1-a)f§22dx.
. - Ox
d9N 2 QR

Je=1i O é £ £ l’ poto@

%(1-e)fxg‘2u2axzo
1eR

a forma a(.,.) je eliptickd v prvai sloZce. Je=1li £ < O,
- potom z Hardyho nerovinosti (2.3) dostdvime
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2
L?(I—E)]xg'zugdx g glel fxaﬁjaa“j ax .
o QO %2

ProtoZe %}%—(1 pro &) =l (predpokldddme &< 0), je

bilinedrni forma &a(e,.) eliptickd v prvai slofce i pro
£e€(-1,0), tedy celkové pro €€ (-1,1). Vzhledem k symetrii
je eliptickd v druhé sloZce rovad% pro £ € (-1,1). Pro tento

pFriklad miZeme tedy ve vété T.4 vzit dokonce interval

I= (=-1,1) .

Poznamenejme, Ze odhad intervalu I, ktery obdrz:.me
pomoci vztahu (7.8), je ve srovadni s timto velmi hruby.
TotéZ miZeme Fici o p¥ikladu ndsledujicim.

P¥{klad T.2. Necht LcRY je omezend konvexni oblast, M= L% ,
UvaZujme problém (7.1l) s operdtorem, pro ktery bude

a(u,v)zZ: au—?—z—-dx-t»\/uvdx.
_Q_ax 'axk’ v

Pro £< 1 u¥itim v&ty 4.9, nerovnosti 2.8 & vztahu |[Vd| =
skoro viude v L) obdriime

1 1
N 2
hl2- (g (%’%f\%‘-‘-—] ¢ ax)? i‘/ua a®2 ax )7 2

=t %k Q.

119

a(u,ud®)

Bilinedrni forma a(.;.) je tedy eliptickd v prvni sloZce
pro (1- )>O tj. pro & € (=1, 33‘- ) . Vzhledem k symet-
rii je eliptlcka v druhé sloZce pro &6(- ,1 Yo MiZeme

-3 3)

’ % ) obdrZime, jestliZe

proto ve vété 7.1l poloZit I

L

Stejny interval I = (-

budeme uvaZovat problém (7.1l) s bilinedrni formou
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N
a(u,v) = > f,jbu ov dx .

Jak uvidime v odstavei 8.5.2, metodae vypracovand pro linedr-
ni operdtory je jemnéjii a davd lepsi vysledek ( interval
I = ("'1’1))0

Te2e2e Libovolné maly interval mocnin

V tomto odstavei ukéZeme, Ze pro libovolné malou
mochinu vdhy umime naldzt takovy Dirichletdv problém, ktery
neni Yeditelny ve vdhovém prostoru s touto mocninou.

UvaZujme proto Dirichletdv problém

-u ' (x) + (I =1) x‘zu(x) = £(x) pro xe&(0,1),
(7°9)c§ \ ,
u(0) = w(l) =0 .
Odpovidajici bilinedrni forma

1 1
(7.10) a(u,v) = /; uv’ dx + J(d =1) ‘fO x~%u v ax

je omezend na W%'a((o,l)) b4 Wé’z((o,l)), nebo¥ je splnéna
podminke (7.2). Ddle je tato forma Wg"z(((},l))-eliptické
pro !J (d™=1)| € %7 , nebot uZitim Hardyho nerovnosti

1 1
fo )u(x))z =2 ax & }14&}2 fo ]u'(x)}2 x& dx, € #1,

kde vezmeme & =0, obdriime
S 1 2
a(u,u) 2 (1-4 [J(d =1)]) o [u”|® ax .

Necht I(J ) znadi ddle interval (obsshujici nulu) vSech
hodnot & takovy, Ze bilinedrni forms

a: W'2((0,1), x,&) x Wp*2((0,1), x, -£ ) —> R



definovand vztashem (7.10) je eliptickd v prvai i v druhé
sloZce a tedy problém (7.9), Jje slabé FeSitelny v prostoru

wi'*2((o,1), X, E) o

Lemme 7.5. Pro kaZdé libovolnd melé le| , £ # 0 , existuje
takové &, ¥e €€ I(dJ) . |

Dikaz. Pro £ # O dostéatednd malé poloZme J = l‘%-‘c: s tedy
je splndna podminka |[d(IF=1)] < % o Predpoklédejme, Ze
pravé strana £ problému (7e9)y mé tvar

2210 23”1 [2wd = = co(ew =1)(=1n x)~
f(x) = pro x €(0,1/2) ,
-w (%) + F(I-1) %2 w(x) pro xed(l/2,1) ,
kde w # 0, |wl< % 8 w je funkce dvakrédt spojité diferen~

covatelnd na intervalu (1/3,4/3) a w(l)=0,

w(x) = x9 (~1n x)w pro x &( % N %-. ) . Potom je

» *
fE[Wi,‘?((O,l)’ X, "'E« )J @
Skutedné méme

1 1 1
\[D £(x)v(x) dx| £ const (j; lv'(x)\z =€ ax )2

pro kazdé véWi”z((O,l), x, =& ), nebot pomoci Hardyho

& HBlderovy nerovnosti odhadneme

B

1
f’z ‘ ‘ 1 1
Jg=2 o | 4 f trn]2umE D
-1 dx E—3 dX @
| €O } T o [v"(x)] °x~¢ ax)

AN

1

% 1
. (f x“l(-ln x)g“"'z dx)§ const “vu_e—, .

0

ProtoZe problém (7.9), Je linedrni, mé jednoznadné

YeSeni u ve smyslu distribuci, p¥idemZ snadno nalezneme
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0 pro x = 0 ,
u(x) = xd’ (=1ln x)m pro x&(0, %‘»> s
w(x) pro x&( %— s 1V

Stali ukdzat, Ze u¢W§’2((G,1), X, € )o Protofe vi3sk
2w 2 +4€ = =1 4, 2wd=1 , plati pro x€&(0, %- ) rovnost

u(x) = d'xd-"l(-ln x)w- xd-'l(-ln x)“'"l wo
a ddle

1
Jalf 3 Jull = fO |u’(x)| % = ax 2

1
/2
Z const f x26"2+£ (=1n x)zw dx = +00
¢

Tedy plati &€& I( %g’- ) pro €# 0 a |e| dostatednd malé.

7e3. CHARAKTERISTIKA DUALU K PROSTORU W%’p(ﬂ,dm, ), p>1

Te3ele Dvé rhzné charakteristiky

Uvedeme dvé charakteristiky dudlu k vdhovému prostoru

W%’P(.ﬂ-,dm, £€), p>1l. U druhé z nich musime opét pPedpokld-
dat, Ze exponent & ndleZi dostatedné malému okoli nuly.

Jeko v predeslém bude Q c RY omezend oblast
lipschitzovskou hranici a &islo q> 1 bude splnovaet vztah
+

}" = 1 [

q ' 1 e *
(i) Fpnkcionél F je prvkem prostoru [wc’q(n’dkﬁ"g:f"ﬂ

prévé tehdy, kdy% existuji funkce

(7.11) fo, fl, L I 7 ) fNeI’p(n,dM’e)

takové, Ze
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Bfi
(7012) F == e o
i=1 bxi
(Zde S znadi derivaci ve smyslu distribuci.) Navic
?Dxi

1
N —
Irl, = inf (%;6’ E 1S L

kde infimum se bere pYes vSechny tekové N+l-tice funkedf
(7T.11), Ze F lze psédt ve tvatu (7.1l2).

(i1) Pro kaidé geW 'P(Q,dy, &) Je

- g ov 1l,q -£
Fg(v) EZ:( %;; be + g v ) dx , V%EW ’ (ﬁlydmrEZI)’

omezeny linedrni funkciondl na prostoru W ', dM' £y,
Naopak existuje interval I, Ocint I , %e pro £ € I md

ke¥d§ funkciondl Fe[wr'd(a,d,, =£ )]* jednoznadné
¥y o 9 Cpre E:I '
vyjdd¥eni tvaru

‘bV' 1,9 -
F(V) (%% Bx —5-}—(—'- + gV ) dx s Véwo’ (Q’dM"f;I ),

s funkei gé&Wi’P(fl,dM,E.). Dédle existuje konstants
K= K(£2  M,p, £ ) > 0 takovd, Ze plati

K “g”M g “F”k é Ug“@'p’& e

sPs&
Tvrzeni (i) ihned plyne z tvrzeni (ii), oviem pouze
pro dostatednd mald [&l . Pro ostatnf hodnoty & je pak
tvrzen{ (i) specidlnim p¥ipadem charakteristiky dudld vého-
vych prostord s obecnou vahou, kterd je uvedensa nap¥. v [16].
Dikez d&dsti (ii) provedeme v ndsledujicim odstavei. Pro
p # 2 Je pPritom uvaZovany problém ekvivalentni s vydetFo-
védnim YeSitelnosti linedrni Dirichletovy ilohy v prostorech,
které nejsou Hilbertovy.

Pozndmka. V dael&ich kapitoldch budeme uZivat pfedevdim
prvai charskteristiku (i). Obvykle vSak bude zaménéns
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iloha indext p & q, tj. bude
1,p *
Fe[WrP(a,qp,-e(p-1))] a £, «o., Ty €L (O ydy, & )

Te3e2e Dikaz tvrzeni (ii)

Pro & = 0 predstavuje tvrzeni (ii) zndmy klasicky
visledek (viz nep¥. [13], str. 259), kter§ je pro na¥e
dal8{ dvehy nezbytny.

Prvni &4st tvrzeni, kterd ¥ikd, Ze F_ je omezeny linedr-
ni funkciondl na prostoru Wi’q(fL,dM, - £/p=1), plyne ihned

z HBlderovy nerovnosti. NepFedpoklddd proto Zddnd omezeni
exponentu €&,
Druhd &4st tvrzeni je ekvivalentni s YeSitelnosti
rovnice

(7.13)  e(g,v) = <F,v)> , veWl'%Q,q, 550
ve vahovém prostoru Wi’p(fl,dm,é,), kde a(.,.).je

bilinedrni forma dand vztshem

a(uv)-%ifax Bx dx +fuvdx .

MO

Tato forma je omezend na prostoru
1 1 - & ,
WO’P(Q ,d}ﬂ,& ) b4 Wo’q(ﬂ,dm, F:I ) ¢
nebot uZitim HBlderovy nerovnosti okam¥itd obdriime

. £ !
= t v
la(u,v)i cons “unM’p,& I um’q’__a/p“l
Stadi prote vySet¥it elipticitu bilinedrni formy &(e,)
ve sloZkdch a uZit zobecnéného Lexova-Milgremova lemmatu.
Omezime se ddle na elipticitu v prvni sloZce, stejnym
zplsobem lze postupovat i v p¥ipadé druhé sloZky.



Lemma T.6. Pro dostatednd mald le| je bilinedrni forme
ar Wo'P(Q,dy,2) x W N, qy, 35 ) — R

eliptickd v prvni sloZce, tj. existuje konstante m> 0
takovd, Ze pro kaZdé uewl'P(o, EI’E ) plati nerovnost
>
(Te14) sup a(u,v) = m \luﬂm’p,e o
vl 1
M’q, == €, : .
p-1

Dikaze Pro €= 0 , Jjek jsme JiZ poznamensli, je dikaz exi-
stence PesSitelnosti rovnice (7.13) dostatednd zndmy vysle-
dek, Aplikujeme-li nyn{ tvrzeni lemmatu 6.2 ne bilinedrnd

formu
as W%’p(ﬂ) x W%’q(ﬂ) ~—3 R ,

obdrZime nerovnost

(7.15) sup XZ: 25 —-"Z- dx + f%”? my 18, 00

“,ylﬂq, £] ' i=1 "5x
gew L,ray ,

& n&jekou konstantou my >0 (elipticz.ta formy a(.,.) v prvai
sloZce).
Je~1li nyni €] dostatedné malé, potom z véty 4.8 plyne,
- £
Ze zobrazeni u—>§ , §= u dy /p’ Je izomorfismus prostord
Wl’p(n sdys &) & Wl’p(_ﬁ.) a Ze zobrazeni v-—7, m=v da/p,
je izomorfismus prostord Wl (), dys =T ) 8 Wl’q(—Q). Pro

P
bilinedrni formu

a WP x wlhia) — R
definovanou vztahem
ACg ) = AC udy /P, vag/P) = a(u,v)

pak dostdvdme uZitim HBlderovych nerovnosti (2.9) a (2.2),
vztehu |Vdy | = 1 skoro viude vl a v&ty 4.8 o vnoFeni odhad
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Z*‘:L%_?:z. e B[ 20, o 2,

i=] bxi M Bxi P inl_g_'axi Bxi
¢2 NJ‘ 2[39M}2dx> ( )"
‘.;? = —Q§'7dM Bxi = a%’,? s
1 1y 3 P
-i;:iﬂp(f;§jpdglpax)1°(z |<Z|" ax )3 -
Q. =1 L. bxi
1 1 1
= N e =
-%LNQ(ZJ[E—S-} dx)P(flryjngﬁdx)q-
i=1 oL Bxi
£ St gt
- ( J 1€l agf ax )P ( apd ax )2 =
A A
| 1 1
E a(g ,m) - -f—%—- [c(;o NP 4 c(q)Nq] N{HP 111711(1 =

e2
-5 e(ple(a) lely Imlly -

Vzhledem k nerovnosti (7.15) miZeme proto ke kaZdému
‘§€:Wi’p(ﬂ) nalézt tekové rqewi’q(ﬂ_), Ze & vhodnymi
konstantami ¢,,c,> O plati vztah
m
O e BN .2

£
Pro libovolné u = %dm/ Pe Wg’p(ﬂ sdys € ) umime proto

nelézt takové v =r‘?d}§/ P %e je splndna nerovnost
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- 2 2 I .
a(u,v) = A(g 7)) = m, el ligl, = m Huﬂm’p’& ]lvlm’q,-e/p_l |
Odtud plyne tvrzeni lemmatu.
Pozndmka. Jak uvidime pozdéji (véta 8.11), pro konvexni

o-blast £.. a pro p=2 plati tvrzeni (ii) dokonce tehdy, je-1li -
I = ("‘l’l) &
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8 DIRICHLETSBVY PROBLEM PRO

NELINEARNE oOPERLTOR

8e1. FORMULACE PROBLEMU
8elels Uvod

V této kapitole budeme uvazovat nelinedrni Dirichletdv
problém

il

(8e1) ) = 2 a,(x,u,Vu) + & (x,u,Cu) = £ v,
i=1 axi i °

u

i

\F ne o0 ®
V celé kapitole budeme p¥edpoklddat, Ze oblast o cgrl
Je omezend s lipschitzovskou hranici a Ze je M= oLy, dM='d .
Pro jednoduchost znadeni budeme psdt

wi'P(;x,a,a ) =V

L

PsE
Pro pravé streny problému (8.,1) budeme ddle pFedpoklddat, Ze
plati 1 ‘ '
‘ P *
Yew*¥(Q,d,e) a fe[vp,_ & (p-1)]

N, °f, '
(tjo f = fe"‘ / 8 fﬂgooo, fNe‘L (-Q,d,fl) )-
p-—
Poznamenejme jeité, Ze ddle bude p,q> 1, % + % =1,

€ &(=-1,p~1), a nebudeme proto tato omezeni vZdy vypisovat.,

8e1.2, Koeficienty nehomogenniho problému

Budeme pY¥edpoklddat, Ze funkce

ai:.ﬂ,xRxRN

splouji Carathéodoryho podminky (viz odstavec 4.3.2) & ndsle-

4 R ® izO’.‘.’g 'Y
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dujici nerovnosti (8¢2)=(8.4).

Existuji &isla p)> 1, d€ (0,p-1), £€(-1,p-1), nezd-
porné funkce k&Lq(n,d, &), £eLl(-O-,d,& ) (a> 1, l/p"'l/q“
= 1) a kladné konstanty Lz tekové, Ze plati

(8.2)  |ay(x, 4,8 )] € oy ([P T4 0P s k(x)),
i"’-fO,l,oo-,N %

(8.3) % ai(x,r7,$ ) §; 4 ao(x”‘?’§ ym E
| ] 2 oy elP- o P o ),
- §8.4) zi;i. [a;(x, My € ) - 85(x, 7, §')] (6= 650
pro skoro v8echnas x € L1 a vSechna MER, §&, g'e RH, £# §'.
Poznamenejme, Ze parametry p a € Jsou stejné jako

u pravych stran £, problému (8.1). Tedy charakter pravych
stran je omezen koeficienty rovnice & naopak.

8ele3s Koeficienty homogenniho problému

ProtoZe je vyhodné praecovat namisto s nehomogennlm
problémem s problémem homogennim, poloZime

by(x, Ms8) = 8y (x, m+p(x), §+Vp(x))

pro skoro viechna x €S\ a viechnsa meR, € RN o« Tim preve~
deme problém (8.1) na homogenni Dirichletovu dlohu

N
(845) ] ~2> __5_____ bi(x,V, Vv) + b (x,v,Vv) = £ v 0,
- i=1 Ox o

= 0 na 9L,

kde ve u-p . Zfejm¥ funkce by:Qx R x R —> R, i=0,...,N,

rovné¥ splnuji Cerathéodoryho podminky. Prostym vypoStem se
ddle miZeme pFesviddit, e fuankce b, splauji s vhodnymi
konstantami (parsmetry p a & zlstdveji ovSem stejné) nerov-
nosti (8.2)~(8.4). P¥itom v (8.3) je moZné poloZit d = O

a uvafovat misto o, dostatednd malé w >0, nebot pro
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kaZdé takové w > 0 existuje 8islo B(w)> 0 a funkce
rely(N,d,e) splaujici '

o, l,?lp“crq- 003€(x) £ wdP(x) 117]P+ Plw)r(x), meR,xell,

Pro FesSeni homogenniho problému, jak ddle uvidime,
stadi vyZaedovat splnéni ndsledujicich slaebsich nerovnosti:

(8.6) EBxistujdi Rgs #>0 & nezdpornid funkce hE€EL (.Q-,d,e )
| takové, Ze plat:x.

bz, s €)) & g [a7H(x) 1§ P-Ly a7P(x) Pl
+ a~lx) )]

(bi(x”’] ’ 5 )l =4 By [(ﬁ]p"l*- d"(p“l)"'y(x) [/ﬂp_l-}- h(x)]‘,

iwl,OOO,N $

N a skoro viechna xe 2,

pro MeR, %eR
(8.T7) Existuji Ay> 0, nézéporna’. funkce r&Ll(ﬂ,d,E)
& pro kazdé w > 0 &islo ﬂz( w) >0 takové, Ze
N
<=
%}? bi(xg’79§ ) gi + bO(X1’7$§ )’7
2 Ly lEP - d™Px) P - Bylw) w(x)
pro vsSechna rpe R, feRN a skoro vSechna xe L)L,
N
(8.8) 32 [oy(xm,6) - vy(xm, €] (§4- §D>0
pro skoro viechna x € L) g vechna /?E:R, §, gf%iRN
s %;é %
B8ele4e Definice slabého Pedeni

Definujme operator T: Vp’a—*-? {vp,-é‘.(p-l)l
vztehem |

N : '
LTV = %:;j'bi(x,v,Vv) ,:w dx + | b (x v, Vv) w dx ,

Xy

"“‘*“’p, &(p-1) *
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UZitim H8lderovy nerovnosti, nerovnosti (4.4) pro O =0
a s parametrem -&(p-l) misto € a uZitim ristovych podminek
(8.6) snadno ové¥fime, Ze plata’.

(Tv,w> € const (lvfg'% + (hlp l ) uwﬂp’_a(p_l)

pro viechna veEV g * wev
&€ (=1yp=1).)
T
Tedy skutedind operdtor 1 je omezeny a Iv E[vp -€(p= 1)]

pro viechna v&vV

ye (PPipomindme, Ze je

Ds ps=~€(p=1

L 2

pst

Definice. Rekneme, %e funkce v. &V = %‘%'p(ﬂ.,d,&) Jje

Pyt
slabym YeSenim problému (8.5), jestliZe rovnost

<TV’W>‘ = {f,w>

plati pro ka%dé wevp’_&(p‘l) .

Rekneme, ¥e funkce u&Wl’p(Sl,d, &) Je slabym FeSenim
problému (8.1), jestliZe funkce u-'\¢ je slabym FeZenim
prislusného homogenniho problému (8.5).

8¢le5. Pozndmka

Nef&im cilem bude tedy vySet¥it existenci slabdho FesSeni
problému (8.5), Jak napovidd linedrni Dirichletova dlohs,
kterou jsme se zebyvali v prededlé kapitole, moecnina & dané
vdhy bude blizkd nule, Pro € =0 dostévdme dob¥e zndmou
tlohu nalézt slabé Fefeni v obvyklych (nevdhovych) Sobolevo-
vych prostorech. Existence tohoto Fedeni je zarulena nerov-
nostmi (8.2)=(8.4), pro homogenni problém pek nerovnostmi
(8.6)~(8.8). Cislo » , které se vyskytuje v nerovnostech

(8.6), neni nutné uvaZovat k tomu, abychom pro v e.Vp £
%

ovérili vztah Tve[V ,—£(p- 1)] o Jak uvidime, podminka 2> O

zarutuje, Ze ve vhodném okemziku budeme schopni aplikovat
vétu o kompaktnim vno¥eni.
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8.2, KLASICKY PROBLEM S KOERCITIVNIM OPERATOREM

Be2¢ls Prevedeni na metodu z &dsti 5

Jek plyne z odstavece 8.1, nafim Udkolem je vySet¥ovat
Ye8itelnost rovnice

kde T: Vp,e”'"’ [vp,_e(p_l

chova prostoru do dudlu jiného prostoru. Zminili jsme se ji%
v dvodu o tom, Ze existuje Pada existendnich vét pro FeSeni
rovaic & takto obecnym operdtorem. Pomineme-li specidlni
linedrni p¥ipad zobecndného LaxovaeMilgramova lemmatu, pak
viceméné vét3ine ziskanych vysledkd vychdzelas z potied
Yesit rovinice s operdtory velkych nebo p¥ilif malych ristd
v nereflexivnich Orliezovych prostorech (viz nap¥. [4]).
Tyto metody nelze v naZem p¥ipadé pouZit.

VyuZijeme proto tvrzeni lemmatu 4.12. Pro & €(-l,p=-1)
(v daldim jsou zajimavé pouze hodnoty l€l dostatedn® malé,
& proto neuvazujeme € # ~l,p=1l) je zobrazeni

*
51 je operdtor z né€jakého Bana-

ds u-~zde u
izomorfismus prostord V
. N P.€ .

3 £ 'd . -« ¥# WA
vané zobrazeni J [v§,~e(p-15]'“”a [Vp‘;] Je proto rovnéz

“ * & *
aus. S
izomorfismus. Jeho hodnote J"f v bodé f va,-e(p~lﬁ

OPV’ 18né 11 -
a Vp,«&(p-l) Tislusné adjungo

definovéane vztshem

* ’ 3
{I*t, ud) = £, a*u) , uévp’a .

Uvedené izomorfismy J a J* 1mpllkujl, ?e rovnice Tu = £
mé alespon jedno slabé Ye¥eni pro f&[V 1*
py~&(p=1)

pravé tehdy, kdy% mi alespon jedno YeSeni rovnice

(8.9) oy = 72 .

Operdtor J¥D: V [V ] je ovSem zobrazenim daného

p&
Banachova prostoru do Jjeho duélu a je omezeny, protcze Je
omezeny operdtor T.
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Bohu¥el neumime rozhodnou, zda-1i operdtor J'T je
pseudomonotonni. (Autor je presvédéen, %e pseudomonotonni
neni, zdroven viek neumi nelézt ¥ddn§ protip¥iklad na tuto
vlestnost.) Proto dosavadni vysledky s nelinedrnimi operdto-
ry je pot¥eba zjemnit zpisobem, ktery je ukdzdm v kapitole 5.

V del¥im polo#ime S =J"T, g=J3¢t , V=V _ =

Pst
v, = vg .

s Q. z
Vg = {uevp,a $ supp ucﬂn} s D= n,

kde "ﬂ’n Je oblest s lipschitzovskou hranici popssnéd v odstav-
ci 4.2.4 a splaujici inkluze

‘ 1
1+-~E
n

(8.,10) { xel dist(x,900) > } C ﬂn C

C{xeﬂ; dist(x,00) > %} . °
Lemma 8.1. Plati
n 1,p . n
v aWof (Qn), kde Vginna {u[n,uevp}.

p'ﬁn n

Dikez. ProtoZe pro xeQ , Je O<%<d(x) < % diam L, Jje

norme Il . | ekvivalentni s normou .l prostoru Wl’p(Q Ye
Pst P o n
Tedy pro kaZdé uev; Jje restrikce ul_n_ne %%’P(Q_n)‘ & naopek
1

kaZdd funkce ueW-*'P(a o) dodefinovend nulou na mnoZind

o
.Cl\ﬁ.n je 2z prostoru V;‘

Z¥ejmé pro min je splndns inkluze v’;cv‘;

o splouje vztah (8.10) (viz obr. &.12) a plati nerovnost

1 1 1
5L * @2 < E o nelN, teay L cQ

, nebot oblast

>
n+l (n"no) e

Déle vzhledem k tomu, Ze mnoZina C:(D.) je hustéd v prostoru

v g 9 je rovnéZ hustd v tomto prostoru mnoZins U v2 o,
P n;no P

M&Zeme proto uzit postupu kepitoly 5.
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VySetfujme nejprve Fefitelnost rovnice

(8.10), Su =g {v“

v prostoru V‘; s tje vyBetfujme rovnici

<JTu,v>=(g,v>,vép,

kterd koresponduje s rovaici (5.1) n®

Lemme 8.2, Existuje alespon jedno YeZeni unevg rovnice

.Y
(8,10), pro n=n_.

Dékez. Z tvaru zobrazeni J vyplyvd, Ze je izomorfismem
prostoru V‘g‘ (8 Wi"p(ﬁ_n)) na sebe, Rovaice (8,10)n proto
pPechdzi v rovnost |

{Tuw)y =E,w) , wevg,

& operétorem T: v -—3[‘0? J*, ktery Jje definovédn vztahem

{Tv,w)> = Sfb (x,v,Vv) oW dx + [lbe(x,v,Vv)w dx,
, Xy

ev?
"<

Operdtor T je jiZ zobrezenim Banachova prostoru do dudlu
téhoZ prostoru. ProtoZe funkce by, i=0,...,N , splouji
Carathéodoryho podminky & nerovnosti (8.6)=(8.8), miZeme
uzZit klaesickych vysledkl s pseudomonotonnimi operdtory (viz
[19], ch.2, §2, nebo [2], vita 29.11). Stedi si pritom
uvédomit, Ze pro xe_Qn je funkce d{(x) "odrafens® od nuly,
tjs d(x) 2 const> 0 pro xeQ , a tedy ristové podminky

(8+6) maji obvykly tvar. Podminke (8.7) je oviem nezvykld,
presto v8ak zaruduje koercivitu operdtoru T. Skutedn& pro

u&Wi"P(SL n) uzitim (8.7) a Friedrichsovy nerovnosti obdr-

Zime odhed
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n

{Mu,ud = ﬁl [1 [Vul? ax -wn.pf )P dx -
i

- f dx =
Polw) o, r(x)

z [ﬂl‘wnp G(PQQH)] \_/'Q (Vulp dx = o(w ’rsnn) ¢
n

Stadi volit w > O tek malé, aby vyraz v hranetych zdvorkdch
byl kl&dnj' &

8.2.2. Koercivita a podminks (5.2)

Lemme 8.3. Existuje interval I, O&int I, takovy, Ze pro

E€I je operdtor S: V. . —> [V ]* koercivani, tj. Ze
. Pst Psé

plati

_--1-'- { Suzu)y —> +00 pro flull, . — +o0,
$

Dikaz. PouZijeme-li HBlderovy nerovnosti a lemmatu 4.9,

miZeme pro uevp € odhadovat
#

N
<suud> = (Mdud =3 [ by(x,u, vu) 22 af ax +

+ 8fbi(x,u,vu) u 24 ge=t d:x] +fb0(x,u, Ju) u a® ax =

= ﬁlfIVul? a€ dx-wjlu}p dﬁ‘de-v,ez(w) fr a% ax -
‘A Q.

<)
- lelw g [lequ"llul af-t ax +j1up? GEPH* 4y 4
KyW < 1
-1 > ‘ D >
+ Lh [u] a dx] = [ﬂl- 2 we, - el N ﬁo(cg +eq g?fcid (x))] .

Jull 2 - (w)frdgdx-c(w)thd&dx,
Psé )82 va 2 0y

- P , wima s
kde ¢y e( TE =pFI] )¥ je konstanta 2z (4.4). UZili jeme
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pritom nerovnosti . 1 1
hiuld€™t £ « [u)P a®P +% w P=I 7 P-T pa 48

odvozené pomoci (2.6). ProtoZe miZeme volit «w >0 libovolné

malé, operdtor S bude koercivai, jestliZe
1

(8e1l) B4~ le/ Nﬁo(c TE—_%‘QT + c(-——LT )P mex a%(x) ) > 0.

ngL

Z¥ejmé je tato nerovnost splnéna pro hodnoty & 2z vhodného
intervalu I, Oe int I.

Lemme 8.4. JestliZe £& I, kde I je interval z lemmatu 8.3,
potom existuje konstante C= C( £ ,$0,p,S) > 0 takovéd, Ze pro

kazdé YesSeni unévg rovnice (B.IO)n, néne, plati

(8.12) | llun[/p’& sc.

Dikez. Pro n-n je _O.. neprézdnd oblast s lipschitzovskou

hranici, u, € Vg Je resem.m rovnice
(Tu VO = {L£,v> , veT?

Tedy pro nejaké c 4> 0O bude
= J = :a f
{Bupeuy > > = (5w f oy *[v o 1; flp's

pQ

Tento odhad spolu s lemmatem 8.3 ddvéd ihned (8.12).

Nyni vzhledem k odhadu (8.12), omezenosti operdtoru

S: ¥, £~——->[Vp’£ 17¥ & reflexivitd prostoru Vo,e 0 €1,

miZeme vybrat takovou podposloupnost {um}m, Ze jJe splnena
podminks

(6.13) {um—-eu slabé v Vp’f_ .

i *
Su ~ konverguje slebd v [Vp,a] ’

kterd odpovidd podmince (5.2).
PoloZme Jjako v kepitole 5 Sv = S(v,v), kde nyni kon-

krétné bude pro viSechna Ww,V,2 evp’a
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(8(Wyv),2)> = (Sl(w,v),z> + (Szw,z>

& i d
<Sl(w,v),z> = fbi(x,w,Vv) Z. ¢% ax R
i=1 Jv —axi

{SyWez) = Lbo(x,w, vw) z a° ax +

+ & ﬁ: fbi(xsws Vw) 2 aé-t 2"9"' dx .
i=1 < OX

Ve zbytku kepitoly se vlasiné budeme snaZit ukdzat, Ze ope-
rdtor S splnuje podminky (5.5)=(5.8), a pak uiit vitu 5.3.
Tim dokdZeme, Ze prsvek ueaVP z podminky (8.13) je sla-
bym YeZenim problému (8.1). Prz ové¥ovdni podminek (5.5)-
-(5.7) nenarazime ne podstatnéjsi obtiZe a miZeme sledovat
standertni postup (viz nap¥. [19], Ch.2). P#i ovéFovdni
podminky (5.8) v3ak nemlZeme jako obvykle vyuZit kompaktniho
vnofeni & musime proto tuto nesndz obejit. Cesta vede pires
znalost odhadl norem nalezenych YeSeni u_, které se vztahuji

n
k okoli hranice 91, Tyto odhady tvo¥{f jddro celé kepitoly.

8¢3e ODHADY RESENT Vv BLfZKOSTI HRANICE
Be3els Jedno technické lemma

Lemma 8.5. Nechf {ak}k je rostouci posloupnogt pPirozenych

¢isel s dostatedn? velikym &, & nechi k+l 2 2, k=l,e00

Potom existuje posloupnost funkei {Hok}k s ndsledujicimi
vliagtnostmi: '
P, €CRY), Pir=1 vEhNO, ., =0 v‘ﬁa .
k+1 k
Bk %ke1
3 841 ak

s néjakou konstantou cqy= 03(.O, }> 0. (Ohledné ‘Qa viz
odstavec 4.2.4 nebo 8.2.1;) k

N

0 £ Py (x) £1 8 Vyk(x)/-' c pro viechna x€R
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Dikaz., MiZeme uvazZovat oblasti -Ql;, k=1,25000 4

s lipschitzovskou hranici, které maji ndsledujici vlastno-
sti:

e C-ch x4l ’

dist(x, 2 ) > % ( lk a:k;:l pro viechna x ebﬂl;,
| +

1+
| dis’c(x,ﬂé) > -]3: ( %k aka]:*'l ) pro viechna x&9 —Qa’k-i-l.

Definujme funkei X, na R pFedpisem

f)(k(x) ﬁ{ 0 pro X Q«Qg $
1 proxda
k

00, I , -
a8 regularizdtor Ryk 8 jddrem ?eco(R Ve fRN P(x) dx = 1,

supp e = ixeRN; Ix| & 1} pPedpisem

. -N x-y \ .
R‘)‘ku T x> Py fRNQ( 3’k) u(y) dy 5 k=1,25600 o

-1

l+a,
JestliZe poloZime = ( 2kl )s potom bude
k- % & "a 7

00, N N y N
Ry X EC (R™), (R&xk)(x)\- 1 pro vSechna x€R \ne‘k-l-l

a obdri:{me odhad

PRy M@ f
7k Byﬁ(X)

i=l,eeeysll y kde znadime B (x) = {yéR |x=y| < 9"];}

Odtud miZeme odtud miiZeme odvodit nerovnost
meas Bl(o)

ok

pro vSechna x€Q., k=1,2,... o Vybereme-1li nyni posloupnost

V(R Vi v
| o ( y,k')(k)(x)( r;l&é:RN( P(z]



- 96 - Sz 4537V

iak}k tak, Ze & 4 = 2a, , potom

1, kK41 £ 8 —kk+l

Pk By = 8
a - By = k+1 k
k+l k 841

Stadéi poloZit Py = R(?,~ Xk .
k

8s3.2, Odhady v blizkosti Hranice

Lemma 8.6, Necht £ eI, kie I je interval z lemmatu 8.3
Potom existuje konstanta c,= 04(f,ﬂ,p, €5 Bys ,Gl,y,h,r)> 0

e rostouci posloupnost {ak}k pfirozenych disel tak, Ze
nerovnosti :

[+
f IVu (x)|P a®(x) ax & -2 , k21,
oy X
+

plati pro v8echna Fefeni u  rovaic (8.10)m, méno.

Pozndmka B.7. Lemma 8.6 spolu & vétou 4.9 implikuji nerov-
nosti

C
f |u (x)|P a8"P(x) ax £ =2 , x21,m2n
&\nak-t-l 3

kde S je néjakd kladnd konstanta.

Dikaz. ProtoZe meas (Q\Qn)m—a 0 pro n—> +oog,

rostouci posloupnost {ak}k splnujici ndsledujici podminky

o0
o .
Llia, 3 R,
“k k=1 ‘

o0

Z: f r(x) a¥(x) ax < 1,
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(8.14) § 2 f |n(x)| ¥ a8(x) ax < 1
,, k=1 ona, |

pro k=1,2’00‘ $

@hd

kie R (£) = 3o ( J 12,(x)|% a®(x) ax )
0 o\n,

K takto nalezené posloupnosti {ak}k uvazujme pPFislusnou
pesloupnost funkei {Yk}k z lemmatu 8.5. Protofe
£
Prtme Prlpd € Vp s dostdvéme rovnost
(Tum, \fkumda> = (4, Lﬁ{umd > s
takie po rozepsén:{ bude

2( P u,d®)

f (x,u ,Vu) dx +
i=1 Bxir ‘

(8.15)1+fb(xu,Vu)\pkumddx ff \pudadx#
O

| f d( «pku at)
L i=1

pro vSechna méno, k=1y2,5000 o

Ozneéme L resp. P levou resp. pravou stranu rovnosti
(8¢15) a pidme

kde poklddéme

T e
m
Il i N0 [ i=1 bi(x’um’vum) Ox * bo(x’um’ vum)um] .
Bx+1 i

P af ax +

i 34 ;
+ £ : f b. (x vVu_) > gé=1 24 dx
i=1 _O. el *“m? m um?k bxi ’
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N
I, = f [ S bi(x,um,Vum)

i=1 BXL
%ki—l 4

+b (x, e Vi) um]
P, a® ax +

N
=1 ad
'+6Zf b(xu Tu,) at-1 24 44
=1 & > m’ U P dx. ?
8341 | L

}{__}f i(xu,Vu)umba(f: dsdx .

x

ProtoZe ¥ =1 na mnozingd NQL o .9 miZeme vzit v dvahu
» k+1

tvrzeni vEty 4.9 pro mnofinu Gan.\a N e postupovat p¥i
B+

odhadovdni vyrazu Il stejné jako v dlikazu lemmatu 8. 3. Obdr-
Zime

1
[/31.. 2wey= lelN g (cl +Cq max d (x))] f\’/'umlpd dx -
ak+1
- Bolw) \f r 4% dx - e () f n? & ax
S0\

\Q |
L S+l B+l

kde vyraz v hranatych zdvorkdch je kladny pro hodnoty & I
(I je interval z lemmatu 8.3).
Dédle odhadneme vyrazy I, a IB' Predeviim z vlastnosti

funkei Hok_ (viz lemme 8.,5) & nerovnosti

a(x) N ’];Z 4 2. pro X€Q\NO.

8y 8y 8y ‘ 8y
obdrZime
N Dy
=1 Q. QO Oxy 3-8, ¢
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N £-1 g=1
> :vid dx=403§ . vld dx
=1 "1
k+l

_Q AN
ak+l’Qa

- pro kaZdé v;e€ L,(£,4,¢& -1), i=1,...,N . Vzhledem k rtisto-

vym podminkém (8.6), nerovnosti (2.6) (s d =1) a vztahtm

V=0 v O, Pp=1 v OO konedné& ziskdme

k k+1

T, + 1 Iél £ cg f ( \Vum\p at + lum[p a®“P+ n9 g%y ax .

Qg N O
8x+1 %k

UZ{t{m H¥lderovy nerovnosti obdobn& odhadneme pravou stranu
rovnosti (815)

f{f]u[dsdx+§:f sl \wuy) @& ax +

_Q\n i=1 mna
+ L€l §N f £ atl ax +
‘ 11 \um\ X
i=1 Qg
k
N
+ -52-— ¢y 8r%k+1 > j \fil \um\ at=l gx €
k a =g i=l o N\ _(‘)_a
k+1 "k ak-!—l Xk

112N

1 ‘ 1
N . &
c ( f fqd&dx)q(/lv P g% gx )P .
7% QL\Slai il L uml

Kone&n& z odhadd vyrazl I 12,13 a P, z nerovnosti{

1,2 | Il #1450 +|Pl, (8.12) a (8i14) okamzit¥ vyplyvé

1
] qum Xp atax cq [ f r a%ax + j nd g%ax +

QN QNQ, aNa
Ly 8y 41 a,

1N
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+ R () + f ( a® (Vum(p + da"p[um\p) dx]

O, N\NO
f+1" %k
a oo D A& < £ P, <&E=D p <
Sk"lf [Vuy [F @%ax = 08[3 + [ (&7 [vo [P+ d° Flu [Pdax =
TN el
%k+1
e
5 @

ProtoZe INQ_C -ﬁ-\—Qa_ pro i> j a protoZe konstanta cg Jje
i
nezévisld na m, db@kaz Jje hotov.

8.4, OVEROVANT MODIFIKOVANYCH LERAYOVYCH-LIONSOVYCH PODMINEK

V tomto odstavei ukdZeme, Ze operédtor

*

]

zavedeny v odstavei 8.2.2 splnuje podminky (5.5)-(5.8). Nejprve
se budeme zabyvat nejobti{Zné j8{ podminkou (5.8).

S(eye): ¥ xV._ _ — [V

Pt P& Pse

8.4.1. Ovéreni podminky (5.8)

Necht FeSenf u  spliujf predpoklady podmfnky (5.8), tj.
S(u,,v)—> ¥ slabd v [Vp a]* . Vzhledem ke kompaktnimu
9

vnoreni Vp ac-_aLp(ﬂ,,d,sfpv’q) (viz vétu 4.6) a konvergenci
b

(8.13) obdrZime pro vybrannou podposloupnost (kterou v3ak
znatime stejn€), Ze u —»u silné& v Lp(.ﬂ.,d,&-p-f)‘q). "Z rGsto-
vych podminek (8.6) plyne, ¥e pro libovolné pevné véVp e

b4
Jje zobrazeni z — bi(x,z,Vv), i=l,...,N , zobrazenim pro-
storu Lp(ﬂ,d,&-p+3’q) do prostoru Lq(.ﬁ.,d, &) a je vzhledem
k vlastnostem N&Emyckého operdtord (viz odstavec 4.3.2)
spojité. Tedy obdrZime

(8.16) by(x,u , Vv)—> b, (x,u,Vv)
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silné v Lq(-ﬂ.,d,a_ Y, i=1,...,N , takZe platf

(8.17) <Sy(up,v),u > — <Sl(u,v),u) pro libovolné veVp’a,

nebot u¥it{m HBlderovy nerovnosti miZeme odhadnout
a4
)‘[bi(x,um,VV) I 3fax - fbi(x,u,Vv) 2u_ gfax | €

np

fbi(x,um,Vv) - bi(x,u,Vv) l a,e "um“p,a +

du
+ lfbi(x,u,Vv) ( z _ _Su ) d&dx‘

Q. bxi Bxi
- ¥4 £ ]*
a zobrazeni z —> bi(x,u,Vv) —_—2— d¥dx Je 2z [V e
9B Bxi Py
a u —>u slabé ve Vp,& .

V nésledujicim lemmatu 8.7 ukéZeme, Ze platd
(8.18) ésggm,um-u>—-?9 .
Potom vzhledem k (8.16) plyne
482um,u>’ = {S(u,v),uy - <Sl(um,v),u> — (y,a) =
- <Sl(u,v),u} ,
co% spolu s (8.18) déva
{Soup,up S — (n};,‘u> - (Sl(u,v),u%
a s (B17) dale
CSlug,viyu > = S(up,v),u > + {Spu,u > —s {y,u) .

AZ na konvergenci (8.18) je timto podminka (5.8) ové&fena.
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Lerma 8.7. Plat{

{ Sgum,um—u> —> 0  pro m—s +°0

Dikaz. Z rlstovych podminek (8.6), nerovnosti (2.6) (s d =1),
z lemmatu 8.6 a poznémky 87 odhadneme

X(m)=‘f b (x,u_,Vu ) (u_-u) @ ax +
k ‘Q\’ﬂa o' m? m m
k+1

N \[
‘ 2: . e=1 24d <
B4+ i

3 cq [ ] \Vum[p aax + f lum[p a® P ax +
_Q_\_(\akﬂ [QAVSIN

k+1
+ f lu}jP a*"P ax + f he dadx} £ X(x) ,
ava, ava,
k+1 k+l

kde X Jje nez4vislé nama X(k)—> 0 pro k—s+00
Podobné& uZitim HBlderovy nerovnosti, (8.6) a odhadu (8.12)
obdrfime i

Yk(m) = \_({ bo(x,um,Vum) (um-—u) atax +
fx+1

N
+ & Ei ; f b, (x,u_, vu ) (u-u) a1 24 x| £
=1

i m m m
Q Ox,
NI i
4 Y
& € &
= cqp f lum-u[p a~7P agx)P
k+1
B i
2 ¢qg a£+l ( f lu_-u|P a&~P*R gx )P
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s néjakym &islem AB> 0. ProtoZe vnoreni

~p+
Ve < Ly(L,d,e-p+)

Je kompaktnf a O < O, platf pro ka?dé k, Ze Yk(m)~—-> 0
k+1
pro m—s +00 ,

Kone&né pro libovolné ov > 0 nalezneme takové k, Ze
X (m) <o, a pro takto nalezené k takové &islo ny, Ze

Y, (m)< o kdykoliv m“-‘—*nl. Tud{% pro libovolné ov nalezneme
takové ny, Ze
1 <8puy,uy-u)| £ X (m) + ¥, (m) < 20 pro m‘?—'nl ,

a (8.18) Jje dokézéno.
8.4.2. Ové¥en{ podminky (5.5)
Ne jprve ukéZeme, Ze operdtor v —> S(w,v) Jje omezeny.

K tomu postaduje vyuZit spolu s H8lderovou nerovnosti
nerovnosti (86), (2.7), (4.9) a odhadnout

XN oz .& o <
i(S(w,v),z)[ = j > b; (x,w, v v) —Sm—- d"ax + <82w,z>l =

izl.IL X5
E EN |b, (x,w,V v) | nzﬂ + e(w) [zl £
= BE TTIPE ' P
& p=1 p=1
[.cll uwﬂp,a teplvlge + °13J ”z”p,& .
Dédle ovérime hemispojitost, tj. konvergenci
<S(w,vl+tv2),z> — 8(w,vy),2) pro t — 0

s libovolnymi w,vl,vz,zeav . Stat{ si k tomu uvé&domit, Ze

bysg
z vlastnosti Némyckého operdtoru konverguje
by (x,w, Vv +t vv,) — bi(x,w,Vvl) pro t — 0

siln& v Lq(fl,d,s.), i=1l,...,N .
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Zbyva jici{ nerovnost

i
o

(S(w,w)=S(w,v),w-v> = <Sl(w,w)—81(w,v),w-v>

je pPimym dGsledkem (8.8).
8.4.3. Ov&¥eni podminky (5.6)

UZitim véty 4.9, HBlderovy nerovnosti a ristovych podmi-
nek (8.6) méme

N
)Z:jbi(x,w,‘v'w) z a¢~1 ;d ax| €

izl_ﬂ_ Xy
< c p-]_
m ( UWH + ih) e ) llzﬂp’a .

Stejn& jako v odstavci 8.4.2 je pak operdtor w —>S(w,v)
omezeny. Jeho hemispojitost vyplyvé4 opé€t z vlastnosti
Némyckého operdtori.

8.4.4. Ové¥en! podminky (5.7)

PoloZme ne jprve

N
G, (x) = §i=l' [bi(x,um(x),Vum(x)) - bi(x,um(x),vu(x))] .

du
o (—B(x) - 29 (%)) a®x) .
oxy X3

Zékladnim vysledkem tohoto odstavce Jje nédsledujfici lemma,
jehoZ dlikaz probfhé analogicky jako obdobné tvrzeni z [19].

Lemma 8.8. JestliZe me(x) dx —> 0 , potom existuje
0

podposloupnost {uk}k vybranné z {umgm (pro Jednoduchost nebu-
deme uZivat sprévnéjs{ zdpis {umkg k) tekové,Ze
bi(x,uk,Vuk) —> b, (x,u,Vu) slabé v Lq(.n.,d, €), i=0,eee, N,



- 105 - Sz 4537 V

Dikaz. Vzhledem k nerovnosti (8.8) platf G 2 O skoro
v8ude v 0. . Protofe u_ ——>u silné v Lp(.O_,d,é: ) (vno¥eni
v s Lp(_Q. ,d,& ) je kompaktnf), miZeme vybrat takovou

bt
podposloupnost {k} prirozengch &isel, pro kterou bude

(8.19) uk(x)——-»u(x), Gk(x)-? O pro v3echna x € O\Z, meas Z = 0.
M&Zeme predpoklddat, Ze pro funkce r, h z (8.6) a (8.7) je
r(x),h(x) < +%0 a quk(:«:)l , | Vu(x)] < +00 kdykoliv x € L\ Z.
Vezméme proto n&jaké pevné x<€Q\Z a poloifme m, = u (x),

; o *
= u(x), é‘: VY u(x) a necht % je hromadny bod posloupnosti
{%kgk’ kde §k =Vu, (x). Platt

(8.20) lf*k +00
nebot vzhledem k (8.6) a (8.7) je
N
N D A&/ -1
G (x) ® 4 (x)[%‘{, by (x, 0, %‘k §k1 N A, €] C 1€, [P

+ g~ (p-1)+? ;l/?kjp'l-r h(x)) - N 8 ( lé‘ + lgkl) ( I§]p-l+

+ T P n(x) + by (x, §) e

fo Il (€72 16, [P7H aP) (g PR+ a ™Moo ]

1%

a (x) Ry [%-k - 5 ( %'k p-1, 1%’ | +1)

a déle G, (x)—> 0 podle (8.19) ( “')?kl }k je omezend posloup-
nost). ProtoZfe funkce By splnuji Carathéodoryho podminky, exi-
stuje mnoZfina Z<€), meas Z'= 0, 2C 2  tak, %e funkée
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bi(x,n“?’,%'é) je spojité pro xeOn\zZ v /??’ a ? , & tedy
vzhleden k (8.19) a (8.20) obdrZime

N
a®(x) >3 [b(x,m, §7) = by(x,m, 8] (£5- £ =0

*
Vzhledem k nerovnosti (8.8) je pak § =§ .
Koneln& op&t z Carathéodoryho podminek plyne

by (x,u, (x),Vu (x)) — b, (x,u(x), Vu(x))

pro skoro v8echna xe&<1, i=0,...,N ., ProtoZe posloupnosti
{b;(x,u,,v uk)}k, i=0,...,N, jsou omezené v Lq(-ﬂ,d,é )

a protoZe tento prostor Jje reflexivni, mlZeme psét
bi(x,uk,Vuk)———-abi(x,u,Vu) slabé v Lq(ﬂ,d,a).
(Slabé limita Jje v nadem pPipadé nezévisld na vybéru konver-

gujici podposloupnosti z posloupnosti {uk}k.) Tim Jje lemma
8.8 dokézéno.

Kone&n& miZeme piistoupit k ovéreni podminky (5.7). Podle
pFedpokladu < S(ug,u )-S(u_,u),u -u> — O, neboli |

me(X) dx — 0 pro m— +%, Vzhledem k lemmatu 8.8 méme
oW .

pro vybrannou podposloupnost {uk}k a kaZdé i=0,...,N
(8.21) by (x,u,, Vuk) —> b, (x,u,u) slabé v Lq(.O..,d, £y .

Zéroven u,— u skoro vdude v £%-, tedy pro ve Vo e
]

rovné% b, (x,u, (x),Vv(x))—> b, (x,u(x), Vv(x)) skoro vBude

v £, i=0,...,N, a vzhledem k omezenosti posloupnosti

{ by (x,u,Vv)}l,, 1=0,...,N, v prostoru Lq(.ﬁ ,d, €) bude

(8.22) b, (x,u,,Vvv)—> b, (x,u,Vv) slab& v Lq(ﬂ.,d,e ).

JestliZe ddle ze CZO(D_), potom funkce

k . *
2z g8 | 548, gat7l 24 € [1g(,a,e )] = (g,

a proto vzhledem k (8.21), (8.22) plat{
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(S(uk,v),z> — {S(u,v),z) .

ProtoZe mnoZina C:(_Q) je hustd v V , obdrZeli Jjsme pro

Ps€

libovolné vévp,& , Ze

¥
S(u,,v)— S(u,v) slab& v [Vp,e] .
coZ Jjsme chtéli ukdzat.

8.5, EXISTENCE SLABEHO RESENT
8.5.,1. Existence slabého PeSent

V predchozfch odstaveich jsme ov&¥ili, Ze operdtor S
a prostory Vg splnujf{ podminky (5.2) a (5.5)=(5.8). Vysledky
kapitoly 5, které Jsou Jjistym zjemn&nim metody pseudomonoton-
nich operétord, proto zaruluji existenci Fe8eni rovnice
Su = g, tj. rovnice J'Tu = J*f. Vzhledem k vlastnostem zobra=-
zeni J* mé tedeni i rovnice Tu = f (pro vhodné hodnoty & ).
Shrnme ziskané vysledky v nésledujicich v&téch.

V&ta 8.9. Nechf funkce by: xR x RN —R, 1=0,...,N,

splnuji Carathéodoryho podminky a nerovnosti (8.6)-(8.8).
Potom existuje interval I, Oeint I, takovy, Ze pro kaZdé e &1
mé Dirichletlv problém (8.5) alespon jedno slabé Pedeni
vewl'P(0,4, ) kdykoliv

N 3fy

i=1 X5

N SN SPPPPIE s Lq(n,d, €).

N

V&ta 8.10. Necht funkce a;: QL x R x R —> R, 1=0,...,N,

splnujf Carathéodoryho podminky a nerovnosti (8.2)-(8.4).
Potom existuje interval I, O€ int I, pro ktery plati:
Je-1i & €7I, potom nehomogenni DirichletGv problém (8.1)
mé alespon Jjedno slabé Pedent ué';wl’p(.ﬂ.,d,e.) kdykoliv
N 23f,
£=f -3, —

1l
=t ox, y £oofyseee Ty Lq(ﬂ’d’,&) a pew Pn,a,e).
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Poznémka k jednoznaénosti FeSenf{. V pPipadé, Ze &£ O, miZeme
uvaZovat vnofenit Wl’p(ﬂ.,d, £) cawl’p(D*) (resp. vnoreni
whiP(0,d,2 ) s WEP(L)) & adle [WErP(,a,-e(p-10)]" <y

| Iwi’p(Il)]* a Lq(Sl,d,e.)C~an(Iz). Pro pravé strany

fe [Vp"-e(p‘—j:)}*’ xpewl’p(.ﬂ.,d,é ) Je proto fé[wjé’p(ﬂ)]* ’
tP&.Wl’p(Il). M4-1i problém (8.1) (resp. (8.5)) prdvé jedno
slabé FeSeni ue WHP(Q) (resp. vaW%’p(ﬂ.)), potom nutné

( v pPipad® €€ 1) je vzhledem k existenci slabého Fedeni

ve véhovych prostorech ué.‘&’l’p(ﬂ.,d,é: ) (resp, vewg’p(.ﬂ,d,s)).

Pro £<0, e€1I, proto z jednoznacnosti slabého FeSeni v obvyk-
1lych Sobolevovych prostorech problému (8.1) (resp. (8.5))
plyne Jjednoznalnost slabého Fedenf ve vadhovych prostorech.

Pro &€ O zUstévéd problémem, Jjsk zformulovat rozumné
podminky a ukézat podobnym zplsobem jednoznalnost FPesSeni
problému (8.1) (resp. (8.5)) v Sobolevové véhovém prostoru

Wl’p(.ﬂ.,d, £) (resp. Wi”p(.ﬂ.,d, £)).

8.5.2. Priklad

Uva¥ujme problém (pro 1< p<2 definujeme 10(P"2.0 = 0 )

N .
.2 [ -5 13— (1vaP? 2L ) s p wPPa=r va,
i=l oxy | X

u =0 na oQ.,

kde fL Jje oblast s lipschitzovskou hranici, p> 1l a A € {0,%).
(V zévislosti na oblasti €1 a odhadech; které budeme provédét
a které vychdzejf v obecném p*fpadd z podminky (8,3), bychom

- mohli uveZovat i zdpornd A, oviem dostateln& blizkéd nule.)
ProtoZe - jsou splnd&ny pfedpoklady odstavce 8.1.3 s funkcemi

1§[p".2 ?1 L 4=1,...,N

P,

{0 &
o] e
Laan Y o,
" »
3 3
~Afvy N
et St
i i
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lze na problém (8.23) aplikovat vé&tu 8.9 (nebo v&tu 8.10).
Zbyvé nelézt co moiZnd nejvétsi interval I takovych mocnin &
véhovych prostort Wi’p(ﬂ ,d, &), ve kterych je zarulena exi-

stence Fedeni problému (8.23). Nabiz{ se provést znovu odhady
z ddkazu lemmatu 8.3 pro nédd p*fklad. ObdrZime

N
g'zz—_%f v,p-—Z ou b(ud)dxé‘a\f\ulp'zuzd& dx =
i=
AV ; .

Bx 'bx
fqulpddx +aZ: Ip’z-a—‘i—adf—’l-?-@-—m+
Q bxi ~ bxi
+Af1ulpd&dx,
o

N .
a proto¥e | D ;‘Bu -?—g-—l £ |Vul|, A ® 0, méme uFitim
=1 dx; Bxi

HBlderovy nerovnosti a véty 4.9

1
G = Nl 5 - tel (fxvmp a®ax) P ( f}ulp a*P ax)P 2
] Jy ‘O
1

Tl -leleP =Rr ] BufiB . .

p-l
P

Vyraz v hranatych zévorkéch je ovSem kladny pro

+ 1

), kde konstanta e¢= c(L) =
ct/Po 1 b, 1

e &l
pro konvexni oblast (L .

Vratme se nyni k linedrnimu problému a uka’me, %e metoda
kapitoly 8 ddvé lep8{ vysledek ne? uZit{ zobecn&ného Laxova-
Milgramova lemmatu v kapitole 7.

Pro p=2, A=0 a pro konvexni oblast (L obdrZime problém
(7.1) s Laplaceovym operétorem, ktery podle pffkladu 7.2 ,Je
fe8itelny v Sobolevovych véhovych prostorech kdyZ &£ € (- 3,3)
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Nyn{ jsme obdrZeli £ é(—l,%— . Tento vysledek je moZné dédle
vylepsit, kdyZ znovu aplikujeme lemma 6.2.

V&ta 8.11. Necht gl je konvexnf omezend oblast, A = 0.
Jestli%e je &€ & (-1,1), potom existuge konstanta k= k(&€ )> 0
takovd, Ze plati nerovnosti

N
du Ov f , >
su § : s m— X+ A u v dx =k\\uu
uvuf;—el[ i=lf dx; } &

(8.24) pro kaZdé u eV2’& s
N -
E X dx + A [ uv dx}-':kﬂvu_
llui i=1 ,Q.. i ey

pro kazZdé vev, s

a Ze Dirichletdv problém

u=0 na O |
mé prévé jedno slabé Fefeni uev = Wl’z(ﬂ,d, € ) kdykoliv
5 2,& o .
N £,
f f"'z : l’ f,f ooofé—L(nda)o
o1 N T2 Lt
i=1 bxi

Dikez. Druhd &4st tvrzeni vyplyvéd z lemmatu 6.1 (nebo z lemmatu
6.2) a nerovnosti (8.24), které budeme ddle dokazovat.
PoloZme pro Jjednoduchost

alu,v) = fbu dx+Afuvdx.
i=l

S

Ukédzali jsme jiZ, Ze libovolnéd lineérni forma fé«[W%’z(ﬂ,d,-&)—_’\*
mé jednozna&né vyjéd¥eni tvaru <J{f,v) = a(u,v), ve

6.?11’2(_0.,51 & ), & %e plat{ prvni nerovnost v (8.24), kdy%
bude ¢ (-1, 3 o Z toho ihned odvodime, Ze bilinedrnt forma

al.,.): Wf(Q,a,2) xwhia,q,-8)— R
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Je v pfipadé aé(-—l,l) nedegenerovanéd (viz kapitolu 6). Kdyby
totiZ bylo a(u,v)=0 prd kaZdé vewi’2(_ﬂ.,d,-s Y, vime Jji%,
%e nutn& u=0. Necht ddle pro n&jaké v#0 platf a(u,v)=0 pro
v8echna uewg’z(ﬂ-,d,e) a vyvodme spor. ProtoZe existuje
féfwg’z(ﬂ,d,-ga)]* takové, Ze J(f,vd # 0, a jeliko% existu=-

Je U spliujfef a(¥,.)= <£,.>, bude rovn&% a(d,v)# 0.
'me
JekmileVzarugenu nedegenerovanost formy a(.,.), miZeme
uZf{t tvrzeni{ (i) lemmatu 6.2. Pro &e(-l,%‘-) tedy existuji

konstanty my(& ),m,( & )> O takové, Ze

2 1,2
\l‘?l\\ligl a(u,v) = my(e) lully , uwew;’(02,q,¢e),

su
p&

a(u,v) = m,(& ) llvll,_6 R ve’&'g"g(n,d,-e) .
lail 2 - V

1

VyuZijeme-1i ddle symetrie formy a(.,.), obdriime ihned

ngﬁﬁél a(u,v) 2 c(e) lul, , “ewé’z(n’d"&)’

kde
ml( € ) pro 66("1:%> P
c(e )= max[ml( e ),my( e )] pro e£é&(- %-,%-) R
my( € ) pro ee(%,l)’ .

Prvni z nerovnost{ (8.24) je dokézéna. Stejn& tak je moZné
postupovat v p¥*{ped€ druhé nerovnosti nebo stadf{ si op¥t
uvédomit symetrii formy a(.,.).
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III. NEUMANNSBY PROBLEM



FORMULACE PROBLEMU

UvaZujme Neumanniv problém

zz:::: (—19“4 Dukauqe(X) Pu(x) ) = £(x) v,

f_
(IIT.1) loul, 11 =1

zi:::j awp‘qw.ﬂau =g na o0

vl 1l =1

kde Vo Jsou slo¥ky vn&j3f normély v k hranieci d<v, D%
znald{ diferencidlni operédtor s multiindexem ov. PFitom koefi-
cienty ayz Vv delsim upPesnime tak, aby bilinedrni forme

(III.2) alu,v) = 2

8
ol 181 ELV 7

Dﬁu ﬁ”v dx

prislusejfc{ problému (III.1) byla omezend na prostoru

w2y x whr2() a eby byla WH'2(Q )-eliptickéd, tj. aby
existovala konstanta cy> O tekové, Ze pro kazdé ge&W"z(IL)

platd{
a(u,u) = c, lal® .

Definice. Rekneme, Ze funkce uéiwl’z(fl,dm,s.) je slabym
feSen{m Neumannova problému (III.1l), JjestliZe pro keZdé
vewh ?(n,a,-€) plats

(III.3) a(u,v) = F(v) .
Pfitom funkciondl F mé (po formdlnim odvozeni 2z (III.l)) tvar

(I¥I.4) F(v) 20/‘ f v dx +J/) gv das .
doN 3.

Pri vySetfovénf rovnice (III.3) budeme uvaiovat obvykle
v | «
obecnd j§1 situsci, kdy Felwl?(a,aq,-e)) .

Poznémka. V rovnici (III.3) Jje moZné uvalovat testovaci funkce
v z mno¥iny C(ZL), pokud bude tato mnofina funkcf husté

ve véhovém prostoru Wl’z(Il,dM,-E.) (viz napr. [12]).
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Jako p¥{iklad obecn& zformulovaného problému (III.1l)
uvedme ulohu

i

-=Au + pu f. v,

(II1.5)

$5 e w2,

e> 0 skoro v8ude v £ a kde %—\;—

H

kde © € L{N), gs)(x)
znadi derivaci ve sm&ru vn&js8{ normély k hranici oL .

e N
=

9. NEUMANNGBY PROBL

ny

v PRIPADE N-m

9.1. EXISTENCE SLABEHO RESENT

V této kapitole bude O cRY omezend oblast, M <2X. bude
varieta dimenze m, pF*iCemZ
N = M g 3 e

Oblast O bude t#fdy Q21 (M) (viz odstavee 3.1.3).

ProtoZe se ddle budeme zabyvat slabym FeSenim problému
(III.1) ve véhovych prostorech a tudff rovnicf (III.3), Je
mo¥né prijmout slabd{ poradavky na koeficienty &,z nei ty,
které Jjsou potfebné k obvyklé formulaci Neumannova problému
(III.1). Predpoklédejme proto, Ze je

(9.1) a4 dﬁ'“’""'ﬁl € L fa) .

Bilineérni forma a(.,.) definovand vztahem (III.2) je potom
pro £ &R omezend na prostoru Wl’z(n_ sy €) X Wl’z(ﬂ- dM,-E),

nebot uZitfm HBlderovy nerovnosti a vety 4.8 o vnoreni
obdrZime ‘

1
l / aw)e})ﬁu DOUV dxi £ (\L‘Lladygl dg’lw!-lpllbﬂui2d§+2vg\ -2dx)§.
SN

};

o !llawﬂjd;"iwI-!ﬁ] [D7% |2 ;IE'+2[°U[-2 € cdbt llull ’auvl&‘ —c

Vzhledem k zobecndnému Laxovu-Milgramovu lemmatu 6.1



= 115 = Sz 4537 V

Je vySetfovani Felitelnosti rovnice (III.3) pPevedeno na
zkouméni elipticity bilineérnf formy
at.,0: whea,a,e) x whQ,a,-) —> R

ve sloZkéch. Problémem elipticity se budeme zabyvat v odstavei
9.2, drf{ve vi3ak zformulujeme tvrzeni o existenci slabého
fesenf, které je nadim cilem a které tedy z vysledkd odstavce
9.2 vyplyvé.

V&ta 9.1. Nechi Q.c RN Je omezend oblast t¥idy QG’]‘(M), kde
M C 30 je uzaviend varieta dimenze m a N-m®3, Ddle nechf
bilinedérn{ forma a(.,.) (definovanéd vztahem (III.2)) je

Wl’z(ﬂ.)-eliptické a necht jejf koeficienty splnujf podminku

(9.1). ‘
Potom existuje interval I, Oeint I, takovy, Ze pro kaidé

£€ I mé rovnice (III.3) prdvé jedno FeSeni uewl’z(ﬂ.,dm,& )
* ) B
kdykoliv Fefwl’z(ﬂ,dm,—f_)] . Navic existuje konstanta
= <
c,= ¢q(a,0,M,€)> 0 tak, Ze ﬂuﬂM,é ¢y Irll, .

Vyslovené tvrzen{ formuluje postafujfici podminku existence
slabého Ye8en{ Neumannova problému (III.1) s tim, Ze funkciondl
p 3
F dany vztahem (III.4) bude néleZet prostoru [Wl’g(ﬂ,dm,—é)] .

Tato situace nastane nap®. pro mnoZinu M jednobodovou, &> 2-N

a fel,(,dy,e), g€l (30,4,,-£+1) nebo pro M=o,

fel,(,4y,8), gel,(251) (zde ovdem N-m=1). K tomu si
stad{ uv&domit v&tu o vnoPeni prostoru Wl’z(n.,dM,-e ) do
prostoru L2(3-§L,GM,07) s vhodnym m (viz odstavec 4.4.2)
a pak uZit HBlderovy nerovnosti a ukézat

|F(v)] € ([£], + ep(L,M,e) (8(L2(3Q,5M,/7) ) livll_g

Abychom mohli tuto charaekteristiku provést pro obecnou varietu
M, potfebovali bychom pf{sludné v&ty o stopéch funkci ve vého-
vych prostorech, které nejsou prozetim dostatein& rozpracovény.
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9.2. ELIPTICITA FORMY a(.,.)

V tomto odstaveci dokéZeme nésledujfici lemma, které spolu
se zobecnénym Laxovym-Milgramovym lemmatem dévé tvrzeni
véty 9.1.

Lemma 9.2. Necht jsou splnény predpoklady v&ty 9.1. Potom
existuje interval I obsahujfc{ okolf nuly takovy, Ze pro

kazdé £ € 1 Jje bilinedrni forma

W12

al.,.): Whe(n,q,6) x wh¥(a,a,-¢) — R

eliptickéd v obou slo%kéch.

Dikaz. Stalf dokédzat pouze elipticitu formy a(.,.) v prvnfl
sloZce pro £ eIl, kde Il Jje vhodny interval obsahujici

otevFfené okolf nuly. Analogicky lze dokézat elipticitu v dru-
hé sloZce pro hodnoty - €& 2z vhodného intervalu 12. Staéd
poloZit I = Ilﬂ (-12)

Nechi uew! (.O. ys &) @ poloZme v = ud§ . ProtoZe
| vay(x)! =1 pro skoro véechna x€ L, obdriime z vity 4.8

o vnofeni, Ze vewl’z(_ﬁ,,dw-&) pro &> 2+m-N,., Skutedné&
méme

N 24
M -&
II'&*//M_6 5=flau dy + € udgil xl dy  ax +
ox Xy i
€12 =& < 2 2 2 LE=2 <
+ f ud a, dx £ 2 (lul + £ flul d dx ) =
J\.l | Oy M,e 4 M

{1\

c3(.Q,M,E.) uullé‘;’& .

Obdobn& 1z ukézat, Ze funkce udlfg/ze wh2n) pro
£> 2+m=N a déle
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N
£/2,2 _ 2 g&-1 24
| ua, = |lul +Q (su +
2 ad,, 2
& 2 .E=2 M >
(9.2) + 3 ut dy l-—-—-——'bx‘ \ ) dx 2
i

2 (1-lefe, (M, &)= 2 (0 M, )) Tul

ptitemZ z Hardyho nerovnosti uZité v dlkazu véty 4.8
plyne, Ze ¢, @ Cg Jsou jako funkce zévislé na & omezené
kdy: & -2-m+N 2 A">0 .,

Nyn{ pidme

a(u,udﬁ) = a(udg/z,udg/z) + B(u),

kde B(u) Jje vyraz obsahujici &leny tvaru

3 ' &/2
>u 2y a f . £:-/2 2 dy
a, u 3 3 X, V) B M B dx ,
5/2 5/2 €/2
3 3 X, a, u dM -——«—b X .

Pfitom al,az,a3,84éme L,(Q)
o vnoReni obdriime

(9.3) [ B(u)]

a tedy opét uZitim véty 4.8

Y

L

lel cglauMe ) Tulf

ProtoZe bilineérn{i forma a(.,.) je wls2

(n)=eliptické, tj.
a(ud&/2 dqu) =c, “udM/zﬂz R

dévé tento odhad spolu s (9.2) a (9.3) nerovnost

:

c [1-lele,- 8205] :
VE'B “u )M & ¢

~—t
14

v
a(u: nv"M’-&
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Pro & 2 dostatedn& malého okol{ nuly, tj. z vhodného inter-
valu I,, bude vyraz v hranatych zévorkéch kladny a bilinedrnf
forma a(.,.) bude eliptickd v prvn{ sloZce.

Poznémka. Metoda, kterou jsme u¥ili p¥i vydetdovéni elipticity
v prvnl sloZce, p*edpoklédd &> 2+m~N . Obdobn¥ pro elipticitu
v druhé sloZce =&} 2+m-N , dohromady tedy mus{f platit '

2+m=N < N-p-2 .

To Jje divodem naSeho omezeni{ N-m2Z3 .
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10. NEUMANNGBYVY PROBLEM

v PRIPADE N-m=1

10.1. GvoD

V této kapitole se budeme zabjvat existencf{ slabého
FeSeni{ Neumannova problému (III.1l) v pPfipadé N-m=1l. Zde nemi=-

Yeme uifit vé&ty o vnofeni prostoru Wl’z(fl,dM,& ) do prostoru
L,(£,4),, € =2). Rozpracujeme proto novou metodu, kterd spodf-

vé ve volb& vhodné testovac{ funkce (mfsto funkce ud& z kapi-
toly 9) a uZit{ integrélnfch nerovnostf (2.4),(2.5).

Hlavni myS8lenku této metody objasnfme v jednoduchém
p*ipadeé, kdy oblast <L bude krychle a mno%¥ina M jejf sté&na
(viz odstavec 10.2). Pro obecnd j8f oblast > dochdzf oviem
ke komplikacim technického rézu, které souvisejf s vhodnym
popisem hranice 230 a jejiho okol{ pomocf kF*ivodarych sou-
¥adnic. JestliZe XL bude oblast s hladkou hranici, vyuZijeme
popisu z odstavce 3.2 a pro mnoZinu M=3LL yydet’{me existen-
c¢i slabého Fedenf problému (III.1) (odstavec 10.3). Jestd
8loZité& j81 je situace pro nehladkou hranici. Problémy, které

?i tom vznikajf, ukédZeme v odstavci 10.4 pro p*fpad N=2
na oblasti ()., kterd mé po &d4stech hladkou hranici s konvex-
nimi “"rohy". V p*fpad€ nekonvexnich "rohd" by toti existova-
la neprézdnéd podoblast fi;takové, Ze vzddlenost jejfch bodd
od mnoZiny M by byla vzddlenost{ od jediného bodu - vrcholu
nekonvexnfho "rohu" (viz obrézek &.12).

.Aﬁ=ﬂﬁl

IR

O /4
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Pro podoblast el by tim nastala situace, kterou se budeme
zabyvat 8% v nédsledujfci kapitole 11 (kdy N-m=2)., TentyZ
problém miZe vzniﬁnout, JjestliZe varieta M nebude rovna celé
~hranici 30,

V celé kapitole ddle predpokléddejme, Ze pro koeficienty
bilinedrn{ formy a(.,.) definované vztshen (III1.2) platd

> twaln) fu g2 co% [%{2

vy 13]

(10.1)

prd skoro v3echna x € Q) a ka#dé %"—‘ ( g(o,,“,o)""’ §(O,...,O,l)) |

éiRN+1, kde ¢ > O je vhodné konstanta. Nerovnost v (10.1)

zarutuje, Ze forma a(.,.) Je Wl’z(Sl)-eliptické. Z p¥edpokladd
na koeficienty Qup @ 2 Hblderovy nerovnosti ihned plyne, Ze

al.,.) je dédle omezend na prostoru

whaa,a,e) x whi@,q,-¢) .

Abychom mohli aplikovat zobecnéné Laxovo-Milgramovo lemma,
misime jako v pPede3lé dsti vySetPit jejf elipticitu ve sloz-

kéch,

Op&t bude ve vS8ech p¥ipadech rizné geometrie oblasti (L.
postalujici se zabyvat elipticitou v prvni sloZce. Analogicky
lze postupovat p?i vyBetPovéni elipticity bilinedrni formy
a(.,.) ve slo¥ce druhé. Proto¥e mnofina C(TL.) bude pro &< 1
a pro uvafované mnoZiny L., M hustéd v prostoru Wl’z(ﬁl,dm, €)

(viz odstavec 4.1), stadf{ pro funkci ueC™(XL) nalézt takovou
funkei vewl'z(ﬂ,dm,—é; ), aby platilo

(10.2) Ivly, % eq bully ¢ >

@

(10.3) alu,v) 2 cs llui\;’e

Konstanty 01,02;>O Jjsou pFitom nezévislékna funkeci u.
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10.2. PRIPAD KRYCHLE

Necht (L= (O,l)N, M =={ x=(xl,...,xN) €dL) XN=0}
tedy dy(x) = xg.

Pro u&C (1) poloZfme nyni
1 du

V(Xl,...,XN) = U(Xl,...,xﬂ_l,l)“ ‘/ (xl’.."xﬂ’l’g).

Xy Oxy
E
. g‘ d§ .
. Dostaneme
.—é)_z...(x) = 'Bu (x) x§
be XN

a integrac{ per partes zapiSeme funkeci v ve tvaru

v(x) = ulx) xg * &fl u(xl,...,xN_l,%-“ ) g -1 dg ,

*N
tedy bude
Ov - du £ &fl du €=1
-——-——-—bxk(x) an(x) Xy + " B}(k(:ec:‘.,...,::N‘_.l,2;") % dg

pro k=1,2,¢..,N=1,

DokédZeme nejprve, Ze je splnéna nerovnost (10.2) pro €< 1.
Pro jednoduchost budeme déle znadit (Xyy0e0,xy) = (x?,xN).
UZit{m Fubiniho v&ty a nerovnost{ (2.4),(2.5) (kde w;=0,
wW,=1, w=¢&) obdrZiime pro &€{ 1 odhad

“Vnz = Z: f D ulx) x& dx +
M,=¢  JwiE (o, | * N

=l #
+ 2¢ E‘w‘:l; )be u(x) D “u(x”’ §)§’ d%’ d, dx+

X
@#(0,...,0,1) (01 N
2 , f = / I &1d dx.dx %
T & 1%;;‘ (cf/l‘)l"”1 (f Tut 98 § Faxyox

w#(c, L] ,O,l)
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| 2
£ lel 4 € 2

Obdobn& uZitim (10.1), H8lderovy nerovnosti a nerovnosti
(2.4),(2.5) odvodime

“a(u,v) = > . J/’ awﬁivau Du x§ ax +

£

N ,
+¢& Eé;;gggél &Ji 8oua(X) DPu(x) d/ﬂ th(xf,§)§£'1d§ dx 2

wE(0hv..,0,1) (0,1 Xy
' 1
N 2 > 2 2
= e lluly ¢ - I8 levl 18] £1 gl j N{D”u] s B
LD (o,1)
f(o,...,(},l) .
| X )
. ( f xg© ( f n”u(x',§>§~€'1 dg)Z ax)® 2
(0,1)N Xy
2 (c - %é%% k,) Huﬁﬁ’& ,

kde znsdime
k.= ( a
1 lewl |g] 1 \ %31“3
w#(@,oao,O,l)

JestliZe bude
21el
co‘ 1_"8' k1> O 3
bude splné&na nerovnost (10.3). ProtoZe 2k1-ﬁo> O, bude bili-

nedrni forma a(.,.) eliptickd v prvni sloZce pro

-C c
-~ 0 o

se - )
?kl c, 2k1+cO

o

“‘:Ilo

Analogicky obdrZime elipticitu formy a(.,.) v druhé
sloZce pro
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“Co c

0 =
el ape; » Tymc, ) T T2

kde znalime 1
?

kp= (2 ongl% )2 .
2 lool, 181 £1 2os 10
£#(0,...,0,1)

Tedy pro 3 éIln 12 bude forma a(.,.) eliptickd v obou sloZkéch
a rovnice (III.3) *e3itelnd ve véhovém prostoru Wl"?((G’,l)]‘\{xN,a).

P¥fklad. JestliZe polo¥ime v dloze (III.5) p(x)=1, 'potom
prislusnéd bilinedérn{ forma bude eliptické v obou ‘sloZkéch
p¥ine jmendim pro &e(-1/3, 1/3).

10.3. OBLAST S HLADKOU HRANICT

V tomtc odstavci budeme predpokléddast, Ze .Q.C.RN Jje omeze-
né oblast s hladkou hranic{ a Ze M= 0L, dy(x)=d(x). K popisu

okol{ hranice 2y budeme ufivet k*ivolarych souradnic, které
jsme zavedli v odstavei 3.2. V n&m Jjsou téZ odvozeny v&echny
vztahy, které ddle budeme potFebovat. '

10.3.1. Elipticitsa

Nechf ue C°(fL). Sta&{ naldzt funkei veWwlr?(q,d,-&)
tak, aby byly spln&ny nerovnosti (10.2) a (10.3). PoloZme proto

u(x) wf pro xe.'\?o ,

(93
{10.4) v(x)= L\(t‘.,w‘)u-)e’--f$ -%-%.Q(t,g)g& d§ pro x=VY(t,s),

(t,s)eﬁk x{0,W), k¥1, 000, «
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Lemma 10.1. Jestli%e e<1, potom pro kazdé u&CR)
néle?{ funkce v definovanéd predpisem (10.4) prostoru

Wl’z(ﬂ,d,—a) a je splnéne nerovnost (10.2).

Dikaz. ProtoZe pro s € (0,w ) je dist(y(t,s), @f-)=s, funkce
v Jje korektné& definovéns a Je spojitd v L1 . Abychom ovéFili
nerovnost (10.2), stadf{ odhadnout vyrazy

HVJIEE;X = \[(Wvlz a~¢ ax + \/lel2

obdobnymi vyrazy ﬂugf,x s funkei u, kde X bude postupné
H
nahrazovat mnoziny VO,VJ_,..'.,VP. Vzhledem ke spojitosti fun-

kce v Jje totiz

{Vﬂ-a Z:IVy_gv .

- Z¥e jmé ﬂvﬂge;v £ ¢l ,diamQ, e ) ﬂuﬂz;v . Dédle pro k=1,...pr
o 0

dostévéme s ohledem k lemmatu 3.1 vyJjéd¥endi

uvu?.e;vk = [J

k

w N-1 2 2
(S 1 | BVLt.S)}+ | Bv(tis)l +
o T -s 2 (1) 2ty s

+ {v(t,s)lz ) s'g{[Jaclﬂ(t,s)l ds dt.

ProtoZe pro (t,s)€Uyx (0, ) plats

ds Ds

22

(10. t,8) = ult €+ﬁf t, ¢-1 4
(10.5) ¢ v(t,s) = u(t,s) s su( §)«§ §}“

oy (t,s8) = ou (t,s) s + &f ou (t,%‘) &=l 4
Dty Bti s Bti ‘
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a protoZe méme k dispozici nerovnosti (3.5), miZeme p¥i odha-

dovén{ vyrazu I!v[l?_e,v , k=1,...,r , postupovat stejn& jako
} 4 k .

v odstavei 10.2, kdy = (0,1)N. obdritme

[} 8

2
“Vu_g V cl( BN ,w,é‘.) uu“z’,vk 9 k=l,...,r N

a tedy nerovnost (10.2) Jje splnéna, je=1i véwl’z(ﬂ,d,-&).
Znaime dédle '

ay(u,v) = E , 8y p®u v ax s

tedy

r
a(u,v) = 5 | a (u,v) .
k=0 & '

Nerovnost (10.3) pro vhodné &£ Jje pfimym dlsledkem nédsleduji-
cfho lemmatu.

Lemme 10.2. Existuje interval Iz, k=0,...,r, obsahujfef
otevifené okol{ nuly takovy, Ze pro £ & Ik plat{:

Pro kazdé ueCA{L) a funkci v definovasnou vztahem

{10.4) je )
8, (u,v) 2 c,(20,8,w,8) ﬂullg;vk .

Dikaz. Pf:(;ﬁad k=0 Je z¥ejmy. Pro ostatni mnoZiny Vk, k=l,.. 1,
prepiSeme bilinedrni formu ak(u,v) pomoci vztaht

> %i:i 2] Btj . 2 s

ox, FI Btj ox, Os Exi
é dosadime za funkce v, ov ’ oV ze (10.5). Upravou
Btj Os :

nakonec obdriime
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(10.6) ay (u,v) = z: / p°u 5u & dx + € J ,

lool, |81 €1

kde vyraz J obsshuje konelny soulet ¢lend tvaru

(73] (294
J: .{: /; "a’(t,s)w(t,s) f Z(tsg) §£‘1 d§ ds dtw .
k 8

Zde w je n&kterd z funkel u, ?—3, 2u_ s JFlye0.,N=1, a z Je
| : s btj
nékteréd z funkel u, oy , 1=1,...,N=1. Ddle funkce & néleZ{
ty
prostoru L.(V,), nebot a wp €Lol€L), plati nerovnosti (3.5)

8
Etd bs

bx ) ax‘e éLw(Vk) pI‘O j:l,uoo,N"l, ezl,o-"No

Vyraz J’ je pak moZné odhadnout pomoci H8lderovy nerovnosti
a nerovnosti (2.5) nédsledovné

ad 1
l#1=14d] (f / w(t,s) s® e dat 2 .
¢ L) ™y Yo |

(7% (€9
_Z_L_
(/f 8__5(/ (t, €=l 3£ )2 g5 at )2 €
Uk 0 : z % g § ° )
1
£ }‘élL (V. ) —=2 sup([Jac'\p](t,s))'l( we & ax )§ .
k' J1-£1 t,s vy

1
€ 2 £, 0, 2

7Z vztahd (10.1) e (10.6) konedn& obdr¥ime

ak(u,v) 2 [ T{f’:{z" (aﬂ a '-*3’)] ﬁula Vk ’
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kde vyraz v hranatych zévorkdch je pro dostatednd maléd lel
kladny. Tim je lemma 10.2 dokédzéno.
r

Pro &€ z intervalu I = () I, méme nyn{ zarufenu
k=0

elipticitu bilinedrnf formy al.,.) v prvni sloZce. Stejné tak
Je moZné dokézat elipticitu v druhé slo¥ce pro € 2z vhodného
intervalu.

Z predchozfiho postupu je zFejmé, %e velikosti intervali
I, Jsou z4vislé na provéd¥ngch odhadech a vlastn® tedy na koe-
ficientech a,, bilinedrn{ formy a na kfivosti hranice <L .,

10.3.2., Existence slabého PFeSeni

Aplikac! zobecn&ného Lexova-Milgramova lemmatu 6.1 ihned
dostévéme nédsledujfef tvrzeni.

V&ta 10.3. Nechi o <gr¥ Jje omezené oblast s hladkou hranici,
M=30 (tj. N-m=1) & nechi koeficienty a,g bilinedrn{ formy
al.,.) definované vztahem (III.2) splnujf podminku (10.1).
Potom existuje interval I obsahujic{f oteviené okoli nuly
takovy, Ze pro kazdé £ € I m4d Neumanntv problém (III.1l) prévé

wl?2

Jjedno slabé FeSeni ue¢ (1,4, € ), kdykoliv je pro pravé

strapy splnéne fel,(0,d,&8) a gel,(o€). Navic existuje
konstanta c¢= c(fl,a, € ) takovd, Ze platf

ﬂull& £ ¢ ( ‘fl + igng(BQ) ) .

K tomu stadf{ poznamenat, Ze v uvaZovaném pripadd je

prostor Wl’z(fl,d,e‘) vno¥en do prostoru L2(311-) a proto
& <
Jr(v) | "Jfle ;Vl-a + lg‘Lz(éﬁl) ‘vxLz(an) =

€ const ( if£], + igle(agl) ) vl .
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10.4. OBLAST S KONVEXNIMI "ROHY"

V tomto odstavei budeme predpoklddat, %e oblast (L ch

mé vlastnosti popsané v odstavci 3.3. Ddle bude M= oL
a bilinedrni forma a(.,.) bude splnovat podminku (10.1).

10.4.1. Volba testovacf{ funkce

Pripomenme nejprve, %e oblast (L je rozd&lena na mnoZi-
nu £ a mnoZiny Ul,j’ i'j,v;,j(viz obrézek &.8, str.22).

Pro funkci ueC™(EL) poloZme

(10.7) v(x) =

® & @ &P

= u(x)wt pro x €07,

& S 6 & O

= u( w, (t)+wni(t))w f §( o (t)+§n (t))§ dg

pro x= wi(t)+sni(t), ps €Ui L3 i=0,¢0.,r,
j#O,...,qi ]

& B & B @

= u( wi(Ti,J)'i’wni(Ti’j))we -

Ti’J u
-ft d*;(W(?HRi 5(§my (60 [Ry J(gﬂ §

fRI'j(t)
- g(w(t)-r%"i(t))%' ag

pro x= o (t)+en (L) € V] 4 s Ty =ty +J; 5,

130,...,1', j=0"“’Qi’

L2R 2K 3N 2%
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= u( wi(Pi,j)+wni(Pi,J))w£ -

. |
133 g
-f Sl s (m)4RT, 5(mIn; (7)) [Rl J(/);)] §7 -

p

8

R; .(p)
i,d S

pro x-'=‘3&"’:‘-‘(p)-i-sni(p)6’?.)'1’j s Pi,jzti,j"‘}i,j s

i=0,005,r, j$o,ooo,qi ®

Na mnoZinéch 74 j je testovaci funkce volena stejné jako
!

v predchozim odstavei tak, Ze ve sméru kolmém k hranici
je derivace funkce u nésobena p¥isludnou vehou. Tento postup

je s8loZit&j3{ pro mnoZiny Zfi Y 2?; Y kde musime ne jprve
¥
vhodné definovat hodnoty testovaci funkce na "ose rohu" fﬁ% jJ
’ H

a pak ve sméru kolmén k hranici p¥endsobit derivaci uvaZova-
nou vahou., _ ;
ProtoZe dals8{ postup pro odpovidajici si mnoZiny u- 1,3
v; 30 ?)“; bude stejny, budeme pFislusné indexy vynechévat.
, .
yd

Dédle znadfme hodnotu ndjaké funkce z v bod¥ x=o(t)+sn(t) €
UUVF U V™ podle potreby #(x) nebo z(t,s), jak bylo
zavedeno v odstavei 3.2.2. Pripomenme je¥t3, ¥e derivace
funkce z splnujf{ vztahy (3.10) a ¥e mlZeme psédt

[ Oz (t,8) = ( oz —=—(t,s), oz —~—=—(t,8) ). o(t) (l-s%(t))
Dt bxl bxz
(10.8) <
2206y = ( QE(1,8), 2E(t,s) ). nl(t) .
L Os Bx X,

Stejn& tak pro soudin dvou gradientld plat{ vztah (3.9).
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Lemma 10.4. Funkce v Je spojitd v L .

Dikaz. PFfedev8im ukéZeme, Ze funkce v je korektn& definovéna,

tj. %e v bodech mno%in UNVY UNU= V*N V" advajt razné
definice z (10.7) tutéZ funk&ni hodnotu.
Protofe body mnoZiny U V" mileme psét ve tvaru

x= w(T)+sn(T), kde s €{0,w)> , a protofe R (T}=w (viz obr.

&.13), definice d4vaji na mno¥in& ™ i V¥ tutés hodnotu
w

du £
v(x) = u(T,w)w® - f (T, &) ag .
® A a§ l; § %
Analogicky pro body mnoZiny UNV~.

Obr. &.13 -

B

Zabyve jme se ddle body mnoZiny V¥ V=, 2 odstavece
3.3.3 vime, Ze kaZdy z nich mlZeme popsat dvojim zplsobem:

x = w(t)+R+(t)n(t) = o(p)+R (p)n(p) ,

kde Jje RY(t)= R (p) a kde p mi¥eme chépat jako funkeci
prom&énné t a naopak. PFitom dp/dt < 0 na celém intervalu

(0,1) a . -‘% = 1. Tudf% plat{

Qo

I

24,RT(6) = Fo,RT ) = Pop, ")) £,

£

a proto uZitim substituéni v&ty obdrZiime rovnost

LT §§(§,R+(§>)[R+(§ )f’d%' . j; g-‘;(ry,n‘(,y ) [R"(,7 ° an.
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Jelikoz o(T)+wn(T) = «(P)+wn(P) , je tim ukdzédna korekt-
-nost definice i na mno¥ing ¥V V7,
Zabyvejme se koneln& spojitost{ funkce v . ProtoZe

o, n, R*, R~ jsou alespon Jednou spojit® diferencovatelné
na uvazovanych intervalech a protoZe funkce u, %; ’ %;2

1
jsou na mnoZindch u, 7), U+ hladké, Jje na t&chto mnoZinéch
spojitd i funkce v . Ddle Je spojitéd i na mnoZiné ﬂ', a pro-
tote v(x)= u(x)w€® na 20", je funkce v spojitéd v celé LL.

Jak vyplyne 2z nédsledujfciho odstavce, bude
vewh?(a,q,-¢€)

pro &< 1, coi je jeden z nadich poZadavku.

10.4.2. Odhady na mno%ind U* U~

Ste jn& jako v odstavei 10.3 mlZeme odvodit nerovnosti

Ivi_e, o £ec, ﬂuﬁﬁ;_ﬂ: R Y] € ¢, ﬂuﬂei‘u ,

a nebudeme proto znovu tyto odhady provéd&t. Nédsledujfici véta
zaruduje, %e obdobny odhad plat{ i pro mno¥iny 2, U~, '
coZ spolu se spojitosti funkce v =zarulule, Ze vewl’2(ﬂ,d,
- &£). Navic bude platit odhad (10.2).

Véta 10.5. Pro kaidé &£< 1 existuji konstanty C35Cy> 0 tak,
¥e pro dané funkce u a v plati

< ¢
bol_,, gt =3 ﬂuﬂa;v+ , &Vﬂ-e;v— ¢, ﬂu\!&;v_ .

Zbytek odstavce 10.4.2 bude vénovén dikazu této veéty.
P#itom budeme provéddt pouze odhady na mno%iné ’l}+, pro mno-
%2inu U Jje postup obdobny.
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Lemma 10.6. Pro & < 1 plat{

f Jvv[? a~% ax £ const f \vul? af ax .
(vad v

LI

Dikaz. Na vnitPku mnoZiny ¥ je %—yg(t,s) = %‘%(t,s) s

a protoZe R+(T)=w, integraci per partes v definici (10.7)
(pro € #0) dostaneme

v(t,s)= u(t,s)sé +EftTu(§’ ,R+\($ ))[R‘*<g' )J£°1é+<§) a +

+afR+(t)u(t,§' ) 55“1 d§ .

8

(10.9)

Konelné derivovédnim podle promé&nné t, kdy pozornost budeme
vénovat predevd3im integrélu p#i promdnngch mezfch (viz [6],
str. 301), odvodime

290,8)= 28(t,8)8 - ult,RT (1)) [RY(t)] €L RY(t) +
2t Dt

+
R (t)a , -
£ u 5'1 + + £-l + =
+ fs -—--bt(t,;’)g d% +& u(t,RT (¢ [RT(t)] RT(t)

+
R (t) -
= ?&(t,sm‘* +ef iﬂ(t,g ) §£ 1 a; .
ot s 2t
Stejné& Jjako na mnoZiné U s tim, Ze misto w Jje v horni mezi
integrdlu podle ds a d%’ vyraz R+(t), obdriime tvrzeni lemmatu.

Postad{i proto dokézat nédsledujici lemma.

Lemma 10.7. Pro & ¢ 1 plati

}v]g‘“ d"% ax £ const [f (uj?a® ax + —2 /[Vu{‘?d& ax .
vt v (1- £)° p

Dlkaz. Prepisme nejprve funkeci v(t,s) do vhodné&jdiho tvaru,

abychom byli schopni odhadnout integrél f T s d;’ Z vyra=-
t
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zu (10.9). VyuZijeme=li rovnosti
u(§,3+(§)) {R+(% yJe-t iz*(g) = u(§,e)s* {R“(g )}"11?:*(%)«,

LCE RTINS TR
cwrtEg e [T gt e

dostaneme na mnoZind U+

v(t,8) = I, + eI, + £I3+ €1, , £2 I,
kde '
I, = u(t,s) s® ,
fR+(t) ~ r-1
I, = . u(t,§)§ dg ,
I, = LT u<§‘,s) g® [R“T(g)}‘l ﬁ"(«;)ag‘ ,
oty
14=ftT [a*(§>1’1ﬁ+(§) ( jR (g)%%(g,mfy& an)at,
8
‘ T .. rRY(£) _ ‘
I =ft [n“(%‘)]laﬂg)(L 5 u(g,/?) 7*~tamag .

Pijde nynf o to, abychom odhadli vyrazy

31 = \5\[ Ig s”€ (1-s (1)) ds at , i=1,...,5,

integrélem f fu}z a® ax nebo fqu[z a¢ ax , nebot
vt c v+ .

1 1 |
miZfeme ufit nerovnosti Iin 5 Ii + 5 I. . Dostévéme

2
J
}1'-" f }ujz a® ax ,

fv+
a protoZe je cg € 1-sa(t) £ 65 pro ka%Zdé =x= Y(t,s) e V7,

uZit{m integrdlni nerovnosti (2.5) vyvodime
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+ + | ~ |
7 ¢ ‘. J‘T fR ®) ¢ (fR (t)’“(t’§ ) gg-ld% \2aeat £

ti,j 0] 8
+
4c T [R (t)
£ b f f [u(t,s)]? o® as at £
(1-£)° ¢ 0
1,3
c F
£.6_4 /1u12d5dx.

5 (1-£)2 g+

Ostatni odhady budou komplikovan&j8{ a budeme je proto
provéddét samostatné v lemmatech 10.8, 10.9 a 10.10.

Lemma 10.8. Pro £< 1 plat{
5}3 const Jffulz a ax .
fv+

Dikaz. Zfejm& Je

D

4
}3 £ e ‘[T /R (t)s~E (/tT(u(%’ ,9)) [R*(§ )] =Rt £)ag )2,
1,3 Yo

.ds dt .

AN

UZitim Fubiniovy véty miZeme nyn{ zam&nit porad{f integrovén{
podle ds a dt, tj. miZeme psit

T [RY(t) @ fp
: ees d8 dt = see ds dt = «ss dt ds ,
v+ ti,,j O O (8)

&
kde @ je funkce inverzn{ k R’ (viz obr. &.14).

Obr. &.14

Déle vezmeme v dvahu, %e O<A £ R'Y( /7-') £ cq, tedy
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Proto odhadneme

¢ ol w 7 P | ,
C}Bé—:';l \(/;86 &/(‘s)(j; luﬁé»S)l —%:%g:jd% )2 dt ds =

2 T-t T=t
_cge / / i,Jd f i, -1 2o 5 &
= -}‘Tél A [ & {u(/7+ti’j,s)l n? dn?) dt ds =

@(s)-—ti

A

-9

(&)
o)}

O

f“’ i3
(t*+t ,s) d
0 @(s)-t i, la 1,3 } °

kde Jjsme poloZili ¢ = t-t j a uZili integrdlni nerovnost
!

(2.5) s parametry ®W=0Q, wl“ @(S)-ti’j, wg"f"‘fi’j'

Nahradfme-1i prom&nnou t* opét promé&nnou t a uZijeme-1li zpét
Fubiniovu vé&tu, dostaneme kone&né

2 +

4ec.c T R (t)

013 £ —Z%ZZ /t /O s [u(t,s)]? (1-s2(t)) ds dat =

5 i,
2

4c.c

267 [ et
2 05 /U-"'

Lemma 10.9. Pro‘ £ 1 platd

3'4 = const

LI

/ [Vul? ¢® ax .

(1-e)° 5+

Dikaz. Analogicky jako v pPedchozim dlkazu, kde misto funkce
St + :
R ()

’ -€ ou €
u( § »8) bude nyn{ vyraz s j;_ | ( %’,7 )| m d(7 ,
obdrZime

¢ degel f@ fR+(t) - fR+(t) 3u 2
"-g—" s~ ( —(t,m) € ame.
s A%es Yty 4 Yo s ‘31‘7 7" e
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2 +
4 T R (t) R (t)
£ .f.ggl w? j; L s"s(f ]--—/-7(1; /7 é-1 dz7)2.
s

A 1,
. ds dt .
udlt
Pro £ {1 mﬁéemexfntegrélni nerovnost (2.5), takZe nakonec
odhadneme

2 +
deoc T R (t) N
WG i [T TR

2
A c; (1- €Y
£
= const f iVu at dx .
(l-ﬁ) P+

Lemma 10.10. Pro &< 1 plati

515 € const (118)2 f+ ful® 4% ax .
- s

Dikaz. Stejné jako v pi’-edchozim bude

+, af
C6CZ \/ £ ‘ jT tiaj ,*"1( fR (§+tiy J)
&(s) ‘et f Vs

-tij

E=

17N

L §*+ti,,j”7 )117 d’7) d§} dt ds

2 +
< 4060 ‘/ £ fT fR (t) E=] 2 <
e ( t, a dt ds £
2 0 8 R(s) Jg Iu( 7)1’7 f7) 8
2 .
16 R (t)
£ %—1 1 5 / f lu(t,s)|? s das at &
A (1- &) ti,c
£ const f ju}z af ax .

(1—- £)? P+
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10.4.3., Elipticita

Pro libovolnou funkei u< C*(XL) e k ni zvolenou funkci
v podle pfedpisu (10.7) Jjsme dokézali, Ze platf{ (10.2). UkéZe-
me, Ze pro vhodny interval I obsahujici oteviené okol{ nuly
je splnéne i nerovnost (10.3).

Proe £ =1 bychom stejnym zplsobem postupoveli p#i vySe-
trovénd elipticity v druhé sloZce s tim, Ze misto & bychom
uVaégvali -& , obdrieli bychom "interval elipticity"‘12

Oznatime=-1li proto

ay(u,v) = :2:::: Jf a  DuDv ax s

fevy |81 £1 X >R
stad{ ov&Fit nerovnosti
ay(u,v) 2 cx “uﬂg;x y Cy>0 ,
kde je postupnd X= Q) U, VY U~ g xde € Jje z vhodného
intervalu I,. ’

QOkamZité dostaneme

2

€5 s 0 kde ¢g = max a~ex) .

a_{uv) ¢ L
X xe o

Oo.s5 cq Jal

Z predchozich odstaved ddle vime, %e pro X= U, U U7 3e

dv du _¢e dv _ Qu _e €
— s §C L we e @& £ v = us* + &
Os s Yodg Dt ak,x’ X

kde <}£ X éﬁx jsou vyrezy splnujfc{ nerovnosti
¥
£
IFe,xUoe,x € eq x lubex o

qu-s;x £ cp,x lulg,x -

Déle uZijeme vztaht (3.10), takZe bude

ay(u,v) = 2::::‘ kf a,, pu v ax =
vy 181 =1 X P
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£ £
28 g, aau +agura® (bw%:- +6,32 +d,u)a%ax+
a8 ]

ot

a
Wl a1 81 X %A

+ Z: efawﬁ])ﬁu(bw&,x-rdwfx)dx‘;

Jovl, |81 £1 X

(b

lau du 2 L&
¢ f by, — + ¢, =—= + g d” dx =
° ¥y 'X1 f“Bt * ds |

| 1
—del 2 g, (f D*u @ ax)?( 1

1%

Id <l x +

loel, 181 £1 Le(x) X 5

s g B leg-tel 2

18 (}-c e ) auﬁi’. .
foul, 18121 ”ﬁlLM(x) c5°1,X z,xj e;X

Pro dostate¥n& malé l&l Je vyraz v hranatych zévorkédch kladny
1

a konstanty ¢y xs 2 x obsahuj{ nejvyse vyrazy Sy nebo
b4 9 .

--l-——-_—»

(1- €)2

10.4.4. Existence slabého Pedeni

V odstavei 10.4 jsme dokézali, %e plat{ nédsledujfci vé&ta.
V&ta 10.11. Nech¥ omezend oblast 0. cR° m4 po &éstech hladkou
hranici s konvexnimi "rohy® (viz odstavec 3.3), M=9LL g nechi
plati (10.1).

Potom existuje interval I obsshujici oteviené okoli nuly
takovy, Ze pro kaZdé & €1 mé Neumanntv problém (III.1l) prévé
jednojslabé resent ueW!r?(.0,d, &) kdykoliv f&L,(,d,e)

a gel,(0fl). Navic existuje konstanta c= c(,a, &) tak,

ze lull. € ¢ ¢ Jg] >
= + ! Y
ullg = ¢ e * lely,aay
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10.4.5. Oblasti s obecn&j8{ geometrif

Zobecné&n{ predchoziho postupu Jje moZné provést ve dvou
smérech. Predeviim je moZné uvaZovat vicedimenziondlni{ obla-
sti s N)> 2. Popis okoll nehladké hranice miZe byt oviem
znainé komplikovany a tedy proveditelny prakticky Jjen pro
konkrétnf{ situace.

Ddle Jje rozumné uvaZovat oblasti s "ostPejs8imi rohy".
Doposud Jsme pracovali s takovymi konvexnimi "rohy", které
Jjsou popsény k¥ivkou ov, kterd mé ve vrcholu daného "rohu"
omezené kiivosti zprava i zleva a pro které existuje okolf U
tohoto vrcholu a neprézdny kuZel K tak, Ze mnoZina UnK je
v "rohu" obsaZena (viz obr. &.15). Tyto podminky mtZeme zesla-

Obr. &.15

bit. Predev3im pot¥ebujeme, aby existovaly konstanty C,D tak,
e 0<C % 1-826(t) €D, 0<C £ 1-va(p) £D pro
0<4s<R'(t) @ 0KVIR (p), tj. aby

ik

£ - < .
0<C 2 1-R (t)%(t) ED pro telty 4 Ti’j) ,

(10.10)

LI

0<C £3-R(pP)®(pP) ED pro pe(Pi,j, ti’j) .

N4S postup tento pripad zahrnuje. Ddle v dlkazech lemmatu
10.8 a lemmatech nésledujicich stad{ misto omezeni

0< A £ if(%) € cq (a 0K A€ fi-(n?) £ Cq ) pPedpoklédat
slab8{ podminky ’

L&*g) {n*(% )17
[ () [R (g )17

N

const (&=t )"1
| i, ,
(10.11) % !

N

=1
const ( ti,j .7) .
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Abychom m&li zarudenu existenci slabého #eSenf{ Neumannova
problému (III.1), pot*ebovali jsme, aby mnoZina C°(CL) byla
hustéd v p*isludném véhovém prostoru Wl'z(.ﬂ.,d, € ). Pokud Je
autoru znémo, tento problém nebyl pro takto obecné oblasti
zatim rozpracovén.

Proto pro funkeci uer’z(Q,d,& ), kterd jiZ nemusd
byt nutn& hladkéd, zvolime testovac{ funkeci v predpisem

(10.12) v(x) =

® & @@ @
5 &
= y{x) w pro x € Q)

® S @ @6

(4%

= u(t,s) s® +8£ u(t,%) gé-#’ d%

pro x= o (t)+sn,(t), x 6211’3, 120, e00,Ty J=0,000,q4

2 6 ® 8 B

Ty .
actrt e[ 0D 5 ) o

fR;,J-(t) 5;1
+& . ' u(t,%‘) é d§

pro x= 0(:3_(1:)+sni(t) € @I,,j’ i=0yee0yry J=0,...,q4 ,

e ® @ @6

P
i, -
= 8)st af " T €-1 &7
u(p,s)s® + ; u(/7,Rl,j(r7)) [Ri,j(/7)} Ri,d(’7) am +

Ry, 3P
+ € u(p,7) /7‘5'1 dr7

8

pI'O X= wi(P)+Sni(p) 6 v;’J, i:O,ooo,r, J'—"O,...,qi e

Ten je ovSem vzhledem k vztahu (10.9) shodny s definici (10.7),
JestliZe funkce u je hladkd s (10.7) mé smysl. Definice (10.7)
se zd4 nédzorn&jd8i, a proto jsme ji dali v nasSem vykladu pfed-
nost. . \

Vraime se zp&t k predpisu (10.12), ktery mé smysl, nebot
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funkce u mé stopu na "ose rohu" [/% jl’ Rovn&% nsa mnoZi-

$
néch VnU, UNVT, VYN V7, UNV” je korektnd defi-
novéna a déle v prom&nnych t a s je absolutné spojité. Vezme-

me=-1i v uvahu slab¥{ omezen{ (10.10) a (10.11), obdrZfme
stejné odhady Jjako v odstavci 10.4.2, a proto bude (pro &< 1)

veawl’z(fl,d,-a). Analogicky jeko v odstaveci 10.4.3 je ddle
mozné dokdzat elipticitu bilinedrni formy a(.,.) pro vhodnd €
a vyslovit v&tu.10.11, kde budeme uvaZovat obecn&j8f oblast ().

Priklad obecn& j31 oblasti. Nechf

2, .2 2
K, = {XGR;xl-!-x?_(l} ’
2 2, 2
K, = { xeR%; (xl+l) + x2<4} s

a vezm&me (viz obr. &.16)
QL= { xeK,NEAK ) x,,x,50%
2 1% 10272 °

Protofe hranici X)L tvo*f dsedka a dv¥é kruZnice (s konstantni-
mi kfivostmi O, 1, 3 ), vztah (10.10) je z¥ejm§. Rovndz
neni obtiZné ovérit, Ze je splnéna podminka (10.11).

Obr. &.16




- 142 - Sz 4537 V

11. NEUMANNSBY PRrRoOBLEM

V PRfPADE N-m=2

11.1. GvoDp

V této kapitole budeme vySetfovat existenci slabého
Feden! Neumennova problému (III.l) v pfipadé N-m=2, PPitom
budeme uvaZovat pouze situaci N=2, kteréd dobie vystihuje
charakter problému. Pro N> 2 vhodnym popisem hranice
a mnoZiny M pomoci kFivolarych soufadnic bychom dany problém
prevedli na dvourozmérny p¥ipad.

Metoda, kterou dédle rozpracujeme, spoliv4 ve vhodné
aplikaci Fourierovych fad a postupl uZitych v kapitoléch 9
a 10. V podstaté je popséne v odstavei 11.2, zatimco v odstav-
ci 11.3 Jje aplikovéna na pokud moZno nejS8irs{i t¥{du oblast{.

Stejné Jjako v kapitole 10 pFedpoklddejme, Ze koeficienty
bilineédrnf formy a(.,.) splnujf podminku

8y5€ Lul)

s . ,
are e 2 3 ® < WZI‘;L ‘;«J s €02 O

pro skoro vS8echna xe¢Xl a ka%dé §=( g(o’...,g)» g(l,o,,,,,o)’

RN+l

(11.1)

coey §(0,.‘.,0,1))é. o Bilineérn{ forma a(.,.) bude proto

Wl’z(rl)-eliptické a bude omezené na prostoru
vhea,a, &) x whia,aq,-¢) .
Budeme ddle vySetfovat Jjejf{ elipticitu ve sloZkéch vzhledem

k témto véhovym prostorim, abychom mohli vyu%it zobecné&né

Laxavo-Milgramovo lemma.
Proto uvaZujme mnoZinu %ﬂ; kterd bude hustd v prostoru

wl+?(0,a,,€), a k funkci ue2Z hledejme funkei
Ve wl-’z(.ﬁl,dM,-& ) tak, aby platilo
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(11.2) ﬂvﬂM"a £ cy ﬂufm’a » €1 >0,
(11.3) a(u,v) = ¢y #uﬂé’& y €520 .

T{m bude zarudena elipticita v prevn{ sloZce, stejny postup
bychom uZili pPi vysSet¥ovénf elipticity v druhé sloZce.

Ze zobecnéného Laxova-Milgramova lemmatu 6.1 pak vyplyne
nésledujici véta.

Véta 11.1. Necht Q0 je uvaZovand oblast s 34st{ hranice M
(viz odstavce 11.2.1, 11.3.1) a necht N-m=2, Potom existuje
interval I obsshujfci otevfené okolf nuly takovy, Ze pro
kazdé £ €1 mé rovnice (III.3) PeSeni kdykoliv

Fe[wh2(a,q,-e)]" .

11.2. PRIPAD ZOBECNENEHO KUZELE
11.2.1. Popis geometrie oblasti

Pro uely tohoto odstavce budeme kuZelem rozumé&t obecnéd j-
81 oblast, neZ Jje obvyklé.

Definice. Rekneme, %e oblast -fl<:R2 Jje zobecnény kuiel,
JestliZe je
D= {(r,9); re(0,2), Yely@), ypEN} ,

kde r,p znali polérni souradnice., PPitom predpoklddéme, Ze
funkce Y1 ¥ jsou spojité na intervalu {0, , monotonn{
ne (0,) a Ze existujf &fela dy, 5, & 20, dyE €,
pro né2 p1ati: |
(i) Je-1i Y, klesajfcl (resp. 7%, klesajici), potom

Y (0)= d, Y (#)=0 (resp. ¥,(0)=], W)= .

(ii) Je=-1i Yy, rostouct (resp. Y, rostouci), potom
Y1000, y(p)=0) (resp. ¥,(0)= G, ()= .
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Déle piedpoklédéjme, Ze funkce Y11 Yo splnud{
nésledujfc{ podminku (P):

Existujf &f{sla Ry,R,> 0 a A% O tak, Ze pro vSechns
- re(0,) platt

() Ry P E Yy(r) - v(r) ER, rF .

(1) Obr. &.17

(ii)

Yo

i
B

o Yy
Poznémks. Podminky (i) a (ii) pochopiteln& nevyludujfi, Ze
funkce Y1 Je klesajfc{ a funkce Y, rostoucf nebo naopak.
MiZeme proto uvaZovat i ddle
znégornéné zobecn&né kuZele:
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Ozna¥me jedt® pro ¢e(0,d")
Q= -(lnf(r,tp); re(0,7)}

a necht @,y @, jsou takové funkce na intervalu (0,9%3), Ze
Dp= (w (@), @, lp)) .

(Viz obr. ¥.18.) Necht je déle véha vztaZena k mno%ing Mc 2.

obsahujfcf pouze vrchol kufele Ov, tj. M = {(0,0)} .

Bez djmy na obecnosti budeme do konce odstavce 11.2
predpoklddat 2=1.

Obr. &,18

— e b
™M={co,0)} o {ow ) w

Posnémka. Pro cﬁizo, J2= J’B bude Y;=0, 41,2_5493
a wW,=0, w,y,=3 .,V tomto pfipadé oblast () bude kuZel

chdpany v obvyklém smyslu, jehoZ ithel p#i vrcholu méd velikost
I3

11.2.2, Fourierova fada

PoloZme = Coo(_().)nwl’z(ﬂ,r, &), tedy %C bude mxiqéina
v8ech nekonelné diferencovatelnych funkci{ v L1 nédleZejfcich
zéroven p¥f{sludnému véhovému prostoru. Jak Jje ukézéno v [25],

tato mno%ina je hustd ve véhovém prostoru wl2(q sy €

(tento prostor rovné% znadfme Wl’z(n,r, £)), cof poZadujeme
v souvislosti s nerovnostmi (11.2) a (11.3).
Vezm&me funkci ue€ 22¢ . Uvaujme nejprve mnoZinu

2= {(r,p); re(0,1), pe(Y,(r), 2y,(r)-y,(r)}
a8 definujme pro ni "symetrické prodlouZeni" funkce u:
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u(r,y) pro (r,plely,
ﬁ(r,up) =

u(r,2 Y,(r)-¢) pro (r,yp)e 2ON0O
Poznamenejme, %e funkce U Je hladkd v (L a v 200\N02 | zane=-
chévéd na mnoZiné {(r,'\yz(r)), r€(0, )} z obou jejich

stran stejnou stopu. Pfotoée pro (r, ) 7 Y€ 2O\ je
| v Bu

(r ,n?)“ B‘P (r, 2Y,(r)- 07) ,
bude u(r,.) absolutné spojité na intervalu

(Y (), 2Y,(r)=y (r)> = J(r) a pro ka%dé r €(0,1) bude

— 21
u(r,o), T

£l g

(11.4) [a(r, 9 )12d<,o = 2 julr,¢ )lzdcp
Y, () W (r)

(ry.) €L,(J(r)) . Navic

8

f 2y,(r) Wl(r) ’1{/2(1') B
llo : ’ = u 9
(11.5) Py (2) f(r, Y )f ay Vl(r) (r Y i dp.

Funkei ¥ — u(r,y ) miZeme proto pro kazdé re(O,l) rozvést
v nésledujici Fourierovu ¥adu

— _ 22 kT
(11.6) ul(r,y¢) = A(r) + §k=l Ay (r) ;:os ACCEAEY Y .
Vzhledem k v&t& 11.2 pak obdrZime

ax
’\Pz(r)" wl(r)

. igj k A, (r) sin kv
k=1 £ VY, (r)=- ¥, (r) ¥

11.7)  2(r, ) = -
oy
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V&ta 11.2. (viz [7], kapitola 5, v&ta 5.2.)
Bud f spojit4 funkce na intervalu (=% ,9r> & nechf tem mé
derivaci (ve smyslu absolutné spojité funkce) f’, které
je integrovatelnd v (-9 ,7 ). Potom f (x) mé Fourierovu
fadu

% +,§;;,[( kb, + (~1)"c) cos kx - kay sin kx] ,
kde ak,bk Jjsou Fourierovy koeficienty funkce f(x) a kde ¢

je konstanta definovanéd vztahem

c= [£(m) - £(-o)] .

Metodu Fourierovych Pad uZ{véme hlavné& proto, abychom
mohli vybrat vhodnou testovaci{ funkci a abychom provedli
pat*iéné odhady. NejdlleZit&jd1 souldst{ t&chto odhadd pak
bude nésledujic{ tvrzeni.

Lemma 11.3. Plat{

<

lutr, @)= ae) g, €€ Mulf o

f

kde konstanta C = max ( ¥ (r)- %&(r))ij-z .
re0,»

Dikaz. Predeviim je

bl e = Jf Clates ) 26500 1280, 9250 [ 280, ) 12557
- dr dy

a dédle uZitim Parsevalovy rovnosti na Fourierovu Fadu funkce
U(r, )= A(r) (viz (11.6)) obdrZime

[ulzr, ¢)- A(I‘)l}i,g—z;a= 7 8, ¢)- A(I‘)\gx,e-z;z_cx‘

. fl - /2'\,02(1‘)- Yy () )
= o Jh(r, )= A(R) | dy) ar =
Z % ¥, () ) AT ag) e
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1 co 5
= %— L rf"l( Wz(r)" Wl(r)) ZYE—_:J; Ak(r) ar .

Déle uiit{m Parsevalovy rovnosti na #adu (11.7) a z (11.5)
bude

f/ (% ol " 2L apar =

oYY (r )
/ f2'\y2(r) (2
Bu ot =1
= (r ) dp dr =
oy (r) ol f
1 2
-1 p&-1 EL _5_ KA A2(r) ar .
0 Yolr)=yy(r) k=L

Stadf proto, aby Y,(r)-"Y,(r) £ ¢ (Ys(r)- U&(r))’lfﬁz .

Ti{m Jje tvrzenf dokézéno.

Lemma 11.4. Plat{

1l
2 €+ 5 +1 1 y2
A dr = £ {lu
L (r) r Rl ” ”M,& )
kde R,,8 Jsou &fsla z podminky (P) (viz odstavec 11.2.1).

Dikaz. Z Parsevalovy rovnosti aplikované na Fadu (11.6)
a z (11.4) vyplyne

1
f A2 () 25 (Y, ()= Yy (o)) ar =

P q}"z(r)"‘ "Pl(r)
% Az(r) &t dy dr £

qJ/l(r)

¥, (r)
< 2 &+l < 2
-L [Vl(r) la(r, v ) rt* dp dr = JluuM,& .

Z podminky (P) pak ihned dostdvéme dokazované tvrzeni.
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11.2.3. Volba testovaci funkce

Pro funkei ue®l popsanou pomoci Fourierovy rady
v odstavei 11.2.2 poloZme

(11.8) vir,p) = r& u(r, kp) +€/ A(%") %‘8'1 d%

ProtoZe Je

Dy _ ou
TP ) = )
a ,
2V (n )"rebu(r ) +& o1 [u( )= A(r)]
>z yP) = P r u(r, ¢ )- Alr
bude (vzhledem k nerovnosti ab = 32+%»b2 )

Y(r) (1 |
Ioly, o €8 lulg _+ a"’f/ LA(§)§£-1d§ 2.

W (r)
rm &% dp dr +

+ % £l lu(r,cp )= A(r)lfﬁ,&_z .

Druhy s&itenec odhadneme nédsledovné:

1 (r) 1
J=/; Vgr(L A(%)%a'ld%—‘ )32 276" gpar =

Yy ()

1 1
=/( (r)= 1y (1)) '“Hf ACE) g8 ag)? ar €
o | F2TITHIEDE . G % R

1 1
£ g, f r‘“ﬁ*l(f A(§> ;5'1«;)2&-,
r

0

kde Jjsme uzili podmfnku (P). Budeme-li nyni aplikovat inte-
grélni nerovnost (2.5), ve které vezmeme -ow= =§ +8 +1

‘a u(§)= A(g) §5+1, dostaneme
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1
J & R, 4 2 f Az(r) re+ﬁ+]‘ dr .
(1= €+B+1) 0

K tomu Jje nutné, aby w=&£-8-11, tedy €< 2+8 . ProtoZe
B 2 0, Jje tato podminks splné&na. Pomoci tvrzeni 11.3 a 1l.4
kone&né& odhadneme

R
2 2 2 2
1+ = c &
Ivly, e €3 1~i—-—~(2 s T O Ml

§

a nerovnost (11.2) je proto spln¥na.

11.2.4. Elipticita

Jak Jjsme se Jji% zminili, vé&nujeme pozornost pouze
elipticit€ bilinedrn{ formy a(.,.) v prvnf{ sloZce. Stejné
Jje moZné postupovet i v pfipadé sloZiky druhé.

Pro i=1l,2 miZeme psdt (viz (11.8))

Y~(r,p) = r® Bu(r,ﬁﬂ)‘*&r' =L ulr,p)- Alr)] .
xy bxi 9
Proto dostévéme

a(u,v) = D u u dg dr +
swt 18 ‘1 VY ()

'\yz(r)
3 f j €-lyv -
:%; , () Bog Pu £ -ipYr [utr, v A(rﬂ r drdy +
IBIE1

3 U/ d/ A \]1 E-1 >
+ Z (r) a(O,...,O)ﬁDu( rA(§)§ dg) rd;o dr

IBIEL

nt

' 1 [Y,(r)
e Z f [D“u|? £E*L dy ar -
° 21 Vo Y ()
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ff"‘}’(r) 2 en 1
4
(el leﬁwlbrm( {p%u dkfd)

jowi=1
81%1 . Jule,e )—A(r))M,g_g-

S flfwz(r)Dﬁ 2 e+l 3
- [l a ( | r** ap ar)© .
: 1/61‘1{ (O"”’O)/dlw 0 "V () 17" P

flfwa(r) £ +1 fl' e=1.p 12 3
o ( - ( A “a dy 4
o r r(§)§ §)<fr)

Y, (2)

UZijeme-1i odhadu vyrazu J z odstavce 11.2.3 a lemmat 11.3
a 11.4, obdrZiime pro &< 2 (pak je rovnd% & 2+8)

a(u,v) = [c -lel ¢ Z:. a 248 V e la(o,...,o)p‘ool

i;’;:lL lBooa loo = (2-£+8) 'Ry

. Kuﬂi’a .

Vyraz v hranatych zévorkdch je pro € 2z dostatednd® malého
otev¥eného okolf nuly kladny, tedy pro tato & Jje koneén&
splné&na i nerovnost (11.3).

11.3. PRIPAD OBECNEJES OBLASTI

11.3.1. Popis oblasti

2

Budeme uvefovat omezenou oblast £ <R a bod X, € 2.,

Véhe bude vztaZena k mnoZind M= {xo"; . V okolf bodu X, pfed-
pokléddme, Ze -Q-nu(xo,y') Jje zobecnény kuZel, tJj.
,C\.nu(xo,y } = {(r,up ); re(0, ), x?oe(xyl(r), ’\Vz(r\))} '

kde Yy Yo Jsou funkce z odstavce 11.2.1.

Poznamenejme, Ze nemusime klést poZadavky na hladkost
hranice 0. (nap¥. podmfnku lipschitzovskosti), nebof Fedfme
rovnici (III.3) a nenf pot¥eba uveZovat stopy funkc{ na hra-
nici. V pfiped® rovnice (III.1) pak miZeme dodateln& poZadovat,
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aby hranice 0. byls dostatedn& hlasdk4.
11.3.2., Volba testovaci funkce a elipticita

UvaZujme funkeci Xlé(fﬁﬁl)f)fl’z(fl,dm,ﬁ ) a k nf

testovaci funkei

aﬂ.-
"u( )8+efA< €-1 4
uir, ¢r - Vp g) % g
vir,yp) = pro (r,y) e _Qn%((xo,a*) =-Q~l,
atr, @) & pro (r,¢) e ONUlx,, ) = Oy,

Opét se stelf zabyvat elipticitou bilinedrni formy
al.,.): whia,a,, &) x whi(a,q,,-6) —Rr .
Bude-1i

a (u,v) = Z‘ f a, u I'v dx R
a, L Tal E1 Yo, °F

stadi pro i=1,2 ové&rit

<
“V”M,-a;sxi g cqy l}uﬂM’a U ¢330,

> 2 '
agn (0,v) = cpyy ”‘J”M,a;g. » Cp3> O

i i

Ovéem Kll Je zobecné&ny kuZel, pro ktery Jjsme tyto nerovnosti
odvodily v odstavei 11.2. Pro mnoZinu .CL2 Je

0¢K; §r® £K,{0(kde v pripad® & 20 je K=,

K,= max d&(x) a v pfipadé & <0 pak K;= min_ d&(x) a
xell, x €8,

K2=i?§ ), tedy prvni z nerovnosti je zFfejmé a druhé plyne

2z elipticity bilineérni formy a(.,.) v obvyklém smyslu (viz
(11.1)).
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Iv. sToOKEsSBv PRrROBLEM
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12, OPERATORY DIVERGENCE

A GRADIENTTU

12.1. GvoDp

V této a désledujici kapitole budeme opé&t pPfedpoklédat,

Ye oblast QLR je titdy QOl(M), Mc IO, dim M = m.

Déle budeme znalit

Lg(.ﬂ.,dwﬁ ) = {&peLz(Q,dM,e Y3 Lkp dx = O} .
a protoZe budeme pracovat s prostory [Wl’z(.(l sy € )]N,
[Wé’z(ﬂ,dm,a )]N, jejich normy (aniZ% by do8lo k z&éménd)

budeme znadit opét “‘HM e @ .l M kde
§

N du, 2 N 1
Ialy ¢ = iZ:,j:l Ll—-"i dy ax + > _ | 1uy|? af ax 2,

i,

N du, 2 x
D hy e = ::fi—i‘ai] & ax )2 .

Déle budeme uvaZovat Hilbertlv prostor

D¢ - {"36[?1%’2(9_,%!,& ]¥,  aiv ¥ = 0}

a Jjeho ortogondln{i doplnék D;._Lv prostoru [Wg’z(_ﬂ.,dm, £ )]N.

Nadim c{lem v této kapitole bude odvozeni nékterych
vysledkd tykajicich se operétord

ov Ddv
l"' see + N B

, grad = ( 2
bxl BxN Ox

o.; )
$ 9 'a
H

div =
1

ve véhovych prostorech, které zobecnujf{ analogickéd tvrzent
v obvyklych Lebesgueovych a Sobolevovych prostorech (viz
nap*. [28], [3]). Budeme pritom vychézet z nésledujiciho
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tvrzenf, jeho? dikaz je moZné nalézt v [21].

LEN

Lemmé 12.1. Jestli%e derivace 2p 1 £ 1 £ N, distribuce

2x; ?
i
p néleZeji prostoru W"l’z(_(l) (= [W‘l)’z(&l)]* ), potom
p €L, (Qu) a platd

4
p = ¢ (D) gradp] _ .
[Pl 5 1 ﬂ qw L2y ¥

Poznamene jme, Ze pro Hilbertliv prostor H znad{ H/R

Jeho faktorprostor podle R, ktery Je opatfen normou

= inf + .
Plag = dep 1P ol

12.2., OBRAZ OPERATORU grad
Véta 12.2. Existuje symetricky interval I, Oe€int I, takovy,
‘%2e pro ka%dé e£€ I je operdtor grad izomorfismus prostoru

Ly (£2,dy, e )/R e Jjeho obrazu v ([W%’z(a,dm,- e)]N)* .

Dikaz. Omezenost operétoru
grad: LZ(Q,dM,ﬁ )/R — ([W‘l)’z(.(‘z.,dM,- E)]N)*
plyne z odhadu |

kgraapl 1,2 N - Sup | Cgrad p,¥) =
('IWO’ (2,dy,-¢ 1 Ve [W%’Z(El,dm," & )JN
21 £
anﬁ,"‘ﬁhl
- oup | (-fp div ¥ ax) £
?é[wg’z(&,dmy"s— )1N s

2 £
H ng, __a""l
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£N |ply . sup Wiy . € n Ipl
© ?e[wl 2o, dy =€ )1 e
uvl -1

Znatme ddle pismenem V ortogonédlni dopln&k podprostoru
‘a/g -

fconst} @ {4, const} v prostoru L,(f,dy,€) a nechi

peV, tj.

: €
pasadx =0, jde/zdx=0.
/o e}

Tento prostor V je uzav¥eny (mé kone&nou kodimenzi). ProtoZe

de/2

[Lg(.ﬁ.,dM,E )]N a [LQ(Q)IN a rovnd% pro €€ (-1,1) izomor=-

zobrazenf U — 4 Jje izomorfismus prostora

fismus prostorsd [Wiﬁ’e(.{'l.)]N a [W%’z(.ﬂ.,dm,—e)]N (viz

lemma 4.13) a protoZe prvek dee/z je kolm§ na prostor { const}

v L,(Q), obdrifme uZit{m lemmatu 9.1 odhad

- &2 - &2 <
\P\M,e = | pay 1L2(_<x) = |pay }LZ(_O_)/R =
< &2 _
£ ¢; llgraa (pay )”[w°l’2(5)_ v =
= ¢y sup { grad (pd §/2), I =
ve[wlZa)n®
1¥)E°
=cq 3‘113 5 N[(grad P, vd£/2> - {p, v.grad dM/2>] £
e[wé’ ()]
R ES 1
£ ¢, [ sup (grad p, Wy +

welwlr2(a,qy,-e))"

\iwﬂm’__a =1
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€/ n=1
+ || sup | f M/Z pvgrad dy dx] £
?e[wi’z(ﬁ,)]N Q
#1521

LI

¢y lgrad pl [(Wl 2(11 e YN T + ey le )le’E .

Z H8lderovy nerovnosti, nerovnosti (2.8) a toho, Z%e
!VdMld skoro vdude v L1 totiZ obdrZfime

92‘1 < 2 € 3
j p V.grad dy ax| £ ¢ Clpl© gy ax ) .
0
b 3—-
. \_}:v } agf ax)® £ |ply o (5| lvy [Pag? ax)? £
=1 TSN

1N

dv, 2
Iply,e <t ,m) ( EZIZ \]) —|" ax )2 .
i,J=1 Yo xj

Proto existuje symetricky interval I, Oeint I, tak, Ze
pro libovolné & &€ I plsatd

lle’& £ c, (O ,M,& ) [l graa p“([wl 2(_(1 e Ny
kdykoliv peV. Tedy obraz grad[V] uzavfeného podprostoru V
je uzavienym podproétorem v ([W%’z(ﬁ,dw- € )]N)*. ProtoZe
obraz grad [{d;; £/ch:msst?s:f Je Jjednodimenzionélni podprostor

tohoto prostoru a
- -
grad [ L,(Q,qy, & )] = gredlv] @ grad [1ay /zconst}]

Jje rovnéz grad[Le(_Q.,dM,& )]‘ uzavienym podprostorem. ProtoZe

Jédro operétoru grad je podprostor konstant {const} =
vyplyvé tvrzen{ véty 12.2 z Banachovy véty o otevieném
zobrazeni.
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12.3. OPERATOR div

12.3.1. Obraz operdtori div a grad

V tomto odstaveci budeme nejprve charskterizovat obraz
operétoru div v pfisludnych véhovych prostorech a déle
na rozdfl od vdty 12.2 konkrétn& popiSeme i obraz operédtoru
grad.

V&ta 12.3. Nechf e €I, kde I je interval z v&ty 12.2. Potom

operdtor div zobrazuje prostor [W§’2(ﬂ,dm, € )}N na prostor
Lg( .Q-,dm’- & )o

Dikaz. Podprostor grad[Lz(Q,dM, I3 )/R] je uzavieny

v (B‘Ii"z(ﬂ,dM,- e y1Ny* podle v&ty 12.2 , proto adjungovany
operdtor -div zobrazuje prostor [W%’z(ﬂ s Gys =€ 71¥ na
anihildtor k podprostoru Ker[gradl = {const} , ktery mé tvar
{ueLZ(_O.,dM,-&); fnu dx = O} .

Pro dplnost tuto situaci znédzornéme schematem

Ly(a,dy,e) 828 (wl2(q,q,,-e 1N

dualita _ I
u,v) = uv dx
vy = [

Lo(CL,qy,-¢) <=3 '[W]o"z(ﬂ,dm,—e v .

Vita 12.4. Nech eeI, Pe(lwl'®(a,q

g€ )1N)* . Potom

ndsledujic{ podminky Jjsou ekvivalentni:
1) <£¥> =0 pro kazaé Fewlr?(a,qy,-2), div¥=0 ,
2y F = grad p pro néjaké peLz(SL,dM, £) .
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Dikaz. Operdtor grad: L,(QL,dy,e )—"*(fWé’z(Sl,qﬁg-é)]Nf*

mé uzavreny obraz (viz v8ta 12.2). Proto z teorie linedrnich
operdtord vyplyvé, Ze f leZf v tomto obrazu prévé tehdy, kdy%
néleZ{ anihildtoru Jédra adjungovaného operdtoru -div

(viz schema), tJj. kdyZ

L 4

feKer[-aiv] = Ker[div] =

12.3.2. Inverze operétoru div
V&ta 12.5. Existuje symetricky interval I , Oeint I’
a konstanta ¢5= c5(L,M)> 0 tak, Ze pro ka%dé € €1’ inverze

operdtoru div: D — L°(§L,d , €) splnuje odhad
€ 2 M ,

llaiv=y cr .
Io‘@(Lg(_O.,dM, 3 ),wi’g(u,dm, e)) 3

U1

Ddkaz. Oznadme

I = laiv] S 0.

ewi?in,q,0),19(0, dM,Q))
Potom existuje prvek ywaWi 2(£L) s iyﬂ = splnujfct
laiv §]M o = L. Jestlife # bude znafit projekci prostoru

Wl 2(SI,¢M,8.) na podprostor BL , bude v diisledku véty 4.13

g 9
platit _,
/2
lecay 7“Ply ¢

LA

Jay /2-'!1M . Eeg 17l £ 2¢

alespon pro £ € (= %, %), kde konstanta Cq nezévisi na &€ ,
Tedy

Il aiv = sup |div ¥| z
L(DE ,Ly(Lr,dy,e)) TFeDE M,e
190y, &
! &2, > .2 =2 >
= 532 ]div (dM )l M,e ZCGIdM div ¥y + y.grad dM !M,a =

Hy
-
g |
Q:
¢
\(“
no

3
- |= /2 >
206 M div y M c 1y.grad dM IM,&] =
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1
2 5%5 [L - l%j(fdgiz |7.graa a]2 ax)? 2
o
25~ [L -lele(a,n] .

6
Nyn{ miZ¥eme zvolit tekovy symetricky interval I', 0 eint I',
Ze Je

flaiv|

iy

L
£ (DF , LI(O, 8y, e ) 4eq

pro v3echna &£ € I°. Odtud ihned plyne tvrzeni v&ty.

12.4. zRfpLA A TOK HRANICE, M =20v

V tomto odstavci odvodime dob¥e znémy vztah mezi diver-
genci vektorového pole $ , kteréd charakterizuje jeho z¥{fdla,

a tokem hranici oblasti, ve které toto pole uvaZujeme. Klasicky -
vysledek zobecnime v tom smyslu, Ze pole $ bude prvkem (vhod-
ného) véhového prostoru. PFitom se omezime pouze na situaci,
kdy M=®S , d,=d a kdy oblast Q.cR' bude omezend s lip-
schitzovskou hranicf. Pro véhy de 8 obecn&jdf mnoZinou M bychom
museli p¥ekonat obtiZe technlckého rédzu, které souvisi s husto-
tou mno¥iny funkef C (X1) v prostoru Wl’z(ﬁ , € ) a stopami
tohoto prostoru na hranici v, (Pokud Je autorcvi znémo ,
nejsou tyto problémy v literatuPe podrobnéji rozpracovény,
adkoliv zplsob jejich Pedenf Jje zFejmy.)

NaSe omezeni v tomto odstaveci bude mit vliv na obecnost
nédsledujfc{ t¥indcté kapitoly. Alkoliv homogenni Stokestv
problém budeme vy3et¥ovat pro véhy d§ 8 obecnou varietou M,
pro nehomogenni problém bude M= OOy

V dald{fm bude VU(x) znadit vektor vn&j3f normély v bodd
x€°oLL k hranici 3L . Protofe L je omezend oblast s hranici
spliujfcf lipsechitzovskou podmfnku, bude mit vektor S(x)
smysl pro skoro viechna x € 3. ve smyslu miry na hranici 3L ,
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Lemma 12.6., Necht g€ (-1,1) a @e[wl’z(ﬂ,d,e )}N. Potom
platf

(12.1) f $.3 as = /div§ dx .
20 4o¥ |

Dikaz. ProtoZe mnozina [C™({L)]Y je husté v prostoru

[Wl’z(ﬂ_,d,- e )]V, existuje pro fe [Wl’Q(.Q,d,e ) 1Y takovs

posloupnost { &} , Cé,é[cm(fl)]m, Ye plat{ | Cﬁn-'\?)“ Mg~ 0
$

pro n —> +%, CGreenova formule (12.1) je ov3em pro vektorové
funkce C'Bn splnéna, tJ.

/ C;n.‘s as = /div C’Fn ax
L. doN

(viz [22], Chap.3, §1). Nynf dostaneme

I/divtfn dx -/divsa ax| £ (fldivxf-dlvufl a& ax)
0L

MR

}.
2

-& ?{: —»
.(_[Ld ax)* = e, u%““Fﬂm,a ,

a protoZe z v&ty 4.16 plyne
[wl’z(n,d,&‘ NN s [L(0 0]V

je rovnéz

5 3 _ N 2.5
l/a;l‘f’n‘ as / ‘f' dSl / %—: Yn,i” ‘P ) )" as
1

1
= [ﬂdS)g ( B.Qlkfn‘kflz dS)Z —> 0 pro n—s +00 ,

L'

" Limitnim p¥echodem tedy obdrZffime Greenovu formuli (12.1).

Véta 12.7. Necht e€e I (I je interval z véty 12.2),
gel,(N,4,¢8), ?G{Wg’z(ﬂ,d, I3 )]N a necht je splnéna

podminka
' g dx =
o

NN

¢33 as .
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Potom existuje vektorové funkce 4 € [W%’Q(_O.,d, £ )] N takové,
Ze

1

divi=g v
d =% nadl

a navic Je
18l € e, e Dlglg +091.]

Dékaz. Vzhledem ke Greenové formuli dostévéme
f (g - div ?) dx = 0, tedy g - divfﬁ = Lg(ﬁ,d,e )
aoN

Vzhledem k v&t& 12.3 pak existuje W GW%’Z(-Q,CI,E- ) takové,
Ze platf Qiv W = g- div P . Stadf polozit U= W+P .

Kone&né odhad normy ﬁ'ﬁ}l& je dbsledkem toho, Ze operétor
div Jje izomorfismus prostorl D"g a Lg(ﬂ,d,ﬁ ) (viz véta 12.3).
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13. EXISTENCE SLABEHO BESENT

13.1. FORMULACE PROBLEMU
13.1.1. Definice slabého Pedent

Nechf QcR' je oblast s lipschitzovskou hranic{ nebo

nechf O je trfdy QO’I(M) s uzavienou varietou M< o0 (viz
3.1.3) podle toho, zda-1li se budeme zabyvat nehomogennim nebo
homogennim(kdy% $ =0, g=0) Stokesovym problémem:

-(WAu+gradp==? v O,
(13.1) div i = g v,
i=9 na °OfL

kde
fgdx=/ $.35 ds .
O o0

Zde konstanta w) O charakterizuje viskozitu tekutiny, i})agole
rychlosti a p tlak. Pravé strany majf nédsledujic{ smysl: f
popisuje objemové sf{ly, funkce g z¥{dla (zdroje) tekutiny

a \;3 cherakterizuje hrani&nf{ podminky. Posledni &tvrté rovnost
Je nutné podminka existence Fedenf a je vlastn® matematickym
popisem z&kona zachovédni hmoty.

Definice. Rekneme, %e dvojice (ﬁ,p)efwl’z(ﬂ,dm, & )}Nx
ng(_O.,dM, €) Je slabym Fedenim Stokesova problému (13.1)
s pravymi stranemi f e ([Wi@(ﬂ.,d - e)1NH*
gely(n,dy,e) a FelwhZa,q,, €)1V, jestiize plats

d - C{B € [W%’g(&:dms £ )]Nr

divi=g v
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—

du; Oz, >
—d —d gx - / p div Z = {£,2)
,)-l e} Bxi Xy 0

pro viechna 2 ¢[c(q)]Y .

o]

13.1.2. Variaéni formulace
-5 -
JestliZe Jje splnéna rovnost fg dx =f Yov das,
0 o0
existuje podle véty 12.7 takové E}'e‘sl’z(.ﬂ,d, £ ), Ze plati

divW=g vO, W%=% nadQ,

bWl € ey [lel, + 130 .

PoloZime-1li nynf{ ¥V = d-W, problém (13.1) prevedeme v homo-
genni problém

—(]AA_v*+gradp=-g v O,
(13.2) divv =0 v O,
/ V=0 nadQ,

-

kde h = F+WAW .
Déle se proto budeme zabyvat existenc{ slabého Peden{
problému (13.2). Definujme proto bilinedrni formu

a(.,.): [W%’z(_(\_,dm, € )IN x [Wi’z(ﬁl,dm,—&)]N —> R

pifedpisem

N dv, Oz,
a@,3) = w3 | ——dax, velwl?,q,eN",
i,J°1 \n ©x; 9x, ©
* z efwlr 2, aqy,-2 01N,

Budeme~1li nyn{ v definici slabého PeBen{ uvaZovat testovact
funkce Z pouze 2z prostoru D_ - 9 potom prvé sloZka slabého
¥*eSeni v problému (13.2) bude splnovat rovnieli

(13.3) a(¥,2) = <h,2) pro vdechna ZeD_, .
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Plat{ v8ak i opalné tvrzeni.

Lemma 13.1. Vektorové funkce ¥ je prvni sloZkou slabého
*eden{ homogennfho Stokesova problému prévé tehdy, kdyZ -
Ve De a je spln¥na rovnost (13.3).

Dikaz. Sta¥f ukézat opadnou implikaeci tohoto tvrzenf. Necht
proto vektorové funkce V€D splnuje rovnost (13.3), tedy

0=dR,Zy- al@,3) = <R +waV,2d
vpro ka?dé ?eD_E‘ . PPitom vyraz AV chépeme ve smyslu distri-
buecf. Z véty 12.4 pak vyplyvd, Ze existuje funkce
peLz(fL,dM,e.) takové, ¥e je h+wAV = grad p . ProtoZe
tuto rovnost splnuje ji¥ ka%d4 funkce p+ const , miZeme

uvaZovat, Ze Je peLg(Q,dM, £ ). Stad{ ukdzat, Ze platf
a(d,2) = (p,div 2> = <{1,2)

pro kazdé ?e[co(.ﬂl)]N. Toto tvrzeni viak okamZit&€ plyne
2 rovnosti '
3
{grad p,z% = {h+WA¥V,z) pro Z € {C?(.Q))N.

Poznémka. Je-1i ¥ Zefenfm (13.3), potom tlak p eL3 (0,4, €)

je uren rovnost{ grad p = h+ wAT a navic

Ipl, £ cgLIR] Wy el .

o+
(wls® o, a,- N
13.2. EXISTENCE RESENT
Zbyvé vySetrit Feditelnost rovnice (13.3). Opdt se nabfz{

vyuZit zobecn&né Laxovo-Milgramovo lemma, budeme proto v&novat
pozornost elipticité bilineérn{ formy a(.,.).
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13.2.1. Elipticita

Vzhledem k symetrii bilinedrn{ formy
8(.,.): D&XD-&“‘—% R
stal{ vySetfovat pouze Jejf elipticitu v prvni sloZce (viz

kapitolu 6), tj. staldf vySet¥it, pro kterd & Jje splnéna
nerovnost

(13.4) supD a(y,3) = w H?HM e pro viechna yeDg
& $
s

3 ]
Il _ 51
s né&jakou konstantou w= 0w (L M,& )> 0. (Definice mnoZiny D¢

je uvedena v odstavei 12.1.)

Lemma 13.2. Existuje intervel J, Oe¢ int J, takovy, Ze pro
€€ J je bilinedérn{ forma a(.,.): Dg x D__ —> R eliptickéd

v prvn{ i eliptickd v druhé sloZce.

&

Dikaz. Nechf Y eDe . Vezmdme nyni prvek d{é ¥, ktery vzhledem
k vété 4.13‘je alespon pro £¢€ (-1,1) prvkem prostoru
[wir2(o,ay,- )] . Déle je aiv(al P)el,(O,d,,-2) 8 vzhle-
dem ke Greenové formuli (12.1) dokonce div(d%?)éaLg(Il,dM,-E,).
ProtoZe tvrzenf v&ty 12.3 zaruluje, %e operédtor div Je izo-
morfismus podprostoru Df;p a prostoru LS(IL,GM,-e,),~existuje
jec}inj prvek 8 = aiv-3 [div(dg ] e D:_Lt JUZitim véty 12.5

a vty 4.8 o vnoreni nynf odhadneme pro €€ I’

/A .
!Vs’ltM,_f_ £ cs | div(dy §)‘M,-e= cs |ay aiv ¥ +

+ & d&“l ?.grad dM‘M,-E. g c5¢ l&&ll?ﬂM,a ,

-

nebot div ¥= 0. ProtoZe déle d;i y - ”§eD_& s poloZime
<

zZ = d§ ¥ - 8, pfigem? bude [day ?-—?ﬁm,_& cq H?KM@ . MiZeme
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proto odhadovat

a(#,%) = -‘g—g 19yt [aFa - o3,8] 2
N Dy.2 N dy.
2 L |g1=1 f =l g% ax - e f .
ey VM, [(‘”{:—;—*l _n_’ axil M °¥ “‘“1%-—1:1 &3‘63?'11{ ¥ 51

_ad s
.q; b M! dx - cqq l€l “yﬂgke]

nv

i
e lyﬁm [(wUJSr’MiM o - lel (w( f $ cztM ax)? .
N 2 % 2 >
- Z__: f Iyll d& x)" - clo l&‘ uyﬂM &] =
i=1 ‘o )
s “ﬂM } Cy1” lalc((wc + cq4) ’
’ 9

UvéZime-11, Jjekym zplsobem zédvisi konstanta ¢ na exponentu &
(viz odstavec 3.1.3), potom nerovnost (13.4) bude splnéna
pro kaZdé & z Jjistého intervalu J, tj. 2z dostatedné malého
okoli nuly.

Elipticita v druhé sloZce se ukédZe anslogicky.

13.2.2. Existence a Jjednoznalnost slabého FeSen{

VySetrovénim elipticity jsme ov&#ili predpoklady zobecné-
ného Laxove-Milgramova lemmatu pro bilinedrn{ formu a(.,.).
Shrnme vysledky obdrZené v této a predeslé kapitole v nésle-
dujicich vétéch.

V&ts 13.3. Nechi OcrY je omezend oblast tF{dy QO’I(M)

s uzavienou varietou M < L1, Potom existuje intervsl J,
Oe€int J, takovy, Ze pro kaZdé &€ J existuje prévé jedno
slabé PFedent ¥7elk_ homogennfho Stokesova problému (13.2),
pridemZ plati
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i

=
<
e

A

M’E = cll “

kdykoliv Re([wl:?(a,q,,-enN"

V&ta 13.4. Nechi ilﬁlRN je omezend oblast s lipschitzovskou
hreanic{. Potom existuje interval J, Oe int J, takov#, Ze pro
kazdé € € J existuje prévé jedno slabé FeSend{

(&,prelwt?a,a,e)¥ x 13(0,4,¢)
Stokesova problému (13.1) kdykoliv
Fewir?a,a,-e )N, geL,(q,4,e), Fewb?a,g, &)

a8
fgdx f B oax .
Q B

0.
Navic plati

]

{1

120, € e [1FD, + Jal, + 1311

ey [IZN, + (el, +IBlT .

A

Inlg

Poznédmka. Jak jsme JjiZ poznamenéli, feditelnost nehomogenniho
problému pro obecnou véhu d§ védzne na uZit{ Greenovy formule
(12.1). Nelze se toti% odvolat na hustotu mno¥iny funkecf C(Q.)

v prostoru wis (IL dM,E.), a8koliv tato skute¥nost se zdé byt
technickou (i kdyZ pracnou) zéleZitostdf.

Problém. Zdé se nadé jné, Ze metody kapitol 5 a 8 aplikované
na dany nelineérni problém bude moZné zobecnit a pPenést
na dlohy, které musime vySetPovat pomoc{ stupné& zobrazeni.
Pridéme-1i vysledky kapitoly 12, dostévé se do popfedf
otdzka existence slabého FeSen{ Navierovych-Stokesovych
rovnic ve véhovych prostorech. Nard¥ime ov3em na nésledujfct
‘potfiZe. V klasickém p¥ipadé se vyuZivd u trilinedrni formy
b(u,v,2) = ZN: fuim z4 dx, 3,“33&?%’2(_(1),
1,351 @ [
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vlastnosti b(d,v,v) = 0. V naSem p¥{pad& obdobn& potrebu-

> —p

jeme, aby pro 4,y a § (¥ je definovéno v odstavei 13.2.1)

-3

byla splnéna rovnost b(ﬁ;y,d§§-§) = 0. Toto tvrzeni
obecné neplati.
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