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M2E - MATEMATIKA 2

1. PREDNASKA

Obycejné diferencialni rovnice (ODR)

e Cotoje?

Uloha najit neznamou funkci y : R — R, kterd na zadaném intervalu I C R spliiuje rovnost,

ve které se vyskytuji derivace této funkce (y/',y”,y"”,...)

e y=y(t) ... feSeni ODR

e fad ODR ... rtad nejvyssi derivace
Priklady:
e y(t)=cost, t>0 (ODR 1. {adu) o ) =cost 3 =-cos !
o Y()=-2y(t),t€R =1 (ODR 1. {idu) o Yy =2y
o V)+yY(@®)=e",teR=1 (ODR2.f4du) o V +y =e*

Poznamky: V praxi se Casto: /

e vynechava parametr ¢ a interval 1

d2y

a2

e neznama funkce (feSeni) se znaci rizné  y(¢), y(x), i(?), u(t), ...

. o v d
e derivace se znadi rizn&  y'(¢), y(1), d_)t}’ V' (1), 3(1),




Nejprve se budeme zabyvat ODR 1. fadu ve tvaru:
Dino: f a I CR Hleddme: y: I - R

Geometricky vyznam:

(@) = £, y1)
|

smérnice teCny k feSeni y(r) vbodét tga

Piiklad: Y (t) = -2y(t), teR =1,

napf.prot =0ay=0 ...

\

\
\

w

(L, f(#, )

tecné vektory

.y = =2y,
y'(0) je smérnice te¢ny ke grafu y(¢) v bodé 0

y() = f@t,y@), tel

_ [y

1

y
reSeni ODR ... y=y(t)

g. f(» =-2y,

-

f(O)=-2-0=0
1 f()==-2-1=-2
fQ)=-2.2=—4
f3)=-2-3=-6

\
AN

pro jiné ¢t obdobné ey = (D)

f=rfEyQ@) ... nekone¢né mnoho feseni
y)y=c-e™
v , c ... lib. konstanta € R
SMEROVE POLE




Obecné feSeni  ODR 1. fadu je funkce y = y(¢, c¢), ¢ € R (lib. parametr), ktera spliiuje danou rovnici Ve € R a Vvt € I.

—  je to systém funkci, graficky — systém kiivek

—  pro konkrétni volbu parametru ¢ v obecném feseni dostaneme partikularni feSeni

Poznamka: U nékterych rovnic se vyskytuji jesté tzv. singularni feSeni (= vyjimecna),

ty nelze ziskat z obecného feseni Zadnou volbou parametru c.
Obvykle je v kazdém bod¢ singularniho feseni porusena jednoznacnost,
tj. prochazi jim jesté jiné feSeni (integralni kiivka).

Priklad:

1 3
obecné reseni: =—((+c)y,ceR
Y = V2 y=55t+c)

overime: . .
'=—-3-(t+c)==(t+c)
Y =5 (t+c) 9( c)

i/y_=(i<t+c)3)§=(3—3<r+c>3)§=

27
=32(t+c¢) = é(t+c)2

singularni feSeni: y =0

oveérime:




Odkud se ODR berou?

Jsou odvozeny na zakladé fyzikalnich (ekonomickych, sociologickych, ...) zdkond a pozorovanim (méfenim)

zjisténych vztaht, které popisuji realny problém (zjednodusenou verzi).

Priklad:  Vybijeni kondenzatoru pies rezistor (RC - obvod)

iR R R >0 ... odpor
— — 1dedlni rezistor: up=R-ig
1C HC C > 0... kapacita
- | | kapacitor (kondenzator): u’C = é i
t=20
) |
Kirchhoffovy zdkony:
o O R 1. rovnice kontinuity el. proudu: ir(t) =io(1)
2. zakon zachovani energie: ur(t) +uc(t) =0

Zvolme za stavovou proménnou napéti na kapacitoru, tj.  y(¢) = u(¢)

Potom Y0 =) = = i) = £ ig®) = = ugld) = —otet) = —=y(D)

1
C CR

1
ZAave ') = —ky(t), kde k=—, t>0
aver y (1) y(t) e CR

Poznamka: Stejnou rovnici popisujeme i jiné jevy (napt. zakon radioaktivniho rozpadu)

y(t) ... mnozstvi radioaktivni latky, k& > 0 ... rozpadova konstanta




Co je feSeni a jak jej najit?

BAD NEWS: Neexistuje Zadna univerzalni metoda pro feSeni ODR.  Umime fesit pouze specialni typy !

Piiklad: | y'() = —y@®), (k=1)

? Je y(t)=sint feSenirovnice ? V(1) = [sint]’ =cost # — y(t) = —sint NE !

? Je y(r)=e"  feSenirovnice ? Yo =[] =e’-[-1]' == = —y)=—e"  ANO!

? Je y()=10e™" feleni rovnice ? Y@ =[10-e7] =-10e™ = —y@) =—-10e™ ANO !
Plati: KaZda funkce ve tvaru | y(t) = A-e”’, A€ R | jefeSenim ODR |)'(t) = —y(¢)

obecné reseni

Coje A? y0)=A-e’=A-1=4

y(0)=A| ... pocateCni podminka (napt. pocatecni napéti na kapacitoru)

volbou konkrétniho A dostaneme partikularni feSeni
Pozndmka: Uloha najit feSeni y = y(f) ODR 1. radu, které navic spliluje pocatecni podminku y(z,) = y,
se nazyva pocatecni (Cauchyova) tloha

{y’ = f@t,y)
Y(to) = Yo




Metoda primé integrace

yi)=f@ = y(t) = /f(t) dt=F@{)+c ... obecnéfeSeni

Priklad:

! 3 :
y =t +sint L 3 1 4
obecné fesSeni: 1) = " +sint)dt =1t —cost+c
{ ¥0) = 1 y(®) /( ydt =

partikularni feSeni:  y(0) = % 0*—cosO+c=—-14c=1 = ¢=2

y(t)=it4—cost+2

Poznamka: Pro pocatecni ulohu lze rovnou psat:

Y@ =f@ // dt — W(t) = y(ty) = /f(S) ds = F(1) — F(1))

Priklady na procviceni:

1){ S = 4) y =In8¢ 7y =
y(3)=0 N Y=
V1-12
2) ) . 2t 5) y/:t3621
= S1n
' 7 6 o = L 8) y=VI1-1
3) y = RTPRE

r_
x + x In” 4x 9 ¥y =1gt




Metoda separace proménnych

Rovnici tvaru y'(t) = h(y) - g(t) naz§vame rovnici se separovanymi proménnymi.

RESENI:

I.  vyreSime h(y)=0 ... pokud takové feSeni existuje, pak je to konstantni feSeni nasi rovnice

II. dale predpokladame, ze h(y) #0 :
dy _ 1
PR LCORR 4O o)

1 —
Wdy—g(t)dt //

/ 1 dy = / g(r)dr je ,,odseparovano*

h(y)

Hy)=G@®) +c G =g, H’=%, (c=c,—cy)
+c; +c,

popisuje feSeni (kfivky) implicitné

nékdy lze psat |y = H™! (G(t) + c) popisuje feSeni explicitné

III. pokud Ize vhodnou volbou konstanty ¢ ziskat z ptedpisu| H(y) = G(¢) + c | 1 konstantni feSent,

zahrneme je tam —— obecné feSeni

pokud to nelze, je prislusné konstantni feSeni feSenim singularnim

IV. pfipadna pocateCni podminka — ¢ = ... partikularni feSeni




Priklad: {

Y ==y

y(0) =2

Y =-y

dy

— =— . dt
a7 /

dy = —ydt

dy = —ydt /:y;éO

In|ly|]=—t+¢, c€eR
|y| — e—t+c — e—t . ec — Be_t,
——
=B>0!

y= +B -’

——

=DeR\{0}
y=D-e”, DeR\/{0}

Dosadime pocate¢ni podminku:

—t

y=2e

y(*) =0 je ale feSeni !

konstantni reSeni

y0)=A-e"=A4-1

partikularni feSeni, feSeni pocatecni ulohy

obecné reseni




Priklad: { Y = 3
y Y
y =2 \
dy t
y

1
il h(y)-g(t), kde g@)=1t h(y)=- 7L
t y
. Ay = 1 #0 Vy = rovnice nema konstantni feSeni c<0
y
II. mizeme vydélit A(y), odseparujeme 2 I1

/ydy /tdt
V= Lo +¢ ¢€ER

2 2

V=r+c c=2¢ € R obecné reSeni :

Y —t*=c| ... implicin& |y=+V2+c | ... explicitn& (nenf vid&t o jaké k¥ivky jde !)
c=0: y=i\/t_2, .y =+t

c<O0 t2—y2=—c>0

c>0 Yy —-t=c¢

III. odpada (neni konstantni feseni)

IV. po¢ateéni podminka y(I)=2 — Yy —t*=c - 2°—-1’=¢c - ¢

Il
W

y*—t*=3| ... partikularni feSeni (feSeni po¢ateéni tlohy)

Zkouska ... implicitné nebo explicitné




Priklad:

I1.

I11.

IV.

= % =h(y)-g), kde g = % h(y) =y

h(y) =y =0 ... konstantni feSeni (adept na singularni feseni)

muzeme vydélit h(y), odseparujeme
/1dy = /ldt
y [

Inly|=In|t|+¢& ceR N -

In|y|=In|ct|, ¢c=1In|c|, c#0 - —

Iyl =let], ¢#0 — —

y=ct, ¢c#0 — et
—

pro ¢ = 0 dostaneme konstantni feSeni y =0 ! T
A N

= obecnéteSenije | y=ct, c €R

pocate¢ni podminka y(2)=5 —» y=c¢t —-> S5=c¢c-2 - c¢=
5 g v ooy oy s
y = 3 ... partikularni feSeni (feSeni pocateCni ulohy)
t € (2;0)

10




Priklad:

L hy)=Qy-1)’=0s

I1I.

Y =1Q2y—1y

dy

dr

=1-Q2y—1)° =g - h(y)

konstantni feSeni

muizeme vydélit A(y), odseparujeme

/(2y—1>2dy /“”
1

———=—t"+¢, ¢€R
2(2y o te ¢
1 2 .
————=1t"4+c¢, ¢c=2¢c€R
2y-1)
2y—1=- L ceR
2+c
(1-772)
=—=(1- , ceR
=3 ?+c
y= 1 neni singularni feseni, protoze
2 ,neprotina“‘ ostatni feseni, ale doplnuje je

jde o soucast obecného reseni

IV. neni zadana pocate¢ni podminka

0.5

-0.5

obecné reseni

c<0

11




M2E - MATEMATIKA 2 2. PREDNASKA

REKAPITULACE

ODR 1. fadu:
Déano: f(t,y) ... funkce, I C R ... interval

Chceme najit funkci y : R - R (feSeni) takovou, Ze Y
Y() = ft.y(®), tel (zkracené y' = f(t,¥)))
Yor = =1 = ~f— -
Vime:

I
|
e f(s,y(s)) ... smérnice teCny ke grafu feSeni y v Case s (1,f(s,y(s))) |
. . o v e ’, 4 v A v 4 I
e obecné existuje (pokud vubec néjaké) nekonecné mnoho feseni |

e konkrétni fesSent je urceno tzv. pocatecni podminkou y(7,) = y,

neexistuje Zadna univerzalni metoda reSeni

specialni typy rovnic

1. |y = f()| METODA PRIME INTEGRACE

2.y =h(y)-g(ry| METODA SEPARACE PROMENNYCH

I. h(y)=0 — konstantni feSeni

II. / L dy = / g(t)dt — obecné reSeni
h(y)

. I +1II. — pripadné singularni feseni

IV. pocatecni podminka —  partikularni feSeni 12




Rovnice tvaru  y/(¢) = a(t)y + b(t) je linearni ODR 1. fadu

Dano: a(t) ... koeficient
IcR ...interval, a,b: R— R... spojit€t na b(t) ... prava strana
Hledime: b(t) =0 ... homogenni I'(/)VniCE‘:
VIR SR tak, e y(t) = a@)y(t) + b@t), t € T b)) 0 ... nehomogeinm rov.nlce
(+ podtecni podminka: y(t.) = yo. kde 1. € I cRi diny ) a(t) = a ... konstantni koeficient
pocateent podmiinka: yifo) = Yo, KEE fo 4 Yo jsou dany a(t) # a ... nekonstantni koeficient
Odkud se ODR berou?
Priklad: Obvod s rezistorem, civkou a zdrojem (RL - obvod)
1R R R>0... odpor
—— — idealni rezistor: up=R-ip
; L L > 0 ... induk&nost
L~ induktor (idedlni civka): 1, (1) = L - 7 (¢)
Kirchhoffovy zakony:
: t=20
! " ) 1. rovnice kontinuity el. proudu: ig®) =i (1) =i() ...
. zvolime za stavovou proménnou
_|_
up Q R 2. zakon zachovani energie: Ur(t) +u;(t) —ug=0
I R- igt) +L- i(1) —uy=0,1>0
RK-J V
R i(t) i'(t)
a(t) = —— ... zavisi na prvcich v obvodu
./ R . u() L
Tedy |i'(t) = ——i(t)+ — Uy L. v e e
L L b(t) = — ... zavisi na zdroji pfipojeném v obvodu uy(f)

pokud nahradime stejnosmérny zdroj z stfidavy, potom b(¢) = 7

13




Jak vyfresit linearni ODR 1. fadu ?

Plati: KaZzdé feseni y(f) lze zapsat ve tvaru: y@) =y @)+ yp@) | kde
yu (@) je n&jaké feSeni homogenni rovnice, i  yp(t) je jedno feSeni nehomogenni rovnice,
tj. pro b(r) =0 tj. pro b(¢) # 0
— zavisi na prvcich v obvodu — zavisi na zdroji napéti
yg(®) ... homogenni FeSeni yp(?) ... partikularni rFeSeni

Krok 1:  Najdi v§echna feSeni y(f), tj. feSime homogenni rovnici | y/(¢) = a(t)y(¢), t € I

Jak ? Separaci proménnych

Y =a@y (=g -hy), kde g(t) = a@®), h(y) =y)

I. |y(t)=0,te R| KkonstantnifeSeni ... u linearni ODR vzdy !

d
I pro y#0: =2 =a(ny - /ldyz/a(t)dt
dt y
A(?) je primitivni funkce k a(r)  (existuje, protoZe a(t) je spojita)
In|ly|=A@) +c, c; €R
A(D+e — eA(t) _—

ly| =e

y= +ed . oA
——
=KeR\{0}

y=K- e K eR\ {0}

III.  pro K = 0 dostaneme konstantni feSeni y=0 |y, = K-e'"”, K € R

homogenni reSeni

14




Poznamka: Pokud a(t) =a € R, ¢t € I, lze feSeni ,,uhodnout*

Piiklad: |y (1) =2y(1) |, ti. a=2 = A®)=2u

yug®)=K-e”, KeR

Jinak:  Vime, 7e feSeni je n&jaka exponenciela, tj. ¥(r) = e*, kde 4 € R je n&jaké &islo.
A= Yo =[e"] =" 2
Dosadime
e a=2-e" /1 e">0
A=2
= () =¥

pro pocatecni podminku | y(0) = 5 | dostaneme

vy =K -e*'=K-1=K=5

y(t)=5-¢"

K ZAPAMATOVANI (¢ = konstanta)

y =ay yt)=K-e” KeR
%
¥(0) =y, ¥(1) = yo - e




Krok 2:  Najdi jedno feseni yp(f), tj. feSeni rovnice: y;(z) = a(t)yp(?) + b(1)

TRIK Variace konstanty ... ,univerzilni* metoda

Vyjdeme z feSeni homogenni rovnice | y,, = K - eA®

a misto konstanty K uvazujeme funkci @(?): | y, = ¢(t) - e

Hledame @(¢), aby platila diferencialni rovnice:

Vo) = a@®)yp(t) + b(t)

Vp) = [0 - "] = @/(1) - "V + (1) - V- A/ (1) = ¢/ (1) - "V + p(1) - ' - a(0)
Po dosazeni

@' (1) - e+ (1) - eV - a(t) = a(t) p(t) - e*® +b(t)

(p,(t) . eA(t) — b(t) / . e—A(t)

Poznamka: pokud jsme pocitali dobfe, musi Cleny s @(¢) vZdy vypadnout !

o) = e 4D . () / / d

Q(t) = / e 4O piydr ... existuje, protoze b(t) je spojita

= yp(t) = ed®. / e 40 . p(r) dr




Plati tzv. Princip superpozice (sériové zapojeni zdrojl), tj.

je-1i b(t) = b,(t) + b,(t), potom najdeme yp, tak, Ze
Vo () = a®)yp, (1) + by (1)
a yp, takové, ze

Voo (1) = a()y p (1) + by (1)
a potom

yp(t) = yp () + ypo(1)

Krok 3:  Secti z kroku 1 a 2, .

y@) =y + yp®)

Krok 4:  Dosad pocate¢ni podminky, abychom méli jedno feseni poc¢atecni dlohy.

Poznamky:
e Odvodili jsme vzorce pro yy(t) a yp(t), které se nebudeme ucit nazpamét,
tj. pro konkrétni rovnici vzdy provedeme kroky 1 a 2.

e Maji kroky 1 a 2 smysl pro vSechny funkce a(¢) a b(z) ?
Ur¢ité pro spojité a(z) a b(z) !

17




Priklad: 14\ — —t
{ y@) =2y +e, rteR a(t) =2(=a =konstanta), t € R b(t) =e™’

y0)=0

Krok 1: Hledame vSechna feSeni homogenni rovnice  y/(¢) = 2y(¢).

Jak ?  Separaci nebo chytre viz drive! (str. 15)

yp)=K-e*, KeR

Krok 2:  Najdeme jedno yp(?) feSeni nehomogenni rovnice y;)(t) =2yp(t) +e7.

Jak ?  Variaci konstanty:
predpokladejme, ze  yp(f) = @(¢) - e”,  kde @(t) je hledana funkce !

vp() = o) eZt], =@ (t)- e + @) ¥ -2

dosadime:
@'0) - +o)-e”-2=2-9@1) " +e
(p’(t) L2t — ot / o2
p=e [[di
o) = / e 3dr = —%e_?”+ ¢
| Y 1
) = —— . - __
yp(?) 3e e 3e

Krok 3: yO) =y + yp(t) = K -e* — %e", K eR

Krok 4: Pocatecni podminka: y(0) = K - e’V — %eo =K —% =0 = K=

1 2t 1 —t
)= e — =
(1) 3¢ 3¢

Q| =




Priklad: {

Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

Krok 4:

2y(1)
! - _ 3
v =-——"+1 at)= -2 bty =1
y2) =4 !
2
Hledame y,;(r) separaci proménnych: )/(¢) = _Ty = - y=g(t)- h(y)
1. konstantni feSeni y =0
2. /ldyz—/gdt
y !
Injy|=-2Inlt|+¢, ¢c€R c
= —, eER
In|y|]==-2In|t| +In]|c|, ceR\ {0} Vi) 12 ‘
el
In|y| =In ")
p=2
I = 2
Hledame yp(¢) variaci konstanty:  yp(f) = @(¥) - 172
_ -2
Vo) = @'(0) - 172 + () - —
po dosazent: ) 2t -1
017 ) = = == 4
o017 =r
¢'0)="r
=1t —  |ym=is2= L
6 P 6
Obecné feseni | y(t) = yu (1) + yp(t) = t% + ét“, ceR
Pocatec¢ni podminka: y(2) = i+124 = £+§ =4 > c= 16 (1) = EI—Z + lt4
‘ 276" 43 3 =3 6

19




M2E - MATEMATIKA 2 3. PREDNASKA

Linearni ODR n—tého radu s konstantnimi koeficienty

Jedna se o ulohu najit n-krat diferencovatelnou funkci y: R — R takovou, Ze plati
W) + a,_ y"V@) + ..+ a1y @) + agy() =b(t), 1€,

kde je zadano:

e /]CR ... interval
® ay,a,,a5,...,a4,_ 1 €ER ... Kkoeficienty rovnice
Poznamka:
Kdyby ay = a; = --- = q,_; = 0, potom y(#) najdeme pfimou integraci (n-krat), napft.
" " / 1 2

y'=0 = y'=¢ = y=ct+c, > y=§clt+czt+c3, €1, ¢, 03 €ER

e hR—-R ... spojitd ... prava stranarovnice
pro b(¢) =0 ... homogenni rovnice

e + pocate¢ni podminky (n)

)’(to) = Yo y,(t()) = Yo y’/(to) = Yo2s -+ > y(n_l)(to) = Yon-1
Yo» Yois Yoor +--» Yon-1 ER

20




Odkud se berou?

Priklad: RLC obvod v sériovém zapojeni

Vime, Ze plati: in R ir I ic | | C
o — |
. ./ / 1 .
Ohmtiv zédkon zakon el. mag. indukce okamZity naboj na deskach kondenzatoru
je ptimo umérny okamzitému napéti, tj.
_c . dg Cdu
ug(t)  t=0 =TT T
° e - Kirchhoffovy zakony:
C 1. rovnice kontinuity el. proudu: i) =i () =i (1)=iQ) ...
T Q R . zvolime za stavovou proménnou
z(t) 2. zédkon zachovani energie: Up(®) +up(t) +up(t) —uy(t) =0
L
R-i(t)+ L-i'®) +uc(t) = uy(?) /%
R-i'®)+L-i"®)+ é Cie(t) = ug(1) /L
/
5
i (1) + R i'(1) + R i(t) = () ... linearni ODR 2. fadu s konst. koeficienty
L L R 1 (1)
al=—, a():_, b(t):_
Poznamka: L CL L
e prouy()=U;, teER = u()=0 = |b{F)=0]| ... homogenni rovnice
/
5
e pro uy(t) = U, - sin (a)t + qo) => b(t) = “o(®) = Yoo cos (a)t + q,) ... nehomogenni rovnice
L L
21




Metoda reseni

GOOD NEWS: Plati vSe jako u rovnic 1. fadu

Plati:

Kazdé feseni y(f) ma tvar: y@) =y () +yp@) | kde

yg () je reSeni homogenni rovnice,

yy(t) ... homogenni FeSeni

: yp(?) je jedno feSeni nehomogenni rovnice,
tj. pro b(t) =0 tj. s pravou stranou b(t)
' yp(t) ... partikularni FeSeni

Krok 1:

Najdeme vSechna feSeni homogenni rovnice y(f), tzn. obecné feSeni

(separace proménnych, ,,chytfe* )

Najdeme jedno feSeni nehomogenni rovnice yp(f), tzv. partikularni reSeni

(variace konstant, ...)
SecCteme y () a yp(r)

Dosadime poc¢atecni podminky
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Krok 1

Hledame vSechna y (7).

Plati: Existuje n linearné nezavislych funkcet y;, y,, ..., ¥,: R = R takovych, Ze feSi homogenni rovnici

v

a kazdé dalSi feSeni homogenni rovnice ma tvar:
{y;®), 3,0, ...y} ... fundamentalni systém (FS)

Prvky FS hledame ve tvaru:
y(t) = e, kde A je (zatim) neznamé cislo.

Piiklad: n=2 |y —y=0/,4. |y'()=y@t)=0, 1R

pfedpokladejme:  y(t) = e*
Y@y =e"-2
y”(t) — e/lt A A= eﬂt . AZ

dosadime do rovnice:
e )2 —eM =0 /:e’“>0

P2—-1=0 charakteristicka rovnice
A2=1
ﬁl’z = il

=y1(®) =»(t)
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Poznamky:
e misto FS: {e’,e_’} lze brat FS: {sinht, cosht}, protoze

sinht = %(et —e') a cosht= %(e’ +e')

po seCteni:  sinh7 + cosht = ¢’
po odecteni: cosh? —sinh7 =e™

e charakteristickou rovnici Ize psat rovnou !

( — oM )
1 - y)=e o
Priklad: y'+y=0 ) = a6 CFS: {¢/',e™/'}
y =
2 _ . o
A ri=0 ") = 12eM yu) = Kie'' + Kpe™', K|,K,€C
/12 =1 y ( ) - €
: 2oM 4 oM — - oM Problém: 1) je komplexni funkce
fa=#/€C /126 T ’ / 0 );Hrr(l; ihcemef) realnou !
\ A"+ 1=0 ) '
SR i ngcis M
Plati oviem Eulerova identita: €’? = cos@ + jsing  O0S% ... realnacas
” o sin @ ... imaginarni ¢ast g
e/! =cost+ jsint .
i . sin |-
e /! =cost—jsint .
. . 1., . . :
e/ + e/ =2cost =>cost=§(e”+e_”) 90:
e/’ —e /' =2jsint = sint = L.(ejt—e_ﬁ) '
2j 0] cosy |1 Re
RFES: { Cos t, sin t} (%)
yy(®) = K,cost+ K,sint, K ,K,€eR
Poznamka: Jestlize A, = 1 + 3 € C feSi charakteristickou rovnici, musi 1
A, =1 =3j € C (komplexné sdruzené) feSit charakteristickou rovnici.
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(%)

CFS: { A }
—— N——

yl(t)7 yZ(t)

1)

¥, (1)
reSi homogenni rovnici

= libovolna jejich linearni kombinace také fesi homogenni rovnici

~ 1 1
yi(0) = 5)’1(1) + Eyz(t) = COSt

- 1 1 :
Y1) = 2—jy1(t) — 2—jy2(t) = sint

musi feSit homogenni rovnici

RES: { cost , sint }
—— \——

J1(0)

Poznamka:

(@)

Pro urceni RFS vezmi redlnou ¢ast a imaginarni ¢ast komplexni funkce.
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Priklad: | y” =2y +y=0 y(t) = et

A —24+1=0 ... charakteristicki rovnice
(A-1)=0
A1, =1 ... nasobny kofen !

FS: {e',i-¢'} = yy0)=K,e'+K,t¢', K ,K,eR

Cviceni:  Ovéime, Ze y,(t) =te' fesi diferencialni rovnici y” —2)y' +y =0.
Vo =[t-e] =e+1-e'=(1+1)¢

W =[(1+1)-¢] =e'+(1+1)e' = (2+1)¢

po dosazeni:

(2+1)e =2 (1+1t)e' + te' =0
=)y
=y =y, ?
[2+1=2(1+0)+1|e =0
~0

Poznamky:
e Pro rovnici 2. fadu mame v yg () dv€ neznamé konstanty !
=  Pro jejich urCeni potiebujeme dv& pociteéni podminky, napf. y(0) = 1, y'(0) = 2.

 Stejnym zpisobem feSime i rovnice 3., 4., 5., ... fadu.
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M2E - MATEMATIKA 2

4. PREDNASKA

REKAPITULACE

Linearni ODR 2. fadu: napt. |y (1) — y(t) = 2e*

Vime, ze:
y(@) =yu@) + yp(t) «— staci najit jedno, Jak ?
pro b(t) =0  pro b(t) = 2e*
Krok 1 Krok 2
Krok 1 yg(t) =7  Pfedpokladame: y(r) = e, t... &islo
Y'(®) = y®) =0
A —-1=0
=1 = A,==l
FS: {e’, e_’}
yy@®) =ce'+ce™, ¢, ER
Krok 2 | Hledame jedno yp,(?), tj. feSeni nehomogenni rovnice s pravou stranou b(t)

Plati princip superpozice:

Jestlize b(r) = b(¥) = b,(1) a

Poznamka: Neplati pro

y,(%) je feSeni rovnice s pravou stranou b,(7) a
¥,(?) je feSeni rovnice s pravou stranou b,(1),

potom y(t) = y,(¢) + y,(¢) je feseni rovnice s pravou stranou b(¢) = b,(¥) + b,(?).

soucin a podil !!!
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Metoda variace konstant

(pro vypocet yp(?))

=+ univerzalni, tj. 1ze pouZit pro viechny (spojité) pravé strany b(z)

— dlouhy vypocet, musime umét integrovat

Predpokladame:

@, a @, hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice:

Z.astav se !

Dosadime:

(@ (e + @ (e — PL(De™ + @y(1e™") = (@(De’ + @ (H)e™") = 2™

=

yp) =@ (1) -+ (1) e, @@, ...

YD) = yp(t) = 2

neznamé funkce

Yo(0) = @\ (e + @, (D" + @5 (Ne™ — y(t)e™

Poloz: @ (e’ + @i(e™ =0

V(1) = @ (e — @y (e

Vo) = @ (0e" + @ (e’ — @y (e™ + @,(t)e™

1. rovnice

Poznamka: cleny bez derivaci ¢,(f) a ¢,(¢) musi vypadnout !

Dostali jsme soustavu rovnic:

@ (e — pl(He™ =2e* 2. rovnice
Pi(e" + @ye” = 0
P’ - @he = 2

<«—

FS

: {e’,e"}
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pi(e" + @ye” = 0
o (e - @ et = 2e¥
1 2

seftenim: 2g0’1 (H)e' = 2¢e* / - el odectenim:

Krok 3

Krok 4

g\ =¢e" /[

1
(P1(f) = —¢* +¢

2 4
. yp(t) = @(1) '+ @y(t) e = %ezt el — %e“f el = %e3t B %Cy = %e%
yO) =yy@) +ypt) =c e +ce” + %631, ¢, ER
Pocate¢ni podminky — urc¢ime konstanty ¢, ¢,
napr. y(0)=0
YO =+ e e 4 e =g e+ g =0
Y0y =1
Vt)=c e —ce + 263’
Y(O0)=cje’ —ce™ + 263'0 =C¢ -6+ 1= 1
Tedy:
Cl+02=—% 20120 =>Cl=0 1
_L I | P =g
“aTa=y 0+02=_Z $c2=—Z

2051~ = =2¢”" [:2e”
oh(t)=—e" /[

1
(Pz(t) = ——¢¥ +¢

1
4
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Poznamky:

 Stejné funguje i pro rovnice vyssiho fadu, napt. n = 3

= FS: {Jﬁ(t),)b(t),%(t)} = Yy =cy1() + (1) + c3y5(0), ¢p,¢5,¢3 ER Krok 1

= yp(t) = @)y (&) + @Dy, (1) + p3(D)y3(), @1, @y, 03 =7 Krok 2

Dostaneme soustavu (lze psat rovnou) :

POy @ + POn0 + POy = 0
POy @) + @ OV + @y = 0
P Y[ + SOy) ) + @sOy; @) = b@)

n® @ o || oo ] 0
Vi@ v v || e | = 0
EAQREACIAON N KON B R.ON

=> @0, 0,0, 051) = / = (1), 9,0), p5(1)

« V minulém piikladu b(t) =2e¥ = yu(t)= %e” ma stejny tvar !

=  Lze pouzit tzv. metodu odhadu

30




Metoda odhadu

(pro vypocet yp(7))

=+ rychl4, jednoduchy vypodet, nemusime integrovat !

— lze pouzit jen pro specialni tvar pravé strany (polynom, exponenciela, sinus, kosinus)

Kucharka:

1. Podivej se, zda je prava strana b(¢) nebo jeji nasobek prvkem FS.

2. NE
ANO =
Priklady:

@)

Y1) — y(t) = 2e™

Krok 1

Krok 2

=  pouZij yp(f) ve stejném tvaru jako b(r)

vynasob tvar b(¢) proménnou ¢

(tolikrat, abys jiZ yp(¢) nemél ve FS)

FS: {e,e7} = yy)=ce'+ce”, ¢,€R

b(t) = 2¢*

=

yp(t) = Ae”, AER

kterou hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice:

Vo) =A-e¥-3

J"IQ(Z‘) =3-A-¢"-3=94¢"

1 3
£ ==
yP() 46

neni nasobkem zadné funkce z FS

neznama konstanta,

A=
4

Yp(t) — yp(t) = 2¢”

1

9AeY — Ae¥ = 2¢e¥ / : et
OA—-—A=2
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@ Yt -yt =t

Krok 1| FS: {e'e7} = yp)=ce'+ce™, ¢, €ER

Krok2| b(t)=t ... neninasobkem Zadné funkce z FS
= yp(t)=Ar+ B, A, BeR ... neznamé konstanty,
které hledame tak, aby byla spInéna nehomogenni rovnice: yg(t) —yp(t) =t
=> (=4
=> Yo =0 0-(Atr+B)=1t+0
A=-1 ut
yp(t) = —t B=0 ur°
3|y -y =¢*
Krok 1| FS: {e.e™} = yy®=ce' +ce™, ¢, ER
Krok2| b)) =¢€" ... jeobsazenovFS!
=> yp(t)=1-A€e’, A€ER ... neznami konstanta,
kterou hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice: yi,i(t) —yp(t) =¢
= V() =Ae +1A¢
=> Vo) =Ae'+Ae'+1Ae’ =2Ac"+1Ae 2Ae" +tAe' —tAe =¢' / : e
2A=1
I A= 1
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V(1) — y(t) = sint

Krok 1| FS: {e.e™} = yy®)=ce' +ce™, ¢, R

Krok 2| b(t) =sint ... ma specificky tvar, neni obsaZeno ve FS !
= yp(t) = Asint + Bcost™, A,Be€R ... neznamé konstanty,
které hledame tak, aby byla spInéna nehomogenni rovnice: y;ﬁ(t) — yp(t) = sint

= ), (1) = Acost — Bsint

= y;;(t) = —Asint — Bcost —Asint — Bcost — (Asint + Bcost) = sint
—2Asint — 2Bcost=1-sint + 0-cost
1

I . — - —
yp(l‘):—z sin t A= 9’ B=0

Poznamka k *:

Bod [A, B] v roviné Ize popsat pomoci
— vzdalenosti od pocatku ... R B _____________________['_A\’B]
— velikosti thlu ... ¢ cosgp = 2
(polarni soutadnice) R i R
— yp(t) = Rcos@sint + Rsin@ cost E sin(ng
yP(t)=R(c0sqosint+sin(pcost) 14 /E
) =sir:(:+<p) ’ A

)=Rsin(t+¢@), R>0, € (0,2x . ]
e ( (p) v €l ) tf. A= Rcosp, B=Rsing
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Dalsi priklady:

e ViZ

prava strana b(t) FS partikularni feSeni y p(7)
(buzeni) (odezva)
3e e’ e Ae'
5te’ e, e’ (At+B)e’-t
5te' el e e (At+B)e’-t2
2 sin 6¢ sint, cos ¢ A sin 6t + B cos 6t
2 sin 6¢ sin 67, cos 61 | (A sin6t + Bcos6t) - 1
£ e, e’ AP + B +Ct+ D
Vi=2y'+y=>5re
A =21+1=0 charakteristicka rovnice
(A-1)=0

Ao=1 dvojnasobny kofen FS: {e',re'}

yy®) =ce +ote, ¢, €ER

yp(t) = (Ar+ B)e'-t*, A,BER
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yo(t) = (Ar+ B) 1= (AP + Bi)

Yo(t) = (2A1 + B) €' + (Ar* + Bt) €' = [Af* + (2A+ B)t + B| €'
Yi(@t) = (2At +2A+ B) €' + [A** + (2A + B)t + B| ' = [AP* + (4A+ B)t +2(A + B)] ¢
|[Ar* + (4A+ B)1 +2(A+ B)| ' =2 [A* + (2A + B)t + B| ¢’ + (Ar* + Br) ¢’ = 5t¢'
"1 2(A+B)-2B=0

2 =0 = A=0
t': 4A+B-2(2A+B)+B=5

2 A-24+A=0 0B=5 757
D A-2A4+ A=

yp(t) = (At + B)e' -1 |= (AF + BP) ¢’

Yo(t) = (3Ar +2Bt) ' + (AP + Br*) ¢’ = [Af + (3A + B)1* + 2Bi] €'

Yh(0) = (3A* +2G3A+ B)t +2B) ¢’ + [Ar’ + (3A+ B)t* + 2Bt| ¢' = [Ar + (6A+ B)r* + (6A+4B)1 + 2B| ¢

|AP + (6A+ B)r* + (6A+4B)i +2B| e —2 [Ar + (3A + B)r* + 2Bt| e’ + (A’ + Br*) &' = 5t

: 2B=0 B=0
! © 6A+4B—-4B=5 6A=5 = A:%
. 6A+B—-6A—-2B+B=0 0=0 -
£ A-2A+A=0 0=0

yp(t) = (—r+o) e .12 = %t3e’
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Priklad: |y —y =t—¢™'
Krok 1| yg@®) =? A2—A=0 ... charakteristickd rovnice
AMA=-1)=0
A =0, 4, =1
FS: {1,6’}
yy®) =c;+ e, ¢, ER
Krok2 | yp(t) =? Princip surepozice:
yp(t) = yp1 () + yps ()
yp)=(At+B) -t ... b=t (ljevFS)
ypo(t) = Ce™ o by(t) = —e™
Ypi i Vp(t) =2At+ B
Yo, () =2A = 2A— At +B) =t
' 24-B=0
it —24A=1 =
Ypr i Vpy(t) =—Ce™
Yo, (1) = Ce™ = Ce”' +Ce’'=—¢"'
2C=-1 =

yp(t) = (——t—l)t — —e™’

B=-1
A=-1
2
1
C=-=
2
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Metoda odhadu - obecné schéma
Prava strana obycejné diferencialni rovnice n-tého radu musi byt ve tvaru
b(t) = ra""*(P(f) cos(3t) + Q(t) sin(, ﬁ]),

kde o, 7 € R jsou dana cisla, P je polynom stupne k& € Ny a 2 je polynom
stupné ( € Ny. Polozme
m = max{k, ([}

Jestlize komplexni ¢islo a + 73, které se nazyvva Ekriticke c¢islo prave strany,

() neni TeSenim charakteristické rovnice, potom partikularni reseni od-
hadujeme ve tvaru

—

yp(t) = e (P(t) cos(3t) + Q(t) sin(j3t)).

kde P a () jsou polynomy stupné m;

(7¢) je r-nasobnym feSenim charakteristické rovnice, potom partikularni
reseni odhadujeme ve tvarn

yp(t) = t"e*t (P(t) cos(3t) + Q(t) sin(5)),

kde P a @ jsou polynomy stupné .
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Poznamky:

Jestlize a4+ 79 € C neni reSenim charakteristické rovnice, potom funkce
e cos(t) a e sin(5t)

nejsou prvky fundamentalniho systému. V KUCHARCE toto odpovida
situaci, ze prava strana ani jeji ¢iselny nasobek neni ve fundamentalnim
systémau;

Jestlize o« + 77 € C je teSenim charakteristické rovnice, napriklad 2-

nasobnvm, potom funkce
e cos(3t), e sin(Ft).  te*cos(Ft) a  te™ sin(5t)

jsou prvky fundamentalniho systému. V. KUCHARCE toto odpovida
sitauci, ze prava strana, respektive jeji ciselny nasobek, je ve funda-
mentalnim systému a nasobili bychom proménnou ¢ tolikrat, aby odha-
dované partikularni reseni yp jiz nebyvlo ve fundementalnim svstémau.
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M2E - MATEMATIKA 2 5. PREDNASKA

Soustavy n linearnich ODR 1. radu s konstantnimi koeficienty

Motivace: Stav obvodu ve vétsSiné pripadil nelze v Case ¢ popsat jedingym skalarnim parametrem, napf. i(¢).
Potfebujeme vice parametrti (2,3,...); napf. smyckové proudy.

- . PSS v 1 - T
Matematicky: Zobrazeni, které realnému Casu ¢ prifadi vektor y(r) = ( Y1(5), ¥,(0), ..., yn(t)) e R"

se nazyva vektorova funkce jedné redlné proménné.

L. - T "
Zapis: R>D>st — y@) = (yl(t),yz(t), ,yn(t)) eR
D ... defini¢ni obor y(t) ... nejvyse jedno (jde o funkci), lezi v oboru hodnot H C R”

Umluva: n =72 ... abychom uSetfili psani !
Priklad:

. cost y,(t) = cost Dy, =R prunik defini¢nich obort

yo = . : D=R ... . . y

sin ¢ y,(f) = sint D(y,) =R jednotlivych slozek

Znazornéni:

1) po jednotlivych slozkach (neni nazorné)

A
yl
2 ! 2 2 12

A
y2
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2) Nakreslime obor hodnot H ¢ R?

Yat

() 7(0) = (2m) ey (s3] (o
1 1 0 1(2)7| uz _<1)

sin —
. COS —1
o (22)-(2)
3 sin 0
(%)
Iy® := \/ [yl(t)]2 + [yz(t)]2 ... Eukleidovskd vzdalenost

1y = \/(cos )% + (sin?)* = \/I =1 VieR
v kazdém Case t je vzdalenost y(¢) od pocatku rovna 1
kruZnice se stiedem [0, 0]” a poloméremr =1 ... H
H ... senazyva krivka a

y(t) ... senazyva parametrizace dané kiivky (urcuje smér pohybu, rychlost pohybu ... )

Pozniamka: Pro jednu ktivku existuje vice parametrizaci (nekonecn€ mnoho).




Dalsi pojmy

o Limita vektorové funkce

kde ||3(r) — b|| = \/(yl(t) — b)) + (30 = b,)’

Plati:

lim 3(t) =

1=t

b

& lim [|3(1) - b|| =0,
-1,

vzdalenost bodt 3(7) a b

imy®)=b < limy,)=b, A limy,®) =b,
-1, -1, -1,

« Spojitost vektorové funkce

Priklad:

COSs't
, , teR=
sint

y(t) je spojita v bode€ ¢, jestlize

lim y(r) = y(ty)
=1,

< tlintn @) =yt A }intn Yo(1) = y,(t)
=1y =1y

< (51 y,(¢) jsou spojité v bode 1,

() =
Y2
1
y(m) \ y(0) =
—1

D

D . cost
lim y(t) = lim . =
(=0 =0\ sint

. }E{}CO“ [ cosO (1Y) .
- limsin 7 =\ sino /7 o)=Y
tr—

y(t) je spojitd v 1, = 0

(Je dokonce spojita ve vSech bodech t, € D !)
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e Derivace vektorové funkce

Derivace funkce y(f) v bod€ ¢, je

W) = (1)
t—t,

'(ty) = lim

=1,

(nemusi existovat !)

Plati: o ) \
( 71 ) — < Yitlo > ( Y1) =y (1) Y lim Y1) =y (1)
! t N — !
510 = lim 220 s BTN I RN
1=ty t—t, =t | ¥o(8) — ¥,(to) lim Yo(1) — (o) Y’z(to)
\ t - tO ) \ t_)t() t - to )

Zavér:  Derivaci vektorové funkce y(¢) po¢itame po slozkach.
Priklad:

. COS ¢ -, —sint
() = . , teR, y'(t) = , teER
sin t COSt

Geometricky vyznam:

G "l
1

5(0)
0 —sinZ
2 cos = 0
2
H 1 smerovy vektor teCny ke kruznici v bodé 7, = %

5100 —sin0 B 0
7(0) y (= cos0 1

smerovy vektor teCny ke kruznici v bodé 7, =0
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Soustava 2 linearnich ODR 1. radu s konstantnimi Kkoeficienty

je tiloha najit (vektorovou) funkci y : R — R? tak, Ze )_/)’(l‘ ) = A)7(t )+ b(?), kde

mame dano:

etelICR ... dany interval
a;, a
e A= TR er® L matice redlnych koeficientli
yy Ay
- b,(t
o b(1) = ( bl( ) ) ... vektorova funkce z R do R?
2(7) prava strana (vektor pravych stran)

po slozkach:

. »i(®) _, Y, @)
0 ( ya(t) > o ( AQ) >
y}(t) _af 1O, (0O
vy (1) 210 by(1)

yll(t) = apy () + apy,®) + by()

y,z(t) = ayny () + apy () + by(0)
Dano:

all, a12, azl, a22 c R, bl’b2 . R - R
Hledame:
Hedine yi@®ay(t) ... dvéneznamé funkce
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Pro¢? Kazda linearni ODR 2. fadu se da prepsat jako soustava 2 rovnic 1. fadu !
To je vhodné napft. pro feSeni v SW (MATLAB, ...)

Priklad: RLC obvod v sériovém zapojeni:

v Uyw
ODR 2.tfadu i"(t) + % i'(t) + C_IL i(t) = % cos(wt)

u(t) = U, sin(wt)

(1) = i(2)

nO=y®|=i6 = yo=i"0

’(t)+£ (t)+L (t)—@cos(cot)
TR e\ =T

soustava 2 ODR 1.radu

l.rovnice: ) (1) = 0-y;® + 1-y,(t) + 0
. . / 1 R an)
2. rovnice: Yo() = —R-yl(t) — Z-yz(t) + Tcos(a)t)
/ 0 1 0
4 t -
y') = y}() A= 1 R y(t) = 7 b(t) =| Uyw
Y, (1) “Ic L Y,(1) - cos(wt)

7(1) = A1) + b(1)

Varovani: Ne kazda soustava 2 ODR 1. fadu se da prevést na jednu rovnici 2. fadu !
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PREVOD:

Soustava n ODR 1. radu \ A lze vidy

B nelze vidy N\ | Jedna ODR n-tého fadu

viz A

Priklad: | )" —3)/ +2y =sins

y =
(" =)y, =3y —2y+sint =3y, — 2y, +sint

()-(20)0)(a)

Priklad: ym — 4y” + Sy’ — ]()y — ezt

- y=: Y1 . ’r o
oznacime , g. Y =y»=Yy

(3.7ad — soustava 3 rovnic)

r

yi=Jy
oznatme < y, =)
k y3 — y//

y; =

=> ), =y
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viz B

Y=y + y, + e

Priklad: , .
y2 = Vi — WM + SIint
. e 2
z 1. rovnice vyjadiime: y, = y| —y, —e”
a zderivujeme: vy =y =y =2
a obojf dosadime do 2. rovnice:  y! — )| —2e* = y; — (| — y; — *) +sins
\\ ~ J/ |\ ~~ J/
=, Y2
Y/ =2y, = 3e* +sint
(2 =91 =y —¢")
yp =y
Priklad: : : nezavislé = nelze spojit do 1 rovnice
Y, = 3y,

Vyfesit tyto rovnice ale samozifejmeé umime:

yl(t) = Cl et, Cl S R

yz(t) - CZ e3t, Cz = R
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M2E - MATEMATIKA 2

6. PREDNASKA

REKAPITULACE

Soustava n linedrnich ODR 1. fddu je dloha najit (vektorovou funkci) y : R — R" takovou, Ze

mame dano:

e ICR

° AERan
e () : R - R" ...

tel| kde

3'(t) = AJ() + b(0),

interval
matice koeficientu

vektor pravé strany

R y1(0) _, Y
- ( ya(t) > o ( AQ) >
A= ap ap Z(z‘) _ b, (1)
Ay Ay b,(?)

[

y,l(t) _ ap ap y1(®) + by (?)
y’z(t) ayy dpx Y,(1) b, (1)

apy (@) + apy, () + b(1)
ay (1) + any,(t) + by(?)

Y =
yy(t) =
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Metody resSeni

Plati: Kazdé reSeni Ize zapsat ve tvaru

Yy (@) ... homogenni FeSeni
je feSeni homogenni rovnice,
tj. pro b(t) =0

(1) =y + yp@)

yp(t) ... partikularni FeSeni
je jedno reSeni nehomogenni rovnice,
tj. s pravou stranou b(t)

Krok 1| Hledame (1), tj. b(t) =0

Plati: Existuje » linearné nezavislych (vektorovych) funkci

Yi» Pps oos ¥, R > R" takovych, Ze

Vu@® =¥+ O+ ... +¢,y,(0) |, kdecp, e, ¢, ER

{J_;l(t)a J_;Z(t)’ 9)7n(t)}

Y(@) =] 310 | %) ...

fundamentalni systém (FS)

y,(®) ... fundamentalni (Wronského) matice

Plati:  Y(¢) je regularni, tj. existuje [Y(¢)]™', protoZe ¥,(t), %,(1), ..., ¥,(t) jsou linearn& nezavislé

—_

c .= (cl,cz,...,cn)T e R"

Maticovy zapis:

yu@® =Y(@)c
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Maticovy zapis:

n=72

?10) = (

Y(t) = < y1(®)

Prvky FS hledame ve tvaru:

Plati:

ya) =Y@)c

Y21()
)’22(t)

y1:(0)
ylz(t)

> J_;z(f) = (

Cl)’n(t) + Cz)’21(t)
C])"lz(t) + Cz)’zz(t)

(i)

¥@t)=he =eM - R

¥'(t) = Ae’ - R

(

FS: {5,(1), ,(1) }

)

S o >= Y@ | ¥y () =_ [

721 Y12(0) | ¥ (1) ¢y
ﬁ - . i) Y21(1)
o =esoesio=a (10 ) va (710 ) -

Y118 ¥,
YV12() Yo (1)

€

Y() ¢

)(2)

kde 4 je ,,néjaké* Cislo a heR" je ,,néjaky* nenulovy vektor

G
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Tedy:

Dosadime:

Zavéry:

Plati:

y'(t) = A1)

Ae’“izzA(e’“iz)ze’“Aiz /: et >0

A musi byt vlastni ¢islo matice A (obecné komplexni)
h musf byt vlastni vektor matice A pfislusny vlastnimu ¢islu A

najit FS znamena najit vlastni ¢isla matice A a pfislusné LNZ (linearn€ nezavislé) vlastni vektory !

aby existoval h #* 0 takovy, ze (A — Al )71 = 6, resp. (AL —A) h= 6,
matice A — AL resp. AI — A, musi byt singularni !

(4. | det (A—AI) =0} resp. det (AI-A)=0)

A € C je vlastni ¢islo matice A = A" € C je vlastni ¢islo matice A

h je vlastni vektor prisluSny vlastnimu Cislu 4 € C, potom
vektor komplexné sdruZeny A* je vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A* € C

komplexni FS lze pfevést pouzitim Eulerovy identity na redlny FS
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Priklad:
(n=2)

e 2.1 2 2

Vi) = oy + 2y,
) = =2y, + ()

A= L2 b(t) = 0 =0
N 21 = 0o/
(1-@ 2 ) ( 12> (a 0)
A—-Al= - _
2 1-2 21 0 A

det A=A =1 -1 - =(-2)-2=(1=-A)*+4=1-2A+ 1P +4=1"=-2445=0

tel =R (pocatecni podminky doplnime pozdé;ji)

2+V4—-4-1-5 2+4/-16 214

C
A=1+2j: 1-1-2j 2 -2j 2
1 J A—i 1= J _ J
-2 1-1-2j -2 =2j

711:‘7 - = .
(A= 0)h=0. 4. 7 _5; - hy, 0 2jh,, + 2h;, = 0
-2 -2 h, ] \ 0 —2h,, — 2jh;,, = 0
. < —J > ( 1. slozku zvolime a 2. dopo¢teme )
! 1
A=1-2j:

Komplexni FS:  {e* hy, e 712}

e d —>* . j ) )
hz = h1 - ( 1 > e(1+2))1 —J e(l—ZJ)t J
L) : 51




el1+2))1 < K ) =¢' . et ( ~ ) = et( cos(2t) + j Sin(2t)) < K ) =¢ ( SInZ) = J C(_)S(zt) ) —
1 1 1 cos(2t) + j sin(2¢)

=e,<

realna Cast

. sin(2t) [ —cos(2)
“\cos@n 75\ sinen

(. < \a 7/

Realny FS:

ZAVER:

Y(r) = ( 5,0

Maticove:

sin(2¢) > o < — cos(2t) >
+j-¢€ )
cos(2t) sin(21)

imaginarni Cast

in(2 — 2
S0 = e 5 4 i) = ( sin(21) ) o ( cos(2t) )

R _ e’ sin(21)
() ) —\ e'cos(2r)

h'd h'd

y1(®) Yo ()

c;, ¢, € R konstanty
(ptipadné ur¢ené poc. podminkami)

- €
C ==
G

cos(2t) sin(21)

—e’ cos(21)
e’ sin(2¢)

( (@) ) D= Vi ( e: sin(21) —etf ?os(Zt) ) ( ¢ )
(1) e’ cos(2t) e sin(2¢) Cy

Ve slozkach:

210

() =

c, €' sin(2t) — c¢,e' cos(2t)

c,e'cos(2t) + c,e sin(2r)

Dale zahrneme pocate¢ni podminky.
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Pocatecni podminky:

Tedy:
»(0)=1:
ZAVER:

Grafické znazornéni:

»1(0)=0, »0)=1

y,(t) = ¢, €' sin(2f) — ¢, €' cos(2t)
1(0) = ¢; e! sin(0) — ¢, el cos(0) = —-¢,=0 =

y1(t) = ¢, € sin(2¢)
y,(t) = ¢, €' cos(21)

»,(0) = ¢; € cos(0) = ¢; =1

y,(t) = €' sin(2¢)
y,(t) = €' cos(21)

@ ve slozkich (neni nazorné)

60

401

20

0 le===

=20 1

-40

-60 [,

nebo

—_

() =

e’ sin(2¢)
e’ cos(2t)

40t

-60 ¢
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vrovin€ y,-y, ... tzv.fazovy prostor

( kreslime obor hodnot vektorové funkce y(t) )

r(t) = \/ [yl(t)]2 + [yz(t)]2 = \/ [e’ sin(2t)]2 + [e’ cos(2t)]2

— \/ezt<[sin(2t)]2 + [cos(2t)]2> = \/@ = (eZ’)% =¢

151

101

-10 -

-15

r(t) ... vzdalenost od pocatku v Case ¢

-15

-10 -5 0 5 10 15
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@ Vv prostoru f-y;-y,

)

y

ime graf vektorové funkce

( kresl

1

Y

‘yz




tor)

AZOVY pros

Vd

(f:

ét do roviny y,-y,

priumeé

60

-y,

iny

ét do rov

prumeé
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iny

ét do rov

prumeé
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SHRNUTI

;, = A)_)) (n = 2)
vlastni ¢isla matice A: Ap=axjp
odpovidajici vlastni vektory: (A - 4,1)h,

CFS: { @il ]y @ity }

{eat . ejﬁt hl’ eat . e—]ﬂt h2

= cos fit + j sin fit

- : -
0 7,

Eulerova identita

pokud ma nenulovou 2. slozku

Yy +jo y cos fit — o sin fit o cos ft + y sin fit
= e“’-(cosﬂt+j sinﬂt) { — ¥ +j

y cos fit — o sin fit
cos fit

RFS: e

cos fit

sin fit

0 cOs fit + y sin fit
sin fit

)
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Priklad A

Y’ =9y=0

y(0) =4 1 .=y, /

Y(©0)=6 v =y =y
1/

Yy =y

Y=y,
y/2 =9y,
y1(0) =4

y,(0) =6

|, 01\ _ } 4
y. y(t)=(90>-y(l‘), y(0)=(6>

det(A—AI)= A*=9=0

1 1
obecné feseni: yut) =ce” +ce ™ ;
yz(t) == 30163t - 3C26_3t
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Pocate¢ni podminky:

[
~
o

(t = 0) cp + ¢ =

98
3
<
|
I8
o
[\S)
I

200
180 |
160 |

140

n© _ (4
¥,(0) 6
n\ [ 3+e” ) [ 603
»1) )\ 9e3-3e3 )\ 180,6

120 |

100 |

80 1

60 -

40 ¢

20+

0 10 20 30 40 50 60 70

59




Priklad B —
rikla y'+ 10y + 16y =0 y,l_yz
y(O) =2 Y1 =Y y2 = _16y1 - 10y2
Y (0)=0 v 1=y =y 1(0) =2
v, =y" »(0) =0

A 0 1 . _ o)
U°)w0:(—m-40)ym’ ﬂ®=<0)

det (A —AI) = A(A+10)+16 =
=12+ 10A+16=0=(A+2)(1+8)
Al = _27 22 = _8

A =-2 ho=0 > 110 } .
I (A+2I)h; =0 .
-16 -8/ 0 )
Ay =8 hy =0 8 1[0 q I
2 (A+81) ,=0 N
-16 -2| 0 8




Pocate¢ni podminky:

-0.5¢

1.5+

257




Priklad C

/I __
y'+6y +25y=0 y}—Y2
y(0) =1 Y=y Yy, = =25y, — 6y,
Y(0) =1 =y =) y1(0) =1
o=y »O) =1
4. | ¥'@) ol 5. o=
IR det (A—AI) = A(A+6)+25= 2> +61+25=0
A—Al=
(_25 —/1—6> 1122—61\/36—4-25=—6i _64=—3i4j
- 2 2
A=-3+4j: (A+GB-4)I)h =0 3=4j 10N o
~25 -3-4j 0 P\ 344y
) | —_— 1
&:/11=—3—4_] h2=h1= _3_4]-

CFS e(—3+4j)t 1 ’ e(—3—4j)t 1

— —3+4j —3—4j

RES: o3 cos 4t ! sin 4¢

- —3 cos4dt — 4sin4t —3sin4t + 4 cos 4t

obecné resenti:

@) =e™ (cl cos 4t + ¢, sin 41‘)
(1) = e 3t [01 (=3 cos4t —4sindt) + ¢, (=3 sin4t + 4 cos 41‘)]




Pocate¢ni podminky: y ) =¢ =1

(t =0) 10 =3¢, +4c, =1 = ¢, =1
() = e ! (cos 4t + sin 4t)
y,(t) = e (cos 4t — 7 sin 41)
T y(0)]
05"
y1(0) |
0 —
¥,(0) 1
05F
n y(1) e (cos4 + sin4) . —0,07
Y0 1) )\ ePcosa—7sing)y /  \ -0,23
15}
2 y1(2) e (cos 8 + sin 8) . 0,002
25 »2(2) e™® (cos 8 — 7 sin 8) —0,018
-3

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Pristé: | Krok2| ... Hledame yp(r)
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M2E - MATEMATIKA 2 7. PREDNASKA

REKAPITULACE

Soustava n linedrnich ODR 1. fadu je tloha najit (vektorovou funkci) y : R — R" takovou, Ze

30 = AFO) + b(r), tel AER™, b(t): R — R
@ pocatecni podminky: yty) =Yy, protye€lay,eR”
Vime: W0 = Yu () + yp(@)

Krok 1 | (minule) Najdi v§echna feSeni y,(f) homogenni rovnice, tj. Z(t) = 0.

Plati: V) =y, + ey, + ... +¢,y,6) =Y({@)c, kde

Y(#) := ( y,() y,(®) ) a C= (cl,cz, e cn)T

fz(f)’

Y(t) je regularni, tj. existuje [Y(£)] ", protoZe ¥,(t), ¥,(?), ..., ¥,(t) jsou linearn& nezavislé

Priklad: (n = 2)
V@) =c - e"'hy +c,- eM'hy, ¢, ¢ €R,

y1 () Yo(1)

kde 4, 4, jsou vlastni ¢isla matice A

a 711, 7l2 pfisluSné vlastni vektory matice A
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Krok 2

Hledame jedno feSeni y p(#) nehomogenni rovnice, tj.

¥5 (1) = A¥p(t) + b(r).

Metoda variace konstant + princip superpozice

Predpokladame, Ze partikularni feSeni ma tvar

V() =Y @(t) = @)Y, (1) + o,(OY, () + ... + @,y (),

kde @ : R - R” je (zatim) nezndma vektorova funkce.

Plati:

yp()= AY(@) o) +YD) @' 1), tel

——
Y'()

Zduvodnéni (n = 2):

550 = [V - 50| = [0:05:0) + :07:0)| = #{0F O + @107 |©) + G OFO + 9207 5(1) =

= @ (¥, () + @, (D) + @, (1) (1) + @) 50)

~—— ~——
Ay, (1) Ay,(1)
= @\ (OY, () + SOV, + A - (@,(DF, (1) + @,()F, (1))
" ~ _/ \ ~ _J
Y(®) @' (1) A-Y(1)-9(1)

* kde

- ! @1(1) y1,(0) , go’l(t) yi1 () + @, (1) y,ll(t) p yi1(®) y’ll(l‘)
Hy, )| = = = ¢ (t + o,
[o10510) ( @1(0) Y10 > < @) y1a(0) + @1(1) Yo 1) ) 71l )< 0 > 7l )< Y0 >

/
lqoz(t) iz(t)l ... analogicky
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Dosadime do nehomogenni rovnice:

Fp(t) = AJp(1) + b(r)

AY() pO)+Y(0) §'(t) = AY(1) p(1) + b(t)

— funkci @(¢) uréime integraci

— dosadime do

Krok 3 Seteme y (1) a yp(2), tj.

Krok 4 | Dosadime pocatecni podminky

P = [Yo] b

(,_b(t)z/...

yp() =Y(1) - ¢(1)

() =y + yp@)

y(ty) =y, € R"

Poznidmka: jestliZe soustava y'(f) = Ay(¢) + B(t) vznikla prevodem z rovnice n-té€ho fadu, tj.

(- y(@®) )
V(1) )
yo=| y'@® a b(r) =

Ly 0@) )

(0 ) e 0 =det (A — AI) ... charakteristicka rovnice
0 (viz strana 58 — 63)
9 » potom e Y1) @'(t) = Z(t) je soustava, kterou jsme dostali
: pri variaci konstant pro rovnici n-t€ho fadu

\ b(®) )

(viz strana 28 — 30)
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Priklad:

V') + 2y (t) + 3y(t) = ™ y1(6) = y() Y0 = 70
»(0) =y'@) =y V(1) = =3y, (1) = 2p,(1) + €

vy = y"(@)

S0y = 0 1 < 0
g. FO=l 3 5 )P0 F e

~" - Hf'-/
=A =_,
50 »(1) y,()
y = =
y' (@) y,(1)
y /5 ODR 2. fadu y 2 A Soustava 2 rovnic
fazovy prostor
- -
Y Y1

-4 1
A_,u:( s o /1) det (A—Al)= —A(-2-AD)—(-3)-1= 1*+24+3=0

Vlastni ¢isla matice A odpovidaji feSenim charakteristické rovnice. ( y(t) = e )




Fundamentalni matice

() = Y11 | ¥, _ yll(t)
Y12() | y2(2) y,(®)

0 eM! | et
y’z(t)> <,11e21’ Azeﬂzf)
) )

Y1) YD)

kde {y,®),y,()} jeFS rovnice 2. fadu

Yu@®) = 3,1 + c,),(t) = Y()-¢

5 R yl(t) Y2(t)
) = Y0t = t + t
yp(®) () - o) €01()<y,1(t)) (Pz()<y,2(t))

1) y,(0) g\ (0O POy, @) + @Oy = 0
Vi@ %0 )\ oy0) e’ Y1) + Py = &
pro rovnici 2. fadu:  (dostaneme stejnou soustavu pro @' (7))

yp() = @1(0) y1(1) + @,(1) y,(1)

Vo) = ...
Vo) = ...
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Pocatecni versus okrajové podminky:
ODR 2. fadu - linearni

PocateCni tloha

1lustrace

V') +a,y @) +ay@) =bt), telCR

@ pocatecni podminky: dinoty € R ... pocitecnicas t,€(a,p)=:1
)
y'(to) »
(o) b / y(ty) =2 y . I - R 2x diferencovatelna
: Y(ty) =1 te¢ny vektor: (1,)' (z‘o))T
'-';‘ to /(I'] ;
Okrajova uloha
@ okrajové podminky (rGzného typu): a €I, pE I, a # p py /é 7
Dirichletovy:
Yy
Wa) =1 y(a) =0
B e
v(8) 5 y(B) =2 y(p) =0
y(a)|---a :
: :' nehomogenni homogenni
- é > okrajové podm. okrajové podm.
Neumannovy:
Yy
S Y(a)= -2 y(@)=0
y'(@) i y(p) =-1 Y()=0
- nehomogenni homogenni
- PR okrajové podm. okrajové podm.
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SmisSené:

Y
y'(B)
y(a)}---o | /
; | (B = -1
« J6] ?
Periodické: A
y ‘-‘

,/’ \‘ /\/» /l '
P \‘ P - |‘ "-‘
: \‘ ',' : : \“ / :

a—T o B=—a+T B+T ¢

y ... periodicka funkce s periodou T: y(t) = y(t +T),

Poznamky:
— PocateCni uloha m4 jediné feseni.

Naproti tomu okrajova Gloha miiZze mit:
— jediné feseni

— nekone¢né mnoho reseni

¢ —aiD
o —mD
® —amD

— zadné teSeni

nebo napf.:
V()= ...
yip) = ...
W) = y(h)
(@) =y'(B)
T ... perioda
T=p—-a
vVt € (a, f)
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Priklad:

yV+y=0 AP4+1=0 A, =xj€C

CFS: {e',e™'} = yy®)=ce/ +ce™, ¢,,€C
Eulerova identita: e/’ =cost+j sint

e /' =cost—j sint
@ — cost = l(eﬂ +e7/')
2
1 Jjt _ o=t
@ — sint = — (e )
2j
RES: {cost,sint} = | yy(t) =c/cost+c,sint |, ¢, €R

AN

obecné feSeni linedrni ODR 2. fadu |y +y =10

Pocatecni tloha:

y”-|—y=() reR

y(0) =1

Y'(0) =
dosadime do obecného feSeni: y0)=c;- cosO +¢c,- sin0 =1 = y0)=c =1

——
=1 =0
y' () = —c; sint + ¢, cost
Y (0)=—c; sin0 +c¢, cos0 =2 = Y (0)=c,=2
——
=0 =1

Resen{ po¢ateéni tlohy je y(t) = cost + 2 sint




Okrajové ulohy:

@

Y +y=0, te<0,z

)

y0) =1

(3)-s

Vi+y=0,1€(0,x)

»0)=0
Wz) =1

Vi+y=0,1€(0,x)

»0)=0
Wm) =0

dosadime:

y(0) =c;cos0+c,sin0=¢c; =1

T T . (7
y<§> = ¢, COS <§> + ¢, sin (5> =c,=0

Reseni Dirichletovy okrajové tlohy je

y(t) = cost

dosadime:

y(0) =c;cos0+c¢,sin0=¢c; =0

v

y(m) =c;cos(m) +cysin(r) = —c; =1

Uloha nema reseni !

dosadime:

y(0) =c;cos0+c,sin0=¢; =0

¥(m) = c¢;cos(xw) + cysin(r) = —¢c; =0
¢, € R libovolné !
Yy
Uloha ma nekonecn& mnoho feseni
. ¥(t) =c,sint, ¢, €ER
0 ™
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V' +y=0, t€<0,£>

\®

y'(0) =1

/(5)-o

YV'+y=0,1€(0,n)

V() =1
Y(r)=0

YV'+y=0,1€(0,n)

V() =1
V() =-1

¥(t) =c,cost+c,sint, ¢, ¢, €R

V' () = —c, sint + ¢, cost
dosadime:

V'(0) = —c¢;sin0+c¢,cos0=1¢, =1

(T . T T
Y(5) = -asin(3) +ereos(3) = - =0

Reseni Neumannovy okrajové tlohy je

y(t) = sint

dosadime:

V' (0) = —¢;sin0+cycos0=¢, = 1

v

y,(”) = —cy sin(xw) + ¢, cos(w) = —c, =0

Uloha nema reSenti !

dosadime:

¥ (0) = —¢;sin0 +cy,cos0=¢, = 1

y,(”) = —c sin(xw) + ¢, cos(w) = —¢c, = —1

c; € R libovolné !

Uloha ma nekonec¢né mnoho reseni

. § y(t) =cos t

¥(t) =c cost+sint, ¢; €ER

=
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M2E - MATEMATIKA 2

8. PREDNASKA
Laplaceova transformace

Definice: Laplaceovym obrazem funkce f : (0,+00) — R rozumime funkci definovanou vztahem

+00
F(p) :=Z[f0)]) := /f(t)e_’”dt
0

kde p je parametr (obecné komplexni Cislo).

Znateni: F(p); F; X [ f ] = F (pozor: F neznadi primitivni funkci k funkci f !)
Poznamky: e pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze p € R (zndme Eulerovu identitu, kterd ndm toto umoZzni)
e integral v definici F(p) nemusi pro vSechny hodnoty p konvergovat (tj. byt konecny)
 hodnota integralu nezavisi na hodnotach funkce f prot < 0!
Casto se predpoklada, ze f(r) =0, t < O (integrujeme od 0 do +o0).
Priklad:
f=1,120
+o0
+oo
e M
I 0 Fp)=Z0p = [ 1 e [_] _
1 - N—— —P lo
0
Y
0 t '
—pt —p-0 ‘ >0 -
= lim —e = 1 _pt P =0+l=l
I=+o0 —p 4 © p P
0 t
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+0o0

Priklad:
f(@®) =sint, t >0 F(p) = ZJ[sint](p) = / sint e dt @ integrace ,,per partes
0 '
Y =f()
u=sint u =cost
—pt —pt
I = /sinte_p’dtz , . e P |=———sint— [ —costdt =
V=e? p=-— p —p
u=cost u =—sint
e P . e P 1 -
=/ , e e~ P! = ———sinf — —-cost — — sint e ? dt
V=— v==— p p p
—p P - g ~ J
=1
e P (cost+ p-sint
= _ ( ! p ) iz T /P
p p
p*I = —e P (cost+p-sint)— I /+I
(p*> + DI = —e P (cost + p - sint) /:(p2+1)>0
—e P (cost+ p-sint
I= ( PSIND . ceR
pPr+1
1 —pt . oo . 1 —pt . 1 —p-0 .
@[—2—6 P (p-smt+cost)] lim (—2—6 P (p-smt+cost)>—<— 5 e”? (p- sin0 + cos0 )) =
P+l Ao e N 2] Pt~ ——~
i/ omezena funkce =1 =0 =1
0,p>0! 1 1

p>0
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Poznamka:

Vypocet z definice je narocny 1 pro jednoduché funkce. Budeme se snazit vyuZzit znalost

LU=+ p>0| a | ZLlsind(p) = -
p p-+1

VyuZijeme tzv. slovnik Laplaceovy transformace a nisledujici vlastnosti Laplaceovy transformace.

Vlastnosti Laplaceovy transformace

V1| LINEARITA @,f... Cisla; f; a f, funkce

g[aﬂ"‘ﬂfz] :ao%[fﬂ"‘ﬂg[fz] ;

jestlize Z[f,] a Z[f,] existuji! (tj. pokud ma prava strana smysl)

Zdavodnéni:

+00 +0o0 +o0

/ (afi@) + Bfr(D)) e dt =a / fie P dt+p / fr®e P dt

0 0 0

g[aﬂ"‘ﬁfz] g[fl] g[fz]

Priklady:

$[1+sint](p)=$[l]+$[sint]=l+ 21 p>0

p p°+1
3[3]:02”[3-1]:3-3[1]:3-% p>0
Z[10sint] = 10 - Z[sint] = 10 - 21 p>0
p-+1

, p> 0] proodvozeni obrazi dalSich funkci.
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ZMENA MERITKA ... ¢islo (kladné)

o)

L1f@e) = ~217(2) = ZF(

(zde jiz dasledn€ piSeme argumenty)

Zduvodnéni: -
T = wt t=—, 0#0
“a
+00 dr = wdt dt = — 1 +oo 1
w p
—pt — — —;T -
f(czo_:)e dr = =0 T —w-0=0 —w/f(r)e dr a)F
0 t = +00 T=w-t—> 4+ 0
w>0
Priklad:
pro @ > 0:

Plsin(wr)] = éﬁ[sin(t)](é) _

Ol
VN
e I=
N—

+

[S—Y

l l . f— > 0
® 1r)2+2w2 ®w pP+w* p?+w? P
w

g I=




V3

POSUNUTI V OBRAZU a... Cislo, obecn€ a € C (zatim a € R)

Le" - fO] = LIfOlp—a) = F(p—a)

Zdavodnéni:

+0o0

+o0
/ e f(tye P dr = / f(e P4t = F(p - a)
0 0

Priklad:

Ll = Ll 1] = Lp-a) = ——, p—a>0.
=f() —

( Vime, ze Z[1](p) = l, p>0)
p

p>a
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DERIVACE OBRAZU

d dF
Ll f0) = - (L1 = -
Zduvodnéni:
Uvédomme si, Ze —dip[f(t) e = = (e - (-1), 4.
+00 +o0 +oo
—pt _ _i —pt _ _i —pt _
/tf(t)e Pp = / dp[f(t)e M dr = dp(/f(t)e p dt) _
0 0 0
Ptiklady:
d d 1 1 17’
L= L 11=-Yzuy=-ShH =L [I]_
1 = 21 1) = - () = g () = % M
L1 = 2 1] = -L(zm) = 4Ly = 2 L]’
7= L1 )= =g () = g = % |
2= i 2= Sy =2 42y 6 [
(] [t :% t)] dp( [°]) dp(p3) R

2L = ...




V35

OBRAZ DERIVACE

L1f = p- ZIf1-lim () = pF(p) - lim £(2)
Zdivodnéni:
/ flHe™?dr =

= lim <e"”f(t)> - lim (e"”f(t)> +pF(p) = 0= e lim f(1) + pF(p) = pF(p) — lim /()

t——+00

u=e” u =—pe™

V=f1t) v=f0

+o0
= le‘l”- f (r)];oo +p / fe?dt =
0

Priklad: ,
ZLJcost] = fl(sint)] = p-Z[sint] — 11%1 sint =
= =0,
(vime, Ze ZL[sint] = — 1 p>0 a funkcesintjespojitav 0, )
P2
=p- — sin0 = ,p>0
P pPr+1 pP+1 P
Poznamky:

. 1i1g1 f () senékdy znaci f(0,)
=0,
o Jestlize je f spojita v bodé 0 zprava, potom lir(gl f(@) = f(Q0).
-0,

e V aplikacichma lim f(#) vyznam pocatecni podminky !

t—0,
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Vo

OBRAZ INTEGRALU S PROMENNOU HORNI MEZI

2| / f@dz|() = = Z1f )
0 p

Zdavodnéni:

g(t) = / fo)dr = lH(T)l; — H(t)— H(0) H(7) je primitivni funkce k funkci f(7)
0

ZLg] =7
g=H'@®=f@)

th%l g(t) = tn%a (H@t)— H(0)) = HO)—H(©) =0

ZIf®l = ZIg®] = pLIg®] - lim g(r) = pZLg®)]
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Shrnuti:

Zatim jsme vybudovali tento slovnik Laplaceovy transformace:

f(@) ... vzor F(p) ... obraz
1 l, p>0
p
1
sin ¢ , p>0
pPP+1 P
. 0)
sm(a)t) p2+a)2’ p>0, 0>0
e ,p>a
p—a
; 1
»?
12 2
P
£ i
Iz
p
CcoSt ,p>0
pr+1 P




M2E - MATEMATIKA 2 9. PREDNASKA

REKAPITULACE prima Laplaceova transformace
/—-\ peC (P c R) p>0
+00
7(t) Fo) = LU0 =Fo) = [ fteat
vzor (pfedmét, original) Laplaceuv obraz funkce
\/ %—1
zpétna (inverzni) Laplaceova transformace ~ existuje (komplikovany) vzorec pro £~ [F(p)| ... dale

Vlastnosti Laplaceovy transformace

V1 | LINEARITA Llaf,+ Bbfl=aZf]+ BZLf,]
V2 | ZMENA MERITKA LN f()l(p) = l‘Z[f(l‘)]<£) = l1”<£>

Q)] ()] Q)] Q)]
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Lle™ - f] = LIfOlp—a) = F(p—a)
V4 | DERIVACE OBRAZU Llt- f(H)] = —i(,ﬁf[ f (t)]) - _dr

dp dp
V5 | OBRAZ DERIVACE ZIf = p-c,%[f]—tli%l f@) = pF(p)—tlir(I)l 10
V6| OBRAZ INTEGRALU A [ / f(r) dr] (p) = 11)02”[ f(]

0
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Zatim jsme vybudovali tento slovnik Laplaceovy transformace:

f() ... vzor F(p) ... obraz
1 l, p>0
p
1
sin t , p>0
pPP+1 P
: )
sin (wt , p>0, 0w>0
( ) p2+a)2 p
e —., p>a
p_
¢ 1
P2
1 2
D3
£ i
P
p
CoS ¢ ,p>0
pr+1 P
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Priklady: @ >0
vi Vi
1) % [smh(a)t)] = l%(ew’ e_“”)] = %f [e‘“’ —e_“”] = %(3 [ewt] - % [e‘“”]) =
slovnik l 1 _ 1 (p+w)—(p-o) l . 20 —
= i) T e o) 7 P pow T
V2 v 2
IR o 1 1 p : p
2) g[cos(a)t)] - o (£)2+1 - © Pt - o g'pzj)-a)z p? + w? p>0
V1 VS
3 Z[cosh(n] = £|= - (sinh@n)'| = é-fl(sinh(a)t))] = é(p-flsinh(wt)] ~ lim sinh(er) ) =
DI @y
= a)(p p2—w2 0) = p2—a)2 p>w
Vs Vs
H 2wl = 2|[Fol| = p- 20| - lim o = p-(p-Z[70] - lim 70) = lim f'0) =

=p" - Zf®] = p- lim f() - lim ()

T T
pocateCni  pocatecni
podminka podminka
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Priklad: pasivni linearni RLC dvojpdl

oy = L L tan
(1) R L }C’— <uc(t)— Cz(t) Viz stranaZl) t

ult) u(®) = ug(®) +u (1) +uc(®) = Ri(t) + Li'() + é / i(r)dz
0

OznacCme: ZLIi] =: 1(p) i(t) ... stavova proménna (nezname)

t

Potom  U(p) := Zu@®)] = £ [Ri(t)+Li’(t)+é / i(t) dT] =

0
V1 !

=" R.Z[in] + L ZL[iI'0] + ég[ / i(7) dfl =

0

= RIp) + L(pIp) - lim i) + é-})l@) =

= RI(p) + pLI(p) — Llimi@) + LI(P) =
1—0, Cp

= (R+pL+ = ) 1) = Llim i) =
Cp =0,

. ~ 7 \ /
=: Z(p) pocatecni podminka (af je rovna 0)
obrazova impedance
(viz odborné predméty)

Zaver:
Zobecnény Ohmtv zdkon ... U(p)= Z(p) - I(p)
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Vyznam Laplaceovy transformace

t

u(t) = Ri(t) + Li'(t) + é / i(r)dr

0

|

U(p)=Z(p) - I(p)

1

Z(p)

v ptivodni proménné ¢ jde o integro-diferenciilni vztah

v nové proménné p jde o algebraicky vztah

—> I(p) = U(p)

Z(p) ... obrazova impedance

Shrnuti:

Po pouZiti Laplaceovy transformace jsme misto rovnosti s derivacemi a integraly, které jsou v u(t),

dostali algebraicky vztah bez derivaci a integralli (v komplexni proménné) pro U (p).

+00

Vime: Ne kazdou funkci f(7) Ize zobrazit v Laplaceové transformaci, tj. vypocitat F(p) = / f(®He?dre!
0
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Zobrazitelné funkce

Funkci f lze zobrazit v Laplaceové transformaci, jestlize plati:

@ na kazdém omezeném intervalu (a; b) C (0; +00) ma funkce f nejvySe konecné mnoho bodl nespojitosti
nejvyse 1. druhu

f(t) /\»/\/ f (1) ' f(t)
0 t ? 0 to 1 0 to [
: dlim f(r)=1, R jinak
30im (1) # o) am Jo=h ]
’ 3 lim f()) =1, €R KO.
—>ln— .
L #L ProtoZe nejde
odstranitelna nespojitost skok (nespojitost I. druhu) ,, integrovat uvnitf (0; +o00) !
OK. OK.
@ f ma nejvyse exponencidlni rist, tj. Im,o > 0 Vi € (0,4+00): |f (1) < me”
Pro¢? ,, Abychom mohli integrovat az do +o0 ! “ £(t)
f@®e™| < |f@)]-e™ < meTe™ = me
p>0c = oc—-p<0 = tliine(“_p)t=0 =
(c—p)tq+o0 ]
= / me P df = [ € ] = lim e~ " e (O40) '
t=>+c0 0 — P c—p
0

T kv +00 +00
akze F(p) = f(HePdr < / me® P < +oo! prop>o 28
0

0




Poznamka:  Casto se piipojuji dvé& dodate¢né podminky na f.

(3) Vt<0: f(©)=0

ft  r(t)=e4Lt>0

-
-
——————
-

@ Ve O+t ft) =5 ( Jim £@) + lim £1))

£t) o
IO — T
0 -

( Podminky @ a @ nebudeme potiebovat )
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Pro zavedeni zpétné Laplaceovy transformace si uvédomme:
Plati:
o Vie(0;+00): f(t)=gt) = A [ f (t)] =% [g(t)] ( pfiméa Laplaceova transformace )

F —
Poznémk 2 G(p)

Staci 1 méné: funkce f a g se mohou liSit v kone¢né mnoha bodech (to nema vliv na hodnotu integralu).

Nyni se snazime ukazat platnost opa¢né implikace pro zpétnou Laplaceovu transformaci.

o Lerchova véta: ( < )
Jestlize | f(1)| = £ [g(n)], potom f (1) = g(t,) pro kazdé 1, € (0; +00), ve kterém jsou ob& funkce spojité,

tj. funkce f a g se mohou liSit pouze v bodech nespojitosti, kterych je malo diky podmince @ aprot <O.

IlapI'Z Yy f(t):et,t>0 Yy g(t):et,t>0
viz podminka @
1) 1
0 t 0 t
Yy Yy
viz podminka @ > f(t) / g(t)
0 t 0 t

=  Proto podminky @ a @ nemusime uvazovat.
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Algebraicka
rovnice v C

Z_ S

Slovnik

<

-

AG

jl

F(p)
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Defini¢ni vztah pro zpétnou Laplaceovu transformaci

a+joo
£ = —— / F(p)e” dp
27
a—joo

integrujeme pres primku v C

|mn

integral musi konvergovat

NepouZziva se !
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Slovnik Laplaceovy transformace

f(t) ... vzor F(p) ... obraz
| 1
)4
o n!
pn+1
em 1
p—a
tn eat l’l!
(p _ a)n+1
) w
Sin ( wft
(o) o
p
cos (wt
(o) L
. a
sinh (at) s
)4
cosh (at) R
. w
e sin (wt
() (p—a)P+w?
—a
e’ cos (cot) P
(p—aP+
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M2E - MATEMATIKA 2 10. PREDNASKA

Schéma reSeni ODR pomoci Laplaceovy transformace

TN

linearni ODR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

. 1 1ck ' komplexni
(resp. soustava n ODR 1. fadu s konst. koeficienty) algebraicka rovnice v komplexnim oboru

(resp. soustava algebraickych rovnic)

Hleddme: Y(p)=? Y(p) = Z |y
L

Uvedené schéma pfipomina symbolicko-komplexni metodu z odbornych pfedméti, ta ovSsem funguje

+ pocate¢ni podminky (pro .2 pouzijeme rovnou)

Hledame: y(f) = ? ¥ty = Z7 Y ()]

Poznamka:

jen na situace, kdy zdroje v obvodu jsou harmonické (sin, cos ... ) a hledame tzv. ustalené stavy, tj. jak

napt. vypada priibéh proudu v obvodu po odeznéni vSech prechodnych déji. Na rozdil od toho,

Laplaceova transformace zahrne i tyto pfechodné déje a hlavné i1 zdroje, které nejsou nutné harmonickeé.

Pti pouziti slovniku Laplaceovy transformace si uvédomme:

f() ... vzor F(p) ... obraz

: 1, >0 I )50 per (Rep>0,peC) !
p

/ e >0 L,p>a (Rep>Rea,peC) !
14 " p—a
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Priklad:

Y (t) + 2y(1) = 4 oznalme: Y (p) = L |y()]

¥(0) =0 L[y ®+2y0] = ZL14]
cil: y(t) =? ZIyo| +2-Zyn| =4- 211

: 1
pY(p) = lim y(1) + 2-Y(p) = 4.1_)

SY(p) + 2Y(p) = & Cil: Y(p) =2

p
<p+mY@>=§ /i (p+2) #0

4

N =27y Y(p) =

y(1) Y ()] )
= f‘ll 4 ] = 4. 77! ll . ! = ? ... neni pfimo v nasem slovniku
p(p+2) p pt+2
Vime, ale: 71 ll] =1 a -1 L] = e . (ze slovniku)
—_— p p+2
e 1 1 ’ 1 |
VAROVANE: #-! [——] 4 H -z—ll—]
p p+2 p p+2

Vime:

g[“ﬂ"‘ﬂfz] =a$[f1] +ﬂ$[f2] = a Fi(p) + pF,(p) /o%—]
L e Fi(p) + BFE(D)| = a L7 [Fi(p)] + 8 L' [F )] ... linearita

h'd h'd

f1() Fo(0)

Cil:  misto sou¢inu chceme mit soucet, tj. pouzijeme ROZKLAD NA PARCIALNI ZLOMKY

A\
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Metoda A

= ROZKLAD NA PARCIALNI ZLOMKY

Chceme:

p=0:

p=-2 1= A(2+2)+ B-(-2) = 1=-2B = B=-

_A_ B .
b1 = tarz [perY

1 =A(p+2) + Bp

1 =A0+2) + B-0 > 1 =24 = A=

— ( dosadili jsme za p nulové body)

nebo jinak:

1
O-p+1 =Ap+2A+Bp} A+B=O} A=§ ( porovname koeficienty
= =

O-p+1=A+B)p+2A

B = 1 na obou stranich rovnice )

Dostavame:

Takze:

Shrnuti:;

IS B
p(p+2) 2 p 2/ p+2

R i B R ) B R e P R S P

=2 —-2e% >0

 zobrazili jsme pocate¢ni tlohu pomoci Laplaceovy transformace na algebraickou rovnici pro Y (p)
» vypocitali jsme Y (p)
 zobrazili jsme Y (p) pomoci zpétné Laplaceovy transformace na y(r)

( pouzili jsme rozklad na parcialni zlomky, linearitu . a .Z~! a slovnik )



Rozklad na parcialni zlomky neni nutny pokud pouZzijeme jinou metodu vyuZzivajici konvoluci funkci.

Metoda B | = VYUZITI KONVOLUCE FUNKCI

pro f, g: (0;+00) = R: (f *g)® I=/f(T)g(t—T)dT /f(l‘—S)g(S)dS
0 0

Zdtuvodnéni ( pomoci substituce v urcitém integralu )
S=t—17 T=1t-—3S
t 0 t
ds =—-dr dr=-ds
/f(f)g( t—7 )dr = = /f(t —5) g(s) (—=ds) = /f(t —5)g(s)ds
—— =0 s=t
0 t 0
* T=t s=0

Plati:

Vi, Z[(fxe)®] = Z[f] - ZL]e] = Fp) - Gp)

= Z7'YF®) - Gp)| = (f xg)® (srovnej s VAROVANIM )

ukizeme pouze na piikladu:

F(p) Gp) [yr] [0 g0 o |
W) = g_ll 4 ] _ 4.3_1[1. 1 ] i (1 . e_Z’) _ pouZijeme 2. integral z definice
— p(p+2) p p+2 f@=1 vt

t

—2st =2t
=4-/e"zsds:4-l62] =4-(e——i)=—2e-2’+2, t>0.
0

0

Dostali jsme stejny vysledek jako pfi pouziti rozkladu na parciilni zlomky.

)
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Zavérecné poznamky:

@ U v8ech rovnic, napi. y' + 2y = b(f), jsme pozadovali, aby prava strana b(f) byla spojitd. Pomoci Laplaceovy
transformace lze zobrazit 1 nespojité funkce, které nemaji nespojitosti II. druhu. Umime tedy feSit 1 rovnice

S nespojitou pravou stranou, napr.

f(t)
1 vyznam b(t) ... zdroje
— - odpovida stfidavému zapnuti, vypnuti, ...
0 t
@ Funguje 1 na integro-diferencialni rovnice, resp. jejich soustavy. i1(t) t=0 8. I ia(t)
v . > o M >
Priklad: N |

soustava dvou integro-diferencialnich rovnic

induktivné vazané dvé smycky, M ... prenos + | 3 L L @
E
R

Kirchhoffovy zdkony:

(soucet napéti v kazdé smycce je roven 0)

Lit(t)y + Mi,(t) + Ri,(t) = E

t
List) + Mi' (@) + é / ir(t)dr + Riy(t) = 0
0

& (l L(p) = L0 Lp) = Lli,®]; pod. podm.: i,(0) =0, i,(0) =0

E
Lpli(p) + Mpl,(p) + RI,(p) = % LIEl = L[E-1] = E-¥Z[1] = =

p
L'l = p- Zli,] - li%qil(z)

Z—

=0

LpL(p) + Mpl(p) + él—l)lz(m + RIp) = 0




« ReSenim soustavy Al = b vypocitame I,(p) a I,(p)

R+ Lp Mp _ E _ 1,(p)
A=\ Mp R+Lp+—— b=\ » I=
(

E(CLP+CRp+1) \

T=Alp=|pP(CL2pP+2CLRpP>+Lp-CM?p’+CR*p+R)
CEMp

| CL2P+2CLRP+Lp-CM>pPP+CRp+R

napi.pro E=C=L=R=M =1:

pP+p+1 1 p+1 1 1 p+3
Il(p)zp(2p2+2p+1)=1_)_2p2+2p+1= T2 1)2
(P+3) +(
1 1
p 1 p+3 1 3
I,(p) = — > = ... =—=" 5 >+ 5 >
w2t 2 (4T (P2 (D)

o Provedeme Z!

L) = L L] =1 - %e_%t Ccos (%t) — %e_%t sin(%t)

(1) = LML) = %e_%’ COS <%t> + %e_%’ sin (%t)
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@ Existuji 1 jin€ transformace ! Volba vhodné transformace zavisi na feSeném problému.

» Fourierova transformace ... frekvencni analyza spojitého signidlu (/)
o diskrétni Fourierova transformace ... frekven¢ni analyza diskrétniho signdlu  ()))
« transformace Z ... TeSeni diferenc¢nich rovnic

Opét jsou odvozeny vlastnosti téchto transformaci a pripadné slovniky. Podrobnosti viz literatura, google, atd.

Ve strucnosti uvedme zakladni informace k Fourierové transformaci v porovnani s Laplaceovou transformaci.

Z:akladni vzorce Laplaceovy transformace

+o0
Def | DEFINICE Zro)|p) = / f@)e P dt
0
V1 | LINEARITA Llaf,+ Bbfr]l=aLf]+ BZLLS,]
V2| ZMENA MERITKA ZLf(@)lp) = 1 F(ﬁ)
a a
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Lle”- f(1)] = F(p—a)
V4 | DERIVACE OBRAZU ZLIt- f@] = —d%F(p)
V5| OBRAZ DERIVACE LI = pF(p)—tlirgl 10
t +
V6| OBRAZ INTEGRALU A [ / f(7) dr] (p) = %F(p)
0
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Zakladni vzorce Fourierovy transformace

+o0
Def | DEFINICE F|fo](jw) 1= F(jw) = / f® e dr
V1| LINEARITA Flaf,+ Bl =aF[f1]+ BF[f5]
V2 | ZMENA MERITKA Ff(a)](jw) = l—llF(Js)>
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Fe - f®] = F(j(w-a)
V4 | DERIVACE OBRAZU Ft-f)] = j %F(ja))
V5 | OBRAZ DERIVACE Ff'®] = jo F(jo)
V6| OBRAZ INTEGRALU / f (r)d = F(Ja))
Diractv (jednotkovy) impuls Heavisideova (skokova) funkce
I A H(t)
t 4(1) 1
| t_ | t_
0l 0l
+00 !
siy=d T =0 / 5@ df = 1 H ) / 5(r)d
= = = T T
0 t#£0 . E 101




Slovnik Laplaceovy transformace

f(t) ... vzor F(p) ... obraz
| 1
)4
o n!
pn+1
em 1
p—a
tn eat l’l!
(p _ a)n+1
) w
Sin ( wft
(o) o
p
cos (wt
(o) L
. a
sinh (at) s
)4
cosh (at) R
. w
e sin (wt
() (p—a)P+w?
—a
e’ cos (cot) P
(p—aP+
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Slovnik Fourierovy transformace

f() ... vzor F(jow) ... obraz
Diractiv (jednotkovy) impuls 6(7) 1
Heavisideova (skokova) funkce H (7) 7 o(w) + L
jo
sgn () i
jo
cos(at)  |6(@w + a) + 6(w — a)]
sin(at) jz [8(w+a) — 5w — a)|
2a
—alt|
e a>0
a’ + w?
e H(), a>0 ! .
a+ jo
te” ™ H(t), a>0 ;2
(a + ja))
a+ jw

e” cos(bt) H(t), a > 0

B+ (a+ jo)’

e~ sin(bt) H(t), a > 0

b
b+ (a +ja))2
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M2E - MATEMATIKA 2 11. PREDNASKA

Taylorovy rady

Dano:

e bod xy; € R (stred Taylorovy rady)

o funkce f: R — R, ktera ma derivace vSech potfebnych rada (,,pékna“) napr.e*, sinx, ...

Taylortiv polynom n-tého stupné funkce f v bod€ x, je definovan vztahem:

’ 1 . 1 n n \ f(k)( )
T,0 = fxg) + /(o) (= x0) + 3 (i) (X=X + o+~ f0xg) (x = x)" = )

k=0

(x — xo)k

ZnaCeni: O!'=1, 1'=1, 2!=2-1=2, 3!'=3.2-1=6, ...
FO%g) = fx), FP0xg) = f'(x), FP0xg) = f(xp)s ...
Poznamky:

e T,(x) zavisi na bodé& x,, ve kterém funkci f aproximujeme. Casto bereme x, = 0, ale miize byt x,, # 0.

o T (x) zavisi také hlavné na funkci f.

Chyba aproximace funkce f Taylorovym polynomem n-t€ho stupné€ v bod€ x,je R, (x) := f(x) — T, (x).

Poznamka:

Pomoci Taylorova polynomu se napf. pocitd hodnota funkce e*, sin x na kalkulacce a PC.

Jedna se tedy o aproximaci urCenou s néjakou danou presnosti.
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Priklad:  Voltampérova charakteristika soucastky

i[A] } . obecné nelinedrni funkce
Ty (=)
0
zavislost i na u nahradime Tj(x) ... linearizace

vbodé uy, =0 ... i= %u (Ohmuv zakon)

vbod€ u, #0 ... linearizace v pracovnim bodé

Graficky vyznam linearizace je ndhrada te€nou ke grafu funkce v daném bod¢.

105




Priklad:

f(x)=sinx, x, =0

Ty(x) = flxg) =0

Ti(x) =

——

To(x)

fx) + ') (x=xp) = 0 + 1-(x=0) = x

=

f(xy) = f(0) = sin0 = 0

sin x

sinx~x pro x=0 — 1

X

f'(x) = cos x;

f'(xg) = cos0 =1

pro x = 0

T,(x) = f(xy) + f'(xo) (x —xy) + %f”(xo) (x—xo)2 = X f"(x) = —sinx; f”(xo) = —sin0 =0

v

Ti(x)

T = T + 5 /"0 (v = x) = ¥ -

T,(x) = Ty(x) + % P (x = x)* = x —

MATLAB | ... taylortool

=

=

T5(x) =x ... stejny jako T;(x)
%3 " (x) = —cos x;
%3 P (x) = sin x;
Ty(x) =x ... stejny jako T5(x)

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Taylor Series Approxil {l
T T

.
= Y
L \
1 e -
L Y T~
(15 . of T
“~ -~ 3
.~ - A
y —— N T—
AN
2 1 1 1 1 1 1 A
6 -4 2 (1] 2 4
T %) = x - x¥6 + x*/120 - x'/5040
f(x) = |sin(x)
N=[7 = a=0 2%pi| <x< | 2%i

Help Reset Close

f"(xy) = —cos0 = —1

fP(xy) = sin0 = 0
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—sin(x)
2 —T45(x)
0 /\/\/
2F
-6 -4 -2 0 2 4 6
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Jak je to s chybou aproximace R, (x)?

Jestlize ma funkce f naintervalu I := (x, — 0; x, + 0) derivace az do fadu n + 1, potom lze zbytek R, (x)

vyjadrit v tzv. Lagrangeové tvaru:

- — — L ; (n+1) _ n+1
R,(x) = f(x) —= T,(x) = (n+1)!f (2) (x = xp)

kde bod z lezi mezi xya x € 1.

To—0 T z X z0+0

I

Poznamky: L . . .
—— « Existyjiijiné tvary zbytku - Peanuv, Cauchyuv (viz Google).

e Vztah pro R,(x) je odvozen na zakladé€ véty o stfedni hodnot€.

e Nevime, kde presné bod z lezi !

Prist€ se podivame na to, jakym zpiisobem lze odhadnout R, (x) a co plati, pokud budeme n zvétSovat do +oo.

Taylorova rada funkce f v bodé x, je definovina vztahem:

roo (k) )
/o) (x —xp)* := lim /o) (x = x)“ = lim T,(x)
" 0 v 0 "
e . n——+o00 “= k! n—+0o

(nekonecCna rada)
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Poznamky:
e Pro dané x € R se jedna o soucet nekonecné mnoha cCisel, ktery nemusi existovat,

tj. prislusna Ciselna fada nemusi konvergovat (viz zimni semestr)
+o0

+00
1 . 1 . .
napr. — ... konverguje, — ... diverguje
p ;kQ guj ;k guj

o T (x) ma vyznam n-t€ho ¢asteCného souctu rady

+0o0
— +m Y Z 4 e 4 [e]
Zan = a +a,+az+ ..., (Sn>n:1 ... posloupnost ¢astecnych souctu
k=1
51 a;
S, = a;t+a,
Sy = a;+a,+a;
Sn - a1+a2+a3+ +an
+0o0
a, = lim s, = .5 ... Kkonvergentnifada

n—+oo T

Pl
I

soucet rady
e T,(x)zavisi nahodnot¢ x € R =  pro néjaka x miZe fada mit soucet, ale pro jina x nikoli !

pe

MnozZina x € R, pro ktera prisluSna Ciselna fada konverguje, se nazyva obor konvergence a znaci se K.

« Souctova funkce Taylorovy rady je definovana vztahem:

+00 (k)
T(x) := ka—('x())(x —xo)k, x€eK
k=0 '
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Priklad:

x=0  D(NH=R\{1)

)= —.

1) UrcCete T,(x):

T, (x) = f(xg) + f'(xp) (x — xo) + % f'(xg) (x = xp)* + ... + % FPxp) (x = xp)" = Y

)=

e =[0=07 =10 =07 (D=
F160 = =2 s (D =

100 =28 e (D =

FO0) = 1 ('12_' i )’54 . ovéite si

FO0(x) 1(.12_ . j);;ln

o SO (xg)
1 = k!
f(xo)leozl (x():O)
YR
f) =G5 =
1" _ 2 _
10 = =g =2
" 23 A f—
f (xo)—(1_0)4—2 3 6 3!
2:-3.-4
fe) = gy =4
n. n!
f( )(xo) = a0y = n!

T(x)=1+1-(x-0) + L =0 + 2 B (k=0 + = @) (k=0 + . L) (x—0) =
2 3! 4! n!

= 1+ x+x>+x+x*+ ...+ x"

Tedy:

T,(x) = 2 x*| ... Tayloriv polynom n-tého stupné funkce f(x) = 7 !
k=0

v bod€ x, =0
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Pro konkrétni volbu x ziskdme hodnotu T, (x), tj. napf.
1 1 ST2A%
=l =3
2 2 = \2
x=2 .. T, = )2
k=0

atd.

2) Urcete obor konvergence K a souctovou funkci 7T'(x):

n—>+oo 1 — x’

(k) n +0o0
Zf (x 0) —xp)f = nl_i)rfooTn(x) = lim x* = Zxk S xe(-11) =K
k=0 k=0

)

Ciselna nekoneCna geometricka fada Vx
1
D 4" =—— prolgl<1
k= I=q

SHRNUTL: oo fy) = —  DH=R\(1)

Vystup: T(x)= T—= 1 xe((-1;1) = K
— X

S Taylorova fada funkce f v bod€ x, (pro jiné x, ziskame obecné jinou Taylorovu fadu)

Tedy: f(x) # T(x) x € D(f)

ALE: f(x) = T(x) xe€K =(-11)
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Otazky na priste:

e Pro jaké funkce existuje T'(x) ?
 Jaky je obor konvergence K ?

o Kdy plati, ze f(x)=T(x)?

Poznamka:
Vyuziti pro vypocet napr. sin 2,34 na kalkulacce
(napt. sin2,34 = T5y(2,34))
Chyba této aproximace zavisina R, (x) = f(x) = T,(x) = L

Priklad k procviceni:

Urcete Taylorovu fadu pro funkci f(x) =sinx vbodé x,=0.

(n+ 1)!

f(n+1)(Z) (X _ xo)n+l

112




M2E - MATEMATIKA 2 12. PREDNASKA

REKAPITULACE

Déano: funkce f: R - Rabod x, € R (f chceme aproximovat)
T

,,pekna“, tj. existuji derivace vSech potfebnych radi

Tayloriv polynom

noofk)
T,(x) = ) /%) (x —x)* = f(xg) + f(xp) (x — xp) + % ') (x = x0)* + ... + % FP(xg) (x = xp)

& k!
Chyba: R, (x) := f(x) = T,(x) = ﬁ FD(z) (x — xo)™*!,  kde z lezi nékde mezi x a x,.
n .
Taylorova fada: ~
d | 2 %9 (xp) )
T(x) = lim T,(x) = > (x—xp), xeK

k! 1
obor konvergence

k=0

Ukazali jsme si priklad: f(x) = xo=0, D(f)=R\ {1}
- s 0O — Y -

1 —x
n +00 1
T, (x) = Zxk —  T(x) = Zxk =—— xe(-Lh=K
k=0 k=0 - X

f(x) # T(x), xe D(f) |ALE| f(x) = T(x), x € K!
7

Odpovézme na otazku, pro jaké funkce f toto plati 113




Plati: JestliZe ma f stejnomérné omezené derivace vSech fadl na intervalu I = (x, — 6,x, + 0), 6 >0, tj.

IM >0 VneN Vzel: |f2)| <M,

| +oo (k)
potom f(x) = T(x) = Z / k(!xo)

k=0

(x—xo)k, X E(xyg —0,x5 +0)CK.

xol—é SIC() xo-i—é

Prakticky vyznam: n

f(k)(xo)

k!

Funkci f aproximujeme kone¢nou fadou Z
k=0
a ¢im vétsi n vezmeme, tim bude aproximace presné;si.

Terminologie:

(x — xo)k

Rikame, Ze funkce f 1ze v bodé& Xy rozvinout v Taylorovu fadu a T'(x) se nazyva Taylorlv rozvoj funkce f v bodé€ x,.

Zdavodnéni:

Zvolime libovolné x € (x, — 6,x, + 6) C K

R (x) := f(x) — T,(x) = f(x) = R,(x) + T(x) / lim

f() = lim R,(0) + lim T,(x)
1222 [
fm= 0  + T®
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Vime: <0

R,(x) 1= — fD(2) (x — xp)™!
(n+ 1)! : — —— :
To—0 Toz T x9+0
(kde z lezi nékde mezi x a x)) 7
Takze: 1 (i 1) 1 1 +1 5n+1
R = | F clx = xa ™t < M-S = M.
RGN 1= sy 1SN x =™ < e (n+ 1)!
5n+1 i 5n+1 * 0 0
< . < 1 . — M. 1 = M- =
0= Im [R,(0l < lim M (n+1)! im0 (1 + 1)!
= liI_El R, (x)=0
n pro |a| < 1 zfeymé
* ligrn — = 0 —1
n—+oo pn! roa > n e .
pes 0L 44999 _ (ElnoeN:a<no,t].£<1)
nl 1-2-3---(n—=1)-n Ny
_a-a-a---a a -a
_1-2-3---n0- on=1-n "~
a a a’tl 1 y .
< — == - = =0 (podle véty o sevieni)
ny! n ng! n
—_—— —
= konst. —0
proa < —1 n n
— |L| < al — 0 pro n - +o0
n! n!

tj. plati proa € R
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Priklad:

f(x)=sinx, x,=0| (jiZ minule)

1) T,(x) = f(x0) + f'(xg) (x — x) + % f(xg) (x = x)* + ... + % F(x) (x = x,)"

f(x) = sinx f(xg) = fO) = sin0 = 0
flf(x) = cosx ffixg) = f'(0) = cosO =
f"(x) = —sinx f'(xy) = f"(0) = —sin0 = 0
" (x) = —cosx f(xq) = f"'(0) = —cos0 = —1
fPx) = sinx fPx) = fP0) = sin0 = 0
: derivace se dale po Ctvericich opakuji
Ty(x) =0 + 1-(x—0) + %-0-(x—0)2 + 3.;1-(—1)-@—0)3 = x — éx?’
Ty(x) = x — éx3 (= T5(x)) Cleny se sudou mocninou = 0
1 1 5 1 ( 1) 2k+l — 999
2) T(x)—x—ax +§x —ax + Z(2k+1)' , x€e K =77
b Taylorovy koeficienty
3) K=777 (vizstr. 114) VzeR|VreN: |f"(z)] <1,

)

bud’ sin z, cos z, — sin z nebo — cos z

+00 (—l)k
> f(x) =T = ) ———x**!

, |[xeR|=K

& 2k + 1))

o (=D
sinx = —X
kz=0 2k + 1)!

2k+1

b

x€eR
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Priklad: Pomoci Taylorovy fady funkce sin x v bod€ x, = 0 aproximujte hodnotu sin x pro x € (—x, 7) tak, aby

chyba byla nejvyse 107>, resp. 10712, (Pro x & (—x, z) vyuZzijeme periodicitu sin x.)

JT'"' +1
Pro chybu Taylorova polynomu plati: ” (n+ 1)t
EVRYTS 0 3.141592653580793
(x — xp) |
R (x) = f(x) = T,(x) = ——— () 1 4.934802200544679
(n+ 1)! 2 5.167712780049969
3 4.058712126416768
(x — xo)"! 1 4 2.550164039877345
IR, (x)| = o | F"D(2)] < 5 1.335262768854580
(n+ 1) 6 0.599264529320792
7 0.235330630358893
|(x — xo)" | 8 0.082145886611128
< 1< 9 0.025806891390014
v
(n+ 1)! 10 0.007370430045714
11 0.001929574309404
|xn+1|

<t 12 0.000466302805768
— (m+ D! T 13 0.000104638104925
14 0.000021915353448

|x|"+1 15 0.000004303069587 < 10°°
= m < 16 0.000000795205400
' 17 0.000000138789525
it 18 0.000000022048429
<X <10 (resp. 10712) 19 0.000000003604731
(n+1)! 20 0.000000000539266
21 0.000000000077007
22 0.000000000010518
O T, S T I S S & IS £ 23 0.000000000001377

Ts(x) = x —= 4+ = —= 4+ — — + — 24 0.000000000000173 ~ 102

3! 5! 7! 9! 11! 13! 15!
T (x) . x_3 N X_S B X_7 N X_9 B xll N x13 B xlS N x17 B x19 x2l B x23
24 3! 5! 7! 9! 11! 13! 15! 17! 19! 21! 23! 117




Priklad a)
1
fx)=—=, xg=1
X

Varianta A | Brutélni sila - jako dfive, vypocet derivaci, ...

Varianta B (Chytie) Vime: +oo

1
Z®k=m, @E(—l;l), ®0=0
k=0

X)=-x+1=1-x

_l— 1 _ _ B _+oo o
f(X)_x_l_(_x+1)_ Xo=1= (x)=0 —Z(l x)" =
! Ol < L, g lx—1]<1]

chceme pouzit néco, co zname

+0o0

= Y (D -x-D)" = Y (=D =D

k=0 k=0 4
Taylorovy koeficienty a, \

Ix—1] <1, §. x €(0,2) =

1 1

K

f)=1 =

X

DD x-DF x€0.2), x, =1
k=0
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Priklad b)
=7 3

-, _O
[ ==, X
@:2)6
+o0 teo
Zaver +00
3 kL xk ( 11)
= — = 3'2' N S — S~ ) :O
f(x) 1 —2x ,;) T 22 "
Priklad ¢)
it 1
=, =O
fe) =" X
+0o Yoo
1 | . | Y\ k | "
f(x)z = - x:—‘ <_> = X ‘_‘<1 <:> |X|<2
2.<1—§> 2 1-5 2 ’;) 7 kz:;)zkﬂ
Zaver
1 il 1 k
f(x)=r:,;)2k+‘1x, x€(=2,2), x =0
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Plati:

Jestlize f(x) = T(x), x € (xy — 6,xy+ 6),

potom f'(x)=T'(x) = <Zak(x—x0)k) = Z k-a,(x—x.)! proxe(x,—8,x,+6).

k=0

k=1

Tj. Taylorovu fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu

,,derivace nekonecného souctu je nekonecny soucet derivaci*

Schematicky
+oo ! +oo )
(20 )-20)
k=0 k=1
Ptiklad d)

f(x)=cosx, x,=0

Varianta A | Brutélni sila - vypocet derivaci, ...

+0o0
Varianta B (Chytie) Vime: sinx = 2 ﬂ X2k v e R
~ 2k + 1)! ’
(—1)k e (-1 >k &=k
COS X = (Sinx)l — Z 2k+1 — Z 2k+1 Z (2k+1) 2k — Z x2k
(2k + 1)' ~ (2k + 1)' (2k (2k)!
) €= eR
X
rozepsano pro kontrolu:
SINx = X —lx3 + le —lx7 + lx9 —Lx11 + ...
d g 3! 5! 7! 9! 11! §
- dx
dx cosx=1—lx2+lx4—lx6+lx8—Lxm+... /
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Poznamka: Funguje 1 pro integraci!

Priklad
fx) = 5 xo=0
| +oo +oo
f)= 1= = %(—x)k = Z:,)(—Dk ¥, xe(=1,1)

gx)=In(1+x), x,=0

¢(x) = —— = f(x)

1+x

gx) = / fw)du = [gw)], = g(x) — 2(0) = g(x)
0

X

1 x +00 +00 X +00 uk+1 X
@z/1+udu=/(I;)(—l)kuk>du=kZ{)/(—l)kukduzkZ{)(—l)"[ ]
0 - 0 o

k+1],
0

+0o0 lkxk+1 O
= E — , xe(—1,
k:O( )k+1 ( )
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Zakladni Maclaurinovy rady

(Taylorovy fady pro x, = 0)

In(1 + x)

sin x

COS X

arcsin x

arctg x

sinh x

cosh x

+00
2
n=0
+00

Z()~

+00

n=0

f [(2n — 1)11]2x2n+]
& 2n+ 1)

to 2n+1
> (1=
~ 2n+1

+00
x2n+1

2 2n+1)!

n=0

+00 n

X
2 2n)!

n=0

l+x+x>+x+ ...

-1
1+px+p—(p )x2
2!
R SO S
X TR
x_x_2+x_3_x_4+
2 3 4 7
X X x
YR TR T
XX,
2! 4! 6!

xe (=11

xe((-1,1), peR

x€eR

x € (=1,1)

x€eR

x€eR

x € (-1,1)

x e (-1,1)

x€eR

x€eR
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M2E - MATEMATIKA 2 13. PREDNASKA

REKAPITULACE

Taylorovy rady - aproximace funkce f pomoci polynomi

o rk)
T (x) = S (xo) (x — xg)" TaylorGv polynom
n k' 0
k=0 '
+00 (k)
T(x) = liT T,(x) = Z / k(' ) (x — xo)k Taylorova fada
n—-+0oo k:() !

f(x)=T(x), xe&€ K ... obor konvergence

Fourierovy rady - aproximace funkce f sou¢tem goniometrickych funkci (f ... periodické funkce)

Dano: f : R — R periodicka funkce se zakladni periodouT > 0, o := 2?7[ (dhlova frekvence)

Fourieruv (trigonometricky) polynom funkce f radu » je definovan vztahem

a n
F,(x) := = + Y a, cos(kox) + by sin(kox) | kde
k=1

2
Fourierovy koeficienty a,,a,,a,,..., b, b,, ... jsou dany vzorci:
a+T a+T
a, = % /f(x) cos (kwx) dx, k=0,1,2,... b, = % /f(x) sin (kwx) dx, k=1,2,3,...

kde a volime tak, aby integrace byla co nejjednodussi. 123




Fourierova (trigonometricka) rada funkce f je pro dané x € R definovana vztahem

+00
a
F(x) 1= 50 + ) a cos (kwx) + by sin (kox) = lim Z,(0) =1 F(x)
k=1
\J
Plati:  Jestlize souctova funkce Fourierovy fady

(1) f je periodicka s periodou T > 0
(ii) f i f’ maji v zakladnim intervalu periody nejvyse konecny pocet bodi nespojitosti nejvyse 1. druhu (skok),

OK. | Ko.

— *

0 T = 0 T =z

e
T

potom 1
VxeR : F(x) = 5 [ lim f(u) + lim f (u)]. (%) (takto se prakticky spocitd)

Poznamky:

o Af f je spojitd v bod€ x, tj. plati, Ze f(x) =1lim f(u) = lim f(u) = ILI)ICI f ().
Potom .Z(x) = %[ fG)+ f(x)| = % 2f(x) = f(x) !

o Graf sou¢tové funkce Fourierovy fady .# lze kreslit bez znalosti hodnot Fourierovych koeficientt a,, b, .
Vse diky vztahu ()
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Definice:  Systém funkci { f1s Fos [ - } je ortogonalni na intervalu (a, b), pokud jsou funkce f, na sebe kolmé, t;.

b
/fm(x)'fn(x)dx=0 Vm,neN, m#n

Definice: Posloupnost { 1, cos wx, sin wx, cos 2wx, sin 2wx, ... } se nazyva trigonometricky systém funkci.

(w ... frekvence)

Véta: Trigonometricky systém je ortogonalni na libovolném intervalu délky T = 2—7[
@

Specialné: {1, COS X, SIn X, COS 2x, Sin 2x, ... } ortogonalni na intervalu délky T = 2x, tj. napf. ( -7, 71').

T
sinnx -cosmxdx = 0 sinnxdx = x
T
T

sinnx -sinmxdx = 0 cos’nxdx = =«
T

T

ldx = 2x

e e

T

sinnxdx = 0

cosnxdx = 0

/
/_n
[ cosnx-cosmadx = 0
/
/
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Priklad
1, e (0,
T=2r a | f(x)= *x € 0,7) a)=2—ﬂ=2—ﬂ=1
-1, x€(-x0) T 2z
% J(x)
O 1 O (D)
P 0 x o P x
OO0

F(0) 1= % ngg f@ + lim 7| = %[(—1) +11=0

... podobné v ostatnich bodech nespojitosti
Vypo&teme Fourierovy koeficienty:

T=2n, w=1

k=0 0 a+T
a, = — x)cos(Owx) dx =
0 T/a J ) \ ) a=—-1n > a+T =—-n+2r=nxn

N ——
=1

1 0 g . 1 0 T\ 1 .
;(/_ﬂ(—l)dx+/o 1dx> = ;([—x]_ﬂ+[x]0> = —O0-7+7z-0)=0

=2 / :f(x) dx

Varianta A | - ,,Brutalni sila*“

a = %/_ f(x)dx

Varianta B | - ,,Chytre*

S je liché funkce a integrujeme

aozl/f(x)dx= =l-0=9
_ T J-z T

pres interval symetricky okolo 0
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n [T T=2r, w=1 1 [~
a, = T/ f(x) cos (kwx) dx = s S atT =1 = o f(x) -cos(kx) dx = 0
_k . = — = _a\ )\ )
licha suda

licha

N v /

o) a+T 1 V1
b = = / F(x) sin(kox) dx = = | f(x) -sin(kx) dx = g(z)
— a T N—— \\
licha licha
s:dré
—Tr 0 T T
= 1-2/ L.sin(kx)dx = 2 |-SOS*0 1 _ 3.<—1>-(cos(k7z)—cos(0)) e <cos(k7r)— 1) =
T Jo /1 k 0 T k knm
) Yy
2oy = & kL diche
= < kﬂ. o k_ﬂ
_2a-n=o k ... sudé
| km — - —
+o0 +o0
F(x) = b, sin(kx) = sin ((21 — 1)x
,;1 k ; 2l — Dx ( )
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4 .
F(x) = — sin(x)
v/
o o o ) _]:1(1:)
— f(z) = sgn(sinx)
-27 - 0 ™ 27

Fs(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + 4 sin(5x)
V4 3z Sr

C/ 2 o
-1 o O o /O

, —Fs(@)
— f(z) = sgn(sinz)

RSN

-2 - 0 T 27

. + 4 sin(9x)
O

JaN N, o\ yaun —Fy(x)
— f(z) = sgn(sinx)

/

CV VO Cv VO

-2 - 0 T 27

-1 Cavs \7° Lavi \VAd

FH(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x)
Vs 3z

-

o

Fi(z)
f(z) = sgn(sinz)
2\

™

-2 - T

Fa(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + 4 sin(5x) + h sin(7x)
V4 3z Srm r

. —Fi(x)
— f(z) = sgn(sinz)

)

\v4 AW

27

1c/f\ paul o
O,

e}
|
=27 -T

3 - o

4 %sin(llx)

Ja\ Do o n, —Ful@)
— f(z) = sgn(sin )

!

-2 - 0 T 27
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N

1
-

F3(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
T 3z

+ 1;’% sin(13x)

—Flo)

VAN N N N 13

C/ ° ° ° — f(z) = sgn(sinx)

= Cv VO CV V/O
1 1 1

27 ™ 0 ™ 27

F1(x) = % sin(x) + % sin(3x) + ...

+ % sin(17x)

Fs1(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V4 3z

—Fiz(z)

Lo\ N AV N

N ° N °— f(z) = sgn(sinz)

= CV \/O CV VO
1 1 1

-2m ™ 0 ™ 27

+ % sin(51x)

g —Fs(x)

:

-2 - 0

T —f(z) = sgn(sinz)

-

'
N

F5(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V4 3z

+ % sin(15x)

—Fula)

Lo\ N N N 15

C/ ° ° ° — f(z) = sgn(sin )

= Cv VQ Cv V/O
1 1 1 1

27 ™ 0 ™ 27

Fr(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V3 3z

+ % sin(31x)

—.'Fgl(l')

:

"' |—f(z) = sgn(sinz)

=27 -;r 6 7‘r 2‘71'

o ) ) 4 .

F101(x) = —sin(x) + —sin(3x) + ... + sin(101x)
T V4 101~

N

. —Fn(z)

=27 - 0

" — f(z) = sgn(sinz)
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Gibbsiiv jev

1- —Fu() PAN
— f(z) = sgn(sin z)

\/
\ \

o
\
-1 0 1

» pokud nespojitou funkci aproximujeme spojitymi siny a kosiny, dochazi k prekmitnuti o velikosti 18% skoku

« velikost prekmitu se s rostoucim poctem pouzitych funkci v souctu neméni, pouze se zuzuje

{ '
) 9% T &
1 ] ™ | E |

100% 100% {2

——caca A VL [ ~,+_ 1

Uvazujme Fouriertiv polynom o n s¢itancich, tj.
n

T A .
Fon-1(x) = ;m-sm((ﬂ—l)x) /.%

2, sin ((2/ — D)x)

T ¥ o
. ﬂnl(x)=2 TN —Z/ cos ((21 — 1)) d =/ ; cos ((21 — 1)) d

=1

sin ((2/ — 1)x x
vime, Ze plati: 521 D ) = / cos ((2/ — l)t) dr
- 0
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Pro soucet kosinové fady plati:

n

Zcos ((21 - l)t) = cost + cos3t + cosdSt + ... + cos(2n— 1)t = cos nt.- st _ L 311?2nt
= sint 2 sint
Tedy:
/4 *1 sin2nt
= (x) = ~ - dt
g o) /0 2 sint
tj. pro lokalni extrémy musi platit:
4 1 sin2nx kr
. —_ :0 =—,k=1,2,...,
2” () = T 2 sinx X 2n "
tj. prvni extrém nabyva pro x, = 2 amé hodnotu y
2n y=2nt = t=—
n
x 1
Eo dt = —dy 4 :
2n r 2 Jo sint t=0 = y=0 7 Jo 2n-s1nz
= A = /1
2n y=
. Z Z y v / Ve D2 ’ . y y v
pro velké n a malé t = o lze pouzit priblizny vzorec | sin — ~ — |, takzZe
n n n

/ﬂdy .. =1,1789797

b ,,prekmit* o priblizné 9% velikosti skoku (= 2)
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Poznamka:

Gibbstv jev nastava u Fourierova polynomu lib. fadu .%, (x) a velikost ,,pfekmitu‘ nezavisi na po¢tu s¢itanca.

U souctové funkce % (x) = lim %, (x) jiZ Gibbsiv jev nenastava.
n—-+0o0o

(V praxi ovSem vzdy pouZijeme konecny pocet s¢itancti.)

Poznamka:

Pokud chceme sestrojit Fourierovu fadu pro lichou funkci, vypadnou vSechny ¢leny obsahujici kosinus

(suda funkce), dostaneme tzv. sinovou fadu.

Analogicky pii vypoctu Fourierovy fady sudé funkce vypadnou ¢leny obsahujici siny (liché funkce)

a dostaneme tzv. kosinovou radu.

Poznamky:

@ Co udélat v ptipad¢, Ze f neni periodicka ?

Odpovéd: udélame z ni periodickou (rdzné moZnosti, podle toho, co chci)

Priklad:

f(x) =x,

x€(0,1)
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pfimé periodické rozsifeni (prodlouzeni)

b £

_——_— 7 - ’1‘/777’73‘ - Pocitej Fourierovu fadu funkce f f , 4.
¢ I G G ', - T=1 = w = 2—]7: =2r
2 3 4 5 Z

2 -1 0o 1 1

sudé periodické rozsiteni (prodlouzeni)

A £*
2
Pocitej Fourierovu fadu funkce /7, .
T=2 = w=Z=x

(kosinova rada)

Pocitej Fourierovu fadu funkce /7, tj.

2
—= )

(sinova fada)

T
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@ Jiny zapis Fourierovy fady

ag

a n
24 Zak cos (kwx) + by sin(kwx)
2 k=1

polarni souradnice r;, @,

Dostaneme:

a, cos(kwx) + by sin(kwx) = r; sin @, cos(kwx) + r; cos @, sin(kwx) = (souctove vzorce) =

= r; sin(kox + @;)

prok=1,2,...

) 2
rk—ak+bk

) a )
Fi
b .
CosS @, = r—k < b = rising,
k
a a
¢ = - < @ = arctg o=
k k

1

sin(a + /) = sinacos f/ + cosasin f

Zaver +oo
F(x) = U r, sin(kwx + @)
2 ~ « Ci r, =~ 0 pro k - +o0
1 T .y L :
) . . harmonické funkce s vysokymi frekvencemi
amplituda fazové posunuti
. 7

h'd

harmonické funkce

maji mensi a mensi vliv
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soucet harmonickych zdroji

; |
! ~ o |=
periodicky zdroj %
(ne harmonicky)
Jo
f ma vyznam !
pravé strany ODR io(t)

popisujici dany obvod
1
feSenti i(¢r) = iy(t) + i) + i, (@) + ...

+

(~) . (~)
% N\

r, sin(wx + @) + ry Sin2wx + @,)

S + fa
! )
i(t) iH(t)

princip superpozice

Na zavér ukazeme uziti funkcnich fad pro feSeni pocatecnich a okrajovych uloh.

_|_

+
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Metoda neurcitych koeficientu

Priklad:

V'=xy, »0)=0, y'(0)=1

reSeni hledame ve tvaru mocninné rady:

+00

linearni ODR 2. fadu s nekonstantnimi koeficienty !
(neumime resit !)

y(x) = Z a,x" a, =" —  z pocatecnich podminek:
n=0
+oo ¥0) = ay = 0
y(x) = Z na,x"!
n:l y’(O) = a, = 1
(0]
y'(x) = Zn(n —1)a, x"?
n=2
+oo +oo
Zn(n— Da, x"? = xZanx”
n=2 n=0
+00 +oo
Z(n + 2) (I’l + 1)an+2 xl’l — Z an xll+l
n=0 n=0
+o0 +o00

2a, + Z(n+2)(n+1)an+2x” = Zan_l x' -

n=1 n=1

a,=0| A |(n+2)n+ a,, = a,_

=> a3=&, a4=i, a5=£=0, (g = 5o % ;
3.2 4.3 5. 6-5 6-53-2
x3 X6 X9 X4 X7 xlO
y(x)zao<1+3-2+6-5-3-2+9-8-6-5-3-2+“'>+al<x+4-3+7-6-4-3+10.9-7-6-4-3+'“
X4 X7 xlO
YO =Xt st e a3t 0976437

)
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Fourierova metoda (pro periodické a okrajové ulohy)

Priklad: y' + y = 3sin2x + 7sin5x, x € (-x,x)

x€(-r,r) = T =21, w =1

okrajova uloha, homogenni Dirichletovy podminky

reSeni hledame ve tvaru Fourierovy fady

+0o0 +0o0
a
y = EO + Zancosnx+bn sinnx - ) = Zan-(—nz)-cosnx+bn-(—n2)-sinnx
n=1 n=1
+00 a oo
2 (—n2 a, cosnx — n*b, sinnx) + EO + 2 (an cosnx + b, sinnx) = 3 sin2x + 7 sin5x
n=1 n=1

trigonometricky systém - linearné nezavisly

(1-n*a, =0 VneN b, ... libovolné

N (l—nz)b,,, =0 VneN\{25} . a, ... libovolné b =0, neN\{l,25)
(1-2%)b, = 3 a,=0,n>2 b" 7
(1-5%bs = 7 57 T

reSeni ODR: y(x) = a; cosx + by sinx — sin2x — 27—4 sin 5x

+ okraj. podm.: yr) =a - (-D+5-0-0-0=0 a, =0| | b, ... libovolné

y(—7) =a1'(—1)+b1'0—0—0=0

reSeni okraj. tlohy:

: : 7 . :
(x) = by sinx — sin2x — — sin5x, b, ... libovolné
y 1 74 1 137




Priklad:

1 xe€(@,n)
" + 2y = X =
yot =g =19 0 xe (0
y ... 2m-periodicka N
- periodicka jinde

a() +00 .
T =2, o=1 = y=3+2ancosnx+bnsmnx

n=1
Pravou stranu rozvineme ve Fourierovu radu
+o0
1 I -(=D" .
f(x) == + Z— sin nx
2 ~ nmw

Dosadime do rovnice

+00

+o0
a I —(=1)"
30 + ’; [(Z—nz)an cosnx + (2—n2)bn sinnx] = % + };# sin nx

= a, =1 (2—n2)an=0 = |a,=0, VneN
1 1 -(=1)"
2— b = — - (1=(=D") = b = ——— VneN
(2=n)b, nrw ( ( )) " (2 —n?)
Zaver
+0o0
1 I -(=D" .
- Z 4+ sin nx
i TP gy
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