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NELINEARNI ROVNICE

Formulace:

Je déna funkce f : R — R definovana na intervalu (a,b). Hledame ¢islo x z intervalu
a,b) tak, aby platila rovnost f(z) = 0. Cislo = nazveme FeSeni nebo kofen rovnice).
Yy

Poznamka:

Najit presné feSeni analyticky je mozné jen ve velmi jednoduchych ptipadech, napf.
pii feSeni linedrni rovnice 122 — 3 = 0, pii feSeni kvadratické rovnice 422 — 5z +8 = 0
nebo napft. pfi feseni rovnice sin 5z = 7. Proto je nutné pro nalezeni kofenti pouzit néjakou
numerickou metodu.

Numerické metody, kterymi se budeme zabyvat jsou zaloZeny na iteracnich princi-
pech. Pro kazdou itera¢ni metodu nas budou zajimat odpovédi na dvé otazky:

e Konverguje posloupnost iteraci ke hledanému kotfenu?
e Jestlize ano, jak rychle?

Jestlize nemame predbézné informace opoloze korene, vime pouze, ze lezi v urcitém
intervalu (a, b), uzijeme k vypocétu takové iteracni metody, jejiz konvergence nezéavisi na
volbé pocatecni aproximace. Tyto tzv. vZdy konvergentni metody maji vétsinou tu nevy-
hodu, ze konverguji pomalu, a hodi se tedy pfedevsim k urceni takové aproximace korene,
ktera miize byt pouzita jako pocatecni aproximace pro néjakou rychleji konvergujici me-
todu. Konvergence takové ,lepsi“ metody uz mize silné zaviset na tom, jak dobra je tato
pocate¢ni aproximace, a na vlastnostech funkce f v okoli kotfene. Je tedy rozumné rozdeélit
metody feseni nelinearnich rovnic na:

e startovaci metody (vzdy konvergentni metody)
e zpresnujici metody
e specialni metody (napf. pro polymomy)

Timto rozdélenim ovsem nechceme zdtraznit, Ze startovaci metoda konverguje pomalu
vzdy a naopak, ze zpresnujici metoda konverguje vzdy rychle.

Poznamenejme, ze vzdy budeme predpokladat, ze dana funkce f je v uvazovaném in-

tervalu (a,b) spojita nebot tento predpoklad je dilezity v nésledujici vété.

Véta: Predpokladejme, ze
(i) realné funkce f je spojita pro z € (a,b),

(i) f(a).f(b) <O.

Potom existuje aspon jedno FeSeni x rovnice f(z) =0 na (a,b).

Vétu ilustruje nasledujici obrazek.



Startovaci metody

Nejjednodussi startovaci metodou je tzv. metoda puleni intervalu nebo-li bisekce.
Predpokldadame, Ze jsou splnény predpoklady pfedchozi véty. Princip bisekce je (jak na-
zev Tikd) zalozen na puleni zadaného intervalu. Po rozpileni se testuje funkéni hodnota
uprostied intervalu, ma-li stejné znaménko jako funkéni hodnota f(a), pak se do tohoto
stfedu presune bod a, v opacném pripadé se do néj presune bod b. Cely postup opaku-
jeme znovu. Pro zastaveni tohoto iteracniho postupu ndm poslouzi podminka na velikost
vzniklého intervalu. Algoritmus metody je znézornén na obrazku a jednoduse zapsan dale.
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Algoritnus metody bisekce:
1) Zaddme € > 0, a, b

2) s=(a+b)/2
3) Je-li f(s) =0, pak x = s, KONEC
4) Je-li f(s) # 0, pak

je-li f(a).f(s) <0, pak b=s

jinak a = s
5) Je-li b —a > ¢, pak jdi na 2)
jinak z = (a +b)/2, KONEC

Piiklad: Pomoci metody ptileni intervalu najdéte na intervalu (1,4) feSeni rovnice
(provedte 4 iterace)

10
2 +lnz — — =0.
x
ResSeni: Vysledky lze prehledné zapsat do tabulky:
b
iterace a b f(a) fb) |s= G;L f(s)

0 1 4 -9 14, 8863 2,5 3,1663
1 1 2,5 -9 3,1663 1,75 —2,0922
2 1,75 2,5 | —2,0922 | 3,1663 2,125 0,5635
3 1,75 12,125 —2,0922 | 0,5635 | 1,9375 | —0,7460
4 1,9375 | 2,125 | —0,7460 | 0,5635 | 2,0312 | —0,0884

Z tabulky vidime, ze funkéni hodnota ve stfedu posledniho intervalu, tj. v bodé 2,0312,
je —0,0884. Stred intervalu z posledni iterace prohladsime za pfiblizné feSeni dané rovnice.
Piseme tedy, ze ¥ ~ 2,0312. Pro tuplnost dodejme, Ze pTesné feseni zapsané na 4 desetinna
mista je 2,0439. O

Poznamka: 7 uvedeného piikladu je zfejmé, Ze se metoda bisekce fadi mezi startovaci
metody (vzdy konverguje, ale velmi pomalu). Vyhodou je kromé jeji jednoduchosti i fakt,
ze se da predem ur¢it pocet krokt, potfebnych k dosaZzeni pozadované presnosti (lze ukézat,
Ze pro zpfesnéni o jedno desetinné misto je tfeba provést priblizné 3,3 iterace). Nevyhodou
kromé pomalé konvergence je fakt, Ze se tato metoda neda pouzit pro urceni komplexniho
kofene (napf. u polynomit).

Déle se budeme vénovat velmi diilezité metodé prosté iterace. VSechny déle uvazo-
vané metody budou ve své podstaté specidlnim piipadem této metody.
Princip metody prosté iterace je zaloZen na tom, Ze ptivodni rovnici f(z) = 0 pfepiSeme
na tvar
x = p(x).
Zde je treba si uvédomit, Ze existuje celd fada moznosti, jak to udélat. Samoziejmé na
konkrétni volbé funkce ¢ bude zaviset nejen samotna konvergence metody, ale i jeji rychlost.



Princip metody prosté iterace je ziejmy z nasledujiciho algoritmu a obrazku. Nakreslime-
li si grafy funkci y = x a y = ¢(x), je jasné, Ze feSeni bude v bodé, kde se tyto grafy
protnou. Nejprve si zvolime v intervalu (a,b) pocate¢ni nultou iteraci FeSeni zy a potom
konstruujeme posloupnost iteraci x; pomoci predpisu

Tp1 = €0($k>

Pro zastaveni itera¢niho postupu pouzijeme podminku pro rozdil dvou po sobé jdoucich
iteraci.

Algoritnus metody prosté iterace:

1) Zadédme x4 € (a,b), € >0

2) T = o)
3) Je-li |xpy1 — x| < e, pak x = 2411, KONEC
jinak jdi na 2)




Priklad: Pomoci metody prosté iterace najdéte na intervalu (1,4) FeSeni rovnice

1
x2—|—lnx——0:0.
x

Reseni: Jak jiz bylo feceno, zptisobti jak piepsat rovnici f(z) = 0 na tvar x = ¢(z) je
vzdy celd fada. Ukazme si proto jak se bude chovat metoda prosté iterace v nékolika pii-
padech. Pokazdé volime za pocatecni iteraci stied daného intervalu, tj. g = 2,5. Vysledky
jsou zaznamenany v tabulkéch.

1. zptisob:
10 10 5 0
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0 9.5 jiz prvni iterace x; je mimo zadany interval,
1 0 1’05 1 navic druh4 iterace x, je velmi velké &islo
511 58;15 o™ a proto metoda prosté iterace nekonverguje.
5r I
| y o
45+ |
|
ar !
35+ y :
|
3 -
|
25F :
2+ |
|
15F |
|
1F \
|
0.5 |
=l .
0 .
/ 21

-05 I I I I I I I I I )
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5




2. zpusob:

302—|—lnx—E = = 10 t] (x)_L
o x_x2+1nx 1 22+ Inzx
k ‘ T ‘
0 2,5 . . e s
podobné jako v predchozim pripadé, zde
1| 1.3954 . . : .
je 2. iterace x5 mimo zadany interval a
2| 4.3852 .- - .
metoda prosté iterace opét nekonverguje.
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3. zpisob:

r"=—-Inz = |gz==_Inz| ti. e@) =41 ——Inx

0] 2,5 A

1| 1.7560 y

2 | 2.2653 35+

3 [1.8965

4 21524 3l

5 1.9696

6 | 2.0974 25¢

7 12.0067

8 [2.0704 2r

9 [2.0254

10 | 2.0571 151

11| 2.0347

12 2.0505 r

13 ]2.0393

14 | 2.0472 051

15 | 2.0416 , .
16 | 2.0455

17 | 2.0428 os 1 1 1 1 L 1 1 1 J
18 | 2.0447 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
19 | 2.0434

V tomto piipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku z. Rychlost konver-
gence ovSem nebyla velka. Pro zastaveni vypoctu jsme pouzili podminku, aby abso-
lutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci byla mensi nez 0.001. Z tabulky je
vidét, ze rozdil mezi 18-tou a 19-tou iteraci je priblizné 0.0007. Je tfeba poznamenat,
ze hodnota rozdilu po sobé jdoucich iteraci nic nefika o pfesnosti vypocteného feseni
(viz. Poznamka za piikladem).



4. zptusob:

2’ +zrlnr—-10=0 = |z2=vV10—zlnz| tj. ¢)=vV10—zlhx

4*
y
3.5F
Sk
0] 2,5
1]1.9755 2r
2 [2.0532
31 2.0427 15r
4 2.0441
5[ 2.0439 r
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X
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V tomto poslednim piipadé metoda prosté iterace konvergovala k vysledku z velmi
rychle. To dokazuje ten fakt, ze kdybychom pouzili pro zastaveni podminku, aby
absolutni hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci byla mensi nez 1071° potie-
bovali bychom k tomu pouze 10 iteraci.

Poznamka: Nejvétsi problém metody prosté iterace je nalezeni predpisu pro funkci
¢ = p(z) tak, aby metoda konvergovala.

V nasledujici véteé, ktera uvadi postacujici podminky konvergence metody prosté iterace,
jsou uvedeny pozadavky na vlastnosti funkce .



Véta: (Postac¢ujici podminky konvergence metody prosté iterace)
Predpokladejme, Ze je funkce ¢ na intervalu I = (a, b) spojita a plati:

(a) Ve e [ : p(xz) € I (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),

(b) 3¢ € (0,1) : |p(z) —p(y)| <qlz —y| Vx,yeI (funkce ¢ je kontrakce).
Potom

1) v intervalu [ existuje pravé jeden kofen x rovnice x = p(x),

2) posloupnost {z}re, uréend formuli xy = p(zx_1) konverguje

pro kazdé xq € I a klirn T = T.

—00

Poznamka: Pro diferencovatelnou funkci ¢ 1ze podminku (b) nahradit podminkou

(b*) g €(0,1): [¢(z)| <q Vrel

Podivejme se na souvislost predpokladi predchozi véty a volby funkce ¢ v jednotlivych
pripadech predchoziho ptikladu. Ve vsech pfipadech byla funkce ¢ na zadaném intervalu
(1,4) spojitd a dokonce diferencovatelnéd. Proto se podivejme na splnéni podminek (a) a
(b*).

Divodem, pro¢ metoda prosté iterace selhala v 1. a 2. pfipadé je fakt, ze funkce ¢
nespliiovala ani jednu z podminek (a) a (b‘). Nesplnéni podminky (a) jsme pocitili jiz v
prvni, resp. druhé iteraci, tim, Ze jsme se dostali mimo zadany interval (1, 4). Samoziejmé
to souvisi i s faktem, Ze nebyla splnéna podminka ani (b‘), tj. absolutni hodnoty derivace
funkce ¢ byly velmi velké.

Ve 3. a 4. pfipadé metoda dokonvergovala k feSeni. Snadno se z obrazki presvédcime, ze
v téchto ptipadech byly splnény pfedpoklady (a) i (b*). VSimnéme si jesté jedné skutecnosti,
v poslednim piipadé konvergovala metoda prosté iterace viditelné rychleji nez ve tretim
pripadé. Bylo to zptisobeno vlastnosti funkce . Z geometrické ptedstavy je ziejmé, ze
metoda bude konvergovat rychleji, jestlize bude graf funkce ¢ ,,co nejvice vodorovny“,
tzn. ¢’ &~ 0. Skutecné rychlost konvergence metody prosté iterace charakterizuje | ()],
protoze muzeme psat

O(Trt1) — Q(Th)  Tpgo — Tpy1

@' () ~ =
Tt1 — Tk Tk+1 — Tk

Poznamka: Res$ime-li metodou prosté iterace algebraickou rovnici
ant" + ap_ 12"+ .+ ax +ag =0,

a predpokladame-li, Ze feseni je v absolutni hodnoté vétsi nez 1, je vétsinou vhodné vyjadrit
x z nejvyssi mocniny, tj.

e A1 2™ 1+ .+ a1z + ag
an

o(x)



Jak bylo feceno hodnota rozdilu dvou po sobé jdoucich iteraci neodpovida obecné chybé
priblizného feseni. Geometricky si to lze predstavit takto:

) —
T T

TpTp—1Tp—2 T

8)

Odhad chyby metody prosté iterace

e Mé&jme konvergentni iteracni proces:  x = o(xp_1), k=1,2,...

feSeni o potom spliuje: a=p(a) a klim Tp =
— 00

e Odeltenim rovnosti dostaneme:

ze — o = o(ze-1) — (@) (A)
e Dale plati:
|Tp_1 —a| = |z — 2k + 2 — | < |1 — 2k + |2p — (B)
e Potom:
b) B

A (B)
2k — o] F p(@r1) — p(a)] < glax-y — al < glar_y — x| + gk — a

(1—q)|zr — af < gl — ]
———

>0

q
[z, — af < ] |T—1 — T

e Pouzijeme-li zastavovaci podminku |zj_; — x| < €, potom plati odhad chyby:

q
1—

|z — af < £



Piiklad: Pomoci metody prosté iterace feste na intervalu (0, 4) rovnici

r—+vVx+4=0.

presné resent:

r=Vz+4 /)?

2’ =z+4
-2 —4=0
1+ V17
T12 = T = x1~2,5615, w9~ —1,5615 ¢ <0,4>
e Rovnici prepiSeme na tvar: = =+vVx +4
————
o(z)

e Ovérime splnéni predpokladt véty o postacujicich podminkach konvergence metody

prosté iterace:

(a) Vo € (0,4) : 0<Vax+4<4

1< 2vVx+4
1 <4z + 16
—15 < 4zx

e Vlastni vypocet: volime zy = 2 a pro zastavovaci podminku ¢ = 0.001.

2.5613.

2.5395 = T =5




Poznamka: Pokusme se odhadnout velikost chyby priblizného feSeni u predchoziho
prikladu. Plati:
1
"= ——— ... kladn4 klesajici funkce "<0
N J ' <0)

max |¢'(x)| = [¢'(0)] =

0<z<4

=¢q ... podminka (b*)

B~ = <~

Zvolili jsme ¢ = 0,001 a proto plati odhad chyby:

1

7 —al < 5 40,001 = 0,000333

4

Rychlost konvergence

Definice: Rikame, Ze posloupnost z; konverguje k ¢&islu o rychlosti r, jestlize pro
k — oo
|T31 — ] = c|lzp — af” + O(Jo, — af ™).

Mluvime o asymptotické rychlosti konvergence (k — 00).

Poznamka: f(z) = O(g(z)) proz —a <& |chgg

Rychlost konvergence metody prosté iterace

je omezena pro r — a.

Je-1i funkce ¢ dostatecné hladka, mtizeme napsat jeji Tayloriv rozvoj v bodé o a potom
pro x = xp_1 plati:

Plrir) = p(0) + @) as — ) + L @y — 0+ L, —
zp —a = ¢'(a)(Tp-1 —a) + @”éa) (xh1 —a)® + %0”;3(6) (@1 — @)’

e je-li ¢'(a) # 0, potom
7 —a=¢(a)(zr1 — ) + O((r_1 — )?)
= rychlost konvergence je fadu 1
e je-li ¢'(a) =0 a ¢"(a) # 0, potom

¢ (a)
2

= rychlost konvergence je fadu 2

T — Q=

(zp-1 — @) + O((24—1 — @)?)



Nyni si uvedme jesté jednu startovaci metodu - metodu Regula falsi.

Geometricky vyznam:

K¥ivku y = f(x) nahradime se¢nou, ktera prochazi body [a, f(a)] a

[b, f(b)]-

Prisecik s sefny s osou x pritadime bud a nebo b (podle znaménka funkéni

hodnoty).
8*
Y
6k
4k
2k
Ok
_2k
-4 | 1 1 1
-2 0 2 4 6
Algoritnus:
1) Zaddme § > 0, a, b
f(a)
2) s=a-— 7(b —a)
f(b) = f(a)
3) Je-li |f(s)| < 4, pak 2 = s, KONEC
4) Je-li |f(s)] > 6, pak
je-li f(a). f( ) <0, pak b = s, pak jdi na 2)

jinak a = s, pak jdi na 2)

Poznamka: Cislo 6 neptedstavuje presnost! Slouzi pouze pro zastavovaci podminku.



Zpresnujici metody
Jako zastupce zpresnujicich metod si uvedeme Newtonovu metodu.

Necht v intervalu I = (a, b) lezi jediny jednoduchy kofen T rovnice f(z) = 0. Jelikoz
mluvime o zpresnujici metodé, predpokladame, ze mame zadanu nultou iteraci zy € I,
ktera je relativné blizko hledanému feseni. Vyjadiime Taylortiv rozvoj funkce f v bodé xy.
Pritom predpokladame, Ze existuje derivace funkce f.

() = Fao) + F'(zo)(x — o) + 3 f(E)x — w0)”
Rovnici f(z) = 0 nahradime linedrni rovnici

f(@o) + f'(zo)(x — 0) =0

Ta ma kofen

1 = Ty — f($0)

f'(z0)

Cely postup opakujeme a dostavame iterac¢ni formuli
f(xp)

Tky1 = Tk — f’(%)

Geometricky vyznam Newtonovy metody:

K¥ivku y = f(z) nahradime te¢nou ke grafu v bodé x; a hodnotu x4, ziskdme jako
prusecik teény s osou x. Proto se také Newtonova metoda nazyva metoda tecen nebo
metoda linearizace.




Poznamka: Jako zastavovaci podminku lze volit |x;11 — x| < € nebo |f(zg)] < 9.

Poznamka: Algoritmus Newtonovy metody je speciadlnim pripadem metody prosté
iterace. Za funkci ¢ jsme volili funkeci

Rychlost konvergence Newtonovy metody

- zavisi na ¢'(a) (p"(«)) ... viz strana 12.
e P Ly i LS
A 1 R (O AN (0

¢'(a) =0, protoze f(a) =0

Plati:
w2
oo 1)

—~

Vi o (f/)g‘f/, — f//(a) rotoze ) =
¥ (a> - (f,)4 - f/(Oé>, p t f( ) 0

Plati tedy ¢'(a) = 0 a obecné ¢”(a) #0 = rychlost konvergence je fadu 2.



Priklad: Pomoci Newtonovy metody najdéte feseni rovnice

1
f(:c)ExZ—i—lnx——O:O.
T

Pocatecéni aproximaci volte zo = 2,5 a pro zastaveni pouzijte podminku |z —x5_1| < 107°.
ResSeni: V itera¢nim predpisu se vyskytuje derivace funkce f, proto ji vyjadiime.

1 10

!
=%+~ 4 .
f(x) T+ -+

Vysledky prehledné zapiseme do tabulky.

f(Ik)
f'(x)

2,5 3.1662907 | 7.0000000 | 0.4523272
2.0476727 0.0260747 | 6.9686526 | 0.0037417

0

1

2| 2.0439310 | —0.0000040 | 6.9708032 | 0.0000005
3| 2.0439305

Vidime, ze stacilo provést 3 iterace. O

Z ptedchazejiciho prikladu se zdé, ze Newtonova metoda bude vzdy velmi rychle kon-
vergovat. Ukazme si jesté jeden ptiklad.
Priklad: Pomoci Newtonovy metody najdéte feSeni rovnice
f(x) =24z +4=0.

Pocatecéni aproximaci volte 2o = 0, 1 a pro zastaveni pouzijte podminku |z —x5_1| < 107°.

ReSeni: Opét je tieba vypocitat derivaci

f(z) =2z — 4.
Iteracni formule bude mit tvar
2 2
xi —4dxp +4 (xp —2) 1 1
ThrL = Tk T T gy T g T =gt

Vysledky opét zapiseme do tabulky.



1,05 il
1,525
1,7625 T
1,8813 i
1,9406
1,9703 ot
1,9852
1,9926

OO = WO

\ \ , \ )
= 0 1 2 3 4 5 O

Tento priklad ukézal, ze v nékterych situacich je Newtonova metoda mnohem pomalejsi.
Z obrazku se da usoudit, kdy tyto situace nastanou. Hodnota derivace funkce f v bodeé
T = 2, ktery je FeSenim rovnice f(z) = 0, je rovna nule. Graf funkce f se osy = pouze dotkl.
To odpovida faktu, ze koten © = 2 je dvojnasobnym kofenem dané rovnice. Je-li hodnota
derivace f’ na okoli kofene rovna 0, pfipadné velmi blizk4 0, potom se v itera¢nim formuli
déli nulou, pripadné velmi malym cislem. Tento fakt méa za nasledek zpomaleni algoritmu.

Podivejme se zpét na predpoklady, za nichz jsme odvodili Newtonovu metodu. Pred-
pokladali jsme, Ze hledany kofen je jediny (jeho nasobnost je 1). Za tohoto pfedpokladu
konverguje Newtonova metoda rychle. P¥i zadani tkolu, ale nemusime byt schopni po-
znat, ze nasobnost hledaného kofene je vétsi nez 1. Problém s hledanim nasobného korene
miizeme elegantné vyftesit timto zptisobem:

Je-li Z n-nasobnym kofenem rovnice f(z) = 0, potom je T také (n — 1)-ndsobnym
kofenem rovnice f'(z) =0 a tedy jednoduchym kofenem rovnice

f) _
7'(@)

Poznamka: Dosud jsme fesili nelinedrni rovnici pouze v R. Algoritmus Newtonovy
metody muzeme pouzit i pro feseni dané rovnice v oboru komplexnich ¢isel.

Priklad: Newtonovou metodou feste v komplexnim oboru rovnici

22 —1=0, z=z4+1wy, z,y€R



Iterac¢ni formule bude mit tvar

1 V3 1 V3

Je zfejmé, ze dana rovnice bude mit 3 feseni: 1, —— 4+ —i a —= — —1.
B 2 2 2 2
Resime-li danou rovnici Newtonovou metodou pro konkrétni pocatecni aproximaci ze

¢tverce (—1.5;1.5) x (—1.5;1.5), dostaneme jedno ze t¥i uvedenych feseni. Obarvime-li bod
predstavujici poc¢atecni aproximaci riznou barvou, podle toho k jakému feseni dospéjeme,
ziskdame fraktalovou strukturu.

Poznamka: Na zavér si uvédomme nevyhody Newtonovy metody

e zadana funkce f musi byt diferencovatelna
e derivace se pfimo vyskytuje v itera¢ni formuli
e v kazdé iteraci musime kromé funkéni hodnoty pocitat také hodnotu derivace

Pro odbourani posledni vlastnosti miiZzeme za pfedpokladu, Ze se derivace f’ na okoli
kofene priliz neméni, Newtonovu metodu modifikovat tak, ze hodnotu derivace vypoc¢teme
pouze jednou v bodé zy a polozime f'(z;) ~ f(zg). Dostaneme itera¢ni formuli

f(iUk)

L= e f' (o)




Geometricky vyznam modifikované Newtonovy metody

Te¢ny ke grafu v bodech [z, f(z))] nahrazujeme pfimkami rovnobé&Zznymi s te¢nou
ke grafu funkce y = f(z) v bodé [z, f(xo)]-

Poznamka: V této modifikaci poc¢itdme pouze jednu hodnotu derivace f'(xg), a proto
je tento postup vhodny je-li derivace f'(z) slozitd. Neméni-li f'(z) a f”(x) znaménko, je
mozné dokazat konvergenci této metody.

Chceme-li modifikovat Newtonovu metodu pro funkce, které nejsou diferencovatelné,

f(xk) - f(xk—l)

nahradime v itera¢ni formuli derivaci f'(z) diferenénim podilem .
Lk — Tk-1

Ziskdme tzv. metodu secen.



Geometricky vyznam metody secen

Méjme dvé dobré aproximace xy_1 a xj kofene x rovnice f(z) = 0. Kiivku y = f(x)
nahradime pfimkou (se¢nou), ktera prochazi body [zx_1, f(zx—-1)] & [Tk, f(xk)].
Dalsi iteraci xyy ;1 ziskame jako priisecik secny s osou .

Poznamka: Pro zahdjeni vypoctu potfebujeme znat dvé pocatecni aproximace, ale
na rozdil od Newtonovy metody pocitame v kazdém kroku pouze jednu novou funkéni
hodnotu, coz je tispora casu.

Poznamka: Metoda secen ma obdobny algoritmus jako metoda regula falsi, ovSem
nepozadujeme splnéni podminky f(zg_1).f(zx) < 0.

Poznamka: Metoda secen je tzv. dvoukrokova interpola¢ni metoda, analogicky lze
odvodit tiikrokovou interpola¢ni metodu, kterou nazyvame Mullerova metoda.



Geometricky vyznam Mullerovy metody

Mé&jme tfi dobré aproximace zy_s, Tx_1 a Ty kofene = rovnice f(z) = 0.
Kf¥ivku y = f(x) nahradime parabolou (kvadratickou funkei), kterd prochézi
body [zy—2, f(zr-2)] [Tk-1, f(zr-1)] & [Tk, f(28)]-

Dalsi iteraci x4 ziskame jako priisecik paraboly s osou .

(Ten, ktery je blize k x.)

Tp41\ T

Prostfedky matlabu pro feSeni nelinearnich rovnic (viz help v matlabu)

fzero pro obecnou nelinearni rovnici
roots pro koreny polynomu



RESENI SOUSTAV NELINEARNICH
ROVNIC

Formulace
Jsou dény funkce F; : R" — R, i =1,...,n definované na (a;, b;).
Oznacme I = (ay,b1) X {ag,by) X ... X (a,,by).

Hleddme & = (21, 7y,...,2,)" € I tak, aby
Fi(xy,z9,...,2,) =

FQ(ZL’l,J]Q, e ,ZL’n) =
Fo(ry,29,...,2,) =0

Vektorove:

kde F = (F\, F,, ..., F,)".



Priklad: Reste soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

2’ —y+a=0
—r+y*+a=0
1
1 =1 2 i~
) a ) a=
Yy 1 Yy
2 \\ - 2 //
1 N | i N
4) a=-1
T Y
) J—




Metoda prosté iterace

Soustavu rovnic F(z) = 0 nahradime soustavou rovnic z = ®(zx).
(Vice moznosti)

Algoritnus:

1) Zaddme z° € I, ¢ > 0

2) karl — (I)(Zl?k)

3) Je-li ||z"™ — z*|| < ¢, pak z = 2", KONEC
jinak jdi na 2)

Véta: (Postacujici podminky konvergence)
Predpokladejme, ze je funkce ® na I spojita a plati:
(a)Vz el : ®(x)el (funkce ® zobrazuje I do sebe),
(b) 3¢ € (0,1): [[@(z) - 2(y)| <qllz -yl Vz,yel
(funkce ® je kontrakce).
Potom 1. v mnoZiné I existuje pravé jedno feseni x soustavy rovnic z = ®(x),
2. posloupnost {z"13° | uréena formuli ¥ = ®(z*~!) konverguje
pro kazdé z° € I a lim =¥ = z.

k—oo

Poznamka: Pro diferencovatelnou funkci @ lze podminku (b) nahradit
(b*) 3¢ € (0,1): @' (z)[[ <q Yz el

. 8<I>Z-(x1,x2, C ,In)

kde @'(x) 5
Ly

je Jacobiho matice.

Vyhoda: Vypocet podle rekurentni formule je velmi jednoduchy.

Nevyhoda: Obecné je obtizné najit funkci ® = ®(x) tak, aby byla zarucena
konvergence.



Priklad:

Reste metodou prosté iterace soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

2+ 4y* — 8y =0

2 —y+1=0
1. rovnice je rovnici eplipsy 2?4y —1)2 =4
T 2 2
= —-1)"=1
(2> =1
2. rovnici upravime na tvar y=2a°+1
1. rovnice y

2. rovnice
reseni

25+

05

-0.5—

-1
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25



Z 2.rovnice vyjadiime x:

=y -1

Rekurentni formule:

Tpyr = Yk — 1

7 1.rovnice vyjadfime y:

4o? = 8y — 2?

y= ;\/81/—:62

1 2
Yet1 = 50/ 8Yk — Ty

Reseni: pro zo =2, 90 =2, =0,01
k]l m ye | llze — 2l ]

0 | 2.0000 | 2.0000

1| 1.0000 | 1.7321 0.1159
2 10.9013 | 1.7928 0.0523
3 10.9255 | 1.8392 0.0283
41 0.9432 | 1.8612 0.0126
510.9514 | 1.8708 0.0054




Newtonova metoda
Odvozeni je opét analogické pripadu funkce jedné readlné proménné.
Vyjadiime si Taylortiv rozvoj funkce F v bodé z*.
(Pfedpokladame, ze existuji derivace !)
1
F(z) = F(") + F'(z")(z — ") + S F"(§)(z — zx)°

Soustavu rovnic F(z) = 0 nahradime soustavou linearnich rovnic

F(z") + F'(z")(x — ") =0
Jeji FeSeni oznacime "™ tj.

F(z") + F'(z") (2" —2") =0
hk

Dostavame soustavu

kterd ma reseni

h* = —[F'(z")] 7' F(a")

k+1 Jiskdme ze vztahu

Novou iteraci =

"t = gF + B¥

Poznamka:

F'(z") je Jacobiho matice funkce F(z) v bodé z*.
Je zFejmé, ze musi byt regularni (musi existovat matice k ni inverzni).



Priklad:

Reste Newtonovou metodou soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé

2+ 4y* — 8y =0

2 —y+1=0
2?4+ 4y® -8
Pl = | T
8F1(x,y) aFl(Ivy)
— 2 =2 ——2- =8y —8
ox v Jy 4
ox oy
2r 8y —8
F,<ZL',y) = [ 31_2 y_l ]
1. iterace
o I N hY
y' y° hy
Plati

hO — —[F,(:BO, yo)]_lF(ZUO, yO)
Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypo¢teme h° jako FeSeni soustavy

F'(2°,y" )b’ = —F(2°,4°)

o oy | 4 oo ooy | 4 8
Dostaneme
3 1 0 0
o 5 x x hi 2 5 1,4
h” = 1= = + = + 1=
2 y! y)° h9 2 _ 1,8
5



2. iterace
x? xt hi
= +
]

B = —[F( ) )

Plati

Abychom nemuseli po¢itat inverzni matici, vypo¢teme h' jako FeSeni soustavy
F'(z',y")h' = —F(a',y")
2,8 6,4
1,1\ __ L% S R ; )
Flay) "l 1,944 ] Fizy )“l 5,88 —1 ]

Dostaneme

—0, 3206
ht =
0, 0590

z° ! h! 1,4 —0, 3206 1,0794
= + — + =
Y y' hl 1,8 0, 0590 1, 8590



3. iterace
x> x? ] l h% ]
= +
[ v ] [ Y h3

B = —[F(a* ) ' F (2 p?)

Plati

Abychom nemuseli poéitat inverzni matici, vypo¢teme h* jako FeSeni soustavy
F'(2?,y")h* = —F(a?,%)

2 2\ __ L% S R 2a8 674
F(x’y)_l1,944] F(x’y)_l5,88 -1

Dostaneme
—0, 3206
At =
[ 0, 0590 }
z? ot h 1,4 -0, 3206 1,0794
2 - 1 + 1 - + -
y y hy 1,8 0, 0590 1, 8590
BT

2.0000 | 2.0000
1.4000 | 1.8000 0.6325
1.0794 | 1.8590 0.3260
0.9703 | 1.8763 0.1105
0.9577 | 1.8779 0.0127

=W N = O




SOUSTAVY LINEARNICH
ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Pojmy:

o Algebraickd rovnice ...rovnice obsahujici pouze celé nezaporné mocniny neznamé z,
tj.  apa™ + ap_12" 4+ 4 ar? Fax + a9 =0, kde n je pFirozené é&islo.

e [Linedrni algebraickda rovnice ...rovnice obsahujici pouze prvni mocninu neznamé,
resp. neznamych, tj. ax +b =0, resp.napi. ai;r;+ asxs + azrs = b.

o Soustava linedrnich algebraickych rovnic
a;1xry + a1 + ...+ a1y = bl
a21T1 + Q22%2 + ... + QopTy = b2

An1T1 + Ap2%a + ... + Qpp®y = bn

Priklad: Reste soustavu 3 rovnic pro 3 neznamé z, y a z:

3r + 2y + =z = 10
20 + 4y + Hz = 25
v + 4y + 8 = 35

Reseni: Snazime se postupné eliminovat jednotlivé neznamé. Docilime to tim zpiso-
bem, ze budeme sé¢itat vhodné pirenasobené rovnice.

1. krok Opiseme 1. rovnici
v + 2y + z = 10

K 2. rovnici pricteme urcity nasobek 1. rovnice tak, aby se eliminovala neznama x

2
(vhodny koeficient je —g)

2v + 4y + bz = 25

2 2
—g-(&’c + 2y + z) = —5-10
4 2 20
dy — = ~ Sy = 5=
Y 3y+5z 32 5 3
12 -4 +15—2 75 — 20

z =
3 /773 3
8 13 59




Podobné eliminujeme neznadmou x z 3. rovnice, tj. k 3. rovnici pficteme —1 nasobek
prvni rovnice.

v + 4y + 8z = 35
—1-Bz + 2y + z) = —-1-10
4y —2y+8z—2 = 35—10
2y + Tz = 25
Obdrzeli jsme soustavu
dr + 2y + z = 10
8, 18 _ 5
3V T 37 T 3
2y + Tz = 25

2. krok Nyni opiSeme prvni dvé rovnice a ze tfeti budeme eliminovat neznamou y, tj.

ke 3. rovnici pfi¢teme —g nasobek 2. rovnice.
3

2y + Tz = 25
2 (8 . 13) 2 55
% 3 3 % 3
2 13 2-55
2—g -—2 = 26— ——
3 3 8
13 95
_ 2, — 95_°°2
Tz 17 ) 1
28 —13 100 — 55
z = —
4 4
15 45
—Z — J—
4 4

Obdrzeli jsme soustavu (tzv. trojihelnikovy tvar)

3r + 2y + z = 10
8 n 13 55

— —Z — -

37 3 3

15 45

—Z — -

4 4

3. krok z 3. rovnice vypocteme z = 3



4. krok Dosadime z do 2. rovnice a vypocteme y

3V T 3T T3
8 55 -39
3" -3
y = 2
5. krok Dosadime y, z do 1. rovnice a vypoc¢teme x
3r + 22 + 3 = 10
3z = 10—-7
r = 1
O
Uvedeny postup lze samoziejmé aplikovat na obecnou soustavu n rovnic pro n ne-
zndmych a nazyva se Gaussova elimina¢ni metoda (GEM) ... soustavu nejprve

prevedeme na trojihelnikovy tvar a potom zpétnym chodem vyjadiujeme feseni.

Pro vétsi prehlednost miizeme pouzit maticovy zapis:

3 21 x 10

2 45 -y |=|25], tj. Ax=Db

3 4 8 z 35

SN—— ——
A x b

A ... matice koeficientii u neznamych v jednotlivych rovnicich
X ... vektor neznamych x, y a z
b ... vektor pravé strany

Poznamka: (Nasobeni matice - vektor) Vysledek nasobeni matice typu m|n (m
fadek a n sloupcti) a vektoru typu n|l (sloupcovy vektor o n prvcich) je vektor typu m|1
(sloupcovy vektor o m prvcich), kde i-té slozka vysledného vektoru je skaldrnim souc¢inem
1-tého rfadku matice a daného vektoru.

Mluvime o numerické matematice, tzn. fesime dané problémy numericky (nikoli ana-
lyticky). Pro feSeni problémt odvozujeme postupy (algoritmy), které budou naprogramo-
vany do pocitace. Nasi snahou je, aby odvozené metody byly nejen rychlé, pottebovaly co
nejméné paméti, ale aby byly i pouzitelné pro ty tulohy, které jsou fesitelné.

Priklad: ResSte soustavu rovnic

r + 2y + 3z = 14 1 2 3 x 14
2v + 4y + 5z = 25 tj. 2 45 y | =125
v + 8y + 9z = 50 789 2 50




Reseni: Pro zapis budeme z divodu prehlednosti pouzivat tvar matice rozsirené:

2 7
@ 2 3|14 [ (=7) — [ (=7)
2 4 5|25 1J+ ;)+
7 8 9|50

1 2 3| 14

6
© —-1| -3 [ (=3) — 1 aetime 0
—6 —12| —48 ’ J+

o O

—> Algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody neni pro tento ptiklad realizovatelny.

Snadno se presvédcime, ze ma dand soustava feSeni x = 1, y = 2 a z = 3, ale Gaussova
eliminac¢ni metoda selhala. ]

Otazky:

1. Pro jaké matice A ma soustava Ax = b praveé jedno Teseni?
— Matice A musi byt regularni, tj. vSechna vlastni ¢isla musi byt rizna od nuly.
Pozndmka: Vlastni ¢islo matice A je ¢islo A spliiujici rovnici Av = Av, kde v je vlastni
vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A. Cislo A tedy uréitym zptisobem charakterizuje
matici A.

2. Pro jaké matice A je algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody realizovatelny?
— Véta: Je-li matice A ostfe diagonalné dominantni, pak je algoritmus Gaussovy

elimina¢ni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A = [a;j); j=1,..n je ostfe diagonalné dominantni, plati-li
n

lag| > > lai|, tj. absolutni hodnota diagonalniho prvku je v&tsi nez soudet
=Ly
absolutnich hodnot ostatnich prvka v radku.

— Véta: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, pak je algoritmus
Gaussovy elimina¢ni metody realizovatelny.

Pozndmka: Matice A je symetricka, plati-li pro jeji prvky a;; = a;; Vi, 7 =1,2,...,n.

Poznamka: Matice A je pozitivné definitni, ma-li vSechna vlastni ¢isla kladna.



Poznamka: Pro soustavu s matici, ktera spliuje predpoklady nékteré z uvedenych
vét, je mozné dopredu Tici, ze ptjde Tesit pomoci Gaussovy eliminac¢ni metody. Obracené
to ovSem neplati, tj. neni-li napf. matice soustavy ostie diagonalné dominantni, jesté to
obecné neznamend, Ze nepiijde pomoci Gaussovy elimina¢ni metody Tesit.

@1 2
Napf.je-iA=| 1 @ 1 [,tj. diagonalni prvky jsou vzdy vétsi nez soucet zbylych prvki
2 4 ©

v tadku, pak ptjde soustava s touto matici fesit pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

Abychom zarucili, ze soustava pijde vyresit pro libovolnou regularni matici, musime
algoritmus Gaussovy elimina¢ni metody upravit. Zavedeme tzv. vybér hlavniho prvku
(pivotaci).

Pozndmka: pivot (hlavni prvek) ... prvni nenulovy prvek v daném fadku matice.

Priklad: Pomoci GEM se sloupcovou pivotaci vyfeste soustavu rovnic z predcha-
zejiciho prikladu, kde selhala klasickd GEM, tj. fesime soustavu Ax = b, kde

1 2 3 14
A=12 45 a b= 25
7 8 9 50
Reseni:
1. sloupec
! 2 1
12 3|14 7 8 950 /'(_7);)+ /- (=2)
Vyméﬁ|: 2 4 5|25 ~> 2 4 5|25 +
@ 8 9150 1 2 3|14
2. sloupec
!
; 7 8 9 |50
o 12 17|75 ? 1
tteba — [ o =2 | 2 /'(_E):_§_
ménit T T |7 : <_>+
6 12| 48
0o - ==
TOT 17
7 8 9 |50
0o 12 17|75 s
7T T |7 -  Xx=
13 3
0 0 = | =
2 2




Poznamky:

e Pii sloupcové pivotaci jsme postupné v kazdém sloupci (resp. jeho ¢ésti pod diago-
nalou véetné) vybirali ¢islo, které bylo maximélni v absolutni hodnoté a v pfipadé,
Ze toto Cislo nelezelo na diagonale, vyménili jsme prislusné 2 rovnice. Dale jsme po-
kracovali jako v GEM bez pivotace, tj. nulovali jsme koeficienty pod diagonalou.

e Sloupcova pivotace neni jedind moznost. Podobné mtzeme vybirat i maximéalni prvek
v absolutni hodnoté z piislusného fadku (resp. jeho ¢asti) a poté vymeénit prislusné
sloupce. Pozor! Je ovsem tieba zaménit i prislusné slozky feseni x. V tomto pripadé
hovofime o Fadkové pivotaci.

e Dalsi moznosti je vybirat maximalni prvek v absolutni hodnoté z celé matice A (resp.
ptislusné podmatice). V tomto pfipadé hovotime o tplné pivotaci. Opét je tieba mit
na pameéti, ze je tfeba zaménit slozky ve vektoru reseni. Nevyhodou tplné pivotace
je pomalejsi vypocet nebot hlavni prvek vyhledéavame z celé dosud neupravené ¢asti.

Gaussova elimina¢ni metoda neni jedinou metodou pro feseni soustav linearnich alge-
braickych rovnic. Dalsi metodou je napt. metoda LU-rozkladu.

Opét uvazujeme regularni matici A fadu n. Matici A lze rozlozit na sou¢in A = L - U,
kde L je dolni trojuhelnikova matice fadu n a U je horni trojuhelnikova matice fadu n.

Poznamka: Aby byl rozklad jednoznaény, predpokladéme na diagondle matice L
jednicky.

Priklad LU-rozkladu matice A

1 2 3 100 1 2 3

2 8 11 |=]1210 0 4 5

3 22 35 3 41 0 06

A L 19}
O
Reseni soustavy Ax = b metodou LU-rozkladu:
1) Realizace LU-rozkladu A=L-U
2) Reseni soustavy (zpétny chod) Ly =b Ax=LUx=Db
y

3) Reseni soustavy (zpétny chod) Ux =y

Piiklad: Reste soustavu Ax = b metodou LU-rozkladu, kde

1 2 3 13
A=|2 8 11 a b=| 45
3 22 35 133



Reseni:
1. Z ptedchoziho textu zname LU-rozklad matice A.

2. Resime soustavu Ly = b

1 0 0] 13 13
2 1 0] 45 = y=119
3 4 1133 18
3. Resime soustavu Ux = y
1 2 3|13 9
0 4 5|19 = x=11
0 0 6|18 3

O

Poznamka: Metoda LU-rozkladu je vhodné v piipadech, kdy feSime vice soustav se
stejnou matici A, ale rliznymi pravymi stranami b. (Dtvod je ten, Ze jsme investovali praci
do samotného LU-rozkladu. Vyreseni dvou soustav s trojuhelnikovou matici je pouze véc
dosazovani.)

Poznamka: 1 v algoritmu LU-rozkladu lze vyuzit pivotaci podobné jako v GEM.

Dosud jsme hovotili o tzv. pfimych metodach (GEM, metoda LU-rozkladu), tzn.
o metodach, které naleznou presné reseni po konecném poctu krokt. Dalsi skupinou metod
pro feSeni soustav rovnic jsou tzv. itera¢ni metody, které teoreticky najdou piesné feseni
az po nekonecné mnoha krocich.

Pamatujme si, ze v numerické praxi pouzivame pro feseni soustav s plnou matici prime
metody, zatimco pro specidlni (fidké) matice pouzivame iteracni metody.

Toto rozdéleni je dano vypocetni slozitosti téchto metod, tj. po¢tem matematickych
operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni nutnych k ziskani vysledku.

Poznamka: V piipadé plné matice je vipocetni cena v kazdé iteraci fadu n?, srovname-
2

li toto s celkovou v¥pocetni cenou pifmjch metod, tj. fadové =n?, vidime, Ze ma-li byt
vypocetni slozitost iteracni metody stejna jako u primé metody, musela by itera¢ni metoda
najit feseni (s pfedem zadanou pfesnosti) fadové po n iteracich. Na druhou stranu v pfipadé
specidlni (fidké) matice je vyhodné pouzit itera¢ni metodu.

V nasledujicim piikladu si ukézeme princip itera¢nich metod pro feseni soustav linear-
nich algebraickych rovnic.



Priklad: Pomoci itera¢ni metody feSte soustavu

11z + 2y + 2z = 15
r + 10y + 2z = 16
2z + 3Jy — 8 = 1

Princip itera¢nich metod je zaloZen na itera¢ni formuli, tj. pfedpisu, kde se neznamé (resp.
jedna z nich) vyskytuji na obou stranich. Nejjednodusim zptsobem jak ziskat iterac¢ni
formuli je z ¢-té rovnice vyjadfit ¢-tou slozku fesSeni, tzn. v nasem piipadé z prvni rovnice
vyjadiime x, z druhé rovnice vyjadiime y a ze treti rovnice vyjadiime z. Dostaneme

1

r = ﬁ-(15—2y—z)
1

y = 1—0-(16—1’—22)
1

z = —§~(1—2x—3y)

Tyto itera¢ni formule mizeme zapsat jednodussim zptsobem pomoci matice a vektori

R A S I I R
v 11| |z 11
oy L 8 ,
by | = 10 5 yl+| 5 tj. x=H x+g
1 3 1
: 1 08 Y| F| |8

Abychom mohli podle této formule pocitat, je tieba zvolit pocatecni vektor x(©) ktery
dosadime na pravou stranu formule. Ziskdme novou iteraci x*), tu opé&t dosadime na pravou
stranu formule a ziskdme x®, atd. Tento postup je pro zadané x© popsan rekurentni

formuli

Za vektor x(©) miiZzeme volit libovolny vektor, nejjednodussi moznosti je tedy volit nulovy
vektor. Konkrétné v nasem pripadé ziskdme nasledujici iterace (pro jednoduchost zapisu-
jeme na 4 desetinnd mista)

X5

x(® = [0.0000, 0.0000, 0.0000]"
x®) = [1.3636, 1.6000, —0.1250]"
x® = [1.0841,1.4886,0.8159]"
x® = [1.0188, 1.3284, 0.7043]"
x4 — [

(5) — [

]
1.0581,1.3573,0.6279]"
1.0598,1.3686, 0.6485]"



1.0558,1.3643, 0.6532]"

10) = [1.0564, 1.3642, 0.6507]"

)
' = [1.0564, 1.3642, 0.6507]"

x(© = ]
x(M = [1.0562, 1.3638, 0.6506]"
x® = [1.0565, 1.3643, 0.6505]"
x® = [1.0565, 1.3643, 0.6507]"
(
(

Mame-li itera¢ni predpis a prvni iteraci, mizeme zacit pocitat. Samoziejmé je tieba se
zamyslet nad podminkou pro zastaveni vypoctu. Pro ukonceni vypoctu budeme pouzivat
podminku pro rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci, kde tento rozdil (resp. jeho norma) musi
byt mensi nez predem zadand tolerance. V nasem prikladu je z posloupnosti jednotlivych
iteraci zfejmé, ze se 10-ta a 11-ta iterace shoduji na 4 desetinna mista ve vsech slozkéch,
proto jsme vypocet ukonéili a Fekneme, Ze Feeni soustavy x ~ x*V.

O

Metoda, kterou jsme odvodili v predchozim ptikladu, se nazyva Jacobiova metoda.

Poznamka:

Uvédomme si souvislost s FeSenim obecné soustavy nelinearnich rovnic F(x) = 0 pomoci
metody prosté iterace. Rovnici jsme si vektorové prepsali na tvar x = ®(x). Uvazujeme-li
soustavu linearnich algebraickych rovnic, tj. funkce F je linearni

Ax—b=0
——
F(x)

miizeme potom najit linedrni predpis pro funkci ®

x=Hx+g
——
P(x)

VSechny iteracni metody pro feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou
pouzivat iteracni formuli ve tvaru

samoziejmé s ruznou iteracni matici H a vektorem g a je ziejmé, ze o kvalité metody
budou rozhodovat pravé vlastnosti matice H.

Nyni si struc¢né zformulujeme principy nékterych itera¢nich metod.



Jacobiova metoda

Princip: 7 i-té rovnice vyjadiime i-tou slozku vektoru x

i-t4 rovnice: a1 + T + ...+ Ak, = b;
pro a;; # 0: b; — Z ;T
Qs Jj=1 j#i

Iterac¢ni formule:

1 n
xl(k+1) — (bi _ Z aijx§k))
(0773 N
J=1 j#i

Gaussova-Seidelova metoda

Princip:  Stejny jako u Jacobiovy metody s tim rozdilem, ze jestlize pfi vypoctu (k+1)-
iterace jiz zname (k + 1)-iteraci nékterych slozek, tak ji pouzijeme.

Iterac¢ni formule:

i—1
(k—l—l) (k—i—l)
T a; (b _Z Qij T Z Aijx; )
13 j=1 Jj=1i+1

Relaxaéni metoda SOR

Princip:  Vyjdeme z Gaussovy-Seidelovy metody jejiz iteracni formulu lze psat takto:

1 i—1
x§k+1) _ xgk) n 7ﬂzgk) kde ri(k) _ (bi . Z Uw (k+1) Zaz] (k))

it j=1

Abychom urychlili vypocet, nebudeme pricitat 7«5’“)

Iteracni formule:

, ale wn(k), tj. mgkﬂ) = :UZ(-k) + wrfk)

1 i—1 n
IZ(/<;+1) _ %(k) tw— (bi — Z aijxgkﬂ) _ Z aij$§k))

Qg4

Poznamka: (k + 1)-iterace metody SOR je linearni kombinaci (k + 1)-iterace ziskané
Gauss-Seidlovou metodou a predchozi k-té iterace.

i—1
x§k+1) b . Z a;; (k+1) Z a” w):cl(-k)
CL“ j=1 J=i+1

«* ) 7 Gaussovy-Seidelovy metody



Uvedené iterac¢ni formule lze prepsat do maticové podoby. Nejprve rozlozime matici A:
A=L+D+1U,

kde L je dolni trojihelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale, D je diagonalni matice
a U je horni trojuhelnikova ¢ast matice A s nulami na diagonale.

Jacobiova metoda:
Ax=D
(L+D+U)x=b
Dx+ (L+U)x=b
Dx=b - (L+U)x
—1 -1
x=—-D'(L+U)x+D b

HJ gJ

Gauss-Seidlova metoda:

Ax=Db
(L+D+U)x=b
(L+D)x+Ux=b
(L+D)x=b—-Ux
x=—(L+D)"'Ux+(L+D)'b

Hgs gGs

Relaxac¢ni metoda SOR:

Ax=Db
wAx = wb / + Dx
(wA 4+ D)x = wb + Dx
w(L+D+U)+D)]x =wb+ Dx
(wL + D)x = wb + Dx — wDx — wUx
(WL+D)x =[(1 -—w)D —wU]x+wb
X = (wL+D)![(1-w)D —wU]x+ (wL + D) 'wb

Hsor 8SOR




Poznamka:
Parametr w v relaxa¢ni metodé SOR volime z intervalu (0,2). Pro w = 1 pfejde rela-
xacni metoda na Gauss-Seidlovu metodu. Volba parametru w samoziejmé ovlivni rychlost
konvergence iteracniho procesu metody SOR. Lze ukézat, ze existuje optimalni hodnota
parametru omega

2
Wopt = ———=, Kkde ¢ je spektralni polomér Jacobiovy iteracni matice H.
pt 1 + m 0] p p y J

(spektralni polomér = maximélni vlastni ¢islo v absolutni hodnoté)

Pro spektralni polomér iterac¢ni matice Hgor relaxacni metody lze odvodit nasledujici
zavislosti:

1 1
o(Hsor) o(Hsor)
w
0 1 Wopt 2 0 o(Hy) 1
Obr. 1 Obr. 2
Zavislost spektralniho poloméru iteracni matice  Zavislost spektralniho polo-
metody SOR na relaxa¢nim parametru w meéru matice metody SOR na

spektralnim poloméru iteracni
matice Jacobiovy metody

Véta: Konzistentni iteraéni metoda dand predpisem x*™1) = Hx® + g

konverguje pro libovolnou poc¢atecéni iteraci pravé tehdy, kdyz o(H) < 1.
Poznamka: Konzistentni metoda spliiuje podminku A ~'b =HA 'b +g.
Poznamka: Cim je mensi spektralni polomér itera¢ni matice H, tim rychleji metoda

konverguje.

Pro soustavu 2 rovnic pro 2 neznadmé si lze princip uvedenych iteracnich metod znazornit
geometricky:.



GEOMETRICKY VYZNAM

JACOBIOVY METODY

Jacobiova metoda

12+ _— 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
6F _
Sl
\ \
4+ | |
\ \
S ‘
i \ ‘ \\
\ \
\\ \
o ke b
Ix+2y=48
-2+ 2x+3y=26
_4?
0 2 4 6 8 10
(e 7]
- 1 . 01/ 9.0000| 0
2 = S48 = 2y 11 5.3333 | 2.6667
) 21| 4.7407 | 5.1111
y(k+1) — f(26 _ Zx(k)) 3 || 4.1975 | 5.5062
3 4 || 4.1097 | 5.8683
5 || 4.0293 | 5.9268




GEOMETRICKY VYZNAM
GAUSSOVY-SEIDELOVY METODY

Gauss—Seidelova metoda

T

12+ E— 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10

Ix+2y=48
-2r 2x+3y=26

g* ) = ;(48 —2yk))

1
y(k+1) — §(26 . 2[E<k+1))




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SOR (w = 0.8)

Metoda SOR
12+ —_— 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
6 -
4+
2 -
oF k- — - — - — — - ©
9x+2y=48
-2+ 2x+3y=26
omega=0.8
_4 -
| | | | | |
0 2 4 6 8 10

1
L0 W (48 - 2y + (1 — w)z® 6.0667 | 3.6978

4.3244 | 5.6472

1
y" D = (26 — 22D 4 (1 — w)y®
3 4.1276 | 5.8614

k
0
1
2 || 4.8226 | 5.1008
3
4
)

4.0502 | 5.9455




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SOR (w = 1.2)

Metoda SOR
12+ _— 1. rovnice
2. rovnice
@) iterace
10+
8 -
i — ©
6l [
\
\
4r |
\
2r \
\
\
o+ T ©
9x+2y=48
-2+ 2x+3y=26
omega=1.2
_4 -
| | | | | |
0 2 4 6 8 10

1
2t = wi (48 = 2y + (1 — w)z® 4.6000 | 6.7200

k
0
1
2 | 3.6880 | 6.1056
3
4
)

4.0342 | 5.9515
4.0061 | 6.0048
3.9975 | 6.0010

1
yFHD — w§(26 — 20% D) (1 — w)y®




Uvedme nyni specialni typ itera¢nich metod pro FeSeni soustav linearnich algebraickych
rovnic, tzv. gradientni metody. Jako motivace ndm mize poslouzit piiklad pro funkci
jedné realné proménné. Uvazujme kvadratickou funkeci

1
f(z) = §am2 —br+c¢, a>0.
Nutna a postacujici podminka minima méa tvar
ar = b.

To znamené, ze misto feseni rovnice mizeme fesit lohu najit minimum konvexni kva-
dratické funkce f(x) (obé tlohy maji stejné feseni). Uvédomme si, Ze v pfipadé funkce
vice proménnych je tfeba splnit dalsi podminky kladené na matici soustavy A, abychom
zarucili konvexnost piislusné kvadratické funkce.

Uvazujeme soustavu

Ax =D,

kde matice A je symetrickd, pozitivné definitni.

Dale uvazujeme kvadratickou formu, tzv. energeticky funkcional

1
F(x) = 5 x'A x —b'x.
Plati

grad F(x) = A x —b.

Funkce F(x) je konvexni a kvadratickd = F(x) ma globalni minimum. Pro bod minima X
plati
grad F(x) = Ax—b=0.

Bod minima X je tedy fesenim soustavy Ax = b.

Poznamka:
Ulohy najit bod minima funkce F a Fesit soustavu Ax = b jsou ekvivalentn.

Poznamka: V piipadé soustavy 2 rovnic si lze udélat geometrickou predstavu, nebot
pro x € IR? je grafem funkce F(x) elipticky paraboloid, jeho# vrstevnice jsou elipsy. Minima
F(x) se nabyva ve vrcholu paraboloidu.



F(Jfl, 1'2)

T

Stejné jako u kazdé itera¢ni metody nejprve zvolime po¢ateéni aproximaci feseni x(®.
Princip gradientnich metod spoc¢iva v tom, ze zvolime smér a v tomto sméru se budeme
chtit co nejvice ptiblizit k pfesnému feseni. Gradientni metoda je tedy dana volbou smért,
ve kterych minimalizujeme funkci F.

iy

T

V pfipadé soustavy dvou rovnic ziskdme promitnutim grafu funkce F(x) do roviny
proménnych x1, rs systém soustiednych elips - hladin (vrstevnic).



Prvni moznosti je za smérovy vektor volit smér nejvétsiho spadu, tj. vektor

d® = —grad F(x®) =b — Ax®.
Ziskame tzv. metodu nejvétsiho spadu. Iteracni formuli volime ve tvaru

D) — 5 ®) 40 gy

Y

v kazdém kroku metody ur¢ime smér nejvétsiho spadu d®) a provedeme jednorozmérnou
minimalizaci v tomto sméru, tj.

min F(x® +td®).
>0




Minimalizovanou funkci proménné ¢ ozna¢ime ¥(¢). Plati:

U(t) = F(x® +tdW) = = (x® 4+ td")TA P +¢d®)) - b"(x® ++d®).

DO | —

d‘i’iit) 1 dMTAG® + x®T Aq®) _ pTq®)
(x®TA — bT) d®
~————
_dwT
d‘IC’lit) 1 d®TAG® _ q®T g — g
g _ A9 d®
AT A gk

Poznamka: Ve vyrazu pro derivaci ¥(¢) jsme vyuzili symetrii matice A.

Algoritmus metody nejvétsiho spadu potom miiZzeme zapsat takto:

1) volba x© ¢

2)  vypocet sméru spadu d® =b — Ax®
d®T q®

d®TAd®

4)  vjpodet nové iterace x*1) = x®) 4 ¢*k)q®)

3)  vypocet koeficientu t*) =

5) k=k+1azpétna2) pokud [|x*) —x®| > ¢



GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU

Metoda nejvetsiho spadu

. L )
126 1. rovnice
—_— 2. rovnice
O iterace
hladina

10

9x+2y=48

-2 2x+3y=26




Pro soustavu dvou rovnic si opét lze udélat geometrickou predstavu. Vsimnéme si faktu,
7e vidy po sobé jdouci iterace sméru spadu, tj. d® a d**Y jsou na sebe kolmé.

Cviceni: Dokazte, Ze plati

d(k)T d*++1

Poznamka:

d®T g+ — g

d®T (@® _ k) A d®) =
d®Tq® _ ) q®T A gk —

T

d®* gk

AT gk _
d®TA d®

d®TA gk —

d®Tq® _ gTq® — o

V pfipadé, Ze budou hladiny (elipsy) ,velmi prot&hlé“, bude metoda

nejvetsiho spadu konvergovat velmi pomalu, nastane tzv. cik-cak efekt. Na druhou stranu,
pokud budou hladiny (elipsy) ,skoro kruznice*, bude metoda nejvétsiho spadu konvergovat
velmi rychle. Nevyhodu cik-cak efektu odstraniuje novd metoda, tzv. metoda sdruzenych
gradient, kterd vyuziva dimyslnéjsi volby smértt minimalizace, a sice tak, aby se neo-
pakovali, jak k tomu dochazelo u metody nejvétsiho spadu.



Priklad 1.

Pomoci metody nejvétsiho spadu feste soustavu

3z + 0y = —8
Oz + 200y = 2

Jako podateéni aproximaci volte z(?) = 27, y(o) = 0.6.

10—

-4+

Metoda nejvetsiho spadu

50

— 1. rovnice
2. rovnice
¢} iterace
hladina
®
3x+0y=-8
0x+200y=2
| | | | | | | | |
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
L @
0 27.000000 | 0.600000
1 26.307758 | -0.317804
2 25.139940 | 0.563008
3 24.491101 | -0.297251
4 23.396504 | 0.528335
5) 22.788346 | -0.277987
250 || -2.657606 | 0.010180
(Pfesné Feden ¢ ie [7, 7] {8 1})
resne reseni soustav e |T = | — =, .
Yy Y 37100



Priklad 2. Pomoci metody nejvétsiho spadu feste soustavu

40z + 0.1y = =8
0.1z + 41y =2

Jako podateéni aproximaci volte z(?) = 27, y(o) = 0.6.

Metoda nejvetsiho spadu

40+
—— 1. rovnice
——  2.rovnice
30+ O iterace
—— hladina
20+
10+
or &
_10 |
_20 -
30k 40x+0.1y=-8
0.1x+41y=2
_40 1 1 1 1 1 1 1 J
-40 -30 =20 -10 0 10 20 30 40

E

k

0 || 27.000000 | 0.600000
1] -0.197972 | -0.032418
2
3

-0.199872 | 0.049274
-0.200123 | 0.049268

(Pfesné feSeni soustavy se na 6 desetingch mist shoduje s [z(3), y®)].)



GEOMETRICKY VYZNAM
METODY NEJVETSIHO SPADU VE 3D

-100 —{

-150 —




12

10

GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU

9x+2y=48

2x+3y=26

Metoda sdruzenych gradientu

—— 1. rovnice
—— 2. rovnice
O iterace

—— hladina

1.0321

6.0000




GEOMETRICKY VYZNAM
METODY SDRUZENYCH GRADIENTU VE 3D

-100 —{

-150 —




VYPOCET VLASTNICH CISEL
A VLASTNICH VEKTORU

S pojmem vlastniho ¢isla jsme se jiz setkali napriklad u itera¢nich metod pro feseni sou-
stavy linearnich algebraickych rovnic. Velikosti vlastnich ¢isel itera¢ni matice rozhodovaly
o konvergenci prislusné iterac¢ni metody. S tlohou na vlastni ¢isla se setkdme i v aplikacich
pri TeSeni fady technickych a fyzikalnich problémii.

Ulohu na vlastni ¢sla si pfipomeneme na piikladu.

Priklad: Stanovte takova Cisla A, pro ktera ma homogenni soustava Av = Av nenulové
feSeni, a urcete toto feSeni, kde matice

2 00
A=|2 21
11 2
Resime tedy soustavu
2—-X 0 0 vy 0
(A= XN)v= 2 2-Xx 1 v | =10
1 1 2= U3 0

Aby homogenni soustava méla nenulové feseni, musi byt determinant soustavy nulovy.
Hledame proto takova A, aby

det(A — AI) = —A° +6X% — 11\ +6 = 0.
Dostali jsme algebraickou rovnici stupné 3 a pouze pro jeji kofeny
)\1:3, )\2:2, )\3:1

nazyvané vlastni ¢isla matice A, bude mit uvazovana soustava nenulové feseni.
Ke kazdému vlastnimu ¢islu \; mizeme najit nenulové feseni homogennisoustavy

Napf. pro A\; = 3 fesime soustavu
—1 0 0 U1 0
2 -1 1 vy | =10
1 1 -1 U3 0

Matice soustavy je samoziejmé singularni a proto bude existovat cely systém Teseni v za-
vislosti na parametru r € IR. Kazdy vektor [0,r,7r]T Yesi danou soustavu. Ze systému
vybereme jednoho zastupce, napi. v»V) = [0, 1,1]”, a fikame, ze v} je viastni vektor odpo-
vidajici vlastnimu ¢islu A\;. Podobné bychom nalezli vlastni vektory odpovidajici vlastnim
cislim Ay a As. O



Definice: Je dana ¢tvercova matice A radu n. Viastni ¢isla A1, o, . .., A\, jsou kofeny

charakteristick€ rovnice
pa(N) = det(A — MI) = 0.

Ke kazdému vlastnimu cislu \; existuje alesponn jedno nenulové feSeni soustavy rovnic
Av = \;v. Toto feSeni v nazveme vlastnim vektorem.

Poznamka: Charakteristicky polynom je stupné n = dn vlastnich ¢isel.
Definice: Matici A = diag(\1, A2, ..., An) nazyvame spektrdlni matici matice A.

Poznamka: Vlastni ¢isla horni trojihelnikové matice jsou rovna jejim diagonalnim
prvkim, nebot charakteristicky polynom mé tvar:

pA(/\) = (CLH — /\)(agg — /\) e (a,m — )\)

Ulohy na nalezeni vlastnich ¢sel rozdélime do dvou skupin:

Uplny problém vl. &isel — tloha najit vechna vlastni &isla

Castecny problém vl. &isel — tloha najit pouze néktera vl. ¢isla
(obvykle s nejmensi nebo nejvétsi abs. hodnotou).

Priklad: Urcete vlastni ¢isla a vlastni vektory téchto matic:

(2100 (2 1]0]
A=|0[2]/0|, B=|0 2|0,
1 0[0]2 ] 0 02|
[2]0 0] (2 1 0]
C=|0[/21|, D=0 1
1 0[0 2| 10 0 2|

ReSeni: Vsechny zadané matice maji stejny charakteristicky polynom
pa(N) = pe(A) = pc(N) = pp(\) = (2= \)°,

Vidime, ze A\ = 2 je trojnasobné vl. ¢islo vSech ¢tyf matic.



Vlastni vektory

A: oM =(1,0,0)7 Pozn.: matice A — \I je nulova, tj. sys-
v® = (0,1,0)7 tém vsech TfeSeni rovnice A — A\I =0 je
v® = (0,0,1)" lin. kombinaci v, v® v®),

010

1) = T
Boov = (é’g’g)T Pozn.: B M= | 0 0 0
=001 000

C: v =(1,0,0)"

® =(0,1,07
010
D: oM =(1,0,0)" Pozn.:D—-X=| 0 0 1
000
Poznamka:

Pocet linearné nezavislych vlastnich vektori mtze byt mensi nez je fad matice.

Vénujme se nejprve metodam na feseni iplného problému. Metody rozdélime takto:

1) metody zalozené na vypoctech vlastnich ¢isel pomoci charakteristického polynomu

Nevyhodné pro velkd n (fad matice A), protoze je obtizné vypocitat
pa(A) = det(A — M) z definice determinantu.

2) metody vyuzivajici podobnosti matic

Tato kategorie metod vyuziva faktu, ze podobné matice maji stejna vlastni cisla.
Princip: konstruujeme posloupnost navzajem podobnych matic, ktera konverguje
k matici, jejiz vlastni ¢isla se daji jednoduchym zptisobem urcit.

3) smisené metody zaloZené na prevodu obecné matice na matici t¥idiagonalni
(napf. Givensova, Householderova a Lanczosova metoda) a néasledny efektivni
vypocet korenti charakteristického polynomu této upravené matice.




METODA LU-ROZKLADU

(LR~transformace, LR-algoritmus)

A = LU .. .rozklad matice A na dolni trojihelnikovou matici L a horni trojthelnikovou
matici U, kde na diagonéle matice L jsou pro jednoznac¢nost rokladu jednotky. Sestrojime
matici B, ktera bude podobna matici A.

B = UL (U=L'A=B=UL=L"'AL).

Postup:

Sestrojime posloupnost matic Ay:

(i) Apg=A, k=0

(ii) provedeme LU rozklad matice A = LUy

(iii) sestrojime matici Ay = UgLy

(iv) je-li matice Ay horni trojihelnikova = konec, jinak k = k + 1 a jdi na (ii)

Poznamka: Da se ukézat, ze kdyz matice By = LoL; ... L; konverguji k regularni
matici, potom matice A; také konverguji, a to k horni trojihelnikové matici s vlastnimi
¢isly na diagonale. Plati

A =L AL,
—

Uy

a tedy
Ak+1 - LI;ILE_II .o Lal AO LOL1 e Lk

B}, B

Poznamka: Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, provadime LU-rozklad ve
smyslu Choleského rozkladu, tj. A = LL”. Potom lze ukézat, Ze A, konverguje k diagon4lni
matici.

Nevyhody:
- pomala konvergence posloupnosti Ay
- velky pocet operaci pro matice vétsich rada
- nelze realizovat pro obecné matice A

Poznamka: Jestlize pro dostatecné velké k je Ay horni trojuhelnikova matice, potom
vlastni vektory jsou (piiblizné) sloupce matice By = LoL; ... Lj_;.



METODY ORTOGONALNICH TRANSFORMACI
Pouzijeme podobny princip jako v predchozim pripadé, tj. sestrojime posloupnost po-
dobnych matic Ag, A1, Ay ... tak, ze
Ak+1 :QZAkaH k:071a2

Pozadujeme, aby posloupnost A konvergovala k matici, jejiz vlastni ¢isla lehce ur-
¢ime. Ortogonalni matici Qj vybirame specialnim postupem. Vyhodou tohoto algoritmu
je numericka stabilita.

Poznamka: Pro obecnou matici pouzivame metodu QU-rozkladu (QR-transformace).

A =QU Q... ortogonalni matice (QQT =1, tj. QT = Q1)
U ... horni trojihelnikova matice

B=UQ (U=Q'A=B=Q'AQ=B=QTAQ).

Motivaéni priklad: Prikladem ortogonélni matice je matice rovinné rotace o tihel a:

Qo) — lcosa —sina 1 om [ c —s ] ‘

sin «v CoS «v S c

Pro matici

stanovte matici B = QT (a)AQ(«) tak, aby by = 0.

ResSeni: Rozepiseme si prvky matice B:
bii b2 | c s | 2 1 e s |
b21 1922 N —S C 1 3 S C N
- 2c+s  c+3s | | ¢ —s| _
| —2s+c¢ —s+3c s c|
B [ 2% +cs+cs+3s* —2cs — s? + A+ 3cs ]

Tl —2es+ 2 —5s24+3cs 252 —cs—cs+ 32

Pro splnéni podminky b5 = 0 musi platit

—2s— s+ +3cs=cs— s>+ =0,



tj.
. .92 2 .
cos v sin v — sin” v + cos” o« = 0.

1 sin2a + cos 2a
1,
cos 2a = 5 sin 2«
—2 = tan 2«
a = —0,5535
Po dosazeni dostaneme, ze
3,6180 0
B= [ 0 1,3819 ] '

B je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly na diagonale a stejna vlastni ¢isla méa i matice A.
O

Poznamka: Podobné jako v predchozi metodé, pro dostatecné velké k je A, horni
trojihelnikova matice a vlastni vektory jsou (pfiblizné) sloupce matice QoQy; ... Qr—_1.

Poznamka: Pro symetrickou matici A vede uvedeny postup na tzv. metodu Jacobiovy
diagonalizace.



SPECIALNI PRIPAD QR-TRANSFORMACE
JACOBIOVA DIAGONALIZACE

Véta: Je-li A redlnad symetrickd matice, potom existuje ortogonalni matice Q tak, ze
QTAQ = A (diagonélni matice s vlastnimi &isly na diagonale — spektrdlni matice).

Princip: Matici Q ziskdme souc¢inem matic Q, ,(a), kde

1 ;
1
cosa ... ... ... —sina«a — pty Fadek
1
Qpqla) =
L — gty Fadek
sina ... ... ... cos« Ty
1
i I
T T
p-ty sloupec q-ty sloupec

a «a volime tak, abychom vynulovali prvek v pozici p, ¢ a tedy i v pozici g, p.
Q =11, Qp,q() — postupné vynulujeme vSechny nediagonalni prvky.

Poznamka: Pii vypoctech nemusime urcovat thel «, ale Ize odvodit pfimé vzorce.

Poznamka: Zbyva zvolit strategii na volbu indext p a ¢. Nejjednodussi je postupné
nulovat vSechny mimodiagonalni prvky (podobné jako v Gaussové elimina¢ni metodé pro
feSeni soustavy linearnich rovnic). Uvédomme si ale, Ze se ziskané nuly z predchoziho kroku
obecné nezachovaji. Dalsi moznosti je nulovat vzdy mimodiagonalni prvek, ktery je nejvetsi
v absolutni hodnoté (zde je tfeba v kazdé iteraci vyhledat tento prvek, coz zpomali vy-
pocet). Itera¢ni proces zastavime, je-li norma trojihelnikové matice pod diagonalou mensi
nez zadana tolerance.



Pro feseni Casteéného problému si uvedeme dvé metody.

MOCNINNA METODA
Chceme ur¢it vl. ¢islo matice A s nejvétsi absolutni hodnotou (dominantni vlastni ¢islo).
Predpoklady:
1. A ma n-linedrné nezévislych vlastnich vektor

2. existuje jediné dominantni vlastni ¢islo

3. vlastni ¢éisla lze sefadit: |A1] > [Aa] > || > ... > |\,

Odvozeni:
1. Zvolime y(© jako lin. kombinaci vl. vektort

y(o) = q1V] + QaVy + ...+ V.

2. Sestrojime posloupnost

y(k) = APV, + asAFve + ..+ ap, APy,
3. Plati: Av; = \;v;, potom

y® = a1 A v+ aMivy 4+ .+ oMy, *dominantni vl. ¢islo (vytkneme)
~~

*

4. dostaneme:

—
n )\ k
y® =1 {041V1 + o ai| Vz]
i=2 A1
Ek—>0

5. analogicky pro y®*+1)

6. vybereme j-tou slozku y*) a y**1) vyydélime je a provedeme limitni pfechod
(k+1) —
_l’_
i Y; Y /\IfH(Oéij + Ekt1,) _
e lim k =)\
koo g k=0 Af(aqvy; + €k 5)

—0



Priiklad: Mocninnou metodou stanovte dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a y @ =1(1,1,1]T.
011

Reseni: Pouzijeme itera¢ni formuli y*+1) = Ay®) pro k=0,1,...

2
y® = [5.7;5]" AP = 1~ 12,3333,
3
y® =[12;17;12]" AY = 1T ~ 2,4285,
y® =129;41;29]7 AW =4 ~ 2 4117,

17

y® = [70;99;70]7 AP = 9 ~2,4146.

Poznamka: Zastavovaci podminka pouzijeme ve tvaru \)\gkﬂ) — )\gk)| <.

Poznamka: Nejlepsi aproximaci dostaneme, délime-li slozky, které maji nejvétsi absolutni
hodnotu.

Poznamka: Abychom zamezili pfeteceni, resp. podteCeni pii zobrazeni Cisel v pocitaci
je vhodné v kazdém kroku normovat vektor y*) (norma y* roste, resp. klesa pro
vlastni ¢islo v absolutni hodnoté vétsi, resp. mensi nez 1).

Poznamka: Nevyhody mocninné metody:

- odhad chyby

- konvergence (obvykle v praxi nevime, zda jsou splnény predpoklady mocninné metody)

- volba y© (bude-li vektor y(© takovou linearni kombinaci vlastnich vektort, ze
koeficient u vlastniho vektoru odpovidajiciho dominantnimu vlastnimu ¢islu bude
roven 0, potom mocninnd metoda nevypoc¢te dominantni vlastni ¢islo)



METODA RAYLEIGHOVA PODILU

Pro pouziti metody Rayleighova podilu budeme navic predpokladat, ze matice A je
symetrickd (redlnd). Potom musi byt vlastni vektory ortonormalni, tj.

(V;fpvj:Oproi#j av?vizl).

Odvozeni: 6. krok z odvozeni mocninné metody nahradime vyjadfenim soucinu y(k)Ty(k)

T

€k €k
% k
70t + S () ] e+ o () ] -
i=2 A i=2 A
n L\ 2
ot + Y <A> }
i=2 1
6{6;@
a soudinu y® " yt+DT
el Ek+1
. n N n 3\ A
YTy atfat 3o () v |+ S (2] ] -
i=2 1 i=2 1
2k+1
—genfae3a ()
=2 1
€feht1
Dostavame:
—0
——
T T
yE Ay® Wy (2 Ty A\
h—oo v Ty(k)  k—oo Tk A2K(q2 4+ elg) T
y® y y® y i (af kok)

Poznamka: Soudin e} ¢, konverguje k nule (pro k& — oo) zhruba dvakrat rychleji nez
e k nulovému vektoru = metoda Rayleighova podilu bude rychlejsi nez mocninné
metoda.



Priklad: Metodou Rayleighova podilu urcéete dominantni vlastni ¢islo matice A, kde

110
A=|111 a y®=[1;1;1]".
011

y(1) _ [2,3, 2]T )\(1) — M =712 3333
' SOV VRN S

y® =[5757 AP =4 ~2 417,

3
y® = [12;17;12)7 AP = SUELOE00 _ 289 o 9 41417,




APROXIMACE FUNKCI

Jednim ze zakladnich kol numerickych metod matematické analyzy je studium apro-
ximaci funkci. Pfi numerickém feSeni tloh matematické analyzy totiz Casto nahrazujeme
danou funkci f, vystupujici v feSené matematické tiloze, jinou funkci ¢, ktera v néjakém
vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se pfitom matematicky zpracovava ¢i mo-
deluje na pocitaci. Tuto funkci ¢ nazyvame aproximaci funkce f.

Poznamenejme zde, ze jsme jiz aproximaci funkce pouzivali u feSeni nelinearni rovnice.
Napftiklad u Newtonovy metody jsme danou funkci f z FeSené rovnice f(x) = 0 aproximo-
vali linearni funkei (te¢nou ke grafu funkce f); podobné tak tomu bylo u metody secen.

Poznamka: Jiz pouhy vypocet funkénich hodnot nékterych zakladnich funkei (sinz,
e”, Inz, ...) v poditadi ¢i na kalkuladce se provadi uzitim aproximace téchto funkci. Tyto
aproximace jsou ovSem zabudovany do vypocetniho systému a uzivatel si ¢asto ani neu-
védomuje, ze pise-li v programu napf. y=sin(x), nahrazuje vypocet hodnoty funkce sin x
vypoc¢tem hodnoty jistého polynomu.

Typickym prikladem uziti aproximace funkci jsou numerické metody pro vypocet urci-
tého integralu. Dalsi oblasti numerické matematiky zaloZzenou na uziti aproximaci je zpra-
covani vysledki méfeni. Hledame zde zpravidla jednoduchy analyticky vyraz vyjadiujici
pribliznou funkéni zavislost pro tabulkou zadané hodnoty.

P1i vybéru vhodné aproximace postupujeme tak, ze predem zvolime tvar aproximujici
funkce, ve které vystupuji néjaké proménné parametry, a hodnoty téchto parametri se pak
snazime urcit tak, aby ziskana aproximace vyhovovala nasim pozadavkim.

Zékladni otazkou ziistava, v jakém tvaru budeme hledat aproximaci ¢ funkce f. Jednou
z moznosti je aproximaci volit napi. ve tvaru polynomu () = aszx® + axx® + a12 + ay.
Obecné tedy nejprve uréime systém jednoduchych zakladnich (bazovych) funkci (ne

nutné polynomi) ¢, ©1, @2, - - ., P, a funkeci f aproximujeme linedrni kombinaci zakladnich
funkci, t;j.

o(x) = copo() + crp1(z) + ... + cppn(T). (1)
Otéazka vybéru aproximace se tedy prevede na urc¢eni hodnot parametri ¢q, cq, .. ., ¢, podle

néjakého kritéria vhodného pro konkrétni tlohu.

Poznamka: Velmi ¢asto budeme za zakladni funkce volit funkce 1, z, 22, ..., 2", tj.

aproximaci ¢ budeme hledat ve t¥idé polynomt nejvyse n-tého stupne.

Nyni se zamyslime nad kritérii, podle kterych budeme urcovat parametry z linearni
kombinace (1). Ty samoziejmé vyplyvaji z charakteru konkrétni tilohy a zhruba je mtzeme
rozdélit do tti skupin



Aproximace na okoli bodu - Pouzijeme, chceme-li aproximovat chovani funkce v ma-

lém okoli bodu. Piikladem muze byt napr. vycisleni hodnoty sin% na kalkulacce.

Interpolace - Pouzijeme, chceme-li tabulkou danymi body prolozit polynom, tj. pozadujeme-
li, aby aproximace presné prochazela zadanymi body.

Ls-aproximace - Pouzijeme, hledame-li funkéni zavislost mezi tabulkou danymi body
(ziskanych naptiklad méfenim), kde nutné nevyzadujeme, aby aproximace danymi
body prochéazela. Dtivodem miizou byt napt. chyby, se kterymi jsme hodnoty namérili.

Aproximace na okoli bodu

Nyni se budeme vénovat jednotlivym tlohdm. Za¢neme aproximaci na okoli bodu, t;.
mluvime o aproximaci Taylorovym polynomem.

Predpokladame, ze dana funkce f ma v daném bodé x( aspon n derivaci, a ze hodnoty
téchto derivaci v bodé zy zname. Podminky pro funkci, ktera co nejlépe napodobuje chovani
funkce f matematicky zapiSeme takto:

P (o) = fD(wo), §=0,1,....n,

tj. hodnoty derivaci funkci f a ¢ v bodé x( jsou stejné az do fadu n. Tuto podminku
samozzejmeé spliiuje Tayloriv polynom

/ " (n)
T.(z) = f(xg) + / (1:?0) (x —xo) + / ;BO) (x—x0)® +...+ fn('ﬁo)(x — )",
Pro chybu aproximace Taylorovym polynomem plati
o(a) = f(a) = Tu(w) = o0 T2 ¢ py(an)

(n+1)! 7

a umime-li odhadnout n + 1 derivaci funkce f na daném okoli bodu xy, mizeme provést
nasledujici odhad chyby aproximace.

Plati-li |f"*V(z)] < M V& € U(zy), potom |e(z)| < ————



Priklad: Stanovte Tayloruv polynom 4.stupné, ktery aproximuje funkci f(z) = sinx
v bodé zy = 0.
ResSeni:

2 3 4 .1'3

Ty(x) =sin0+ z.cos0 — %sinO— %cosO—i— %sino = T — 5

Vidime, Ze v Taylorové polynomu 4.stupné vypadly ¢leny s 2% a 2*, protoze obsahovaly
sin 0. TakZe v nasem piipadé plati, ze Ty(x) = T3(z).

f(z) =sinx

3
x
Odpovézme na otazku, pro jaké x lze psat sinz ~ x — 5 aby chyba nebyla vétsi nez 10767

Vyraz pro chybu ma tvar
5

e(x) = 5 (— cos)

Déle vime, ze plati

|cosé| <1
a proto
5 5
el < 2= 1
—— 5! 120
<10-6

tj. chceme, aby

—— <107% = |2°|<120107° = |2| <0.164375 (rad)
N————
9025/



Aproximace interpolacnim polynomem

Chceme-li aproximovat funkci, ktera je dana svymi hodnotami v n + 1 bodech x;,
i = 0,1,...,n (body z; nazyvame uzly interpolace), a pozadujeme-li, aby aproximace
prochazela zadanymi body, pouzijeme aproximaci interpola¢nim polynomem. Aproximace
nam potom poslouzi k ziskani pfiblizné hodnoty zadané funkce v libovolném bodé intervalu
(20, Tp)-

Mame-li zaddny hodnoty funkce f v n + 1 riiznych bodech, tzn. mame zadano n + 1
tzv. interpola¢nich podminek pro polynom ¢, je ziejmé, ze stupen hledaného polynomu
bude n (polynom n-tého stupné ma n + 1 koeficientt1). Lze ukézat, ze mezi vSemi poly-
nomy nejvyse n-tého stupné existuje pravé jeden, ktery je interpola¢nim polynomem pro
zadanou funkci. Pro urceni interpola¢niho polynomu existuje nékolik postupti, ale je tieba
si uvédomit, Ze pro zadanou funkci vSechny postupy urci stejny polynom. Ukazeme si dvé
moznosti uréeni interpola¢niho polynomu, tzv. Lagrangeuv a Newtonuv interpolac¢ni
polynom.



Lagrangeuv interpolac¢ni polynom

Oznacme si hledany polynom n-tého stupné L, (x). Vime, ze musi byt splnény interpo-
la¢ni podminky
Ln(l’l) :f(ﬂ?l), 220,1,,n

Lagrangetiv interpolac¢ni polynom hleddame ve tvaru
Lo(z) =Y f(w:) - li(w),
i=0
kde [;(z) jsou polynomy n-tého stupné takové, zZe plati

1, 1=y
li(xj):(sij: 0, i#j

(snadno se presvédcite, ze dosadite-li do pfedpisu pro L, (x) uzly interpolace, ziskate zadané
interpola¢ni podminky). Konkretizujme nyni diléi polynomy /;(z). Vime, Ze [;(x) ma kofeny
0, X1, Ti—1,Tit1, - - - Tn @ Nabyva hodnoty 1 v bodé x;. Mizeme jej tedy zapsat ve tvaru

li(z) = (x —zo)(x—21) ... (v —2im1) (T — Tig1) ... (x — Ty)
(i — o) (z; — 1) . (@i — wim1) (T — Tigr) -+ (T — T)

Na obréazku je ukazéan piiklad dil¢iho polynomu l3(x):

0 To T1 To I3 Ty T X




Priklad: Stanovte Lagrangeuv interpola¢ni polynom pro funkci f, kterd je dana ta-
bulkou a urcete pribliznou hodnotu f(2).

| i Jof1]2]
flz) || 1 0
Reseni:
Lo(z) = f(x0) - lo(x) + f(z1) - li(x) + f(22) - la(z)
kde . 5 .
(o) = (51 =) = 5@~ D=3
(z=0)(z-3) 1
W) = a—ga=g ~ ¥ 3
_(z=0)(z—-1) 1
L) = oo Tt Y
Dosadime

L@ =1 (e-nE-9)+2- (~he@-9) +0- (2at 1) =

5

= (2% — 42 + 3) — (2* — 32) —fo—l—gx—l—l

3,
Y
251
2,
15F
17
05r
T
0
-0.5r
_}l -0‘5 0 0‘5 i 115 é 2‘5 é 3‘5 1‘1 4‘5
L2(2) =9
2 ) —-8+10+3 5
o(2) =g g2 3 3



Newtonuv interpolacni polynom
Oznacme si hledany polynom n-tého stupné N, (z). Pro jeho odvozeni pouzijeme jinou
kontrukci. Polynom volime ve tvaru
Ny(z) = ag + ar1(x — xo) + as(z — x0)(x — 1) + ... + an(z — x0)(x — 21) ... (T — T1—1).
Opét pozadujeme splnéni interpola¢nich podminek

Nn(xl) :f(xl)7 7’:07177n

Vyhodou volby tohoto zdanlivé slozitého predpisu je fakt, ze pridame-li dalsi bod interpo-
lace [Zp41, f(2,11)], nemusime cely vipocet opakovat, ale staci dopocitat pirislusny koefici-
ent a,.1 (ostatni koeficienty a; zstévaji beze zmény). U Lagrangeova polynomu bychom
museli cely vypocet provést znovu.

Ukazme si co dostaneme dosazovanim interpola¢nich podminek do pfedpisu polynomu:
Ni(w0) = ao = f(x0)

Nn(ZEl) =ag + al(xl — ZE()) = f(1'1> = a; = W
Nn(ZEQ) = ag + (11(1’2 — ZL’()) + (12(.%2 — Io)(l’g — .Il) = f(l‘g) =

T2—x1+T1—T0

_ f(we) = f(wo) —an (22 —m)

=
? ($2 - xo)(ﬂh - 2171)
) — flwo) — TR (ay — ) — FEETE) 0y —g)
(22 — x0) (72 — 71)
f(z1)—f(z0) _
_ f(552) - f<x1> - ;l_xo . (552 131) _
($2 - xo)(@ - fl)
flx2)—f(z1)  f(z1)—f(zo0)
(IQ — T2—T1 T1—X0
To — X

Poznamka: Pocitat koeficienty a; pfimo ze soustavy neni praktické. Koeficienty bu-
deme pocitat pomoci tzv. pomérnych diferenci. Kostrukci Newtonova polynomu si uka-
zeme v nasledujicim prikladé.

Priklad: Stanovte Newtonuv interpola¢ni polynom pro funkci f, ktera je dana tabul-
kou:




ReSeni: Stupeii polynomu je n = 3 (jsou zadany 4 funkéni hodnoty). Cely postup
miuzeme piehledné zapsat do tabulky:

i | x| f(x) f(@s) = flzia) fl(xi) _fl(xi—l) fH<95z‘) —fﬂ(%—l)
Ty — Tj—1 T; — Ti_2 Ti— Xi_3
0zZN. fl(xz) 0zZN. fﬂ(xi) ozn. fHI(l'i>
00 1
2—-1
111 2 - =1
1-0
21-1| 2 2 -2 -0 0_1:1
~1-1 “1-0
3/3] 0 |—" =-= 2 _ 1 1 _ 9
3—(-1) 2 3—1 4 3—0 12

V tabulce jsou na diagonale postupné uvedeny koeficienty ag, a1, as a as Newtonova
interpola¢niho polynomu
Ni3(x) = ag + a1(z — xo) + az(x — xo)(x — 21) + az(z — zo)(x — x1)(x — 29).
Po dosazeni 5
Ny(z)=1+1(z—0)+1(z—0)(z—1) — —=(z—0)(z —1)(z+1)=... =

B LI N
= ——X2 X —X
12 12
°r Y
5,
4,
3 N3(z)
2r [ [
| |
| |
1r | |
| |
I I xXr
0 x‘g o I‘1 T3
_l,




Poznamka: Vsimnéme si, Ze v konstrukci interpola¢niho polynomu nezélezi na poradi
zadanych tabulkovych bodi.

Poznamka: V fadé pripadu potfebujeme kromé a; vypocitat hodnotu polynomu v da-
ném bodé a, tj.

No(a) = ag + ar(a — xg) + as(a — xo)(a —x1) + ... + ap(a — zo)( — 1) ... (0 — Tp1).
Pti vhodném uzévorkovani miZzeme vypocet zefektivnit (zmensime pocet operaci séitani a
nasobeni):

Ny(a) = ag + (o — z9)

a; + (o — $1)[CL2 + (v — x2)[ag + .. ]H

Tento postup muzeme samoziejmé pouzit jen tehdy, kdyz uz zname koeficienty a;.

Chceme-li vypoéitat pouze hodnotu polynomu N, («) v bodé « za co nejmensiho poctu
operaci a nepotfebujeme-li koeficienty a;, pouzijeme tzv. Nevilleiv algoritmus. Princip
je podobny jako v algoritmu pro urceni koeficientt Newtonova polynomu.

Nevilleav algoritmus:

1. Py = f(x:); 1=0,1,...,n

Pip1— P11
2. Py =P 1+ (a0 —x;)— —;
Ty — Ti—k

3. Ny(a) = P

Princip Nevilleova algoritmu je ukazan v nasledujicim ptikladu.



Priklad: Vypoctéte f(1,8), kde funkce f(z) je ddna tabulkou:

0

1

2

3 4

1,0000

0,36788

0,13534

0,04979

0,01832

Reseni: Uzly z; je vyhodné uspofadat podle rostouci vzdalenosti od bodu a, v némz
chceme stanovit pfibliznou hodnotu funce f(z). Podle rozdilu hodnot P;; a P;_; ;1 (i =
1,...,n) lze rozhodnout o predéasném ukonceni Nevillova algoritmu, popf. o vhodnosti

interpolace pomoci N, (z).

Nevillovo schéma:

Lo —m| [ | flz) |

0,2 | 2 ]0,13534

0,8 | 1| 036788 || 0,18185

12 | 3| 004979 | 0,24064 | 0,17009

1,8 | 0| 1,00000 | 0,42987 | 0,08926 | 0,16201
22 | 4| 0,01832 | 0,55824 | 0,27583 | 0,13901 | 0,16431
1.8

1.6
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Poznamky:

1) Interpolac¢ni polynomy vyssich fadu
neni vhodné wuzivat pro aproximaci
hodnot funkce mimo interval obsahujici
uzly interpolace (tzv. extrapolaci), pro-
toze absolutni hodnota polynomu na-
byva velkych hodnot.

2) Déle neni obecné vhodné interpo-
lovat polynomem funkci, ktera je dana
velkim poctem svych hodnot. Stupen
interpola¢niho polynomu by potom byl
velky a vlastnosti polynomu vysokého
stupné nejsou dobré nejen mimo in-
terval obsahujici uzly interpolace, ale
i uvnitf. Interpola¢ni polynom smérem
ke krajnim bodim intervalu mize vli-
vem nepresnosti ve vstupnich datech
vyrazné oscilovat, zejména pii pouziti
ekvidistantnich uzla.

3) Pouzijeme-li vhodné zvolené ne-
ekvidistantni uzly, mizeme tyto osci-
lace minimalizovat. (Vhodnou volbou
jsou uzly zvolené jako koieny tzv. Ce-
bysevovych polynom.)




4) Interpolace polynomem neni obecné
vhodna napt. pro funkce, které maji
asymptotu. Toto je jednim z divod,
proc zavadime tzv. interpolaci spline
funkcemi.




Interpolace spline funkcemi

Nejjednodussi spline funkei je tzv. linearni spline funkce; jde vlastné o lomenou ¢aru
spojujici zadané interpolované body.

Nejvice pouzivanou je tzv. kubicka spline interpolace vychazejici z myslenky, ze
danou funkci f mtzeme na (a,b) aproximovat funkcemi, které jsou po ¢astech polynomy
3.stupné. Poznamenejme zde, Ze ostatni volby stupné polynomu neptinasi lepsi vysledky a

vvvvvv

Interval (a,b) rozdélime na n dil¢ich intervalt
a=20< T <Tg<...<xp, =0
Funkci f aproximujeme funkci ¢, pro kterou plati:

a) € C*({a,b)) (funkce ¢ je spojitéd a mé spojité prvni i druhé derivace)

b) na kazdém intervalu (x;, z;11) je ¢ polynom 3. stupné

V nasledujicim prikladu jsou rozepsany podminky pro konstrukci kubické spline funkce.



Priklad :

Jednotlivé funkce ¢;(x) (na kazdém intervalu (x;, x;+1) jde o jinou funkci) maji tvar:
i 2 di 3
vi(x) = a; + bi(x — ;) + E(x — ;)" + g(x — ;)

Musi platit: (¢ € €*({a,b)) a podminky interpolace)

spojitost funkce ¢

}
2) zé’gg i gigi;; } spojitost 1. derivace funkce ¢
3) zgglg ; zggz;; } spojitost 2. derivace funkce ¢
wo(z0) = f(w0)
4) i;g;% i ;EZ; } interpolacni podminky
pa(x3) = f(xs)
Poznamka

Dostali jsme 10 podminek na funkeci ¢, ktera je vSak urcena 3 x 4 parametry
a;, b;, ¢, d; (tj. 12 podminek) = chybi jesté 2 podminky.



Je vhodné doplnit nékterou z nasledujicich dvojic podminek:

5) a) ¢'(a)=f(a), ()= f'(b) ... podminky tecen
b) ¢'(a) = ¢'(b), cp”(a) ¢"(b) ... podminky periodicity
c) ¢"(a)=0, $"(b)= . tzv. pfirozené podminky

Poznamka

Uvédomme si, ze

() = a;
¢@0:@
90"(%') =G

‘;0/”(551'_) _ di—la 4,0/”((Ei+) _ dz

Zaveér
Podminky 1) - 5) pfedstavuji soustavu linearnich algebraickych rovnic s fidkou
matici. Jejim vyfeSenim ur¢ime koeficienty a;, b;, ¢;, d; a tim i funkce ¢;, tj. ¢.



Diskrétni Ls-aproximace

Myslenka:

Chceme aproximovat funkci, kterd je dana tabulkou {(z;, f(z;))}. V pfipadé, kdy jsou
f(z;) zatizeny chybou (napf. vysledky méfeni), neni vhodné provadét interpolaci. Aproxi-
maci ¢ hledame ve tvaru

p(z) = copo(z) + crp1(x) + ... + cripn(@),
kde ¢; jsou zadané funkce a ¢; hledané parametry (pocet bazovych funkci ¢; je mensi

neZ pocet zadanych bodt, v pfipadé rovnosti se jiz jedné o interpolaci). Nagim cilem je
minimalizovat ,souhrnou odchylku® funkce ¢ od zadanych dat.

Tlustraéni obrazek:

Yy gpzco+cl.x+02.x2

Metodu diskrétni Lo-aproximace popiseme na nasledujicim prikladu.



Priklad
Je dana funkce f tabulkou

z; 0,5] 0,8] 0,9] 1,1] 1,2
F(z)|[2,2510,72]0,33 ] —0,27 | —0, 48

Tuto funkci chceme aproximovat linearni funkci metodou nejmensich ¢tverci.

Linearni funkce =c. 1 4. z
2 0- 1

Minimalizujeme funkci
5

T(Co,cl) = Z |f(37@) - 90(331‘)’2 = ; |f(iUz) — Cp — 1Ty 2

=1

Podminky minima

or >
W) o 3w~ exr =0
) 1 i1 2 rovnice pro neznamé cy, c;.
-

(2) Do —2 Z(f(xz') —cp—17;) =0

Konkrétné

(1) (2,25 — ¢y — 0,5¢1)0,5 4 (0,72 — co — 0,8¢1)0, 8+
(0,33 — o — 0,9¢1)0,9 + (0,27 — cg — 1, 1c)1, 1+
H(—0,48 — o —1,2¢1)1,1 =0

(2) (2, 25 — Co — 0, 501) + (0, 72 — Co — 0, 801)"’
+(0,33 — co — 0,9¢1) + (—0,27 — ¢o — 1, 1ey)+
(—0,48 — g — 1,2¢,) = 0

Po sec¢teni

(1) —4.35; — 4,5 = -L125) _  a=-39
(2) —4,5C1 - 500 = —2,55 C0:4,02

v =-3,92+4,02




p=-3,92 +4,02

Jiny pristup:
Zapisme interpolacni podminky
oz +co = fx;).

Jejich presné splnéni samoziejmé obecné nelze zarucit (pouze ve specidlnich pfipadech),
protoze ziskdme tzv. pfeurcenou soustavu (vice rovnic nez neznamych):

0,5 1 2,25
0,8 1 0,72
0,9 1 .[Cllz 0,33 & Qe=f
1,11 o —0,27
1,2 1 0,48

Y

Ziskanou preurcenou soustavu fesime ve smyslu nejmensich ¢tverci, tj.
TA,. _ AT
QQc=Q f

(jedna se o stejnou soustavu jako v prvnim pfistupu).



Poznamka

V ptipadé, ze nékteré hodnoty chceme eliminovat, naptiklad disledkem Spatného mé-
feni, nebo kdyz jsou hodnoty pro vétsi x; zatizeny vétsi chybou, je vhodné pouzit vahy, tj.
minimalizujeme

Poznamka

Otézkou jesté zlstava volba tvaru ¢(x).
Prvni moznosti je volit

n

volx) =1, @i(x) =2, po(x) =22 ..., pu(z)=2"

Opét je tieba urcit jesté stupetl polynomu (a to napf. ze znalosti chovani funkce f nebo
pomoci statistickych metod).
Ukazuje se, Ze takto volené ¢;(x) nejsou nejlepsi pro vypocty.

— Soustava normalnich rovnic je pro vétsi n Spatné podminéna.
Za bazové funkce ¢; je vhodné volit ortogonalni polynomy, pro které plati

e Li=g

Symbol (f, g) predstavuje skalarni souéin funkci, tj.
" b
> f(z:) g(x;) resp. /fg dz ve spojitém piipadé.
i=1 2
Priklady ortogonalnich polynomii:
Cebysevovy, Legendrovy, Laguerrovy, Gramovy ... viz literatura

— Soustava normalnich rovnic ma pro ortogonalni polynomy diagonalni matici.
(rozmyslet!)

Poznamka

Analogické tvahy jako v pripadé diskrétni Ls-aproximace pro funkci zadanou tabulkou
muzeme provést i pro funkci zadanou na celém intervalu (a, b). Ziskdme tzv. spojitou Ly-
aproximaci funkce. (Soucty pfejdou formalné na integraly pies dany interval.) Princip
vypoctu demostruje nasledujici priklad.



Spojita Lay-aproximace

Priklad
Stanovte spojitou Lo-aproximaci funkce f(z) = vz, € (0,1) linedrni funkei p(x) =

1T + ¢g.

Minimalizujeme funkci

1 1

r(co,c1) = / |f(z) — p(2)]? do = /(\/E — ¢y — c1w) da.

0 0
Podminky minima
1
or
(1) e = —2/(\/5—00 —cx)rdr =0
C1
5 0 2 rovnice pro neznamé cy, c;.
-

(2) acoz—Z/(\/E—co—clx)dx:O

0

2 x? 37!

(1) —2|:5$g—002—013:|0:0
2 291

(2) —2{31‘3 —cox—clxz]():O

2 1 1 1 1 2 4
(1) - — —Cyp— -C1 = 0 —Ccy + —=C1 = = 1 = —=
5 2 3 - 5} N 5)
2 1 2 4
(2) — — Cy— <C = 0 Co —+ —C1 = = Ch = -
3 2 2 3 15

4 4

p(r) = co+ —

5 15



12r
4 4

A @($)25$+T5

0.8

Poznamka

Obecné 1ze opét zavést vahovou funkci w = w(z) a minimalizovat



Fourierova analyza

Do této chvile jsme se zabyvali aproximacemi funkce pouze pomoci polynomii. V tivodu
jsme uvedli, ze za bazové funkce mtzeme volit libovolné funkce. Napriklad pro aproximaci
periodickych funkci neni vhodné pouzit polynomy (a to jak ve smyslu interpolace tak
ve smyslu Ls-aproximace). Pro aproximaci periodickych funkci je vhodné pouzit né&jaky
systém periodickych bazovych funkci, napf. systém tzv. trigonometrickych polynomn:

wo(z) =1
2k

por—1(x) = cos L k=1,2,
2k

Yok () = sin T k=1,2,...,

kde T predstavuje periodu zadané funkce (vzdalenost prvniho a posledniho uzlu v dis-
krétnim pfipadé, resp. délku zadaného intervalu ve spojitém piipadé). Pro jednoduchost
uvazujeme ekvidistantni uzly (v diskrétnim pfipadé). Pocet uvazovanych bazovych funkci
volime bud mensi nez je pocet zadanych bodu (ve smyslu Ls-aproximace), nebo roven
poctu zadanych bodi (ve smyslu interpolace).

Jednoduchym cvicenim je ukazat, ze systém trigonometrickych polynomi je ortogonalni
(jak v diskrétnim tak ve spojitém piipadé). Ovéite!

Ulohu najit koeficienty ¢; u bazovych funkei o; z vyjadieni

p(x) = copo(®) + c1o1(x) + .. + cnipn(2).

nazyvame v tomto pripadé Fourierovou analyzou.

Formalné pouze preznacime koeficienty ¢;, tj. u bazové funkce po(x) = 1 pouzijeme
koeficient Ay, u bazovych funkci por_1(x) = cos(2mkz)/T pouzijeme koeficienty Ay a u
bazovych funkei ¢or () = sin(27kz) /T pouzijeme koeficienty Bj.

Nésledujici jednoduchy priklad naznaci princip Fourierovy analyzy.

Priklad
Aproximujte 2m-periodickou funkci zadanou tabulkou za pouziti maximalniho poctu
bazovych funkei (tj. ve smyslu interpolace).

x; 0 |7/2|7|3m/2
Fa) 12 —4 0] 4

Reseni
Ze zadani je zfejmé, Ze perioda zadané funkce je 2w. Aproximujici trigonometricky
polynom budeme tedy volit ve tvaru

o(x) = Ag + Ay cosx + Bysinx + A, cos 2z.



Zapiseme interpolacni podminky

tj.
1 coszy sinzy cos2xg Ay f (o)
1 cosxz; sinz; cos2x; Ay || flx)
1 coszy sinxy cos 2o By | | flxe) |7
1 cosxzs sinzs cos2xs Asy f(z3)
£,
1 cosO sin 0 cos 0 Ay 12
1 cosw/2 sinm/2 cosm A || 4
1 cosm sinm  cos2m Bir| | 0 |
1 cos3m/2 sin3w/2 cos3m A, 4
tj.
1 1 0 177 4 12
10 1 —1]|A4 | |-4
1 -1 0 1 By | 0
1 0 —1 —1]| 4 4

Vytesenim soustavy ziskdme hledané koeficienty Ag = 3, A1 =6, By = —4, A, =3 a
tim i aproximujici trigonometricky polynom

o(x) =3+ 6cosz —4sinx + 3 cos 2z.
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Ulohu a feseni Fourierovy analjzy lze formulovat elegantné pouZitim komplexni pro-
ménné. Uvazujme pro jednoduchost lichy pocet bazovych funkei (N = 2L 4 1) a periodu
dané funkce 27. Potom mé aproximujici funkce tvar

L
p(z) = Ag+ > _(Agcoskz + By sinkz). (%)
k=1
Pro funkce sin x a cos x plati vztahy
eix + e—ix eix . e_ix 1

sing = ———— = ~3 i(e" —e )

cosx = -
2 ’ 21

a tedy

L1 . 4 1 4 .
.T) — AO + Z (2 Ak (ezkx 4 efzk:x) o 52‘31c (ezk:r . elkx)) —
k=1

Lo | ‘
= A+ Z (2 (Ak - ZBk) etk + 5 (Ak +1 Bk) G_ka) .
k=1

Oznacime-li

1 , 1 :
C():A07 Ckzi(Ak_ZBk)a C_k:§(Ak+ZBk)

dostaneme

Pro koeficienty dostaneme vynéasobenim (x) jednotlivymi bazovymi funkcemi, vyuzitim
jejich ortogonality a interpola¢nich podminek predpisy:

1N
o=y /@

2
Ay = ¥ > f(xy) coska;
=0
2 N-1
B =—= > f(x;) sinkz;
N = J J
1 = i
Cr = N jzo flzy) e ™

Poznamka

Vezmeme-li aproximujici polynom o mensim poctu bazovych funkci nez je pocet za-
danych bodi, jedna se o aproximaci ve smyslu metody nejmensich ¢tverci, tj. diskrétni
Lo-aproximaci. Potom obecné nemohou byt splnény interpola¢ni podminky pfesné (pouze
ve specialnich ptipadech).



Poznamka

Vypocet koeficientti (', predstavuje sc¢itani konecné fady. Uvazujeme-li pocet aproxi-
mujicich bazovych funkei N jako mocninu ¢isla 2 (tj. N = oM ), 1ze odvodit velmi rychly a
efektivni algoritmus pro vypocet koeficientt Cy. Tento algoritmus se potom nazyva rychla
Fourierova analyza. Podrobnéji viz literatura.



DERIVACE FUNKCE

Na tvod si pfipomenme definici derivace realné funkce jedné realné proménné.
Definice: Existuje-li pro danou funkci f : R — R vlastni (tj. koneéna) limita

1o fat ) = f(a)

h—0 h

ikame, ze funkce f(z) ma v bodé a derivaci. P¥islusnou limitu znac¢ime f'(a).

Poznamka: Geometricky vyznam derivace f'(a) (viz obrazek) je smérnice tecny kiivky
dané rovnici y = f(z) v bodé a (nebot te¢na v bodé a je limitni polohou se¢ny pro h — 0).
Fyzikalné znadi derivace funkce y = f(x), kde x je ¢as a y draha pohybu, limitu z primérné
rychlosti, tedy okamzitou rychlost v case a.

Poznamka: Pro danou funkci f(z) vyjadiuje derivace f’(zg) miru ,stoupani“, resp.
yklesani“ v bodé z .




Poznamka: Geometricky vyznam druhé derivace f”(zg) souvisi s mirou ,zak¥iveni
grafu funce f v bodé xy. Pro ilustraci si uvedme dva piiklady $patné vystavby pomyslné
silnice. V prvnim ptipadé ve vyznacenych bodech viibec neexistuje prvni derivace (derivace

%

se v téchto bodech méni skokové)

Ve druhém ptipadé je tvorena komunikace ¢astmi dvou kruznic o rtiznych polomeérech r
a R. Prvni derivace je v tomto pfipadé spojita i ve vyznacenych bodech (fikdme, Ze funkce
je ,hladka“), nevhodnost tohoto pfipadu je zpisobena skokem v hodnotach tzv. k¥ivosti,
ktera je v pfipadé kruznice konstantni a je rovna prevracené hodnoté poloméru (tj. 1/r a
1/R). Pro tplnost dodejme, ze vztah pro kfivost je dan vzorcem

B f//2
LR

kde f” je druh4 derivace funkce f.

Zpusoby odvozeni vzorcu pro vypocet derivace

1. Odvozeni pomoci interpola¢niho polynomu

Pro funkci f, ktera je zadana tabulkou, sestrojime interpola¢ni polynom a derivaci
funkce f v bodé a ztotoznime s derivaci tohoto interpola¢niho polynomu v bodé a.

Y




Poznamky:
— Stupen polynomu nemiize byt nizsi nez fad pocitané derivace.

— Pro jednoduchost hledame hodnotu derivace v uzlovém bodé a navic uvazujeme
ekvidistantni uzly s krokem h.

. Odvozeni pomoci Taylorova rozvoje

Pro dostateéné hladkou funkei f plati (pro h > 0):

2
Flao + 1) = f(ao) + hf (o) + 5 (61, & € (zo,m0+B)

h2
f(wo —h) = f(xo) — hf'(x0) + ?f”(fz); &> € (zo — h, 70)
Z prvni rovnice potom plyne vztah

flxo+h)— flzo) 1

(o) = ; ShP(E)
:DPf(x()vh)
Podobné ze druhé rovnice
zo) — flzg — h 1
f/(xO) _ f( 0) £< 0 ) + 5hf//(fQ)
=Dp f(xo,h)

Obdrzeli jsme dva zakladni dvoubodové vzorce Dpf(zo, h) a Dy f(xg, h), tzv. pra-
vou a levou pomeérnou diferenci.

Podobné odvodime dalsi vzorce pomoci Taylorova rozvoje vyssich radt. Plati:

2 3
F(wo-+B) = f(a0) + ' (z0) + 5 f"(20) + ' £(&). € € w0+ )

2 3
F(eo = B) = Flzo) = f (o) & - f"(20) ~ & 1"(€2), & € (20— o)

Po odecteni obdrzime:
3

Flro 1) = flzo — ) = 20f (o) + - (F(6) + 17(&)

Odtud vyjadiime prvni derivaci a ziskdme t¥ibodovy vzorec D¢ f(xg, h), tzv. cent-
ralni pomérnou diferenci
f(zo+h)— flzog—h h?

@t N TE =l 2 ) + @)

D¢ f(=xo,h) O(h2)

f(wo) =




Uvedené vzorce jsou pro vypocet prvni derivace f'(xg), pro vypocet druhé derivace
1" (z0) miizeme pouzit naptiklad vzorec, ktery dostaneme po secteni vztahii:

h? h? h?
f(zo+h) = f(zo) + hf'(xo) + ?f”(%) + Ef’”(iﬂo) + ﬂf(4)(51)a &1 € (o, w0+ h)

h? h3 ht
f(xo —h) = f(wo) — hf'(w) + Ef"(xo) - gf"'(xo) + ﬁfm(&% §a € (zo — h, )

h? ht
f(zo +h) + f(xo — h) = 2f(x0) + gf”(xo) + ﬂ(f(4)(§1) + (&)
Odtud vyjadfime druhou derivaci a ziskame t¥ibodovy vzorec pro druhou derivaci

f”(lfo) _ f(SCO + h) - 2f<l’0) + f(SUO - h) . Zjl(f(4)(€1) + f(4)(€2))

h2
O(h2)

Poznamka: Samoziejmé lze odvodit fadu dalSich vzorct, pficemz plati, Ze ¢im vice
bodti pouzijeme, tim bude fad chyby vyssi.

Priklad: Pomoci uvedenych tfi vzorct vypoctéte pribliznou hodnotu prvni derivace
funkce f(z) = €*(1 — z) v bodé xy = 1. Pouzijte krok h = 0, 1.

Reseni: (Nejprve si pro kontrolu analyticky zjistime piesnou hodnotu prvni derivace

funkce f bodé xg:
fl(x) =e"(1 —2) +e*(—=1) = —ze®, tj. f/(1)=—le! = —e~ —2,7182))
Nyni pouzijeme pravou, levou a centralni pomérnou diferenci:

1. Dpf(xo,h) = flao+h) = flwo) _ eM(1—-1,1)—el(1—1) _

h 0,1
_07 161’1 1.1 . . Ve v v
=—0571 — ¢ "~ —3,0041 tj. chyba je priblizné 0, 2858
) = flzo—h)  e1—1)—e®(1-0,9
s Dygeeny L) S0 h) _1D) - @1-09)
h 0,1
_0, 16079 0.9 . . v 4
=—01 — °© ¥ A —2,4596  tj. chyba je priblizné 0, 2586

3. Do f(zo,h) = f(zo + h)Q—hf(a:o —h) _eM(1-1, 1)0_260,9(1 ~0,9)

—0.1 1,1 —0.1 0,9 1,1 0,9
= O T 2 7318

0,2 2
tj. chyba je priblizné 0,0136

Vsimnéme si velikosti chyb v jednotlivych pripadech. Potvrzuje se fakt, ze chyba prvnich
dvou (dvoubodovych) vzorct je fadu h, tj. v fadu desetin a chyba posledniho (t¥ibodového)
vzorce je fadu h?, tj. v Fadu setin. O



Podminénost tillohy numerického derivovani

Uvazujme nyni napt. vzorec s pravou diferenci Dp f(xg, h), tj. plati

h) —
f/(xo) — f(l‘o + ]?L f(l'()) . ;hf//(g)
[ —
Dp f(wo,h) chyba metody

M
Chybu metody ozna¢me r;. Plati-li |f”(x)| < M pro x € (zg, o + h), potom |r;| < ?h.
Déle je tfeba uvazit chyby méreni, resp. zaokrouhlovaci chyby, které oznacime 7.
Oznacime-li

f(xo), flwg+h) ..., ptresné hodnoty
(o), [f(xo+h) ...... vstupni hodnoty
Potom pro 7, plati
_ flwo+h) = f(xo) J*(@o + h) — f*(20)
To = —
h h
presna hodnota vzorce vypoctena hodnota vzorce
A dale
| = f(xo+h) — f*(w0 + D) n f*(x0) — f(o) <
h h
< |f(xo +h) — f*(x0 + h)| 4 | f*(z0) — f(20)|
< 3 3 <
L E_ 2
~h h h

Vyuzili jsme zde odhady  |f*(zo+h) — f(zo+ )| <e a |f*(xo) — f(x0)] < e, kde ¢islo
€ muze predstavovat napt. strojovou presnost.

Pro celkovou chybu r potom plati

M
< ro| < —h+ —
[ <l +lrl < Sh+ 5

Ty ="
e Uloha numerického derivovani
je Spatné podminéna !
(pro zmensujici se h roste chyba)

e Lze najit optimalni krok hopt




Poznamka: Na zakladé Spatné podminénosti se zdé, Ze nebude mozné pri vypoctu
derivace dosdhnout libovolné presnosti. Zvyseni presnosti ale miizeme dosdhnout

1) pouzitim vzorce s chybou vyssiho fadu

2) pouzitim tzv. Richardsonovy extrapolace

Vénujme nyni pozornost Richardsonové extrapolaci. Je tfeba zdlraznit, Ze se jedna
o obecny princip, ktery se nepouziva jen u numerického vypoc¢tu derivace. Myslenka
vychazi z toho, ze na zakladé znalosti vyrazu pro rozvoj chyby vyuzijeme dvou pribliz-
nych vysledk k ziskani tietiho, ktery bude presnéjsi. Tento proces eliminace chyb budeme
demonstrovat napr. na pomérné centralni diferenci

o+ h)— flxzg—h h?
f'(xo, h) = flzo >2hf( - ) - Efm(ﬁl); 1 € (zo — h, w0 + h). (1)
Dc f(zo,h)
Podobny vztah musi platit i v piipadé, ze pouzijeme misto kroku h krok 2h, tj.
xo + 2h) — f(xzg — 2h 2h)?
(o, 2m) = T @0 =) OV ey g (g — 2,0+ 20). (2

D¢ f(xo,2h)

Pro jednoduchost pfedpokladame, ze hodnoty f”(&1) a f"(&) jsou si rovny. Vhodnou
kombinaci (1) a (2) dosahneme eliminace chyby fadu h?, tj. od ¢tyfnisobku rovnice (1)
ode¢teme rovnici (2) a vysledek délime tfemi (4-1). Dostaneme piesnéjsi aproximaci deri-
vace funkce f v bodé xy:

4w h) — fla2h) 4

f(ao) = - = S0 (o,h) = 5o, 2 ®)

Poznamka: V nizvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, Ze nova
hodnota derivace je linearni kombinaci dvou hodnot, ovSem nelezi mezi témito hodnotami
(kdyby tomu tak bylo, mluvili bychom o interpolaci).

Poznamka: Algoritmus Richardsonovy extrapolace lze samoziejmé pouzit opakované
pro eliminaci chyb vyssich radd. Tato metoda je potom velmi efektivni.

Priklad: PouZijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro vypocet derivace funkce
f(z) =Inx v bodé xy = 3 pomoci centralni pomérné diference s kroky h = 0,8; 0,4; 0,2 a
0,1.

ReSeni: D4 se ukdzat (viz. odvozeni), e pro dosteteéné hladkou funkci f plati tento
vztah
f(xo+h) — f(xo — h)
2h
Dc f(zo,h)

kde ¢isla ¢y, c9, c3 predstavuji kontanty obsahujici prislusné derivace.

+ ah? + eoh* +eshb + ..
rozvoj chyby

f(wo) =




Pro prehlednost budeme vysledky zapisovat do tabulky:

h | f'(xo,h) | po 1. korekei - vztah (3) po 2. korekci - vztah (4)

0,81 0,341589

0,4 | 0,335329 go, 335329 — ?1)0, 341589 =

= 0,333242
4 1 16 1
0,2 0,333828 3 0,333828 — 3 0,335329 = R 0,333327 — 5 0,333242 =
=0,333327 =0,333332

4 1 1 1
0,11 0,333456 3 0, 333456 — 3 0,333828 = 1? 0,333332 — R 0,333327 =
=0,333332 =0,333332

Ve vipocétu jsme pouzili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby fadu h?, ale dale také
2. korekci, ktera eliminovala chybu fadu h*. Vztah (4) pro 2. korekci jsme dostali podobné
jako vztah (3), tj.

f'(xo, ) = Do f (2o, h) + ch* /-2
f'(x0,2h) = Do f(w0,2h) + c2(2R)* /- (=1)

4 ¢ o
ooy w LT TG0 0 iy L (e, om) @

V tabulce chybi sloupec pro 3. korekci. Dtivod je ten, Ze se hodnoty, ze kterych by se
extrapolovala nova hodnota, rovnaji (dostali bychom to samé ¢islo). Vyraz pro 3. korekci
bychom opét odvodili podobné jako vztah (4), pouze misto 4 mocniny by se v ném objevila
6 mocnina.

Hodnota hledané derivace funkce f(z) = Inxz v bodé 2y = 3 je 0,333332. Pro tplnost
dodejme, Ze pfesna hodnota derivace je f'(x) = —, tj. f'(3) = =.

—
T 3 0



URCITY INTEGRAL FUNKCE

Formulace: Nasim cilem je urcit pfibliznou hodnotu urcitého integralu

15)= [ fyr.

kde predpokldadame, Ze funkce f je na intervalu (a,b) integrovatelna.

Poznamka: Geometricky vyznam integralu I(f) (viz obrazek) je obsah plochy mezi
grafem funkce f a osou x na intervalu (a, b).

y = f()

a b T

Numerické metody vypoctu integralu uzivime zejména tehdy, kdyz I(f) neni mozno
spocitat analyticky (velmi ¢asty ptfipad) nebo je sice analytické FeSeni mozné, ale je velmi
pracné. V pripadé ze mame zadanu funkci f tabulkou, neni ani jiny pfistup mozny.

Priklad: Chceme-li urcit obsah plohy mezi grafy funkci f a g, uzijeme urcity integral.

Y

Pro obsah potom plati




Prirozeny princip numerickych metod pro vypocet integralu vychézi z aproximace
funkce. Danou funkci f nahradime jeji vhodnou aproximaci ¢ a jako aproximaci integralu
I(f) prohlasime hodnotu integralu I(p), tj.

Poznamka: Narozdil od vypoctu derivace je vypocet integralu stabilni, protoze je-li
¢ dobrou aproximaci funkce f na intervalu (a, b), je integral I(y) dobrou aproximaci I(f).

S/ablf(w)—w(w)! dr < (b—a) sup [f(x) —e(z)|.

z€{a,b)

/abf(:c)dx—/abgo(:c)dx

b
Princip vétsiny metod na vypocet urcitého integralu / f(z) dx je zalozen na tom, ze

a
interval (a, b) rozdélime na N podintervald (xy, zx41) tak, Ze
Q=T < T < T2 < ...... <IN_1<ZEN:b.

Na téchto podintervalech nahradime funkci f polynomem a integrujeme tento polynom.
Vzorce pro vypocet integralu (tzv. kvadraturni vzorce) na intervalech (zy, xx11) budeme
nazyvat zakladni a vzorec pro vypocet hodnoty integralu pies cely interval (a,b) budeme
nazyvat slozeny (slozeny kvadraturni vzorec je dan souctem zékladnich kvadraturnich
vzorci).

Pro jednoduchost budeme piedpokladat, Ze jsou vSechny podintervaly (x, xr.1) stejné

velké, tj. mame tzv. ekvidistantni uzly, které miazeme vyjadrit jako zp = x¢ + kh, kde
b—a

k=0,1,....N—1 a h= .
N

Uvedme si nyni t¥i nejjednodussi zékladni kvadraturni vzorce, které patii mezi tzv.
Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorce.

1) Obdélnikové pravidlo (funkci f nahrazujeme konstantni funkei @)

50 Yy f

4+

/:Hl f(z)dz 3

Q

k ¥

~ h-f(x + ﬁ)

RZ(f7 h)




2) Lichobéznikové pravidlo (funkci f nahrazujeme linearni funkei ¢)

50 Yy f

4t

Th+41
[ @ de = o
T (%2
P
)

Lf () + f(wrg1)] = T2(f, h)

/$k+2 f(x) dx ~ Jl

[f (zr) +4f (Tri1) + f(wry2)] = Sz(f, h)

~
~

wl s

Priklad k procvi¢eni: Odvodte zékladni vzorec pro Simpsonovo pravidlo.

Poznamka: Zakladni vzorce v pfedchozim textu jsme odvodili na zakladé geometrické
interpretace. V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit soucasné i vztahy pro chyby téchto
vzorcl, museli bychom pouzit k odvozeni Taylortv rozvoj. Ziskali bychom tyto vztahy:

Th+1 3
[ e = Ror ) + 5 0

k

[ payde =To(51) - 35766)

k

[ payde = Su(7,0) — 20 E)

k



Priklad: Pomoci vyse uvedenych Newtonovych-Cotesovych vzorct vypoctéte integral

1.2
/ e* dx.
1

ReSeni: (Piesné feseni je [e”]}? = e'? — ¢! = 0,601835.)

Rz(e®; 0,2) = 0,2e"! = 0,600833 chyba: 0,001002
0,2

Ty(e%; 0,2) = ’7(61’0 + eb?) = 0,603839 chyba: 0,002003
0,1

Sz(e*;0,1) = —~=(e + 4e"! +e'?) = 0,601835 chyba: 0,000000

3
a

Poznamka: Vsimnéme si chyb. U obdélnikového pravidla vysla chyba mensi nez u
lichobéznikového, prestoze u lichobéznikového pravidla jsme funkci f aproximovali ,lepsi“
funkei ¢ (linedrni). Chyba u Simpsonova pravidla vysla mensi nez u ostatnich. Tyto vy-
sledky potvrzuji vztahy pro chyby jednotlivych vzorctt na minulé strané. Fakt, Zze obdélni-
kové pravidlo je presnéjsi nez lichobéznikové mizeme demonstrovat na obrazku:

Y

Chceme-li ziskat slozené kvadraturni vzorce, je tieba secist zakladni kvadraturni vzorce.
Pro uvedené zakladni Newtonovy-Cotesovy dostaneme tyto slozené kvadraturni vzorce:

N-1 h
RUFB) = b Y flon+ )
k=0

T(FR) = 5 f) +27m) +2f(m) + o+ 2f(an ) + fle)] =

1 1
= h- Ef(l‘()) + Z flar) + §f(mN)

k=1
[f (o) +4f (1) + 2f (z2) + 4f (23)+
oL+ 2f(.’EN_2) + 4f<£L'N_1) + f(.’ﬂN)]

SUB) = g
_I_



Pro chyby slozenych vzorcti potom plati:

2

I = RUB)+(b—a)

ﬂf//(f)

2

I = T() (- a) s f(6)

I = S() (b a)1es OV

Pro zpfesnovani vysledkti nam, stejné jako u numerického vypoctu derivace, poslouzi
Richardsonova extrapolace. Nékdy se tato metoda také nazyva Rungeova metoda nebo
metoda polovi¢niho kroku. Ukazme si nyni jesté jednou, jak se vztah pro zpfesnéni odvodi:

b—a

Piedpokladejme, Ze vyraz pro chybu ma tvar  e(f) = h*M, h=
Ptesna hodnota integralu je potom
I =K(h)+h"M (5)

. . . h
Integral vypocteme stejnym vzorcem, ale s krokem 5

h h\" . g2k
I_K<2>+<2>M1 = W= (6)

ozn. €

Dostaneme

Dosadime-li 2* do (5), ziskame

g2k M
M,y

I=K(h)+

Predpokladédme-li, Ze se hodnota derivace ve vyrazu e(f) pro chybu pfili§ neméni

M
(tj. M ~ M), potom T 1 a pro (5') a (6) musi platit
1

h
K<2> +e~ K(h) + 2k

st o (3) o)

a presnéjsi hodnota integralu je potom

k() o) o]

Odtud plyne odhad chyby e



5
Priklad: Pomoci lichobéznikového pravidla vypoctéte / In z dx. Ke zpfesnéni pouzijte
1

Richardsonovu extrapolaci.
Reseni: Pro rozvoj chyby lichobé&znikového pravidla plati

I =T(f,h)+ aih*® + axh* +ash®+ ...
—— ~——
tab. k=2 tab. k=4

Vysledky opét zapiseme do tabulky

h|T(f h) 1. zpfesnéni (k = 2) | 2. zpfesnéni (k = 4)

4
5(In1+1n5) =3,2188

3,8066 — 3, 2188

2
5(1n1+2ln3+1n5:

2 3
= 3, 8066 +3,8066 = 4, 0025
1 3,9827 — 3. 8066 4,0414 — 4,0025
) §(ln1—|—21n2+21n3+ 7 3 ’ + B +

+2In4 +1nb) = 3,9827 | +3,9827 =4,0414 +4,0414 = 4,04399

Pro kontrolu uvedme pfesnou hodnotu integralu:

5 u=lnz v =1 5
mede=| , 1 :[xlnx]‘;’—/d:}::51n5—4i4,04719
1 == wv=uz 1 =
s

Poznamka: Newtonovy-Cotesovy vzorce pouzivaji (m + 1) ekvidistantnich uzli a in-
tegruji presné polynomy az do m-tého stupné (mame na mysli zékladni vzorce na intervalu
(g, Trrm)). Pro zvySeni presnosti by se mohlo zdat vyhodné pouzit vice uzli a funkeci
f aproximovat polynomem vyssiho fadu. Ze zkusSenosti z aproximace funkce polynomem
ovSem vime, ze limitni pfipad polynomu stupné m — oo nemusi odpovidat ptvodni funkci
(fikdme, ze Newton-Cotesovy vzorce nejsou konvergentni).



Dalsi skupinou metod pro vypocet hodnoty urcitého integralu jsou tzv. Gaussovy
kvadraturni vzorce. Jejich princip spociva v tom, Ze se snazime, aby kvadraturni vzorec
integroval pfesné polynomy co mozna nejvyssiho fadu. Obecné kvadraturni vzorec budeme
uvazovat ve tvaru

K(f)= Zwif(xi)a

kde w; jsou tzv.vdhy a x; jsou uzly.

Uvazujeme-li, Ze na zdkladnim intervalu mame m + 1 bodi, d& se ukazat, ze nejvyssi
mozny stupen polynomu, ktery se pomoci kvadraturniho vzorce integruje presné, je 2m+ 1
(tomuto ¢islu fikame algebraicky Fad presnosti). U Newtonovych-Cotesovych vzorci byl
stupen m. Cenou za vys$i pfesnost budou ovSem neekvidistantni uzly. V nasledujicim
prikladé je ukazan postup pro nalezeni nejjednodussiho Gaussova kvadraturniho vzorce.

Piiklad: Urcete Gaussuv kvadraturni vzorec pro m = 0 (tj. v intervalu uvazujeme
pouze jeden uzel) a pro interval (—1,1).

Reseni: Pro m = 0 m4 hledany kvatraturni vzorec tvar K (f) = wof(zo), kde vystu-
puji 2 neznamé wy a zy. Vime, Ze vzorec musi pfesn€ integrovat:

1) konstantu
b

! o —
/bdxz?bp:'w0~f(x0) = w=2.
-1

2) linearni funkci

1 x? ! a a o =l
/ (az+b) dx = [a2 + bx} =575 +2b "2 wo-f(zo) = 2b=2(aze+b) = x9 = 0.
-1 -1 ——
=0
’ y
25 f
Nejjednodussi Gaussuv 2f /
kvadraturni vzorec je: 15}
! ]' " il
K(f) = [ f@)de=2£0)+3f"€) o
-1 N—— r

chyba -1 0 1

-15 -1 -05 0 0.5 1 15



Poznamka: Dalsi Gausstv kvadraturni vzorec (pro m = 1) vypada takto:

k) = [ s@ae=7 (<) +1(5)+ 350

chyba
Geometricky si jej lze predstavit takto:

° Yy
25¢ f

2t

151

1t

0.5

Poznamka: Koeficienty a uzly vzorcu vyssich fada jsou uvedeny v tabulkach. Opét
lze pouzivat slozené vzorce.

1
Poznamka: To, Ze jsme vyjadfili / f(z) dx neubira nic na obecnosti, miZeme totiz
-1

libovolny interval (a, b) transformovat na (—1,1) a pouzit odvozené vztahy.



PRIKLADY K ZAMYSLEN{
7 NUMERICKE MATEMATIKY

1. Uvedte piiklad nelinedrni rovnice a intervalu (a, b), na kterém rovnici fesite, tak, aby

(a) metoda bisekce nalezla FeSeni této rovnice na (a,b) pro zastavovaci podminku
s € = 0.01 po vice nez 10-ti krocich, zatimco metoda requla falsi nejvyse do 5-ti
krokt.

(b) metoda regula falsi nalezla feSeni této rovnice na (a, b) pro zastavovaci podminku
s € = 0.01 po vice nez 10-ti krocich, zatimco metoda bisekce nejvyse do 5-ti
krok.

2. Uvedte pfiklad nelinedrni rovnice, intervalu (a, b), na kterém rovnici fesite, pocatecni
iterace x¢ a dvou ruznych predpisti x = ¢(x) tak, aby metoda prosté iterace pro prvni
predpis nekonvergovala k presnému feseni, zatimco pro druhy predpis ano.

3. Uvedte piiklad nelinedrni rovnice, intervalu (a, b), na kterém rovnici fesite, pocatecni
iterace xo a predpisu = = ¢(x) tak, aby metoda prosté iterace sice konvergovala k
presnému feseni, ale velmi pomalu, tj. aby napi. pro zastavovaci podminku s ¢ = 0.01
nalezla pfiblizné feSeni, které se od presného feSeni lii vice nez o 0.1 (= 10¢).

4. Uvedte ptiklad nelinedrni rovnice f(z) = 0 a pocéateéni aproximace z, tak, aby
priblizné feseni této rovnice nalezené Newtonovou metodou pii pouziti zastavovaci
podminky ve tvaru |f(x;)| < e bylo zatiZeno chybou nejméné 10e a
aby priblizné feseni této rovnice nalezené Newtonovou metodou pti pouziti zastavovaci
podminky ve tvaru |z — x,_1| < € bylo zatiZeno chybou nejvyse €/10.

5. Uvedte priklad nelinearni rovnice f(z) = 0 a pocateéni aproximace zo tak, aby
priblizné feseni této rovnice nalezené Newtonovou metodou pti pouziti zastavovaci
podminky ve tvaru |f(z)| < € bylo zatizeno chybou nejvyse €/10 a
aby priblizné feseni této rovnice nalezené Newtonovou metodou pti pouziti zastavovaci
podminky ve tvaru |z — xx_1| < & bylo zatiZeno chybou nejméné 10e.

6. Pomoci metody prosté iterace najdéte vsechna feseni soustavy nelineadrnich rovnic

22+ 4y? — 4 =0
-y —4r+2y—3 = 0

7. Uvedte piiklad soustavy 4 linedrnich algebraickych rovnic pro 4 nezndmé Ax = b
tak, aby tato soustava méla jediné feseni a aby algoritmus Gaussovy elimina¢ni me-
tody nebyl pro tuto soustavu realizovatelny. Reseni uréete pomoci Gaussovy elimi-
na¢ni metody se sloupcovou pivotaci.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Najdéte matici A fadu 4 a vektor b typu 4|1 tak, aby pfi FeSeni soustavy rovnic
Ax=Db

Jacobiova metoda konvergovala, zatimco Gauss-Seidelova metoda divergovala.

Najdéte matici A fadu 4 a vektor b typu 4|1 tak, aby pfi FeSeni soustavy rovnic
Ax=Db

Jacobiova metoda divergovala, zatimco Gauss-Seidelova metoda konvergovala.

Najdéte matici A fadu 2, vektor b typu 2|1 a dvé rtizné pocatecni volby x§°) a X&?)

tak, aby pfi feseni soustavy rovnic

Ax=Db

s . Ty . (0 , U IR
metoda nejvétsitho spadu pii pocatecni volbé xg) dosédhla presného feseni béhem

1. iterace zatimco pii pocatecni volbé Xg)) byla norma chyby 10-té iterace vétsi nez 0.1,
C o (10) - S SV
tj. ||x;; ~ — X|| > 0.1, kde X je pfesné FeSeni.

Uvedte ptiklad ¢tvercové regularni matice, pro kterou nelze urc¢it vlastni ¢isla pomoci
LR-transformace.

Uvedte piiklad ¢tvercové regularni matice, pro kterou nelze urcit vlastni ¢isla pomoci
QR-transformace.

Uvedte piiklad ¢tvercové matice A, pro kterou mocninnd metoda s pocatecni aproxi-
maci y@ = [1,1,...,1]7 nevypocte dominantni vlastni ¢slo matice A. Dominantni
vlastni ¢islo matice vypoctéte pomoci jiné volby pocateéni aproximace y(©@.

Uvedte priklad symetrické ¢tvercové matice A, pro kterou metoda Rayleighova podilu
s pocateéni aproximaci y(© = [1,0,0...,0]” nevypocte dominantni vlastni ¢islo
matice A. Dominantni vlastni ¢islo matice vypoctéte pomoci jiné volby pocatecni
aproximace y®.

Uvedte ptiklad funkce f(x), bodu xy a okoli tohoto bodu U(xy) tak, aby Tayloriv
polynom 5.stupné T5(x) byl pfesné roven funkci f na okoli U(xy), zatimco Tayloriv
polynom 4.stupné Ty(z) byl rizny od f(z) pro Vo € U(xy) — zo.

Uvedte priklad funkce f zadané tabulkou o 5-ti bodech tak, aby interpolacni polynom
byl tfetiho stupné a po vynechani libovolného jednoho bodu z tabulky se interpolac¢ni
polynom nezmeénil.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Uvedte priklad funkce f zadané tabulkou o 5-ti bodech a bodu «, ve kterém chceme
urcit pribliznou hodnotu funkce f pomoci Nevilleova algoritmu tak, aby se vypocet
mohl ukoncit dfive nez po 5-ti krocich se zadanou toleranci € = 0,001 pro rozdil dvou
po sobé jdoucich aproximaci f(«).

Uvedte ptiklad funkce f zadané tabulkou o 4-ti bodech, pro kterou kubicky spline s
prirozenymi podminkami totozny s interpola¢nim polynomem.

Uvedte ptiklad funkce f zadané tabulkou o 5-ti bodech, pro kterou se diskrétni Lo-
aproximace linearni funkci nezméni pfi vypusténi jednoho konkrétniho bodu z ta-
bulky, zatimco pii vypusténi libovolného jiného bodu se zméni.

Uvedte piiklad funkce f zadané tabulkou o 4-ti bodech, pro kterou je diskrétni Lo-
aproximace kvadratickou funkci pouze linearni funkce.

Uvedte piiklad funkce f zadané tabulkou o 5-ti bodech, pro kterou da Fourierova ana-
lyza s uzitim prvnich étyf bazovych trigonometrickych polynomu (ve smyslu diskrétni
Ls-aproximace) vysledek, u kterého jsou soucasné splnény interpolacni podminky.

Odvodte vzorec centrdlni pomérné diference D¢ f (9, h) pro priblizny vypocet deri-
vace funkce f v bodé xy pomoci interpola¢niho polynomu. (Interpola¢ni polynom je
dan hodnotami v uzlech zg — h, xy a zo + h.)

Uvedte piiklad hladké funkce f, bodu xg a kroku h tak, aby pfibliznd hodnota de-
rivace f'(zg) vypo¢tena pomoci centrdlni pomeérné diference byla horsi nez pfiblizna
hodnota derivace vypoctend pomoci prave pomerné diference. Jaky vysledek dosta-
neme pouzitim levé pomérné diference (a proc¢) 7

Odvodte zdkladni vzorec Sipsonova pravidla pro priblizny vypocet integralu funkce
f pres interval (xg, Ty 2).

Uvedte ptiklad funkce f a intervalu (a,b) tak, aby pfiblizna hodnota integralu

/abf(ac) dx

vypoctena pomoci obdélnikového pravidla byla lepsi nez pribliznad hodnota integralu
vypoctena pomoci lichobéznikového a dokonce i Simpsonova pravidla. Pro jednodu-
chost pouzijte zakladni vzorce.

Uvedte piiklad funkce f a intervalu (a,b) tak, aby pfiblizné hodnota integralu

/abf(a:) dx

vypoctena pomoci Gaussova kvadraturniho vzorce se dvéma uzly byla lepsi nez pri-
blizna hodnota integralu vypoctena pomoci Gaussova kvadraturniho vzorce se tremi
uzly. Pro jednoduchost pouzijte zakladni vzorce.



27. Uvedte pfiklad pocatecni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici 1. fadu (s nenu-

28.

29.

lovym fesenim), pro kterou bude Eulerova metoda totozné s metodou Taylorova typu
2. radu.

Uvedte pifiklad pocatecni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici 1. fadu (s nenu-
lovym FeSenim), pro kterou bude metoda Taylorova typu 2. Fddu totoznéd s metodou
Taylorova typu 3. rddu, ale rizna od Eulerovy metody.

Uvedte piiklad pocatecni tlohy pro obyéejnou diferencidlni rovnici 1. fadu (s nenu-
lovym feSenim), pro kterou bude modifikovand Fulerova metoda totozna s Heunovou
metodou, ale rizna od Fulerovy metody.



SEMINAR NUMERICKYCH METOD PRO UCITELE DEMO-TEST

Piiklad 1. Na intervalu (0;3,5) urcete vSechna feSeni nelinearni rovnice
@) ¢ gin(e®) = 0.

Uvedte jakou numerickou metodu a zastavovaci podminku jste pouZili. Pro jedno z feSeni
vypiste posloupnost pfibliznych feseni, které jste ziskali. Vykreslete obrazek s grafem funkce
na daném intervalu.

5 b.]

Priklad 2. Pouzijte mocninnou metodu pro uré¢eni dominantntho vlastniho ¢isla matice

40 10 20 5
40 30 —20 10
20 10 —-30 20
—-50 20 40 20

A_:

Jaky jste pouzili poc¢atecni vektor? Uvedte, kolik iteraci musite provést pro Vasi volbu

pocatec¢niho vektoru, pokud chcete vypocet ukoncit podminkou |)\§k+l) — )\gk)| < 0,01.

Vypiste posledni 4 iterace a ovéite, zda vysledek odpovida dominantnimu vlastnimu c¢islu.
[5 b.]

Priklad 3. Je dana funkce f(z) = (z*> + 2z + 3) - Inz.
a) Urcete interpolaéni polynom prochazejici body [z;, f(z;)], kde x; =1,2,...,8.
b) Urlete polynom stupné nejvyse 3, ktery je nejlepsi Lo-aproximaci funkce f zadané
v bodech z; =1,2,...,8.
c¢) Urcete polynom stupné nejvyse 4, ktery je nejlepsi spojitou Le-aproximaci

funkce f zadané na intervalu (1;8).

5 b.]

Piiklad 4. Pomoci opakované Richardsonovy extrapolace aplikované na vzorec centralni pomérné di-
ference urcete pribliznou hodnotu derivace funkce
f(x)=In(—2*+32z—1) vboduzy=1 skroky h=

s a

DN | —
A~ =
ool

Jaky je vysledek po 2. korekci? Jaka je chyba ptiblizného vysledku?
[5 b.]

Piiklad 5. Pomoci slozenych a) Simpsonova a b) 3-bodového Gaussova kvadraturniho vzorce urcete
pribliZznou hodnotu urc¢itého integralu

2
T
sin — dzx .
x
0.2

Interval, ptes ktery se integruje, rozdélte na 8 podintervalii a vypiste chyby obou ziskanych
vysledki. Nakreslete graf integrované funkce na intervalu, ptes ktery se integruje.

5 b.]



Informace ke zpracovani testu:

1. Veskery postup a vysledky ulozte do souboru pojmenovaném podle Vaseho piijmeni.

2. Soubor prevedte do forméatu PDF a odeslete v daném ¢asovém limitu na adresu danek@kma.zcu.cz.



MATLAB ZAKLADNI INFORMACE

Zaciname (help general)

help napoveéda, pro konkrétni fci help sin
doc dokumentace, pro konkrétni fci doc sin
lookfor vyhledani funkce (lookfor cosine)

clc vymazani Command Window
Proménné

MATLARB rozlisuje velikost znaku. Nazev proménné musi zacinat
pismenem. Zakladni promeénnou je dvourozmeérné pole redlnych
cisel (64 bitu).

Skaldr je pole 1 x 1.

Radkovy vektor délky n je pole 1 X n.

Sloupcovy vektor délky m je pole m x 1.

Matice s m tadky a n sloupci je pole m x n.

Retézec obsahuje text. (help strfun)

clear a smazani proménné a

clear smazani véech proménnych

Preddefinované konstanty

ans vysledek predchoziho vypoctu

eps tzv. strojova presnost

Inf nekonecno, napr. 1/0 = Inf

NaN nedefinovany vyraz, napi. 0/0 = NaN
pi hodnota 7 (3.1415...)

1i, 1j komplexni jednotka

Vytvoreni matice/vektoru

Prvky na radku jsou oddéleny mezerou nebo carkou, stiednik
ukoncuje radek.

v=1[12345] radkovy vektor
w = [56; 2; 3; 4] sloupcovy vektor
A =11,2,3; 4,5,6; 7,8,9] matice
Nebo téz takto
A =1T11,2,3

4,5,6

7,8,9]

length  délka vektoru nebo nejvetsi rozmér pole
size rozméry pole, [m,n] = size(A)



Vytvoreni specidlnich matic/vektoru
(help elmat)

linspace(a,b,N) pravidelné déleni intervalu [a, b] obsahujici
N bodu (vcetné a,b)

i:j:k aritmeticka posloupnost, prvni prvek ¢, diference
7, horni mez k (resp. dolni mez pro zaporné j)

ik aritmeticka posloupnost s diferenci 1

zeros (m,n) pole nul m x n

zeros(n) pole nul n x n

ones (m,n) pole jednicek m xn

ones (n) pole jednicek n x n

eye(m,n) pole nul m x n s jednickami na diagonale

eye(n) jednotkova matice n x n

rand (m,n) pole m x n nahodnych ¢isel

rand (n) pole n x n nahodnych ¢isel

Indexovani proménnych

Cislovani zacina od jednicky!

v(1) prvoi prvek vektoru v

v(end) posledni prvek vektoru v

v(2:3:9) druhy, paty a osmy prvek vektoru v

A(2,3) prvek matice 4 ve druhém radku, tretim sloupci
A(:,3) tieti sloupec matice A

AC1,:) prvni fadek matice A

A(1:2:end,:) matice obsahujici liché radky matice 4
A(1:2,2:4)  podmatice A obsahujici 1.—2. fadek, 2.—4. sloupec
A(1,end) posledni prvek prvniho fadku matice A

Operace s maticemi/vektory (neip aritn,

help ops)

+ scitani

- odéitani

# nasobeni . * nasobeni po slozkach

/ déleni . déleni po slozkach

- mocnéni .~ mocnéni jednotlivych slozek
’ komplexni sdruzenit ’ transpozice

Matematické funkce (help elfun, help matfun)

Nasledujici funkce maji ocekavany vyznam:
abs, exp, log, 1logl0, log2, sqrt, sin, asin, cos, acos, tan, atan,
floor, ceil, round, max, min, norm, rank, det, inv, sort, sum.

Vstupem téchto funkci mohou byt i vektory a matice.



Skripty (“m-files”)

Posloupnost prikazu, tzv. skript je uloZzen v textovém souboru
s piiponou .m. Skript lze spustit zadanim jména souboru (bez
pripony) v prikazovém radku, nebo tlacitkem “Run” v okné edi-
toru.
; potlaceni vystupu. umistuje se na konec piikazu
yA zacatek komentare (cely zbytek fadku)

pokracovani piikazu/vyrazu na dalsim radku

Funkce

Funkce jsou definovany v jednotlivych souborech pojmenovanych
stejné jako funkce NazevFunkce .m nasledovneé:

function [outl,...,outN] = NazevFunkce(inl,...inM)
% NazevFunkce: Strulny popis (volitelns&)

hooe

pfikazy;

Funkci poté spustime takto
[vystupl,...,vystupN] = NazevFunkce(vstupl,...vstupM)

Logické operatory (heip reiop)

< mensi nez

<= mensi nebo rovny
> vetsi nez

>= vétsi nebo rovny
== rovny

~= ThZny

logické OR (“nebo™)

& logické AND (*“a zaroven”)
~ negace

Cykly (help lang)

for k = Vektor
ptikazy;

end

Obvykle: for k = 1:n

while LogickylVyraz
ptikazy;

end

Pro naroénéjsi vypocty je zadouci se cyklim vyhybat.



Vétveni kédu (help lang)

if LogickylVyraz

pfikazy;

elseif LogickylVyraz % Volitelne
pfikazy;

else % Volitelns
ptikazy;

end

VykreSlOVénf V)'/Sledkﬁ (help graph2d, help

graph3d)

figure vytvoreni nového okna pro graf

close zavieni aktudlniho okna

close all zavieni vsech oken

plot zakladni 2D graf

semilogy 2D graf s logaritmicky skdlovanou osou y

imagesc zobrazeni obrazku, vhodné pro zobrazeni prvki
matice

plot3 zobrazeni krivky /bodu ve 3D

surf zobrazeni plochy ve 3D

legend legenda ke grafu

title nazev grafu

xlabel popisek osy x

ylabel popisek osy v
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