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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCT[DJ

1. PREDNASKA

Motto: “Hodime to do pocitace a dostaneme vysledek”

Jaky je vysledek?
Dobry?
Spatny?

Proc?

Uvodni motiva¢ni piiklady

100000 1
1) Z E = 10000
k=1
% ___________________
s=0;

h=single(1/10);

for i=1:100000
8=s+h;

end;

% ___________________

9.9985566e+03

Y e
for i=1:100000
s=s+1/10;

end;

% ___________________

1.000000000001885e+04




Poznédmka: Aritmetika s n-platnymi ciframi s uzitim zaokrouhlovani nebo fezani.

Vycisleni hodnoty funkce zadané ve dvou tvarech

flz)=2(Ve+1-+Va)a g@)Zm

) Ve+l+yz zz+l-z) x
Plati: x(\/x+1—\/5)‘\/m—ﬂ+\/5_\/x—_|_1+\/§_\/x—_|_1+\/§

Urcete f(300) a g(300) pomoci aritmetiky se 6-ti platnymi ciframi a uzitim zaokrouhlo-
vani.

Q

300(v/301 — v/300)
= 300(17,3194 - 17,3205) = 300 - 0,0289
— 8,67000

300

V301 + /300
300 300
17,3494 + 17,3205 34,6699

— 8,65304

£(300)

9(300)

Q

Ptesny vysledek je 8,653049162609 ...
Chyba pii vy¢isleni g(300) je mnohem mensi nez u f(300).

Vyéisleni hodnoty polynomu zadaného ve dvou tvarech

Plz)=2°-322+3z—-1a Q(z)=((z—3)z+3)z — 1

Plati: ((z—3)z+3)z—1=((2* -3z +3)z—1=2-32>+32 -1

Urcete P(2,19) a Q(2,19) pomoci aritmetiky se 3-mi platnymi ciframi a zaokrouhlovani.

Q

P(2,19) 2,19°-3-219* +3-219-1
= 10,5-3-480 +3-219-1
= 10,5-14,4 + 6,57-1 = 1,67
Q(2,19) ~ ((2,19-3)2,19 + 3)2,19-1
= (-081-219 +3)2,19-1— (-1,77 + 3)2,19- 1
= 123-219-1=269-1=1,69

Ptesny vysledek je 1,685159 ...
pro P(2,19) je chyba 0,015159
pro Q(2,19) je chyba -0,004841



4) Hledéani kofent polynomu  P(z) = (z — 1)"

Pro polynom stupné n > 5  an2"” + @p_12" ' + -+ a1 + ag = 0 obecné nelze Feeni

spotitat pomoci kone¢ného po¢tu krokii pomoci operaci +, —, -, / a odmocniny v reN
Paolo Ruffini (nekompletni dikaz - 1813), Niels Henrik Abel (1824) .

Implementace v Matlabu (naptiklad pro n = 4)

polynom=poly([ 1 1 1 1 1)
koreny=roots (polynom)

polynom =

1 -4 6 -4 1

koreny =

1.000223371630863e+00
9.999999706778071e-01 + 2.233423015147889e-041
9.999999706778071e-01 - 2.233423015147889¢e-041
9.997766870135252e-01

Urcete prvnich 15 ¢lent posloupnosti, ktera je zadana rekurentni formuli

5) r, = 5
i) =SS 1
Tp — 20,2 Tn—1 - 4 xn72, n 2 3
n—2
4 re ~ v s, 1
Presné reseni je x,, — (g)
Ovéfent:

1 1-2 1 2—2
Tl — g = 5, To — g =1



Vysledky z Matlabu:

for n=3:15

5.000000
1.000000
0.200000
0.040000
0.008000
0.001600
0.000320
0.000064
0.000013
0.000002
.000018
.000363
.007259
.145175
.903496
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presne_x(1)=x(1);
presne_x(2)=x(2);

for n=3:15

x(n) = 20.2 *x x(n-1) - 4 * x(n-2);
presne_x(n) = 0.27(n-2);

end;
A .

n x(n) presne_x(n) chyba
1 5.000000 5.000000 0
2 1.000000 1.000000 0
3 0.200000 0.200000 -7.2164b5e-16
4 0.040000 0.040000 -1.41831e-14
5 0.008000 0.008000 -2.83546e-13
6 0.001600 0.001600 -5.67089%e-12
7 0.000320 0.000320 -1.13418e-10
8 0.000064 0.000064 -2.26836e-09
9 0.000013 0.000013 -4.53671e-08
10 0.000002 0.000003 -9.07342e-07
11 -0.000018 0.000001 -1.81468e-05
12 -0.000363 0.000000 -0.000362937
13 -0.007259 0.000000 -0.00725874
14 -0.145175 0.000000 -0.145175
15 -2.903496 0.000000 -2.9035

5

4

3

2

1 \\\

0 e -

-1

2

-3 1 1

5 10 15




Obecné feSeni dif. rovnice

T, = 20,22, 1 —4x,_9

Reseni hledame ve tvaru z,, = A"

A" = 202 A"t o4 A2 AT
A* = 202 A-4
0 = A2-202 A+ 4

VD = /20,22 —4-1-4= /392,04 = 19,8

4. _202£198 f 20
1,27 2 - 072

T
Obecné feeni: | x,, — ¢; - 20" + ¢y - (—)

V naSem pripadé ¢; = 0.

Vlivem zaokrouhlovacich chyb se stane koeficient ¢; nenulovy = nestabilni rekurze.

6) Reseni kvadratické rovnice  az® + bz +c¢ =0, a # 0

—b+Vb? — 4dac

Pro nezaporny diskriminant ma rovnice feSeni ;9 = 5
a

Pro nékteré hodnoty koeficientii mize dojit v aritmetice s pohyblivou desetinnou ¢arkou
k preteceni, podteceni a k selhdni. Pokud jsou koeficienty velmi malé nebo velmi velké,
potom miiZze b? nebo 4ac podtéct nebo pietéct. Abychom tomu piedesli, vydélime rovnici
hodnotou nejvétsiho z parametri. Potom je nejvétsi koeficient 1 nebo -1. Ztraté presnosti
pro b = Vb? — 4ac zabranime pouZitim alternativni formule (pro ¢ # 0).

2c
T19 = )
BT F Vb2 — 4ac

2¢ 2c —b +Vb? — 4dac
—bF Vb% — 4ac —bF Vb2 —4ac —b++V0b? — 4ac

—b+ Vb? — 4dac

02 — (b? — dac)] - 5
—b £ Vb? — 4ac

2a

Reseni kvadratické rovnice lze urdit z formule

1
2c
1
2c

Uvazujeme rovnici s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.



% koreny kvadraticke rovnice s koeficienty
a=0.0501; b=-98.78; ¢=5.015;
x=roots([a b cl);

1971.605916
0.050771

MM
N =
non

Pouzijeme-li aritmetiku se 4 ciframi, dostaneme
b —dac = 98,782 - 4.0,05010-5,015
— 9757 - 0,2004-5,015
— 9757 - 1,005 = 9756
VP2 —dac = 98,77

Standardni formule:

98,78 £98,77 { 1972

127707002 | 0,0098 !
Modifikovana formule:
10,03 1003 11!
T = f—
127 98 78 F 98, 77 0,05077

Shrnuti

Ke ztraté presnosti muze dochazet pii

od¢itani skoro stejnych hodnot

sc¢itani nesrovnatelnych hodnot
e nasobeni velkych ¢isel (pfeteceni)

e nasobeni malych ¢isel (podteceni)

déleni malym ¢islem blizkym nule



Zavazné pocitacové chyby (priklady z nedavné historie)

Vyznam slova bug

Programatorska chyba se Casto i v ¢eStiné oznacuje anglickym vyrazem bug a proces jejiho
odstrafiovani ladén{ (debugovani).

Bug znamena doslova moucha, sténice nebo obecné brouk. V angli¢tiné se ve vyznamu
chyba (naptiklad konstruktérskd) pouziva uz velmi dlouho — pouzil ho napiiklad Thomas
Edison roku 1878, kdyz mluvil o svych vynélezech. S pocita¢i pak pronikl do mnoha
dalsich jazyki.

Traduje se, ze ptivodem tohoto vyznamu je problém zplisobeny skute¢nym hmyzem.
Znama je tireba historka o molu zachyceném na relé pocitace Mark IT dne 9. zaii 1947.
Mol byl peclivé vyprostén a nalepen do zadznamu s poznamkou “prvni skuteény piipad
nalezeného bugu”.
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Therac-25

e radiologicky pftistroj pro lé¢bu nadori ozafovanim
e Cerven 1985 - leden 1987 prokédzano min. 6 pripad Gmrti

e ozafoval ve dvou rezimech (x-paprsky, elektrony)

e chyby v programu - nedostatecné oSetiené situace

1. race condition (soubéh)
chyba pfi nastaveni parametrii operatorem a

jejich rychlé opravé Electron Mode X-Ray Mode

2. dalsi problém
jedna z bezpecnostnich funkci pristroje kontrolovala nastavené parametry a
spravny stav indikovala 0 v registru, pfi chybném nastaveni hodnotu registru
zvétsila o 1
co se stalo po 256. nedspésné kontrole? (pro ¢ita¢ byl vyhrazen 1 Byte)



Mars Climate Orbiter

Image not drawn to scale

e 11.12.1998 z kosmodromu Eastern Test Rande startuje raketa Delta 7425
e 23.9.1999 dorazil k Marsu satelit Mars Climate Orbiter
e nepodafilo se “zakotvit” jej na planované obézné draze (cca 150 km)

e ve skutecnosti se dostal na jinou obéznou drahu (cca 60 km)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mars Climate Orbiter

e priCina
- tym v Fidicim stfedisku v Coloradu pouzival anglické mérné jednotky

- naviga¢ni tym v Kalifornii pouzivali metrické

e satelit sholi v atmosfére cca 300 000 000 USD

10


https://cs.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter

Ariane 5

e nosna raketa ESA, v roce 1996 byla zni¢ena 40 sekud po startu
https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATvLQCY

e naslednik Ariane 4, pouzivala jeji sw, av8ak Ariane 5 dosahovala pfi startu 5x vétsiho
zrychleni hodnoty se dostaly mimo oc¢ekdvany rozsah a pri konverzi 64-bitového
desetinného ¢isla na 16-bitové celé ¢islo doslo preteceni

e rutina, kterd méla situaci fesit, byla z divodu efektivity vypnuta

e Ariane 5 se sebezni¢ila cca 370 000 000 USD

11


https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATvLQCY

Pentium FDIV bug

intele

pentium™

e 1994, Professor Thomas Nicely (Lynchburg College, Virginia, USA)
https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/pentbug/pentbug.html

e chyba procesoru Intel P5 Pentium (in floating point unit)

e nespravné vysledky pii déleni desetinnych ¢isel
https://www.ipsr.ku.edu/stafffil/hoyle /pentium_ fdiv|

e rucni ovéfeni napiiklad pomoci zadéni vypoctu

1. priklad

4195835
avnéa hodnot =1. 20449136241002
spravna hodnota S145727 33382044913624100
4195835
v e h — .
vypoc¢tend hodnota 5145707 1.333739068902037589

2. priklad

o 3145727 x 4195835
spravna hodnota

=41
3145727 99835
3145727 x 4195835
¢tend hodnot =41
vypoc¢tend hodnota 145727 95579

e zplisobeno nevyplnénou tabulkou v matematickém koprocesoru

e celkova skoda cca 500 000 000 USD

12


https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/pentbug/pentbug.html
https://www.ipsr.ku.edu/stafffil/hoyle/pentium_fdiv

UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTfj 2 PREDNASKA

Aproximace ve vypoctové matematice

Pokud pro vypocet povrchu Zemé pouzijeme vzorec S = 4mr?,
kde r je polomér Zemé, pouzili jsme nékolik aproximaci:

- povrch Zemé neni presné sféra
Priklad: .

- hodnota poloméru je vypoctena

- m ma nekonec¢ny rozvoj

- pri vypoctu jsou data i vysledky operaci zaokrouhlovany

Datova a vypoctova chyba

Typicky problém: Uréit hodnotu funkce f : R — R v daném bodé =z.

plesny vstup: pfesny vystup: f(z)
nepfesny vstup: T nepfesny vystup: f()
Celkova chyba:  f(z) — f(z) = (f&@)— /@) + (f(@)—[f(z))
—_— —_—
vypoctova chyba datova chyba
Priklad: Priblizné vycislete hodnotu sin g
T . T
presny vstup: z = i 0,39270 pfesny vystup: f(z) = sin — = 0, 38268
L -~ 3,1 . . 3,14 ~_.
nepresny vstup: r = 3 = 0,39250 nepresny vystup: sin 3 = 0,38250 = f()
3,14 3,14
Celkova chyba: 0,38250 — 0,38268 = (0, 38250 — sin 78 ) + (sin ,8 — sin g)
Vypoét(;\jé chyba datovgurchyba

Vypoctova chyba: Chyba vycisleni funkéni hodnoty pro pevny argument

Datova chyba: Rozdil funkénich hodnot presného a priblizného vstupu

Vypoctova chyba mé 2 slozky

- chyba metody (aproximace)

- zaokrouhlovaci chyba

13



Absolutni a relativni chyba

x ... teoretickd (presna) hodnota

T ... aproximace

Absolutni chyba:

€= |7 — x|
T — bsolutni chyb
Relativni chyba (z # 0): 0= @ = )] = aVSOLT L eyDa
|| pfesna hodnota
Pr.:
0,0003
3,1418 — 3,1415| = 0,0003 ’ = 0,0001
| Y Y | Y 3’ ]3415 )
1418 — 31415| = —_— = 1
31418 — 31415 =3 3TATE 0,000
(Absolutni chyby) (Relativni chyby)
Plati: f— T =x(140)
x

Poznamka: V praxi potifebujeme odhadnout chybu

estimate

bound

Priklad:

8
Q
NN

absolutni chyba:

|chyba| ~ .
|chyba| < ...

T
Vypocet hodnoty funkce kosinus pro argument blizky 5

h >0 ... mala perturbace (chyba)

2e0+h . h h
cos(x 4+ h) — cos(x) = —2sin v Sin§ ~ —2sinx - 5= —h-sinx ~ —h
relativni chyba:
cos(z + h) — cosx —hsinz

=|— htanz| ~ co

|

COS X COS ™

= mald zména x na vstupu vyvola velkou relativni zménu na vystupu

a to nezavisle na pouzité metodé vypoctu.

14



Vypocet hodnoty funkce f(x)=cos(x) pro hodnotu argumentu
x blizkou pi/2. Uvazujeme, ze se ve vyjadreni x dopoustime
male chyby (perturbace) h>0.

1.57078
0.00001

Zadej hodnotu argumentu x (blizke pi/2)
Zadej hodnotu male zmeny (perturbace) h

Absolutni chyba (na vystupu)
cos(x+h) = 0.00000633
cos(x) = 0.00001633
cos(x+h) - cos(x) = -0.00001000

Absolutni chyba (na vstupu)
(xth) - x = h = 0.00001000

Relativni chyba (na vystupu)
( cos(x+h) - cos(x) ) / cos(x)

-0.612490

Relativni chyba (na vstupu)
( (xth) - x) / x = 0.00000637

Pomer Absolutni chyby na vystupu / Absolutni chyby na vstupu
je 1.00000000

Pomer Relativni chyby na vystupu / Relativni chyby na vstupu
je 96208.717628

Pozn.: Posledni pomer nazyvame cislo podminenosti.

[relativni chyba na vystupu|  0,61249

¢islo podminénosti = =0,96-10°

[relativni chyba na vstupu| 0,637 - 105

Predchozi problém byl Spatné podminény, nebot ¢islo podminénosti bylo > 1, tj. malé
relativni zména vstupnich dat zptusobila velkou relativni zménu vystupnich dat.

15



Podminenost alohy resit SLAR

Uvazujeme soustavu  Ax =b, A ... n xn regularni, b € R".
Oznaceni:

AA ... malid zména matice A

Ab ... mald zména vektoru b

Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

x* ... presné feSeni soustavy Ax = b
Plati:

(A + AA)(x* + Ax) = b+ Ab

Uvazujme situaci AA =0, tj. A je zadéna presné

Otézka: Jakou zménu feSeni vyvola zména pravé strany?
Ax*+ AAx=b+ Ab

AAx =Ab
Ax = A" 'Ab

Z vlastnosti maticové normy plyne:

1l

Ax"=b = [b] < [A[l- x| = <
(1= (bl

Ax=A"'Ab = |Ax|| < AT [|Ab]

1Ax] _ [JAZH] - [Ab]| - [|A]

[x*[| — bl
il
X
C, = < JA7Y - [|A
»=qap) < A7 1Al
bl

Pripad, kdy Ab = 0, tj. b je zadana pfresné, i obecny piipad Ab # 0, AA # 0 vede na
stejné vyjadreni ¢isla podminénosti.

Poznamka: Pro symetrické matice je ¢islo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni
hodnoty vlastniho ¢isla (pro symetrické matice plati, Ze maji realné vlastni ¢isla).

16



Geometricki interpretace - dobfe podminéna tiloha
(malé relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich dat)

r+y=3 y=3—=x =2
= feSeni
r—y=1 *

4
N

5|

Pl

0

Al

[ 0 1 2 3 4 5

Cp = AT [|A]]

o o5 057
A _{075 _075}_0,51&

1
C, =1-2 =2 (fadkova, sloupcova norma); C, = —=+/2 = 1 (spektralni norma)

V2

7. 120 B _1 _ b
(ara= 2 ] 1aller =B A7 s~

17



1. zména pravé strany  (zmeéna matice AA = 0)

0,1 IER!

zménéna soustava y=3,1 —x;y =0 — 1.2

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0,1

AA:{Q2 0

y A+AA:{1 Lq

1,2 —1

zméndéna soustava Y = i(?) —z);y=12x—-1

)

18



Geometricki interpretace - Spatné podminéna dloha
(malé relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich dat)

rT+y=2 y=2-= =1
= reseni

Cp=[[AT] - [[A]
o [1n =10
A= [—10 101

Cp,=2,1-21 =441 (fadkov4, sloupcova norma);
Cp, =2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektralni norma)

19



1. zména pravé strany  (zmeéna matice AA = 0)

0,2

2,3

Ab — [0’1}, b+ Ab = {2’1}

1
zménéna soustava y =21 —z; y = ﬁQ' 3—1x)

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0 11
AA:{O —0,05}’ A+AA:[1 1,05}

]
1,05

zménéné soustava  y =2 —x; 1y — (2,1 —x)

20



Prakticky vypocet ¢isla podminénosti

Ax=Db

AA

zmeéna na vstupu

vyvola zménu na vystupu Ax
(A+AA)(x+Ax)=Db
|Ax]

%

9
|

Piklad
50 —100
A= [50 —101] , b= [—1

zména matice soustavy

@)
[
»

I
—
— N
7

0 0,1 ~ C[50 —99,9
AA = {0,2 0} - A=ATAA= [50,2 —101}
< [2,8527
Xx=A"b= [1,4278
A xx [2] _[2.8527) _[-0,8527
FTETET ] 7 1,4278) T | —0,4278
1|1l 1.vektorové /sloupcova | maximova/fadkova | euklidovska/spektralni
—0, 8527
Ax = [—0,4278] 1,2805 0,8527 0,9539
2
X = {J 3 2 2,2361
0 0,1
AA = [072 ; } 0,2 0,2 0,2
50 —100
A= [50 _101} 201 151 158,7479
C, 428,97 321,89 338,6

21




Il =3 lil elloe = max ] [ixllo = /342
i [

1
[A[ls = m]?XZ |air],  [[Allr = mZTdXZ jairls | Allsp = max A} (A" A)
) k

(Pfi pouziti riznych norem dostdvame obecné rizné ¢isla podminénosti. )

Teoretické Cislo podminénosti

Cp = (A7 - lIA]

1 [2,02 -2
A _{1 1

C, =151 - 4,02 = 607,02 (fadkova ||.|));
C, =201 - 3,02 =607,02 (sloupcova ||.||);

C, = 158,7479 - 3,1750 = 504,03 (spektralni ||.|)

22



Prima a zpetna chyba

r— f(z)=y f:R—=R
z oo U= f(z) ... pfesné
A A
zpétna abs. chyba prima abs. chyba
Y Y
z° U ... vypoctené

Otazka: ¥ je pfesnym obrazem f jakého bodu z ?

pfimé chyba (abs) A —y
—x

SIS
I
B) )

zpétné chyba (abs) A

Jaka je priméa a zpétné chyba pro tato data:

Priklad:
$:2, f(x):\/E, y:\/ia @\:174?

prima chyba:
Ayl =y —y| = 1,4 — 1,41421| = 0,01421

zpétna chyba:
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Vysvetleni pojmu prima a zpetna chyba na uloze
vypoctu hodnoty funkce f(x)=sqrt(x) pro x = 2.

Zadej, na kolik platnych cifer n budeme zaokrouhlovat
Presne x = 2.000000
Presne y=f(x) = 1.414214
Nepresne (zaokrouhlene) Y = 1.400000
PRIMA absolutni chyba, tj |Y - y| = 0.014214
PRIMA relativni chyba, tj |Y - y| / |yl = 0.010051
Jake X se presne zobrazi na Y 7
X =Y"2=1.960000
ZPETNA absolutni chyba, tj |X - x| = 0.040000

ZPETNA relativni chyba, tj |X - x| / |x| = 0.020000

Podminenost a stabilita

[(@)—f(z)
g lrel. zména TeSeni| ‘ f() rel. pfimé chyba
con —_= —_= — —_=
| rel. zména vstup. dat| | ==| rel. zpétna chyba

Stabilita algoritmu je analogickd s podminénosti. Algoritmus je stabilni, je-li vysledek
relativné malo citlivy na chyby vzniklé béhem vypoctu.

Ptesnost vysledku je blizkost vypocteného a piimého feseni

Stabilita algoritmu sama o sobé negarantuje presnost.

e Presnost zavisi na stabilité algoritmu stejné tak jako na podminénosti problému.

stabilita algoritmu + dobra podminénost Glohy = presnost vysledku
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Vratme se k pifkladu, ve kterém jsme Fesili kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ =0
s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.

koreny kvadraticke rovnice s koeficienty
a=0.0501; b=-98.78; c=5.015;
x=roots([a b c])

x1 = 1971.605916
x2 = 0.050771
aa=ax1.001

xa=roots([aa b c])
xal = 1969.636229
xa2 = 0.050771
rel_zmena_vystup=(xa-x)./x
-9.9903e-04
2.5752e-08
bb=b*1.001
xb=roots([a bb c])
xbl = 1973.577623
xb2 = 0.050720
rel_zmena_vystup=(xb-x)./x
1.0001e-03
-9.9905e-04
cc=c*1.001
xc=roots([a b ccl)
xcl = 1971.605865
xc2 = 0.050821
rel_zmena_vystup=(xc-x)./x
-2.5752e-08
1.0000e-03

Uloha najit kofeny této kvadratické rovnice je dobife podminéna, nebot pro relativni
chybu na vstupu 0.001 doslo k relativni chybé na vystupu nejvyse ve stejnych fadech, tj.
le-3 (¢islo podminénosti ~ 1).

Pfipomenme vysledky dvou raznych vzorecku (algoritmii) v aritmetice se 4 ciframi.

—bEVb*—dac 98,78 £ 98,77 { 1972

Standardni formule ;9 = —

2a 0,1002 0,0998 !!!
- . _ 2c _ 10,03 1003 !!!
Modifikovand formule 12 = e 08,78 798,77 { 0,05077

Kazdy z obou algoritmt byl nestabilni pro vypocet jednoho ze dvou koten.
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Ciselné soustavy

Motivace: Pro zobrazovani ¢isel v pocitaci neni vhodnéa desitkova soustava. pouziva se
dvojkova soustava. Pripomenme si tedy, jak se prevadi ¢isla mezi rtiznymi soustavami.

e zapis v desitkové soustave:

1563 = (1-10%) + (5-10%) + (6 - 10") + (3 - 10°)
obecné

N = (ay, - 10%) + (ap_1 - 107N + ... + (ay - 10Y) + (ag - 10%)
NeN, a €{0,1,...,8,9}

e zapis ve dvojkové soustave:
1563 = (1-2'%) + (1-27) +(0-2%) + (0-27) + (0-2°) + (0 - 2°) + (1 - 2") + (1 - 2%)+

+(0-2%) + (128 + (1-2%

(1563)10 = (11000011011),

Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo 139 do dvojkové soustavy.

Prevod cisla 139.000000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 8 desetinnych mist

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 139
Desetinna cast ...... 0.000000

139 : 2=69 : 2=34 :2=17 : 2=8 :2=4:2=2:2=1
0 0 0

Cislo 139 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10001011.

Zbytky zapiseme odzadu: (139);0 = (10001011)s.
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1
Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo 10 do dvojkové soustavy.

Prevod cisla 0.100000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 6 desetinnych mist

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 0
Desetinna cast ...... 0.100000

Cislo 1.000000e-01 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 0.000110.

Pokud vysledek byl vétsi nez 1, zapsali jsme jednicku, ¢islo ofizli a pokracovali dal.

Znovu se opakuje 0,2 - 2 = ve dvojkové soustavé jde o periodické ¢islo (méa nekoneény
rozvoj).

(0,1)10 = (0,00011),

Mnoho redlnych cisel, které lze v desitkové soustaveé zapsat pomoci

kone¢ného poctu cifer, pro zapis ve dvojkové soustavé vyzaduje cifer

P dmka:
oA nekoneéné mnoho.
Do dvojkové soustavy prevedte z desitkové soustavy napt. ¢islo 0, 7.
(0,710 =(0,10110), =1 21 Z 1.9~ (+ak) 4 Z 1. o-(4k) _
k=0 k=0
T SICR R S
8 16
k=0 k=0
1 L1 2 1
=0,5+ . L S I
8 1-5 16 1—1 5 15
=0,7
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Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo (= 1440, 3) do sedmickové soustavy.

Prevod cisla 1440.333333 z 10-soustavy do 7-soustavy na 4 desetinne mista

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 1440
Desetinna cast ...... 0.333333

prevod_cele_casti =

1440 : 7 =205 : 7 =29 : 7 =4
5 2 1

Cislo 1440 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je 4125.

prevod_desetinne_casti =

0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333
2 2 2 2

Cislo 3.333333e-01 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je 0.2222.

Cislo 1.440333e+03 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je
na 4 desetinne mista 4125.2222.

Pokud vysledek byl vétsi nez 1, zapsali jsme celou ¢ast, ¢islo ofizli a pokracovali dal.

Znovu se opakuje 0,33333 - 7 = v sedmickové soustavé jde také o periodické ¢islo (m4
nekoneény rozvoj).

(1440,3) 0 = (4125,2),

Do desitkové soustavy prevedeme c¢islo ze soustavy se zédkladem N velmi jednoduse.
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Priklad: 7 dvojkové soustavy pievedte do desitkové soustavy ¢islo 10110010.1001101.

Prevod cisla 10110010.1001101 z 2-soustavy do 10-soustavy.
Cela cast ........... 10110010
Desetinna cast ...... 1001101

Vysledek = 1 * 277 + 0 * 276 + 1 * 275 + 1 x 274 + 0 * 273 + 0 *x 272 +
+ 1 %271 +0*%x2°0+ 1% 2°(-1) + 0 % 27(-2) + 0 *x 2°(-3) + 1 x 2~(-4) +
+ 1 % 27°(-5) + 0 x 2°(-6) + 1 *x 2°(-7)

Vysledek je 178.601562

Priklad: Ze ¢tyikové soustavy prevedte do desitkové soustavy ¢islo 2130.211.

Prevod cisla 2130.211 z 4-soustavy do 10-soustavy.
Cela cast ........... 2130
Desetinna cast ...... 211

“3 4+ 1 % 4°2+ 3% 4°1 +0 % 470+ 2 *%x 4~(-1) +
~(-2) + 1 % 4~(-3)

Vysledek je 156.578125

Priklad: Z Sestkové soustavy pievedte do desitkové soustavy ¢islo 12345.54321.

Prevod cisla 12345.54321 z 6-soustavy do 10-soustavy.

Cela cast ........... 12345
Desetinna cast ...... 54321
Vysledek =

1 %674 +2 %6"3+3%x6"2+4%x6"1+5x%6"0+5=x%6"(-1) +
+ 4 % 67(-2) + 3 % 67(-3) + 2 *x 67(-4) + 1 *x 6°(-5)

Vysledek je 1865.960005
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTt’J 3 PREDNASKA

Zobrazeni cisel, strojova cisla

100000 4
Moti : — = 9.998, 55664
otivace ; 10 :

e Lidé pouzivaji desitkovou soustavu.

e Pocitace dvojkovou.

Komunikace s pocitacem

Zadéani v 10-soustavé.

Prevod do 2-soustavy (pocitac).

Vypocet (pocitac).

Zpétny prevod do 10-soustavy (provadi pocitac).

Vysledek v 10-soustave.

Binarni zlomky

lze vyjadrit jako sumu se zapornymi mocninami dvou
ReR 0<R<l1 d; € {0,1}
R=(d-27 )+ (dy-27)+...+(dp-27") +...
R=1(0,didy ... d, ...)s

Zapis ¢isel

- V desitkové soustavé (védecka notace)
0,000747 = 7,47 - 1074
313,815 = 3,13815 - 10>

- Strojova ¢isla

normalizované pohybliva fadova ¢arka (REAL)

1
x==4q-2" §§q<1...mantisa, n...exponent
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Sestrojte vSechna strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem

Piiklad: v rozsahu od -3 do 4, tj.

x=¢q-2", kde q=0,dydydsdy , mne{-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}

Vygenerovani mnoziny strojovych cisel s mantisou delky 4 a
exponentem v rozsahu od -3 do 4.

vypis_vsech_cisel =

Columns 1 through 4

0.0625 0.125 0.25 0.5
0.0703125 0.140625 0.28125 0.5625
0.078125 0.15625 0.3125 0.625
0.0859375 0.171875 0.34375 0.6875
0.09375 0.1875 0.375 0.75
0.1015625 0.203125 0.40625 0.8125
0.10938 0.21875 0.4375 0.875
0.1171875 0.234375 0.46875 0.9375
Columns 5 through 8
1 2 4 8
1.125 2.25 4.5 9
1.25 2.5 5 10
1.375 2.75 5.5 11
1.5 3 6 12
1.625 3.25 6.5 13
1.75 3.5 7 14
1.875 3.75 7.5 15

Abychom si 1épe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je urceno ziskané cislo,

uvedeme si je v nasledujici tabulce.

q\n -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.10002 | 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.1001, | 0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2,25 45 9
0.1010, | 0.078125  0,15625 0,3125 0,625 1,25 2,5 5 10
0.1011, | 0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 5,5 11
0.11004 | 0.09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12
0.1101, | 0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 6,5 13
0.11104 | 0.109375  0,21875  0,4375 0,875 1,75 3,5 7 14
0.1111, | 0.1171875 0,234375 0,46875 09375 1,875 3,75 7,5 15
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Ziskana cisla si je také vhodné vykreslit na ¢iselnou osu, ziskame tak prehled o jejich
rozlozeni. Snadno zjistime, Ze ¢isla nejsou rozlozena rovnomeérné.

1 T T T T T T T T
0.5F 4
O -
-0.5r 1
_1 | | | | | | | |
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim prikladu
(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).
Na nékolika piikladech si ukazme, na ktera ¢isla této mnoziny se zobrazi
Priklad: 1 1 3 1 7
zadand ¢isla, napt. —, —, —, =, —.
10" 5 10" 6" 15
Predpokladédme, ze pocita¢ zobrazi ¢islo na nejblizsi ¢islo, které lze
zobrazit, v pripadé shody na vétsi.
Zobrazeni zadanych cisel do mnoziny strojovych cisel
s mantisou delky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4.
Zobrazuje cisla
cisla =
1/10
1/5
3/10
1/6
7/15
zadane cislo zapis obrazu obraz chyba
0.10000000 0.1101 x 2~-3 0.10156250 -0.00156250
0.20000000 0.1101 x 2~-2 0.20312500 -0.00312500
0.30000000 0.1010 x 2~-1 0.31250000 -0.01250000
0.16666667 0.1011 x 2=-2 0.17187500 -0.00520833
0.46666667 0.1111 x 2~-1 0.46875000 -0.00208333
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T T T

O  strojova cisla

O  zadane cislo

- aproximace zadaneho cisla

o—6o—6—6——-6—=¢ o——6o—=6 S S o
| | |
0.05 0.1 0.15
T T T T T T T T T
L O  strojova cisla
O  zadane cislo
aproximace zadaneho cisla
S S S < S o S S S S
| | | | | | | | |

0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28

T T T T T T T
L O  strojova cisla
O zadane cislo )
aproximace zadaneho cislg

| | | | | | |
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

F T T T T T

O  strojova cisla

O  zadane cislo
aproximace zadaneho cisla’]

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
L O  strojova cisla
O  zadane cislo
N aproximace zadaneho cisla
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
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Priklad:

Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim piikladu

(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

1
Ukazme si, jak se v tomto stroji sectou ¢isla 10 a £

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max
Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.10000000 0.1101 x 27-3 0.10156250
B = 0.20000000 0.1101 x 2~-2 0.20312500
obrazA+obrazB=
0.30468750 0.1010 x 2°-1 0.31250000
A+B= 0.30000000 0.1010 x 2°-1 0.31250000

T T T T T T
O  strojova cisla
O  zadanecislo A
B aproximace cisla A 5
O  zadane cislo B
L aproximace cisla B i
*  soucet A+B

soucet obrazA + obrazB
*  obraz souctu obrazu A a B
O  obraz presneho souctu A+B

&

* 2

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
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Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim piikladu

Priklad:

3
Ukazme si, jak se v tomto stroji sec¢tou ¢isla — a —.

(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

1
10 6

Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4
Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu

A = 0.30000000 0.1010 x 2°-1
0.16666667 0.1011 x 27-2
obrazA+obrazB=

0.48437500 0.1000 x 270
A+B= 0.46666667 0.1111 x 2°-1

oo
I

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

0.31250000
0.17187500

0.50000000
0.46875000

strojova cisla 5
zadane cislo A
aproximace cisla A i
zadane cislo B
aproximace cisla B
soucet A+B

soucet obrazA + obrazB
obraz souctu obrazu A a B |]
obraz presneho souctu A+B

8

B——F

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
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V predposlednim piikladé se shodovali obraz presného vysledku

s obrazem souctu obrazi jednotlivych séitanci.
Poznamka:
V poslednim ptikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu

obrazu jednotlivych séitanci neshodoval !

Chyba vypoctu v poslednim piikladeé:

7 14 — 15 1 _
— —0,10004 - 2° = =——=-0,03
5 2 30 30 ’

Relativneé:

+ 1
N=—ous714% N
15

Presnost pocitace

e Vymezime-li pro mantisu 24 biti, ziskdme 7 desetinnych mist (2** = 16777216).
e Vymezime-li pro mantisu 53 bitii, ziskame 16 desetinnych mist (2°* = 9007199254740992).

Zékladni formaty:

’ Format H Bytes \ Bitt pro mantisu \ Bitua pro exponent
Single 4 24 8
Double 8 53 11

https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Single-precision floating-point format
https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Double-precision _floating-point _format

Priklad:

e Uvazime format SINGLE | tj. 24 biti pro mantisu.

1 _
0~ 0,00011, ~ 0,1100 1100 1100 1100 1100 1100, - 27°.

1
Chyba zobrazeni je 0,1100, - 2% (= o 272 ~ 5,96-1077.

100000
Méame-li pocitat — = 9.998, 55664.
e Mame-li pocita ; 10 ,

Musi byt chyba vétsi nez 100000 - 5,96 - 107 = 5,96 - 10~*.
Ve skutecnosti je chyba jesté vétsi, nebot se v priubéhu vypoctu musi ¢asteéné suma
1
zaokrouhlovat dolt nebo nahoru, jak suma roste, pozdé&ji pricitana cisla 0 jsou oproti

sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi presnosti (viz nasledujici piiklad).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format

Priklad: Ve formatu SINGLE sectéte ¢isla 10000 a 0,1.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na O desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

prevod_cele_casti =

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 = 1260 : 2 = 6256 : 2 = 312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

=166 : 2 =78 :2=39 :2=19:2=9:2=4:2=2:2-=1
0 0 1 1 1 0 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000),0 = (10011100010000)5 = 0, 1001110001 - 2'*

(2! = 16384)

10000 ... 0,1001 110001000000 00000000 - 2**
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 27
0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2™
—(01100110)5 -272* - 21 = (64 +324+4+2) - 2710 =
102 .
= Tog7 = 0-099609375

10000 4+ 0,1 ... 0,100111000100000001100110 - 2**

Cislo 10000 je zobrazeno presné.

1 102
Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je 0~ 1024 = 0,1 — 0,099609375 = 3,90625 - 10~*

Shrnuti:

10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10~*

(v sumé z motivacniho piikladu jde o jeden krok)
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Podrobnéjsi analyzou ziskame graf s vy¢islenou chybou, resp. absolutni hodnotou chyby.

—Vyvoj chyby v pribéhu séitani
—Vyvoj abs. hodnoty chyby v priibéhu scitani
| | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k x10%

Nasledujici obrazek ukazuje SHIFT exponentu mensiho s¢itance v pribéhu sumace.

X_d——— T T T T T T T _
20 - .
——
15+ ' |
10 .
SI —Vyvoj SHIFTu v prabéhu séitani| |
- —-Pocet bitd mantisy
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kk x10*
Poznédmka:  Pokud pouzijeme forméat DOUBLE, dostaneme presnéjsi vysledky, ovsem
v principu bude situace obdobné, pouze se nepfesnosti projevi pozdéji.
Poznamka:  Existuji postupy, jak eliminovat chybu pfi sumaci, napf.

https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan summation algorithm

38


https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan_summation_algorithm

Znazorneni cisel ve formatu SINGLE

0,1
oooooooowm |
a2 2 1
10000
Lol +TofoTo ]+ oo |
32 2 1
10000,1

[o[+TeToJo]+[1 oo [ofe s sTaToTo ol oo o o o o o * s o o 4 T o]

32 24 1




UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTt’J 4 PREDNASKA

Iteracni principy

Na itera¢nim principu je zaloZeno velké mnozstvi metod at z oblasti numerické matema-
tiky, tak z dalsich oblasti matematiky.
Priklad: Najdéte kladné feseni rovnice 2> +z — 2 = 0.

1. moznost

Ulohu lze fesit pouzitim vzorce pro feseni kvadratické rovnice az® + bx + ¢ = 0, tj.

—b+ Vb — 4dac

2a

T2 =

v naSem piipadé vyjde:

T12 =
’ 2

1ayitd2 —1x3 |1
-1 2

Odpovéd: Kladné feSeni rovnice je a = 1.

Tento vypocet patii mezi piimé metody, tj. teoreticky po konecném poctu operaci jsme
nalezli presné feseni. Je tfeba si uvédomit, ze existuje jen mélo problémi, pro které mame
k dispozici vzorec a lze je tedy fesit piimo.

2. moznost

Pro feSseni miizeme pouzit néjakou itera¢ni metodu.

Jak vypada graf funkce y = 22 + 12 — 2 ?

Grafem je parabola, jeji vrchol uréime pomoci doplnéni na ¢tverec.

1\? 1
p— —_— ___2
Y <£E+2) 1
1
2 —
T +x+4

Protoze je koeficient u 2% kladny, je parabola oteviena nahoru a vrchol odpovida bodu, ve

1
kterém je funkéni hodnota minimélni, tj. pro x = —5 je funkéni hodnota f (— 5) = —2,25.
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-2.25

Princip itera¢nich metod spoc¢iva v konstrukci posloupnosti pribliznych feseni tak, aby
presné feSeni bylo limitnim piipadem. Samozfejmé nesmime zapomenout, Ze je nutné
zadat pocateéni aproximaci, a Ze je nutné itera¢ni postup néjakym zpiisobem ukonéit (po
kone¢éném poétu kroki).

Pro feseni naseho prikladu pouZijeme tfeba metodu pileni intervalu (bisekci).

Na zacatku musime zadat interval, na kterém feSeni hledame, tj. vezmeme tieba (0, 3).
Musi platit, ze funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu maji opacnéa znaménka, a Ze
je funkce spojita. Pokud jsou tyto predpoklady splnény, musi existovat alespon 1 feSeni
nasi tlohy. V kazdém kroku vezmeme pouze polovinu puvodniho intervalu tak, aby opét
funkéni hodnoty v krajnich bodech mély opacnéa znaménka.

Déle musime vypocet n¢jakym zptisobem ukoncit. Mizeme pouzit néktery z nasledujicich
zpusobu:

e délka intervalu v daném kroku < e
e absolutni hodnota funkéni hodnoty ve stfedu intervalu < e
e pocet krok metody < N
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Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fceOl.m takto:

function out=fce01(x);
out=x"2+x-2;

| k | a I b I S | fCa) |  £f£() | £f(s)

| 0| 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500
| 1| 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875
| 2 ] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 31 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
| 4 | 0.9375 | 1.1250 | 1.0312 | -0.1836 | 0.3906 | 0.0947
| 51 0.9375 | 1.0312 | 0.9844 | -0.1836 | 0.0947 | -0.0466
| 6 | 0.9844 | 1.0312 | 1.0078 | -0.0466 | 0.0947 | 0.0235
| 71 0.9844 | 1.0078 | 0.9961 | -0.0466 | 0.0235 | -0.0117
| 8 1 0.9961 | 1.0078 | 1.0020 | -0.0117 | 0.0235 | 0.0059
| 9 | 0.9961 | 1.0020 | 0.9990 | -0.0117 | 0.0059 | -0.0029
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Poznédmka: Pouzitim riznych podminek zastavime algoritmus obecné v ruznych krocich.

e Pokud bychom pouzili podminku, ze velikost intervalu v daném kroce je mensi nez 0,1,
pak skon¢ime v 5. kroku ... 11,0312 —0,9375 < 0, 1.

e Pokud bychom pouzili podminku, ze funkéni hodnota uprostied intervalu je v abs.
hodnoté mensi nez 0,1, pak skon¢ime ve 4. kroku ...  f(1,0312) = 0,0947 < 0, 1.

Otazka: Je lepsi pouzit podminku na délku intervalu nebo na funkéni hodnotu?

©
T

Pokud je funkce monoténni a hodné strma (méa velkou absolutni
hodnotu derivace), pak se algoritmus zastavi pfi pouziti podminky
na velikost intervalu diive nez pfi pouziti podminky na funkéni hod-
notu, tj. presnéjsi vysledek ziskame pouzitim podminky na funkéni
hodnotu.

o

n S
T T T

o

-2+t

Pokud je funkce monotonni a velmi pomalu roste nebo klesa (abs. hodnota derivace je
blizké 0), pak se algoritmus zastavi pfi pouziti podminky na velikost intervalu pozdé&ji nez
pii pouziti podminky na abs. hodnotu funkce uprostied intervalu.
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Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <1,2> a zastavovaci podminku b-a<0.01
a soucasne pro zastavovaci podminku abs(f(s))<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce02.m takto:

function out=fce02(x);

out=0.3*(x+1)"4-15;

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <1,2> a zastavovaci podminku b-a<0.01

a soucasne pro zastavovaci podminku abs(f(s))<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce02.m takto:

function out=fce02(x);
out=0.3%(x+1)"~4-15;

| k | a | b | s | f(a) | f(b) | f(s) |
| 01 1.0000 | 2.0000 | 1.5000 [-10.2000 | 9.3000 | -3.2812 |
| 1 | 1.5000 | 2.0000 | 1.7500 | -3.2812 | 9.3000 | 2.1574 |
| 2 | 1.5000 | 1.7500 | 1.6250 | -3.2812 | 2.1574 | -0.7558 |
| 31 1.6250 | 1.7500 | 1.6875 | -0.7558 | 2.1574 | 0.6500 |
| 4 | 1.6250 | 1.6875 | 1.6562 | -0.7558 | 0.6500 | -0.0653 |
| 51 1.6562 | 1.6875 | 1.6719 | -0.0653 | 0.6500 | 0.2892 |
| 6 | 1.6562 | 1.6719 | 1.6641 | -0.0653 | 0.2892 | 0.1112 |
| 71 1.6562 | 1.6641 | 1.6602 | -0.0653 | 0.1112 | 0.0228 |
Zastaveni vypoctu pro podminku na b-a < 0.010000

8 | 1.6562 | 1.6602 | 1.6582 | -0.0653 | 0.0228 | -0.0213 |
9| 1.6582 | 1.6602 | 1.6592 | -0.0213 | 0.0228 | 0.0007 |

Zastaveni vypoctu pro podminku na abs(f(s)) < 0.010000

Delka posledniho intervalu je b-a = 0.001953
Abs. hodnota funkcni hodnoty v bode s je f(s)= 0.000716
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Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,6> a zastavovaci podminku b-a<0.01
a soucasne pro zastavovaci podminku abs(f(s))<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce03.m takto:

function out=fce03(x);
out=(x+1)"(1/4)-1.2;

| k | a I b I s | fla) | f(b) | f(s) |
| O] 0.0000 | 6.0000 | 3.0000 | -0.2000 | 0.4266 | 0.2142 |
| 1| 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -0.2000 | 0.2142 | 0.0574 |
| 2 1| 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -0.2000 | 0.0574 | -0.0498 |
| 31 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.0498 | 0.0574 | 0.0074 |

Zastaveni vypoctu pro podminku na abs(f(s)) < 0.010000

| 4 | 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.0498 | 0.0074 | -0.0202 |
| 561 0.9375 | 1.1250 | 1.0312 | -0.0202 | 0.0074 | -0.0062 |
| 6 | 1.0312 | 1.1250 | 1.0781 | -0.0062 | 0.0074 | 0.0007 |
| 71 1.0312 | 1.0781 | 1.0547 | -0.0062 | 0.0007 | -0.0027 |
| 8 1 1.0547 | 1.0781 | 1.0664 | -0.0027 | 0.0007 | -0.0010 |
| 91 1.0664 | 1.0781 | 1.0723 | -0.0010 | 0.0007 | -0.0002 |
[10 | 1.0723 | 1.0781 | 1.0752 | -0.0002 | 0.0007 | 0.0002 |
Zastaveni vypoctu pro podminku na b-a < 0.010000

Delka posledniho intervalu je b-a = 0.005859

Abs. hodnota funkcni hodnoty v bode s je f(s)= 0.000231
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Pokud funkce neni monoténni, nelze doptedu fici, pouzitim které zastavovaci podminky
ziskame presnéjsi aproximaci reseni.

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <-2,7.5> a zastavovaci podminku b-a<0.01

a soucasne pro zastavovaci podminku abs(f(s))<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fceO4.m takto:

function out=fce04(x);

out=0.01*(x+1)*(x-2.5)*(x-3)+0.012;

| 0 | -2.0000 | 7.5000 | 2.7500 | -0.2130 | 1.9245 | 0.0097 |

Zastaveni vypoctu pro podminku na abs(f(s)) < 0.010000

| 1 | -2.0000 | 2.7500 | 0.3750 | -0.2130 | 0.0097 | 0.0887 |
| 2 | -2.0000 | 0.3750 | -0.8125 | -0.2130 | 0.0887 | 0.0357 |
| 3 | -2.0000 | -0.8125 | -1.4062 | -0.2130 | 0.0357 | -0.0579 |
| 4 | -1.4062 | -0.8125 | -1.1094 | -0.0579 | 0.0357 | -0.0042 |
| 51 -1.1094 | -0.8125 | -0.9609 | -0.0042 | 0.0357 | 0.0174 |
| 6 | -1.1094 | -0.9609 | -1.0352 | -0.0042 | 0.0174 | 0.0070 |
| 7 | -1.1094 | -1.0352 | -1.0723 | -0.0042 | 0.0070 | 0.0015 |
| 8 | -1.1094 | -1.0723 | -1.0908 | -0.0042 | 0.0015 | -0.0013 |
| 9 | -1.0908 | -1.0723 | -1.0815 | -0.0013 | 0.0015 | 0.0001 |
[10 | -1.0908 | -1.0815 | -1.0862 | -0.0013 | 0.0001 | -0.0006 |
Zastaveni vypoctu pro podminku na b-a < 0.010000
ot
1.5F
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Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <-1.75,2> a zastavovaci podminku b-a<0.01
a soucasne pro zastavovaci podminku abs(f(s))<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce05.m takto:

function out=fce05(x);

out=130-x"8;

| k | a | b | S | £ | £(b) | f(s) |
| 0 | -1.7500 | 2.0000 | 0.1250 | 42.0361 |-126.0000 | 130.0000 |
| 1 | 0.1250 | 2.0000 | 1.0625 |130.0000 |-126.0000 | 128.3758 |
| 2 | 1.0625 | 2.0000 | 1.5312 [128.3758 |-126.0000 | 99.7748 |
| 3| 1.5312 | 2.0000 | 1.7656 | 99.7748 |-126.0000 | 35.5531 |
| 4 | 1.7656 | 2.0000 | 1.8828 | 35.5531 | 126.0000 | -27.9271 |
| 5| 1.7656 | 1.8828 | 1.8242 | 35.5531 | -27.9271 |  7.3647 |
| 6 | 1.8242 | 1.8828 | 1.8535 | 7.3647 | -27.9271 | -9.3061 |
| 71 1.8242 | 1.8535 | 1.8389 | 7.3647 | -9.3061 | -0.7383 |
| 8 | 1.8242 | 1.8389 | 1.8315 | 7.3647 | -0.7383 | 3.3699 |
| 9 | 1.8315 | 1.8389 | 1.8352 | 3.3699 | -0.7383 | 1.3301 |
Zastaveni vypoctu pro podminku na b-a < 0.010000

|10 | 1.8352 | 1.8389 | 1.8370 | 1.3301 | -0.7383 | 0.2995 |
|11 | 1.8370 | 1.8389 | 1.8380 | 0.2995 | -0.7383 | -0.2185 |
[12 | 1.8370 | 1.8380 | 1.8375 | 0.2995 | -0.2185 | 0.0407 |
|13 | 1.8375 | 1.8380 | 1.8377 | 0.0407 | -0.2185 | -0.0888 |
|14 | 1.8375 | 1.8377 | 1.8376 | 0.0407 | -0.0888 | -0.0240 |
|15 | 1.8375 | 1.8376 | 1.8376 | 0.0407 | -0.0240 | 0.0084 |

Zastaveni vypoctu pro podminku na abs(f(s)) < 0.010000

100 -

50

-100
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Poznamkas:

UkéZeme si jinou metodu na feSeni. Nasim cilem je rychleji zmensovat interval, viz obrazek:

Metoda se jmenuje regula falsi a algoritmus je stejny jako u bisekce, ovSsem jako bod s
nebereme stied intervalu, ale prusecik tétivy s osou .
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Pokud bychom pouzili metodu regula falsi na zadani z tvodniho piikladu, dostali bychom:

Metoda regula falsi pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku |f(s)[<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fceOl.m takto:

function out=fce01(x);
out=x"2+x-2;

| k | a I b I s I fla) | f(b) | f(s) |
| 01 0.0000 | 3.0000 | 0.5000 | -2.0000 | 10.0000 | -1.2500 |
| 1 1 0.5000 | 3.0000 | 0.7778 | -1.2500 | 10.0000 | -0.6173 |
| 2| 0.7778 | 3.0000 | 0.9070 | -0.6173 | 10.0000 | -0.2704 |
| 31 0.9070 | 3.0000 | 0.9621 | -0.2704 | 10.0000 | -0.1123 |
| 4 | 0.9621 | 3.0000 | 0.9847 | -0.1123 | 10.0000 | -0.0456 |
| 51 0.9847 | 3.0000 | 0.9939 | -0.0456 | 10.0000 | -0.0184 |
| 6 | 0.9939 | 3.0000 | 0.9975 | -0.0184 | 10.0000 | -0.0074 |

Z obrazku je patrné, ze pro zastaveni nelze pouzit podminku na délku intervalu v daném
kroku, protoze tato délka pro pocet kroku jdouci do oo neklesa k nule. Tj. musime pouzit
podminku na abs. hodnotu funkéni hodnoty v bodé s.
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Pokud existuje vice feSeni, tak které najdu?
Otazka: _ _
(At uz metodou bisekce nebo metodou regula falsi).

- Nelze doptedu fici bez dalsich informaci.

- Kazda z metod muze nalézt jiny z nich pro stejna vstupni data.

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <-0.5,4.2> a zastavovaci podminku b-a<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce06.m takto:

function out=fce06(x);
out=(x-1) *(x-2)*(x-4) ;

| k | a | b | s | f(a) | f(b) | f(s) |
| 0| -0.5000 | 4.2000 | 1.8500 |-16.8750 | 1.4080 | 0.2741 |
| 1 | -0.5000 | 1.8500 | 0.6750 |-16.8750 | 0.2741 | -1.4318 |
| 2 | 0.6750 | 1.8500 | 1.2625 | -1.4318 | 0.2741 | 0.5300 |
| 31 0.6750 | 1.2625 | 0.9688 | -1.4318 | 0.5300 | -0.0977 |
| 4 | 0.9688 | 1.2625 | 1.1156 | -0.0977 | 0.5300 | 0.2949 |
| 51 0.9688 | 1.1156 | 1.0422 | -0.0977 | 0.2949 | 0.1195 |
| 6 | 0.9688 | 1.0422 | 1.0055 | -0.0977 | 0.1195 | 0.0163 |
| 71 0.9688 | 1.0055 | 0.9871 | -0.0977 | 0.0163 | -0.0393 |
| 8 1 0.9871 | 1.0055 | 0.9963 | -0.0393 | 0.0163 | -0.0112 |
| 9 1 0.9963 | 1.0055 | 1.0009 | -0.0112 | 0.0163 | 0.0026 |
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Metoda regula falsi pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <-0.5,4.2> a zastavovaci podminku |f(s)[<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fce06.m takto:

function out=fce06(x);
out=(x-1)*(x-2)*(x-4) ;

| & | a I b I s I f(a) | f(b) | f(s) |
| O] -0.5000 | 4.2000 | 3.8380 |-16.8750 | 1.4080 | -0.8448 |
| 1 ] 3.8380 | 4.2000 | 3.9738 | -0.8448 | 1.4080 | -0.1539 |
| 2 ] 3.9738 | 4.2000 | 3.9961 | -0.1539 | 1.4080 | -0.0235 |
| 3 ] 3.9961 | 4.2000 | 3.9994 | -0.0235 | 1.4080 | -0.0035 |
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2
C o : T — 2z : )
Najdéte feseni rovnice | | = 0 na intervalu (1;4) pomoci

Priklad: 2r — 4
metody piileni intervalu a metody regula falsi.

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <1,4> a zastavovaci podminku b-a<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fceO7.m takto:

function out=fce07(x);
out=abs (x~2-2%*x)/(2*x-4) ;

| & | a | b | s | f(a) | f(b) | f(s) |
| 0| 1.0000 | 4.0000 | 2.5000 | -0.5000 | 2.0000 | 1.2500 |
| 1 ] 1.0000 | 2.5000 | 1.7500 | -0.5000 | 1.2500 | -0.8750 |
| 2 ] 1.7500 | 2.5000 | 2.1250 | -0.8750 | 1.2500 | 1.0625 |
| 3| 1.7500 | 2.1250 | 1.9375 | -0.8750 | 1.0625 | -0.9688 |
| 4 1| 1.9375 | 2.1250 | 2.0312 | -0.9688 | 1.0625 | 1.0156 |
| 51 1.9375 | 2.0312 | 1.9844 | -0.9688 | 1.0156 | -0.9922 |
| 6 | 1.9844 | 2.0312 | 2.0078 | -0.9922 | 1.0156 | 1.0039 |
| 71 1.9844 | 2.0078 | 1.9961 | -0.9922 | 1.0039 | -0.9980 |
| 8 1 1.9961 | 2.0078 | 2.0020 | -0.9980 | 1.0039 | 1.0010 |
| 9 | 1.9961 | 2.0020 | 1.9990 | -0.9980 | 1.0010 | -0.9995 |
2r |
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Metoda regula falsi pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <1,4> a zastavovaci podminku |f(s)[<0.01

Funkce f(x) je zadana v souboru fceO7.m takto:

function out=fce07(x);
out=abs (x~2-2%x)/(2*x-4) ;

| k | a I b I s I fla) | f(b) | f(s) |
| 01 1.0000 | 4.0000 | 1.6000 | -0.5000 | 2.0000 | -0.8000 |
| 1 1 1.6000 | 4.0000 | 2.2857 | -0.8000 | 2.0000 | 1.1429 |
| 2 | 1.6000 | 2.2857 | 1.8824 | -0.8000 | 1.1429 | -0.9412 |
| 3 | 1.8824 | 2.2857 | 2.0645 | -0.9412 | 1.1429 | 1.0323 |
| 4 | 1.8824 | 2.0645 | 1.9692 | -0.9412 | 1.0323 | -0.9846 |
| 51 1.9692 | 2.0645 | 2.0157 | -0.9846 | 1.0323 | 1.0079 |
| 6 | 1.9692 | 2.0157 | 1.9922 | -0.9846 | 1.0079 | -0.9961 |
| 71 1.9922 | 2.0157 | 2.0039 | -0.9961 | 1.0079 | 1.0020 |
| 8 | 1.9922 | 2.0039 | 1.9980 | -0.9961 | 1.0020 | -0.9990 |
| 9 1 1.9980 | 2.0039 | 2.0010 | -0.9990 | 1.0020 | 1.0005 |
[10 | 1.9980 | 2.0010 | 1.9995 | -0.9990 | 1.0005 | -0.9998 |
[11 | 1.9995 | 2.0010 | 2.0002 | -0.9998 | 1.0005 | 1.0001 |
[12 | 1.9995 | 2.0002 | 1.9999 | -0.9998 | 1.0001 | -0.9999 |
[13 | 1.9999 | 2.0002 | 2.0001 | -0.9999 | 1.0001 | 1.0000 |
[14 | 1.9999 | 2.0001 | 2.0000 | -0.9999 | 1.0000 | -1.0000 |
[15 | 2.0000 | 2.0001 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 1.0000 |
[16 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | -1.0000 |
[17 | 2.0000 | 2.0000 | 2.0000 | -1.0000 | 1.0000 | 1.0000 |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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Shrnuti:

- Bisekce nalezla jako ptiblizné feseni ¢islo 1.9990.

- Metoda regula falsi nekonvergovala.

Nebyl splnén predpoklad spojitosti funkce f na (a,b) a rovnice neméla FeSeni.

Priklad z uvodu prednasky zkusime Tesit jinym zptisobem.
Pokud ma teSeni splhovat rovnici
2 _
T 4+xr—2=0,

musi taky splhovat rovnici

r=2— 12

Zvolime pocatecni aproximaci o = 2,5 a pocitame dalsi iterace podle vzorce
2

Thy1 = 2 — X%,

Dostaneme:

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)

pro pocatecni aproximaci x0=2.5 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1)1<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fce08.m takto:

function out=fce08(x);

out=2-x"2;

| & | x (k) I
| 0 | 2.500000 |
[ 1 | -4.250000 |
| 2 | -16.062500 I
| 3 | -256.003906 I
| 4 | -65536.000015 I
| 5 | -4294967296.000000 I
| 6 | -18446744073709551616 |
| 10 | -Inf |
| 11 | -Inf |

Posloupnost bohuzel nekonverguje.
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Zkusime jiny predpis, napiiklad
2 =2 -z,

r=+vV2—z (hleddme kladné feseni).

Pokud bychom volili g = 2, 5, pak bychom dostali pod odmocninou zaporné ¢islo. Zvolime
proto napiiklad zp = 1,5 a dalsi iterace ziskdme pomoci predpisu

Tpy1 = V2 — Tp.

Dostaneme:

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1)|<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fce09.m takto:

function out=fce09(x);
out=sqrt (2-x) ;

.500000 |
.707107 |
.137055 |
.928949 |
.034916 |
.982387 |
.008768 I
.995606 |
.002194 |

0N O WN O
H O R OROROR

Vidime, Ze posloupnost konverguje k presnému feseni o = 1. Opét je tfeba zvolit zasta-
vovaci podminku. Vypocet ukonc¢ime, pokud rozdil dvou po sobé jdoucich iteraci bude
dostatecné maly, tj.

|zp — x| <e.

|rs — x7] < 0,006588 < 0,01 =¢
Pro volbu ¢ = 0,01 vypocet ukonéime v osmém kroku a za priblizné feSeni prohlasime

x5 = 1,002194.

Posledni pouzitd metoda se nazyva metoda prosté iterace.
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 5 PREDNASKA

Metoda prosté iterace

Uvazujeme tzv. Glohu o pevném bodé

r = p(x).

Regeni dlohy se nazyva pevnym bodem zobrazeni (funkce) .

Pro nalezeni feseni jsme zvolili iterac¢ni postup, kde jsme na zacatku zvolili pocatecni
aproximaci xy a nasledujici iterace pocitali podle vzorce

Tp+1 = 90(951«)

Polozme si otazku, kdy bude proces konvergovat?
Ukazeme si nékolik piikladi:
Priklad 1: The1 =30 — 2, zog=1,1

Regen{ musi spliiovat rovnici * =3x —2, tj. 2e =2 = x=1.

S pocatecni volbou jsme velmi blizko, vypoc¢teme nékolik iteraci:

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.1 a zastavovaci podminku
Ix(k)-x(k-1)<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcelO.m takto:

function out=fcel0(x);

out=3*x-2;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0 | 1.100000 | | |
| 1 | 1.300000 | 0.200000 | |
| 2 | 1.900000 | 0.600000 | 3.000000 |
| 3 | 3.700000 | 1.800000 | 3.000000 |
| 4 | 9.100000 | 5.400000 | 3.000000 |
| 5 | 25.300000 | 16.200000 | 3.000000 |
| 6 | 73.900000 | 48.600000 | 3.000000 |
| 7 | 219.700000 | 145.800000 | 3.000000 |
| 8 1| 657.100000 | 437.400000 | 3.000000 |
| 9 | 1969.300000 | 1312.200000 | 3.000000 |
110 | 5905.900000 |  3936.600000 | 3.000000 |
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Vidime, Ze se od pfesného feSeni vzdalujeme a pomoci tohoto vztahu jej neurcime.

Grafické zobrazeni: M4 platit rovnost x = p(z), tj. pfesné feseni odpovida prisecéiku

grafii funkei y = x a y = p(z).

Nejen, ze se iterace vzdaluji od piesného feSeni, ale také se zvétsuji rozdily mezi nimi !

20

Pokud chceme fesit rovnici x = 3x — 2, miizeme zkusit jiny tvar

Priklad 2: pfepisu z = ¢(x). . )
i =z + 2, zp=1,1
napr.  Tpy1 3$k+3, Zo )
1
—3.2-2 Lz
x x / 3
1 2 /+2
3 3
1 +2
rT=-r+ -
3
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.1 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1) [<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcell.m takto:

function out=fcell(x);
out=1/3*x+2/3;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 1.100000 | | |
| 1 | 1.033333 | -0.066667 | |
| 2 | 1.011111 | -0.022222 | 0.333333 |
| 3 | 1.003704 | -0.007407 | 0.333333 |

1.08-

1.06

1.04

1.02-

0.98

1 1 1 1 1
0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1

Vidime, 7e posloupnost klesa k presnému feseni (blizi se k 1).

Déle je vidét, ze se iterace zahustuji a absolutni hodnota rozdilu |z — x,_1| s rostoucim
k klesa k nule, tj. pro Vk (> ko) by mélo platit:

|Thto — Thra] < |Tps1 — xp|-

Pokud vyuzijeme iteracni piedpis, mizeme vyraz na levé strané nahradit:
lp(zrr1) — o(@n)]| < [Try1 — il

Nerovnici vydélime |z — x| #0 (pokud by xp1 — 2 = 0, pak by 2,1 = 2 a jednalo
by se o pfesné feSeni zj = 11 = p(2x)) a dostaneme
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|90($k+1) - @(xk)’ |Ik+2 - Ik+1|

<1 *
|l‘k+1 - $k| ( )

<1 .
O e — ]

Aby proces konvergoval, je vhodné zajistit splnéni podminky (x).

Geometricky vyznam:

O(Trs1)

p(Tx)

Pokud bude pro funkci ¢ platit nasledujici podminka (%x) mame splnéni podminky (x)
zaruceno:

Ve,y el o) —e(y)] <z —yl, (%)

kde I je néjaky interval obsahujici feSeni, na kterém ho hledame.

Analogicky zapis:

[p(z) — o(y)

<1.
lz —yl

Ve,ye I :

Pokud funkce ¢ spliuje (xx), fikime o ni, ze je kontrahujici nebo zZe jde o kontrakeci.

Vratme se k pfikladu 1 a 2 a ovéfme, zda byla piislusna funkce ¢ kontrahujici
(pro jednoduchost na R).
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ad 1) o(x) =3z — 2
Pokud vezmeme libovolna 2 rizna ¢isla x,y € R dostaneme:
p(x) = ()| = Bz = 2) = By = 2)| = [3z = 3y — 2+ 2| = [3z — 3y[ = 3|z — ¢

= ¢ neni kontrakce.

1 2
d?2 = — =
ad 2) () 3x+ 3
Opét pro libovolné 2 rizné ¢isla x,y € R plati:
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1
@)= = |G+ 3) = G+ )| = o= =3+ 3| =52 - 39| = 3l

= ¢ je kontrakce.

Geometricky to znamen4, Ze zména funkce ¢ z jednoho bodu do druhého musi byt mensi
nez vzdalenost téchto bodi, tj. funkce ¢ nemize mit velké “rusty” a “poklesy” (zmény).
Ve srovnani s piimkou x = y musi mit mensi “rust” v absolutni hodnoté.

Priklady funkci p = ¢(z), které jsou kontrakei:

5 1.2
a5t
A
s
350 0sl
ab N |
PN |
25- 0.6 AN
OORC T oA
R I ‘ 1 C N
ol | I 0.4 RN o
151 "o | | Y s N
o | | [ R
/ x o af | RIS
0.5- "o | ! A TE ST T o s
o I I RN R I i
oF 1l L L L oF L L1l Ll L L L L
0 1 2 3 4 5 -02 0 0z 0.4 06 08 1 1.2 1.4
(x) = arctg (z/2) 4+ 1 na intervalu (1, 5) o(z) = e=*/? na intervalu (0,1)
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i

(), které nejsou kontrakc

Priklady funkei ¢

1.5
1
0.5r
0

-0.51

20
15
10

1.5

0.5

o
—

2 cosz na intervalu (0, 2)

p(z)

2%/2 — 1 na intervalu (2,7)

o(z)
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Otéazka: Co ovliviiuje rychlost konvergence (zhustovani bodi)?

Priklad: Uvazujeme piedpis xxi1 = 0,992, + 1, 2o = 0. Posudte zhustovani iteraci.

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1)<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel6.m takto:

function out=fcel6(x);
out=0.99%x+1;

| k | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 ] 1.990000 | 0.990000 | 0.990000 |
| 3 | 2.970100 | 0.980100 | 0.990000 |
| 4 | 3.940399 | 0.970299 | 0.990000 |
| 5 | 4.900995 | 0.960596 | 0.990000 |
60 Zo Tt i) T3 Ty Ty

T1—Tg = 1, To—XT1 = 0, 99, T3— Ty = 0,9801

|zo — 21| se oproti |1 — xo| moc nezménilo

o 0 2 w0 4 o e 70 w0 % 10 |z — x| se oproti |zo — 1| moc nezménilo

Thio — T
tj. ¢im vic bude M blize k 1 (zdola), tim pomaleji bude proces konvergovat.
Tp+1 — Tk

Pokud by byl tento podil roven 1, pak proces nekonverguje (napi.: x4 = xx+1, o = 0).

Thyo — T
Oznac¢me podil: ¢ = M v tomto piipadé plati, ze ¢, = 0,99.

B \$k+1 - $k|
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Priklad: Uvazujeme piedpis xpi1 = 0,12 + 1, 2o = 0. Posudte zhustovani iteraci.

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zastavovaci podminku
Ix(k)-x(k-1) [<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel7.m takto:

function out=fcel7(x);
out=0.1%x+1;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 | 1.100000 | 0.100000 | 0.100000 |
| 3] 1.110000 | 0.010000 | 0.100000 |
| 4 | 1.111000 | 0.001000 | 0.100000 |
08 ii o 1 l'“;l'g

0.6

041

ZEl—ZEO:l, I2—5E1:O,17 1'3—1132:0,01

0.2

|z — 21| je 10x mensi nez |x; — x|

12 |zg — 29| je 10x mensi nez |xy — 2|

. X — T ..
tj. ¢im vic bude M blize k 0, tim rychleji bude proces konvergovat.

|9Ck:+1 - xk’

Pokud by byl tento podil roven 0, pak mame presné feSeni, protoze musi platit, ze

Tpyo — Tppr = 0, ). Tpgpo = Tpy1, b ©(Tpg1) = Teg1 @ Tpqq je plesné TeSen.

Podil ¢, je v tomto piipadé roven 0,1.
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Vratme se ke vztahu (%x).

Definice:
Necht f: I — R. Potom plati, 7e existuje q > 0: |f(z) — f(y)| < q - |x —y| Vz,ye I

Rikéme, Ze funkce f je lipschitzovska funkce.

Otérk Jaka je souvislost chyby priblizného feSeni a velikosti rozdilu dvou
tazka:
po sobé jdoucich iteraci?

« ... pfesné feSeni T Ti—1 Tk_2

T — o > |z — xR

Ty « ... presné reSeni Th_1 Th_2

T — a! < |l’k — Tk

Odpoveéd:  Mohou nastat obé situace, tj. kdy je chyba |xy —a| mnohem vétsi nez

vzdélenost dvou poslednich iteraci |z — x,_1]|, ale i naopak mnohem mensi.
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Odhad chyby metody prosté iterace
e Mame konvergentni proces 1z = p(zr_1), k=1,2,...
e Presné feseni a spliiuje vztah o = ¢(«), klim Tp = o
—00
e Po odecteni dostaneme 1z — o = p(r5_1) — ()
tj. ok — af = |p(zr-1) — (o) «
e Piedpokladame, ze ¢ je lipchitzovska s konstantou ¢ € (0, 1), tj. musi platit:
[p(xr-1) — ()] < q - |zp—1 — @ “
e Dale pouzijeme A nerovnost:
|z 1 — o] = |k —ap + 2 — ) < |axp — x| + |2e — @ —
e Dostaneme:

|z — o <q-|Tp—1 — 2k + ¢ |z — @

1
(I=q)|lek—al <q-|opmr—au| /- 7—>0
1—gq

q
|z, — a| < T |zk_1 — x|

Hodnota konstanty ¢ velmi ovlivituje odhad chyby, ale také, jak jsme

Poznamka: 1ot Awen s A .
vidéli diive, i rychlost “zhustovani” iteraci.

Priklad:  Opét xpe1 =0,992, + 1, g =0

plati také: x50 =0,992,1 + 1

po odec¢teni ziskdme:  |rpio — Tpi1| = 0,99 |2k — 2] = ¢ =0,99
0,99

h hyby: —a < ————
odhad chyby: |z —a] < 0,99

’xk,1 — l‘kl =99 |.I'k,1 — .CL'k|

Tj. chyba mize byt 99x vétsi nez tolerance e pouzita pro zastaveni procesu: |z —xzx| < €.

Priklad: Opét xp; =01z, + 1, 29 =0

plati také: 0 =0,1mp1 + 1

po odecteni: |zpio — k1| =0, 1|21 — x| = ¢=0,1

0,1 1
|Ik—1 - $k| = § |Ik—1 - $k|

dhad chyby: —al <
odhad chyby: |z, Oél_l_o’1

Tj. chyba je 9x mensi nez tolerance € pouzita pro zastaveni procesu: |z5_; — 2x| < €.

64



Odhad chyby metody proste iterace pro reseni nelinearni rovnice
x = phi(x) = 0.99*x+1

| k| x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) I
| 0 | 0.000000 I I I
|1 | 1.000000 I 1.000000 | I
| 2| 1.990000 I 0.990000 | 0.990000 I
| 3| 2.970100 I 0.980100 | 0.990000 I
| 4 | 3.940399 I 0.970299 I 0.990000 I
| 5 | 4.900995 I 0.960596 I 0.990000 I
| 6 | 5.851985 I 0.950990 I 0.990000 I
| 7 | 6.793465 I 0.941480 | 0.990000 I
| 8 | 7.725531 I 0.932065 | 0.990000 I
| 9 | 8.648275 I 0.922745 I 0.990000 I
| 10 | 9.561792 I 0.913517 I 0.990000 I
| 11 | 10.466175 I 0.904382 I 0.990000 I
| 12 | 11.361513 I 0.895338 | 0.990000 I
| 13 | 12.247898 I 0.886385 | 0.990000 I
| 14 | 13.125419 I 0.877521 | 0.990000 I
| 15 | 13.994165 I 0.868746 I 0.990000 I
| 16 | 14.854223 I 0.860058 I 0.990000 I
| 17 | 15.705681 I 0.851458 | 0.990000 I
| 18 | 16.548624 I 0.842943 | 0.990000 I
| 19 | 17.383138 I 0.834514 | 0.990000 I
| 20 | 18.209306 I 0.826169 I 0.990000 I

Odhad chyby :
| x_20 - x_presne | <= q / (1-@) * | x_20 - x_19 |

| 18.209306 - x_presne | <= 0.99 / (1-0.99) * 0.826169 = 81.790694
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Odhad chyby metody proste iterace pro reseni nelinearni rovnice
x = phi(x) = 0.1%x+1
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.01

| k | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 | 1.100000 | 0.100000 | 0.100000 |
| 3 | 1.110000 | 0.010000 | 0.100000 |
| 4 | 1.111000 | 0.001000 | 0.100000 |

Odhad chyby :
| x_4 - x_presne | <=q/ (1-q) * | x_4 - x_3 |

| 1.111000 - x_presne | <= 0.1 / (1-0.1) * 0.001000 = 0.000111

66




IjVOD DO MATEMATICKYCH V\’/POCTG 6 PREDNASKA

Chaos (xaos)

Deterministicky chaos - na prvni pohled slova s protichudnym obsahem.

Edward Norton Lorenz (23.5.1917 - 16.4.2008) (otec chaosu)

Americky matematik (Harvard) a meteorolog (MIT). Pti studiu modelt pocasi Lorenz ob-
jevil, ze pocasi se ne vzdy chova podle predpovédi. Mal4 odchylka v poc¢ate¢nich hodnotach
proménnych v jeho primitivnim pocitacovém modelu pocasi méla za nésledek veliké roz-
dily v chovani pocasi. Tato citlivi zavislost na pocatec¢nich podminkéch se stala zndmou
jako motyli efekt.

Vylucuje prediktabilitu (dlouhodobejsi)

Deterministické chovani Ve zdanlivé chaotickych systémech (turbulence, stoupajici
kouf) existuje skryty fad. Je mozné stanovit, jaké p¥i¢iny vedly k danému pozoro-
vanému nasledku (vétsinou je to vSak mozné pouze dodateéné - a posteriori).

PRICINA = NASLEDEK

Sobepodobnost  Urdita vlastnost se zachovava nezavisle na méfitku. Objevuje se urcity
rad ve zdanlivém chaosu. Graficky znadzornéna vlastnost sobépodobnosti . .. fraktal.

Samoorganizace  Napiiklad pohyb ryb v hejnu.

Vérohodny model - Kazda ryba se #idi tfemi jednoduchymi lokalnimi pravidly:

soudrznost hejna, zafazeni a oddéleni.

Je prekvapujici, jak komplikované kolektivni chovani z téchto 3 jednoduchych pra-
videl vychazi. Neexistuje zadny globalni plan pohybu nebo perspektiva a neexistuje
zadny vudce hejna (podobné chovani mravencii).

Hra Zivot

Puvodni matice A 1. iterace 2. iterace

| s

"
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Zkusme sestavit jednoduchy model ristu populace.

Pro jednoduchost uvazujeme kolonii baktérii, ktera se vzdy po urcéitém case délenim
roZmnozi.
y(n +1) —y(n)

Prirtstek za das At:
YAN

=k-y(n) (diferen¢ni rovnice)

y(n) ... pocet jedincu (baktérii) v case n
k... koeficient rustu (tj. frekvence déleni baktérii za urcity ¢as)

At...zména ¢asu (z ¢asu n do ¢asu n+ 1) ... ¢asovy krok

y(n+1) —y(n) = k-y(n) - At
yn+1)=(kAt+1) -y(n)
y(n+1) =b-y(n)

Ziskali jsme rekurentné zadanou posloupnost.

Poznamka: Stejny model lze pouzit i pro modelovani poc¢tu lidi nebo zvitat atd.
Priklad: Jaké je chovani systému x,.1 = b-x, pro ruzné hodnoty parametri 7

Pro zvolené b = 1,5 a x¢ = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model
rustu populace:

x_0 1000 (zadano) x10°
x_(n+1) = b * x_(n)
parametr b = 1.500000

n | hodnota(n)
|  1000.000000
|  1500.000000
|  2250.000000
|  3375.000000
|  5062.500000
| 7593.750000
|
|
|
|

11390.625000

17085.937500 i
95628 . 906250 Exponencialni chovani

O 0 ~NO Ol W N+~

[
o

38443.359375
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Pro zvolené b = 0,7 a o = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model
rustu populace:

x_0 1000 (zadano)
x_(n+1) = b * x_(n)
parametr b = 0.700000

1000

900 -

800 -

n | hodnota(n)
1000.000000 o
700.000000 4oor
490.000000 soor
343.000000 200¢
240.100000 100
168.070000 0
117.649000
82.354300
57 648010 Opét exponencialni chovani

40.353607

O 0 ~NO O WN -~

[
o

Pokud vezmeme v tvahu omezeny prostor nebo omezeny zdroj potravy, nemize tento
model fungovat (chovani je exponencialni).

= Musime vybrat model, ve kterém se pocet jedinci bude regulovat tak,
aby nemohl byt piekrocen urc¢ity maximalni pocet.

Uvazujeme tento model:

Xn
Xop1 = b- X, - (10 = X,)/10° = b-X, - (1—1—04)

10* ... maximalni mo7ny pocet jedincti v populaci.

Pokud je zavorka (10*—X,,) malé ¢islo, tj. populace je jiZz po¢etna, bude pocet v dalim
¢ase (n + 1) regulovan a dojde k redukci v populaci.

Naopak, pokud je maly pocet jedincii v populaci, je zavorka (10* — X,) velkeé cislo a
narast poctu jedincu v dalsim ¢ase (n 4 1) se podpofi.

Nyni budeme sledovat chovani modelu po rizné hodnoty parametru b. Ve vSech uvazujeme
pocateéni pocet jedinct populace Xy = 1000, tj. 10% z moZné kapacity prostredi.
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2. pripad
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7. pripad

8. pripad

b=3,74
b=13,75
b=3,9
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10. ptipad

11. piipad

b=4,5

12000

10000

8000

6000

4000

2000

1%

log

dn
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Komentéare:

10 . . g
e Pro parametr 0 < b < 9 populace vymizi, tj. pocet se ustali na hodnoté 0 jedincii.

10 .
e Pro parametr b = 9 se populace neméni, tj. zustava na pocatecni hodnoté 1000
jedincii.
e Pro parametr b = 2, resp. b = 2,6 se pocet se ustalil na hodnoté 5000, resp. 6153,84.

e Pro parametr b = 3,2 proces nekonverguje, ale osciluje mezi dvéma hodnotami
5130,4 a 7994,5 (“vzestup” a “pad”, perioda je 2).

e Vysledky pro parametr b = 3,74 a b = 3,75 ilustruji fakt, ze mala zména v para-
metru b zpusobi dramatickou zménu v chovani modelu.

Pro b = 3,74 se zda, Ze se opakuje pét hodnot, tj. perioda je 5.
Pro b = 3,75 se periodicita porusi.

e Pro parametr b = 3,9. Zde se zda, ze systém ztratil regularni charakter a ziskava
charakter “chaosu”. Cleny posloupnosti nejsou ndhodné - model je deterministicky.

e Pro parametr b = 4 dochazi v modelu k velikym vykyvam, kdy populace skoro
vymizi a stavem, kdy zcela naplni kapacitu prostiedi.

e Pro parametr b = 4.5 dojde k prekroceni meze pro prostiedi a systém se zhrouti.

Vénujeme se piipadim, kdy posloupnost konverguje, tj. pocet se ustali na jediné hodnoté,
kterou oznaé¢me X. Potom musi platit rovnost, pokud do rekurentni formule dosadime za
X, 1 X471 hodnotu X, tj.

10 — X 10
X=bX— = L
10 /X

10* = b(10* — X)

10 =010" —b X

40

L 0t
b

L1

X =10" (1~ )

Hledani ustélené hodnoty pro piepis X, 11 = ¢(X,41) je myslenkou tzv. metody prosté iterace,
resp. véty o pevném bodé.

Zkusme se zamyslet, kdy bude predpis X, 11 = ¢(X,41) konvergovat k jedné hodnoteé.
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1
V piipadé b = 2 dostaneme po dosazeni, ze X = 10* (1 — 5) = 5000.

1
V piipadé b = 2,6 dostaneme po dosazeni, 7e X = 10*(1 — %) = 6153, 84.

Y

1
V piipadé b = 3,2 dostaneme po dosazeni, ze X = 10*(1 — 3—2) = 6875

Y

Tady ovSem proces osciloval mezi 5130,4 a 7994, 5. Tj. neplatilo, ze lim X, = X.

n—oo

Pokud se proces ustéli ve stavu, kdy se stfida hodnota X a Y musi platit:

X = lim X2n a Y = lim X2n+1
n—00

n—oo

y —px =X
104
10— Y
X =bY —
X=b0bX 1041%) (10* — (b X 1041%)) 10°*
X = 1)1%((104 — X)(10* = b X (1 — %4))
= (bl%( — bjgf)(lo‘* —bX + %) /X
1=(1- %)(16—(1)(104 —bX + blf)ig)

1
Jedna se o kubickou rovnici, jejiz jednim z kofenti musi byt X = 10%(1 — 5)’ tj. musi byt
zahrnut ptripad, Ze proces konverguje.

1
Rovnici Ize tedy vydélit ¢lenem (X — 10* (1 — 6))’ ziskdme tak kvadratickou rovnici s

kofeny X a Y.

, b N B
X () X b )+ X (—— — — )+ PP — 1 =
(o) + X (g +708) T X g —qpe) 0
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Rovnice méa pro b = 3, 2 kofeny:

X =7994,55, Y = 5130,445 a Z = 6875.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.200000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bx¥*(10°4-Y)/10"4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.200000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6875.000000
X(3) = 7994.554905
X(4) = 5130.445095
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Rovnice méa pro b = 3, 3 kofeny:

X =4794.270198, Y = 8236.032832 a Z = 6969.69697.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.300000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY¥*(1074-Y)/10°4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.300000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6969.696970
X(3) = 8236.032832
X(4) = 4794.270198
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Zkusme vypocitat kofeny rovnice pro b = 2.

V tomto piipadé se oviem feSeni ustalilo na jedné hodnoté.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 2.000000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY¥*(1074-Y)/10°4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=2.000000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 5000.000000

X(3) = 7500.000000 + 4330.127019 * i
X(4) = 7500.000000 - 4330.127019 = i

Koreny X(3) a X(4) nejsou realne. =>
V tomto pripade nebude reseni oscilovat mezi dvema hodnotami.
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Zkusme vypocitat kofeny rovnice pro b = 3, 6.

V tomto piipadé se ov§em feSeni neustélilo na jedné hodnoté ani neoscilovalo mezi dvéma
hodnotami.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.600000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY%(10°4-Y)/10°4

Y = bxX*(10~4-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X* (10~4-X)/10°4)) /10~4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.600000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 7222.222222
X(3) = 8696.284406
X(4) = 4081.493371

Pro overeni vypiseme nasledujici iterace:

X_27 = 8881.699173
X_28 = 3575.668151
X_29 = 8269.660362
X_30 = 5151.3556603
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Pokud pro rizné hodnoty parametru b vyneseme do grafu ustalené feSeni, resp. nékolik
vyssich ¢lenti posloupnosti, ziskame tento obrazek:

10000 -

9000 - R
R B 2

N U
8000 Wk
?ﬁ""- =

I ! o %3
7000 . sty SV
’ g, BLY

" R
6000 | , died ind
.b’.. \.:i.'e ?)o[*t:
S 93, t‘.l. L3
5000 s LEEE
TS
4000 SRR
G 5
3000 G& 5y

gj.’:‘ ° :.-
2000 CFo
1000 &
N ¥
0 I 1 | Il Il Il H
1 15 2 25 3 35 4

Uvazujeme podobny piiklad, tentokrat v komplexnim oboru.

Maéame iterac¢ni formuli:

Xpp1=X24c

a volime pocatecni iteraci Xy a hodnotu c.

Ukazme si vykreslené ¢leny posloupnosti pro nékolik pripada volby Xj a c.
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. priklad  zp=0; ¢=—-0,4—0,4:

c=—0.4-0.4%

-0.05

-0.1

T

-0.15

-0.2

*
-0.25¢ <

-0.3

T

-0.35

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-045 -04 -035 -03 -025 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

.priklad 29 = —-0,5; ¢=—-0,54+0,5

¢=-0.5+0.5%i

0.45r

0.4r

0.35r

0.3

0.25F

T

0.15

0.1

0.05r

-0.7 -0.6 . -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
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20=0; ¢c=-0,6+4+0,4:

3. priklad

c=-0.6+0.4"i

0.4
0.35r

1

Io]
<
o

xo=0; ¢=-0,1240,75¢

4. piiklad

—0.12+0.75%i

Cc=

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.8
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klad

.
ke

=<

=

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45

T

T

T

20 = —0,5—0,3i; c=—0,4444 — 0,568

c=-0.4444-0.568"i
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTt’J 7 PREDNASKA

Fraktaly

Mereni délky pobrezi

Jak mam zmétit délku pobiezi?

Zkusime 2 mozZnosti:

1)

Vytvorime miizku (¢tvercovou) s ur¢itou velikosti ¢tverce.
Obarvime ty ¢tverce, ve kterych lezi jak pevna zem, tak mofte.

Vysledna délka je dana poctem obarvenych ¢tverci x jejich pocet
(strana, thlopiicka).

Uréime si délku méridla (kruzitkem).
Zactneme v jednom krajnim bodé.
Urcujeme dalsi bod pobftezi, ktery lezi pravé tak daleko od predchoziho.

Vysledna délka je souc¢tem vzdalenosti ziskanych bodi, tj. jejich
pocet x délka méridla.
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add 1)
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add 2)
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Cim mensi budu mit méridlo tim vétsi namérime délku pobtezi !
Pozorovani: (Richardsonuv efekt)

Clenitost pobfezi charakterizuje neceloc¢iselna dimenze.

add 1)

Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 10

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 10.000000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 17 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 17 x 10.000000 = 170.000000.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 20

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 5.000000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 35 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 35 x 5.000000 = 175.000000.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 40

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 2.500000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 73 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 73 x 2.500000 = 182.500000 .
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add 2)

Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.
Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,
Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku

(doporuceno 5 az 50 km) = 40

Pocet namerenych usecek je 2.764138 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a
jejich delky, tj. 2.764138 x 40.000000 = 110.565503.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.

Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,

Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku
(doporuceno 5 az 50 km) = 20

Pocet namerenych usecek je 6.215058 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a

jejich delky, tj. 6.215058 x 20.000000 =

124.301163.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.

Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,

Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku
(doporuceno 5 az 50 km) = 10

Pocet namerenych usecek je 12.801561

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a

jejich delky, tj. 12.801561 x 10.000000 =

128.015610.
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Uvazujeme nasledujici fraktalovou strukturu (Kochova k¥ivka).

e Nejprve uvazujeme tsecku délky jedna.

e Prostredni tretinu tusecky nahradime dvéma stejné velkymi useckami, takze s pu-
vodni ¢asti tvori rovnostranny trojihelnik.

e Nad kazdou stranou této lomené ¢ary provedeme stejnou operaci a neustéale opaku-
jeme.

atd.
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Jak dlouha je lomena ¢ara 7
Otéazky:
- Jak velky obsah nad piivodni tseckou vymezi tato lomena ¢ara ?
Pro délku v jednotlivych krocich dostavame:

1

) Na pocatku: 1 usecka o délce jedna
2) Po 1. kroku: 4 tsecky o délce 1/3
)
)

3) Po 2. kroku: 16 tusecek o délce 1/9
4) Po 3. kroku: 64 tusecek o délce 1/27

n) Po n krocich: 4" tsecek o délce 1/3"

Limitni pfechod:

\" 4\"
Celkova délka lomené ¢ary je  lim 4" - (5) = lim (—) = 00

n—oo

Pro obsah plochy v jednotlivych krocich dostavame:

1) Na pocatku zadny obsah

2) Po 1. kroku pfibude 1 trojihelnik o strané 1/3

3) Po 2. kroku pfibude 4 trojihelniky o strané 1/9
4) Po 3. kroku ptibude 16 trojthelniki o strané 1/27

n) Po n krocich ptibude 4" trojuhelniki o strané délky 1/3"

1 1 3 3
(obsah rovnostranného trojihelnika o strané a je Sa = Z V=30 ga = %

Limitni pfechod pro celkovy obsah plochy pod lomenou ¢arou:

Oonfl\/g 12n_oo\/§ n 111_00\/g 4n
>4 'T'(g) —;E"l '(5) —Z—‘(g)

n=1

4
= (soucet nekone¢né geometrické fady s koeficientem ¢ = g2 prvnim ¢lenem %) =

V3 1 V3 9_ V3. sse0oss

36 1—-2 36 5 20

Zéavér:  Objekt ma konecny obsah, ale nekoneény povrch!

Poznamka: Podobné je tomu v pfipadé méreni délky pobiezi.
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Definice dimenze krivky

- Uvazujeme méteni délky pomoci métidla délky r.

- Aproximace délky kiivky je dana poc¢tem krokt méfidla podél kiivky (N) vynéaso-
bené délkou méfidla E(r) = N - r

- Pro hladké kiivky konverguje E(r) pro r — 0, ke kone¢nému ¢islu .. . délce kiivky
...dimenze 1 (sta¢i popsat pouze vzdalenost od n&jakého pevného bodu).

- Pro fraktaly E(r) diverguje k +0o = dimenze je vétsi nez 1.

- Chceme najit hodnotu Dy takovou, ze N - rP# je konetné nenulové &slo.

Dy ... fraktalni dimenze kiivky (Hausdorfova dimenze).

Pror — 04 a N — co ma platit (0 < ¢ < o0):

N .rPr = ¢ /log
log(N - 7P#) =loge
log N + Dylogr =loge

D logc —log N
e logr

pro r — 0, rovno nule

log N —logec log N log ¢
Dy = g i ge _ g1 n g
log < log < log r
——

=0 pro r—oy

log N
DH = lim 08 1
r—04, N—oo log -
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Priklady:

1) Usecka délky 1

meéridlo délky r | pocet krokt méreni N
r=1 N =1
r=1/2 N =2 0 i
r=1/4 N=14
logN  log2"

gl ~log2" 1 ...(dimenze je 1)

2) Vyplnény &tverec o strané délky 1

méridlo délky r | pocet krokt méreni
r=1/2 N =141
r=1/2" N =4"

logN  log2*"
log% ~ log2r

.. (dimenze je 2)

3) Kochova kiivka

r"'{ﬁ‘
J“L.Lgu Gt
5 8
by i
% ~5 {b} S ™n,
RN Lod G

ot

n
v n—tém kroku jsme méli 4" tsecek o délce (—)
~—~
=N

) log N . log4™ log4 .
Dy = lim - = lim =
N—oor—04 log = n—oo log3™  log3

(necelociselna hodnota dimenze)
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Jiny priklad jednoduché fraktélové struktury:

4) Cantorovo diskontinuum

Na pocatku vezmeme tsecku.

1
V 1. kroku vypustime prostiedni 3

1
V kazdém dalsim kroku vypoustime prostiedni 3 z kazdé tsecky.

S ] Iniciator
= = =
— - - k=2
EEm == - mm k=3
i i i i n i n k = 4
délka | pocet tisecek | délka tisecky
na pocatku 1 1 1
po 1. kroku 2/3 2 1/3
po 2. kroku (2/3)? 4 1/9
po 3. kroku (2/3)? 8 1/27
po n—tém kroku || (2/3)" 2" (1/3)"

Otazka:

Dy =

3

Jaka je fraktalova dimenze?

lim

n—00 log 3n

log2™  log2

~ log3
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Juliovy mnoziny

Vytvareny pomoci itera¢niho ptredpisu pro z, € C:

2
Zn+1 = 2, + ¢, Zn,c € C
Zn ... reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné
¢ ... lib. zvolené konstanta, ktera je pro konkrétni obrazec stejna
Juliova mnozina J={z€C: lim z, # oo}
n—oo

Prahovy polomér divergence z

P1i praktickém pocitani mame pouze konecny pocet iteraci, ze kterych musime usoudit,
zda posloupnost konverguje ¢i nikoliv.

Plati: Pokud 3n € N : |z,| > r(c) = max{|c|,2}. Potom posloupnost diverguje.
Diikaz:

lzn] >2 a |zz| > ] = Fe>0:|z]=2+¢

Déle pouzijeme A nerovnost:

|22 =zt +ce—c < |z +cl+1d = |24 >z -]
Potom
|2n+1| = |Z721 +cf > |Z721| — [c] > |Zn|2 - |C| > |Zn|2 — |zn| = |2n|(|zn| —1) > [z, - (1 +¢)

|Zn+1| > 2 + 2e

v dalsim kroku se abs. hodnota z, vice zvétsila (> nez ), tj. po dosazeni dostaneme

|zn| > (14+€)" - |20] = 2z, diverguje .

Vykresleni

- urc¢ime oblast v komplexni roviné
a<Rez<b c<Imz<d

- zvolime diskretiza¢ni krok a pro zadanou konstantu ¢ a postupné pro kazdy bod
2z pocitdme podle iteraéni formule 2,1, = 22 + c. Jestlize |2,| prekroé hodnotu
max{|c|,2} Fekneme, Ze posloupnost diverguje. Pokud po zadaném poctu iteraci
neptekrodi |z,| hodnotu max{|c|, 2}, rozhodneme, Ze posloupnost konverguje. Body v
komplexni roviné obarvime podle toho zda posloupnost konvergovala ¢i divergovala.
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Juliovy mnoziny pro ruzné hodnoty c

Priklady: _

- na oblasti —2 < Rez <2, —2<Imz < 2.
1) Juliova mnozina pro ¢=-0.097-0.64872i

2) Juliova mnozina pro ¢=-0.504+0.50197i
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Juliova mnozina pro ¢=0.37688+0.21646i

Juliova mnozina pro ¢=-0.3555-0.62008i
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Juliova mnozina pro ¢=0.060124-0.62423i

Juliova mnozina pro ¢=-0.7515-0.072i
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Mandelbrotova mnozina

Opét vyuzivame itera¢ni predpis

2
Zn+1 = 2, + ¢, Zn,c € C

ovsem zde volime zy = 0 a konstanta c reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné

Mandelbrotova mnozina M={ceC: lim z, # oo}
n—oo

Priklad: Mandelbrotova mnozina na oblasti —2 < Rez <2, —2 <Imz < 2.
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Priklad: Mandelbrotova mnozina na oblasti —0.65 < Rez < —0.42, 0.51 <Imz < 0.74.
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 8 PREDNASKA

Motto: “Matematika je schovana vsude,
ovsem ne kazdy ji vidi”’

Cilem prednasky je ukazat nékolik abstraktnich matematickych vysledku, které
se pouzivaji pti feseni praktickych problémi. Nékteré matematické véty ovsem
nasly uplatnéni az mnoho desitek ¢i stovek let po svém vzniku.

Samoopravny kéd (diskrétni matematika)

Slouzi k detekci a opravovani chyb vzniklych pii pFenosu dat.

Predstavme si situaci, 7ze potifebujeme poslat data po telekomunikac¢ni lince, kterd neni
prilis spolehliva, takze pii pfenosu miize vlivem Sumu dojit k fadé chyb. Pro nas je dilezité
zajistit, aby ptijemce obdrzel data bez chyb, a proto jsme ochotni poslat i vice informaci,
pokud to pomuze pripadné chyby eliminovat. Protoze je prenos drahy, chceme, aby celkovy
objem dat byl co mozna nejmensi.

Data, ktera odesilame ... posloupnost n biti.

Pravdépodobnost chyby v pfenosu jednoho bitu ...p (chyby jsou navzéjem nezavislé).

1. pristup:

Data posleme bez jakékoliv upravy. Pravdépodobnost, Ze budou piijata bez chyby, tj. u
vSech biti nedojde k chybé, je (1 — p)". Pokud bude n = 100 a p = 0,01 (1%) vychéazi
pravdépodobnost bezchybného piijmu 37%.

Testovani posilani zprav bez uprav
Zprava o 100 bitech je opakovane 100 krat poslana,
8 pravdepodobnosti 0.010000 nastane chyba pri prenosu 1 bitu.

Prumerny pocet chyb pri prenosu jedne zpravy je 1.020000
Z 100 prenosu bylo 33 bezchybnych,
tj. 33.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,
8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p je
pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy:

(1-p)°n = (1-0.010000)~100 = 0.366032
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2. ptistup:

Kazdy bit posleme vicekrat (lichy pocet), napf. 3z, a pfi piijmu zvolime vétsinovou hod-
notu.

Bit 0 odesleme jako 000 Bit 1 odesleme jako 111
Pti prijmu dekdédujeme trojice podle pravidel
000, 001, 010, 100 — O 111, 110, 101, 011 — 1

Spocteme pravdépodobnost spravného dekdédovani. Jednotlivy bit se dekdduje praveé tehdy,
kdyz pfi pfenosu piislusné trojice nastava nejvyse jedna chyba:

1-p° + 3 - p(1 —p)? = (1—p)*(1 +2p)
——— ———
bezchybny pfenos prenos i-té slozky s chybou

Pravdépodobnost spravného dekédovani n biti ziskime umocnénim pifedchoziho vztahu
na n. Pron =100 a p = 0,01 vychézi pravdépodobnost bezchybného pifjmu 97%.

Testovani posilani duplicitnich zprav
Puvodni zprava ma 100 bitu.
Kazdy bit zpravy je poslan 3 krat za sebou.
Pravdepodobnost chyby pri prenosu jednoho bitu je 0.01.
Pri testovani cely proces opakujeme 100 krat.

Prumerny pocet chyb pri prenosu jedne zpravy je 0.040000
Z 100 prenosu bylo 96 bezchybnych,

tj. 96.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,

8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p, pricemz
kazdy bit posilame o krat, je pravdepodobnost bezchybneho
prenosu opakovane poslaneho bitu dano souctem:

(1-p)~0 ... v o-tici zadna chyba
= (1-0.010000)"3 = 0.970299

(o nad 1) p~1 (1-p)~(o-1) ... v o-tici 1 chyb
= (3 nad 1) 0.010000"1 (1-0.010000)"~(3-1) = 0.029403

v souctu pro jeden bit: 0.999702

Pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy:
0.999702"°n = 0.9997027100 = 0.970635
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3. piistup: Hammingtv kéd
Uvazujeme tzv. hypergraf Fanovy roviny:

7 vrcholi (bodi) a 7 hran

Kazda hrana obsahuje 3 body a kazdé dvé hrany se protinaji pravé v jednom bodé.

Body: 1,2,3,4,5,6,7.
Hrany: {1,2,4}, {1,3,7}, {1,5,6}, {2,3,5}, {2,6,7}, {3.4,6}, {4,5,7}.

Kazdé hrané pritadime tzv. charakteristicky vektor, tj. vektor o sedmi slozkach tak, Ze
je-li i—ty bod bodem hrany bude na i—té pozici charakteristického vektoru 1 jinak 0.

{1,2,4} — [1101000]
{1,3,7} — [1010001]
{1,5,6} — [1000110]
{2,3,5} — [0110100]
{2,6,7} — [0100011]
{3,4,6} — [0011010]
{4,5,7} — [0001101]

Téchto 7 charakteristickych vektori doplnime jejich 7 dopliky:
[0010111],[0101110],[0111001], [1001011], [1011100], [1100101], [1110010]

a dale vektory [1111111], [0000000].
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Dostaneme 16 vektort, tzv. kodova slova. Plati zajimava vlastnost:

Véta:

Kazda 2 rtzna kodova slova se lisi alespon ve 3 soutadnicich.

Poznamka:

A

F

Vezmu-li si libovolné 2 hrany v ptvodnim hypergrafu,
maji vzdy spoleény pravé jeden bod, a tudiz zbylé 2
body na kazdé hrané jsou navzajem ruzné, tj. zbyvaji
dva body, které nejsou ani v jedné ze zadanych hran.
= Pro libovolné 2 rizné hrany puvodniho hypergrafu \
plati, ze se jejich charakteristické vektory shoduji pravée

ve 3 soufadnicich a zbylé 4 maji odliSné.

~
7

Pokud budeme uvazovat skupinu 7 doplikovych vektort, bude pro né platit stejna
vlastnost jako pro skupinu puvodnich vektori.

Pokud vezmeme libovolny vektor z ptvodnich 7 a pridame libovolny vektor z do-
plitkovych, potom muzeme urc¢it vzor doplitkového vektoru a pro néj a pro vybrany
vektor z puvodnich opét musi platit, Ze maji shodné 3 soutadnice a zbylé 4 maji
odlisné, nebo jde o stejny vektor. Pokud se opét vratime k dopliikovému vektoru,
potom bude platit, ze na zacatku zvolené vektory se budou shodovat na 4 pozicich
a lisit se budou na 3 pozicich nebo se 1isi na vSech pozicich.

Pokud uvazime 2 posledni doplnéné vektory [1111111] a [0000000], ty se lisi na vSech
pozicich.

Pokud budu srovnéavat lib. vektor z piivodnich 7 vektori s vektorem [1111111],
budou se lisit ve 4 pozicich, protoze kazda hrana méla pravé tii body (tj. vektor
mél vzdy 3 jednicky); analogicky pokud budu srovnavat lib. vektor z pavodnich 7 s
vektorem [0000000], budou se lisit ve t¥ech pozicich.

Pro srovnani skupiny doplitkovych vektora s [1111111] a [0000000] plati analogicky
jako v E.
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Ukazali jsme, zZe lib. dvojice vektort ze v8ech 16 vektora splhuje to, ze se 1iSi minimalné
ve 3 soutfadnicich.

Podivejme se na problém z druhé strany: Uvazujeme lib. vektor o 7 slozkach, kde na kazdé
pozici miZe byt 0 nebo 1. Téchto vektort je 27 = 128 a mezi nimi i téch 16 nasich.

Ptedchozi véta se da upresnit takto:

Ve skupiné nagich 16 vektoru se lib. 2 z nich 1isi bud na 3, 4 nebo 7 pozicich.

(Dokazeme, projdeme-li body A, B, ..., F.)

Disledek:  Pokud ke kazdému z naSich 16 vektori pfifadime 7 vektoru tak, Ze se tyto
budou lisit praveé v jedné ze 7 pozic, dostaneme celkem 8- 16 = 128 vektorti, to jsou ovsem
vSechny moznosti, které mame, protoze ke kazdym 2 rtiznym vektortim ze 16 ptivodnich
jsou pfifazeny rizné “modifikované vektory”.

A, B ...vektory ze “16”
A ... modifikujeme na A (v 1 pozici)
B ... modifikujeme na B (v 1 pozici)
A a B se 1isi minimalné ve tfech pozicich = A a B se lis{ minimalng v 1 pozici.
Dostaneme silné tvrzeni:
Pro kazdy vektor délky 7 (obsahujici 0 nebo 1) existuje pravé jeden vektor z nasi “16”
tak, ze se bud shoduji nebo se lisi pravé na jedné pozici.

= Pokud se pfi pfenosu porusi nejvyse jeden bit, lze ho opravit.

Vyuziti: Vratime se k problému prenést n—tici bitid. Tu rozdélime na bloky o ¢tyfech
bitech. Potom kazdy blok je dvojkovym zapisem jednoho ¢isla od 0 do 15 (16 moznosti).
Misto, abychom posilali tyto bloky, budeme posilat nase kodové vektory ze “16”, které
jednoznacné priradime ¢islum 0 a 15.
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Priklad:

Chceme poslat posloupnost 01001101111100110101.
Ziskdme bloky 0100 1101 1111 0011 0101.

Misto abychom posilali tyto bloky, posleme piislusné kodové vektory, tj.

0100011 | 1101000 | 1111111 | 0011010 | 0101110 .

Vsimnéme si, ze pro kazdou Ctvefici ¢islic existuje pravé jeden vektor z nasi “16”, ktery
takto zac¢ina.

Zprava vyuzivajici Hamminguv kod

Zadej zpravu v binarnim tvaru = 01001101111100110101

Zpravu rozdelime na bloky po 4 bitech:
0100 [1101 [1111 0011 10101 |

Bloky doplnime na kodova slova:
0100011/1101000/1111111/0011010/0101110]|

. e 3 T
Ptenasena posloupnost je delsi nez n biti, konkrétné n+-n = —n biti. Pravdépodobnost,

ze pii prenosu jednoho bloku (kédového vektoru) nastane nejvyse jedna chyba je:

(1=p)"+7-p-(1—p)°=(1-p)°1+6p).

n
Kodovych slov je T a proto celkova pravdépodobnost, Ze se data spravné dekoduji je

(1=p)°(1+6p))* = (1—p)¥ - (1+6p)t.

Pro nas piipad n = 100 a p = 0,01 vyjde ~ 95%.

To je skoro stejné vysoka pravdépodobnost jako, kdyz jsme informaci posilali 3x za sebou.

Objem prenaSenych dat ale neni 3n, ale pouze Zn, tj. sta¢i pienéaset ~ 58% dat.
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Testovani posilani kodovanych zprav
Puvodni zprava ma 100 bitu.
Pravdepodobnost chyby pri prenosu jednoho bitu je 0.010000.
Pri testovani cely proces opakujeme 100 krat.

Prumerny pocet chybnych bloku pri prenosu jedne zpravy je 0.040000

Z 100 prenosu bylo 96 bezchybnych,
tj. 96.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,

8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p, pricemz
posilame n + 3/4 n bitu (doplnili jsme kodova slova),
je pravdepodobnost bezchybneho prenosu jednoho bloku
(mohla nastat nejvyse jedna chyba):

(1-p)~7 + 7p(1-p)~6 = (1+6p) (1-p)~6 =
= (1+6%0.010000) (1-0.010000)"6 = 0.997969

Kodovych slov je posilano n/4, proto
pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy je

( (1+6p) (1-p)~6 )~ (n/4) = 0.950442

Poznamky: Kontrolni mechanismy se pouzivaji v fadé pripadi, naptiklad pii pridélovani
rodného ¢&isla (v jinych statech se pouzivaji rizné alternativy identifika¢niho ¢isla).

https://cs.wikipedia.org/wiki/Rodné_ ¢islo

850916/1573

Dalsim ptikladem je konstrukce ISBN, tj. identifika¢niho ¢isla pro knihy,
https://cs.wikipedia.org/wiki/International _Standard Book Number

podobné zabezpeceni ma v sobé i ¢arovy kdéd, ktery je dnes vlastné na kazdém vyrobku,

https:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Carovy kod

ISBN 978-0-7334-2609-4

97

dale QR kéd, atd. atd.
https://cs.wikipedia.org/wiki/QR_kod

80733426094

https: / /ipadvetride.cz/tag/qr-kod

https://www.qrgenerator.cz/
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Rodn%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/International_Standard_Book_Number
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C4%8C%C3%A1rov%C3%BD_k%C3%B3d
https://cs.wikipedia.org/wiki/QR_k%C3%B3d
https://ipadvetride.cz/tag/qr-kod
https://www.qrgenerator.cz/

Teorie grafi

Oby¢ejny graf je dvojice (V, E), kde V je mnozina vrchola (uzli) a E je mnozina hran a
kazdé 2 vrcholy spojuje nejvyse 1 hrana.

Graf je rovinny, jestlize existuje takové jeho nakresleni, 7Ze se zadné 2 hrany nekiizi. Je-li
navic “souvisly” (pro kazdé 2 vrcholy existuje spojeni), pak plati tzv. Eulertav vztah:

v+u=e+2,

v ... pocet vrcholi, e ... pocet hran, wu ... pocet stén.

e V roce 1976 byl vyfeSen problém 4 barev, tj. dokazalo se, ze kazdou mapu lze
obarvit nejvyse 4 barvami tak, ze zadné dva sousedni staty nemaji stejnou barvu.

e Néavrh integrovanych obvodu a desek s plosnymi spoji.

Pi.: Schéma obvodu pro dvouzarovkovy blika¢ a odpovidajici graf.

3

|

Otazka: Existuje takové nakresleni grafu, ze se zadné 2 vodicCe nekiizi?

Reseni vychézi z néasledujici véty.
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Véta: Obycejny graf je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje ¢ast izomorfni s délenim
grafu K33 nebo K;. (1930 Kuratowsky, slozity diukaz)

3

o

Snadno ovéfime, 7e pokud budeme uvazovat pouze oc¢islované uzly a vynechame tenké
hrany, dostaneme presné graf K 3.

= Graf nenf rovinny.
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTfj 9 PREDNASKA

Motto: “Matematika je schovana vsude,
ovsem ne kazdy ji vidi"’

Cilem prednasky je ukazat nékolik abstraktnich matematickych vysledki, které
se pouzivaji pti feSeni praktickych problémi. Nékteré matematické véty ovsem
nasly uplatnéni az mnoho desitek ¢i stovek let po svém vzniku.

Teorie cisel - sifrovani zprav

V drivejsich dobach se k sifrovani pouzival tajny kli¢. Nevyhodou bylo, Ze jej musely
znat vsSechny komunikujici strany a snadno mohlo dojit k jeho prozrazeni. UkaZeme si
metodu RSA, ktera slouzi pro bezpecéné Sifrovani pomoci verejného klice. Nazev metody
je odvozen od inicialid autora: R. I. Rivest, A. Shamir, L.M. Adleman (1978).

Princip metody:

Alice a Bob si potrebuji posilat zpravy. Nejprve textové zpravé priradi prirozené c¢islo
(napt. pomoci ASCII kédu). Pro vlastni Sifrovani si Alice a Bob vyberou kazdy 2 velka
prvocisla (alespon 200 cifer). Oznacéime je pa, ga pro Alici a pg, g pro Boba. Kazdy si
sva prvocisla vynasobi a ziska ¢islo ny = pa-qa (Alice) ang = pp-qp (Bob). Déle je jesté
nutné zvolit tzv. Sifrovaci exponenty e, (Alice) a ep (Bob) a vypocitat deSifrovaci
exponenty d4 a dg (podrobnosti viz. dale).

Kazdy zvefejni dvojici (na,ea) a (np,ep). A pokud chce jeden druhému poslat zpravu,

S

pouzije pro Sifrovani kli¢ toho druhého. Rekneme, ze Bob chce poslat Alici zpravu. Po
prevedeni do ASCII kodu ji ozna¢ime X a necht plati, ze X < nu (pokud by bylo vétsi,
rozdélila by se zprava na vice mensich). Sifrovanou zpravu oznaéime X* a ziskdme ji z
vlastnosti (kongruence):

X=X mod ny,

jinym zpusobem fe¢eno: délime-li X4 ¢islem n4, vyjde X™ jako celoéiselny zbytek (X* <
na). Alice zpravu desifruje na ¢islo (X*)* pomoci vlastnosti:

(X = (X" mod ny.

Otazka: Jak se urdi ey, dy4, aby platilo, Ze se deSifrované zprava (X*)* rovna

puvodni zpravée X7
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e Dulezitou ulohu hraje tzv. Eulerova funkce p(n), ktera je definovana jako pocet
prirozenych ¢isel neprevysujicich n, jez jsou s n nesoudé€lna.

e Je-li n dano soucinem 2 prvoéisel (p # ¢), potom plati:

p +q-—1),
N—— e — = ~ =

pn)=@p-1)-(¢g—1)=p-q—(
n n ©

©(p) ©(q)
(1)  musim ode¢ist p nasobku ¢isla g,

(2)  musim odeéist ¢ nasobku ¢&isla p, ale pg jsem uz odecetl.

Priklady:
a) 125=6 mod 7 b) 100 =0 mod 20 c) 1000 =12 mod 13
125 :7=17 100 =5-20 1000 :13=176
99 —91
—49 90
6 —78

12
e Sifrovaci a desifrovaci exponent musi spliiovat podminku:

e-d=1 mod p(n)

e Sifrovaci exponent e musi byt zvolen tak, aby byl s ¢(n) nesoudélny.

Odpovéd na otazku:

Jsou-li e4 a p(n4) nesoudélnd a eq - ds = 1 mod @(na) = (X*)' =X

Dikaz je zaloZen na Euler-Fermatové vété (18. stoleti)

Pro nesoudélna = a n plati: 2™ = 1 mod n.

Hlavni trik metody RSA

Vynasobit 2 velka prvocisla je velmi snadné, zatimco zpétné rozlozit tento soucin na
prvocinitele neni v soucasnosti v rozumném ¢ase mozné.

Pokud neznam rozklad na prvocinitele, nemtzu ur¢it hodnotu Eulerovy funkce a tudiz
nemohu ur¢it desifrovaci exponent (ten je tajny a bez néj zpravu nelze desifrovat).
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Néznak dikazu:

S: X*=X% modny, = (X" = (X)) =X mod ny (A)
D: (X*) = (X)) mod ny (B)

Dale platilo:
ea-da=1 mod (ps—1) a

ea-dg=1 mod (ga —1).

Mala Fermatova véta: Vp prvoéislo a Va € Z nesoudélné: ' =1 mod p.

= Xeada = X mod py
= Xeada = X mod gu
Cinska véta o zbytcich = X% =X mod p4-qu ()
—
nA
(A) + (C) = (X" = X mod ny (D)
(B)+ (D) = (X' =X

Ukazkovy priklad:

Uvazujeme velmi malé& prvocisla - v praxi se pouzivaji o mnoho radi vétsi.
pa = 61 a g4 = 53 jsou dvé zvolena prvocisla
na = pa-qa—=3233 ... modul (vefejny)

eq = 17 ...zvoleny Sifrovaci exponent tak, aby byl nesoudélny s

©0(na) = (pa—1)(qga — 1) =60 - 52 = 3120

dy = 2 753 ...vypocteny soukromy deSifrovaci exponent tak, aby platilo:
da-es =1 mod ¢(ny)
Cilidyg-17=1 mod 3120 (da < na takové, Ze toto splije je jediné)

Verejny kli¢ = modul + Sifrovaci exponent: ny = 3233 a ey = 17
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Generovani verejneho a tajneho klice pro sifrovani

Prvni zadane prvocislo p = 61 .
Druhe zadane prvocislo q =53 .
Zadany sifrovaci exponent e 17 .

Verejny modul n=px*xgq = 3233
Eulerova funkce phi = (p-1) * (g-1) = 3120

Spravne zadani pro sifrovani:

1. prvocislo je p = 61

2. prvocislo je q = 53

Eulerova funkce phi = 3120

verejny klic je n = 3233, e = 17
tajny klic je d = 2753

Chceme zasifrovat tfeba zpravu X = 123.

X* =123 mod 3233 = 855

Desifrujeme
(X*)* = 855" mod 3233 = 123 = X.
Sifrovaci metoda RSA
Prvni zadane prvocislo p = 61 .
Druhe zadane prvocislo q =53 .
Zadany sifrovaci exponent e = 17 .

Verejny modul n=p=x*xq = 3233
Eulerova funkce phi = (p-1) * (gq-1) = 3120

Verejny klic je n = 3233, e = 17
Tajny klic je d = 2753

Zadej zpravu ( 0<x<3233 ) x=123
Sifrovana zprava je 855

Desifrovana zprava je 123
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Digitalni podpis:
Pokud chce mit Alice jistotu, ze zpravu X skutecné poslal Bob, pak Bob musi za X*
pripojit ¢islo Y™, které ziskd takto:
Elektronicky podpis
Y* = X% mod ng.

Alice po obdrzeni spocita

(Y)"=(Y")*® mod np

=X*
Pokud pfi pouziti vefejného klice (e, ng) na desifrovani Y* dostanu stejnou zpravu jako

pii desifrovani X™* pomoci mého tajného klice (d4,n4), pak vim, ze zpravu odeslal majitel
klice (63, TLB>.

Ukéazkovy priklad (viz predchozi):

verejny kli¢ prijemce ny = 3233, e4 = 17
tajny kli¢ prijemce dy = 2753

vefejny kli¢ odesilatele np = 6319, eg = 29
tajny kli¢ odesilatele dp = 2549

zprava X = 123

sifrovana zprava X = 855

zpravu X = 123 zasifruji znovu, tentokrat s pouzitim svého tajného klice:

123%%  mod 6319 = 4662

Zasifrovany podpis pfipojim za Sifrovanou zpravu.

Dale prijemci poslu miij verejny kli¢, aby ho pouzil pro identifikaci podpisu

4662%° mod 6319 = 123.

Prijemce po deSifrovani obdrzel stejnou zpravu 2x.

Podpis mohl poslat pouze drzitel tajného klice k zaslanému verejnému klici.

Poznamka: Prakticky se jako digitalni podpis neposila celé zasifrované zpréava, ale pouze
jeji tzv. otisk. Otisk je zhusténi puvodni zpravy (takové, Ze pfi zméné puvodni zpravy se
méni i jeji otisk) https://cs.wikipedia.org/wiki/HaSovaci funkce).

Prijemce tedy kontroluje shodnost desifrovaného otisku a otisku vytvoreného z ptuvodni
nesifrované zpravy.

Poznamka: Pokud by se posilal podpis pro celou zpriavu i s vefejnym klice odesilatele,
mohl by si kazdy zpravu desifrovat a tim by se cela zprava prozradila.
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Digitalni podpis

p_prijemce = 61
g_prijemce = 53
e_prijemce = 17

Zadana data pro odesilatele:

p_odesilatele = 71
g_odesilatele = 89
e_odesilatele = 29

Spravne zadani pro sifrovani pro prijemce:

verejny klic prijemce je n
tajny klic prijemce je d

3233, e = 17
2753

Spravne zadani pro sifrovani pro odesilatele:

verejny klic odesilatele je n = 6319, e = 29
tajny klic odesilatele je d = 2549

Zadej zpravu ( 0<x<min(3233,6319) ) x=123
Sifrovana zprava je 855

Sifrovany podpis je 4662

Desifrovana zprava je 123
Pro desifrovani podpisu pouzij verejny klic odesilatele.
Desifrovany podpis je 123
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Teorie matic - reseni SLAR

Cela fada aplikaci vede ve své podstaté na problém fesit soustavu linearnich algebraickych
rovnic (SLAR)
Ax =D,

A ... regularni matice typu N x N (det A # 0, V vl. ¢. #0, hod(A) = N)
b ... sloupcovy vektor o N slozkach

X ... hledané feseni (sloupcovy vektor o N slozkach)

1. zpusob feseni: Cramerovo pravidlo

i-tou slozku vektoru feSeni vypocteme ze vztahu

det AZ
T = .
" detA
A, ... vznikne z puvodni matice tak, ze i—ty sloupec nahradime pravou stranou b.

Pocet operact:
- musime vypocitat N + 1 determinantt

- pfi vypoc¢tu determinantu je tfeba N! séitani a v kazdém scitanci je N - 1 nasobeni

Celkem operaci:
(N+1)-[(N—=1)N!'+ Nl =N(N +1)!

2. zpusob FeSeni: Gaussova elimina¢ni metoda

- nejprve pievedeme na A tvar
- zpétnym chodem dosazujeme a pocitame slozky reSeni
Pocet operaci:

- v pfimém chodu postupné bereme kazdy fadek o N slozkach a jeho nasobek pric¢itame
ke zbyvajicim ... N?

- to opakujeme, abychom vynulovali viechny sloupce pod hlavni diagonalou ... N?
Celkem operaci presnéji
2
N3
3
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3. zpusob feSeni: Metoda sdruzenych gradienta (1952 M. R. Hesteners, E. Stiefel)

- metoda pro symetrické, pozitivné definitni matice

A=AT, xTAx >0 pro x#0

- konverguje k feseni (nalezne feseni) po N krocich
- pocet iteraci je fadové 2N? (pro plné matice)

- metoda je odvozena pro feSeni ekvivalentniho problému:

Véta:  Necht A je symetrickd a pozitivné definitni matice. Pak X je FeSenim soustavy

1
Ax =b < minimalizuje funkcionél J(z) = §XTAX — b’x na prostoru RY.

- pfi jednotlivych iteracich metody sdruzenych gradientt se funkcional J minimalizuje
na podprostorech, jejichz dimenze postupné vzrista

V tlohéch, kde matice A je pln& vychézi nejlépe pouziti Gaussovy elimina¢ni metody.
Situace se vyrazné zméni, pokud bude matice A tidka. To nastane velmi casto, napf. pfi
pouziti metody konec¢nych prvka dostavame matice napt. pro N = 1000 000 neznamych,
které jsou ovsem velmi fidké a maji fadové N prvkii. Ocislujeme-li vrcholy pak bude mit
matice nenulové prvky pouze v pozicich [i, j| takovych, Ze i a j jsou sousedni vrcholy
(spojeny hranou).

Pokud je matice A fidka, staci pro jeji ulozeni pouzit fadové N bunék. V priubéhu metody
sdruzenych gradientt se matice A neméni, zatimco pokud bychom k feseni pouzili GEM,
ztratili bychom vlastnost fidkosti, matice se postupné zac¢ne zapliovat a pro jeji ulozeni
budeme potiebovat opét fadové N? bunék.

V disledku velké rychlosti konvergence metody sdruzenych lze ukoncit proces diive nez
po N krocich. Pro trojrozmérné Plohy vyzaduje GEM radové N 5 operaci, zatimco metoda
sdruzenych grac}ientﬁ radové N3 operaci a tzv. metoda sdruzenych gradienti s predpod-
minénim jen N© operaci.
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V tabulce uvedeme pifsluiné ¢asy pro feseni Ax = b riznymi metodami pro N = 10° a
N = 10° a rychlosti 10° operaci za sekundu.

Metoda Pln& matice Ridké matice

N =10* | N =10° | N = 10° | N = 10°
Cramerovo pravidlo 4. 10%%g (%)
GEM 667 s | 21125 let 10 s | 3,17 roku
Sdruzené gradienty 0,01 s 100 s
Predpodminéné sdruzené gradienty 0,0032 s 10 s

Pozn.: Rok ma 60 x 60 x 24 x 365,25 = 3,15576 x 107 sekund.

N(N +1)!
(¥) 1000000! & 8,2639- 10765708 % _ (N+1)!...pro N — 10°
1000001 - 1000000 8, 2639 - 107565705

= = 2.619 - 10°°%5707 Jet,.
3,15576 - 107 31,5576 : ¢
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 10 PREDNASKA

Motto: “Je priroda kolem nas spojita nebo diskrétni ?”

Uvazujme napt. stil. Kazdy, kdo se o néj opfe asi prohlési, Ze je spojity (nejsou v
ném 7adné diry). Pokud ptijdeme k vétsim detailim a pouZijeme mikroskop, zjistime,
7e spojity neni. Pokud pijdeme na troven atomi je situace jesté zajimaveéjsi.

Pti modelovani riznych problémi zavisi na méritku, které uvazujeme.

- Pokud budu fesit realny problém (velikost napt. v cm), bude zcela vyhovujici pouzit
spojity model.

- Pokud pijdu na troven nizsi (na troveni atomti), bude lepsi pouzit diskrétni model.
Poznadmka:

Musime byt opatrni, nebot podle kvantové fyziky je poloha Castice rozprostiena
v celém objemu vinové funkce. Klasicka predstava, Ze polohu a rychlost lze uréit s
libovolnou presnosti je nahrazena pravdépodobnosti, Ze tyto veli¢iny v jistém objemu
nabyvaji urc¢ité hodnoty.

Odpovéd na tvodni otdzku nedam. Pokud se budu rozhodovat o tom, zda pouziji diskrétni
nebo spojity model, musim piihlédnout k méritku. V kazdém piipadé potom pracuji s
modelem.

Co to vlastné znamené, kdyz feknu, Ze je néco spojité? Kdyz tu véc rozpulim, jsou obé

Casti stale spojité a neméni své vlastnosti. To mohu opakovat do nekoneéna (tj. jedna
se o abstrakei).

Priklady:
Spojitost funkce v bodé ... limita
Soucet nekonecné fady ... limita
Derivace ... limita
Integral urcity ... limita
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Problém chapani nekonec¢na a limity:

Zenon z Eleje (fecky matematik 400 1. pt. n. 1.)

1.

zndmy svou snahou zpochybnit uceni pythagorovct, tj. zni¢it pojem ¢isla a pojem
mnohosti

chtél dokazat neexistenci pohybu (mechanického)

znamé logické paradoxy, které vyvratili az Pascal (1623 - 1662) a Leibniz (1646 -
1716)

(Spatné chapani nekonecného déleni a limity)

Letici sip

Pozorovan v kterémkoli jednotlivém okamziku letu, se nalézd na urcitém misté v
prostoru, na némz je v tom okamziku v klidu. Kdyz je ale v klidu de facto v kazdém
libovolném okamziku svého letu, pak je v klidu i v ¢ase. To znamené, Ze letici Sip se
nepohybuje.

"

Achilles a zelva

Zavodi, a protoze je Achilles, feknéme 10x rychlejsi, da
zelvé naskok, feknéme 100m. Achilles zelvu nikdy ne-
dohoni, protoze kdyz dobéhne na misto, odkud Zzelva
startovala, ujde zelva urcity kus cesty, kdyz Achilles do-
béhne na toto nové misto, Zelva zase mezitim ujde dalsi
kus cesty a tak ji Achilles nemiize dohonit, i kdyz se
vzdalenost mezi nimi zmensuje, nikdy se nemiize pro-
ménit v nic.

Dichotomie (ptleni)

Pokud chci dojit z mista A do mista B, musim nejprve dojit do stfedu tusecky AB
(= bod C), oviem do mista C se mohu dostat jen, kdyz se dostanu do st¥edu tsecky
AC ...Dusledkem je, ze nejen Ze nedosahnu bodu B, ale pfi nekoneéném déleni ani
nevyrazim z mista A.
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Kde byl problém?

ad 1. Pro definovani pohybu potfebujeme ¢as, pokud odstranime ¢as a mluvime o oka-
mzicich, odstrafiujeme také pohyb. Ackoliv se $ip nemusi hybat v daném okamziku,
mize se hybat tehdy, pokud definujeme pohyb jako vyskyt véci na jiném misté v
pozdéjsim Case.

ad 2. Vzdalenost slozend z nekonecného poc¢tu konecnych c¢asti nemusi byt nekonec¢na
(nekone¢na fada konverguje). Dosazeni této vzdalenosti nastane v koneéném case.

3 Aktualnicas =0 s
2 +
1 +
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3 Aktualni cas =100 s
2 + o+
1 |
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3 Aktualni cas =110 s
2 o
1 ; : :
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3r Aktualni cas =111 s
2+ e
1k 4 : -
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3r Aktualni cas =111.1 s
2r R —
1F 4 | H
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
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krok | casovy krok | ¢as délkovy krok | délka

0 Aty = 0s to = Os Aly =0 lp =0

1 Aty = 10s ty =ty + Aty = 10s ANly = 100m | [; = Iy + Aly = 100m
2 Nty = 1s ty = t1 + Aty = 11s Aly = 10m lo =11 + Aly = 110m
3 Aty = 0,1s | t3 =1ty + Atz = 11,1s | Al3 = 1m I3 =1+ Al = 111m

i>0]| At; = 10> Al = 1037¢

Celkova vzdéalenost:

1

_ _ 3—i __ _ 10 _ _
[=) Al;=>) 10" =1000-) (To) = 1000 =5 = —= =111, 1 m
=1 =1 i=1

10

Celkovy cas:

_ § _ E 2—i __ § _ 10 _ _
=1 =1 =1

= - =10m/s ... rychlost Achilla

| e~

Dohoni Achilles zelvu ?

Achilles je 10.000000 krat rychlejsi nez zelva.
Zelva ma naskok 100.000000 metru.
Rychlost zelvy je 0.100000 m/s.

Achilles dohoni zelvu v case T = 111.111111.
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Aktualnicas =0 s
- +
-+
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =22.2222 s
- i
- —_—
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =44.4444 s
- i
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =66.6667 s
o -
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =88.8889 s
- i
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =111.1111 s
- -
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =122.2222 s
- S
0 50 100 150 200

126



ad 3. Podobné myslenka jako v 2 (soucet nekonecné mnoha kone¢nych vzdalenosti nebo
¢asovych kroki muze byt kone¢ny.) Reknéme, ze mam dojit z mista A do B za ¢as
x (nebo také, ze vzdalenost mist A a B je z)

[
—
A F E D C B

1 1 1 1
Ma platit: $:I(§+Z+§+E+...)
Z 5) =211
2 1—5

Pripomenme si pojem spojitost funkce z Matematické analijzy

e funkce f je spojita na (a,b), je-li spojitd v kazdém vnitinim bodé xy € (a,b)

e funkce f je spojitd v bodé xy € D(f), kdyz existuje lim f(z) a plati
T—T0

lim f(z) = f(zo)

T—T0

e definice limity funkce f v bodé xy (Heine, Cauchy, topologicka)

Mame funkci f: D(f) = R a zg € D(f) je hromadny bod. Kdyz existuje b € R
tak, ze ¥V posloupnosti {x,} C D(f), x, # x, konvergujici k ¢islu xq, posloupnost

{f(z,)} konverguje k ¢islu b, fikame je funkce f méa v bodé zo limitu b (lim f(z) = b)
T—T0

e definice limity posloupnosti

Posloupnost {a,}:2, je konvergentni v R plati-li:
JoeR Ve>0 dngeN VneN:in>ny=la,—a|<e

(r}glgo a, =a nebo a,— a)

Poznamka: Ve vSech definicich se objevuje pojem nekonecéna.
e nekonefné mnoho vnitinich bodiu zy z intervalu (a, b)
e V posloupnosti {z,} ...téch je nekoneéné mnoho

e posloupnost ma nekone¢né mnoho ¢lenii

Otézka (filosoficka):  Sklada se vesmir z nekone¢ného poctu ¢astic?
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Priklad: Vykreslete napiiklad pomoci MATLABu graf funkce f na intervalu < a,b >.
Napi. f(z) = 2° sinx na (0, 5)

_5F

Puvodni spojita funkc#

Postupujeme tak, Ze zvolime kone¢ny pocet bodi z intervalu a zakreslime jejich funkéni
hodnoty. Ackoliv vime, Ze funkce je spojitd a muzeme v kazdém bodé intervalu vykres-
lit funkéni hodnotu, nemizeme to udélat ve vSech bodech (bodi je nekone¢né mnoho).
Mezery mezi body vyplnime ¢arou - nejjednodussi je pouzit tsecku.

—5F

Puvodni spojita funkce
_20} O Funkce zadana hodnotou v bodech

Lomena cara (linearni spline)

Grafem je pro nas potom lomené ¢ara spojujici funkéni hodnoty ve zvolenych bodech.

Pozn.: Pokud budu chtit vykreslit podrobnéji na mensim intervalu, musim na tomto in-
tervalu zvolit vice bodii.

Ptesny graf je potom vlastné limitnim p¥ipadech, pro krok déleni (max. rozdil 2 sousednich
uzli) jdouci k nule.
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Protoze nelze graf do nekonecna zpteshovat, jsme nuceni pouzit aproximaci funkce zadané
tabulkou.

Zadéni: Funkci f mame danou tabulkou bodu ‘

Nasim cilem je pospojovat body pomoci néjakého jednoduchého pravidla. Toto pravidlo
musime specifikovat. Podle toho, jaké pravidlo pouziji, dostanu ruzny ptistup k aproximaci
funkce.

1. zptisob:

Nejvice pouzivanymi funkcemi jsou asi polynomy. f{eknéme, ze mame tabulku s (n + 1)
body pro navzajem rizné argumenty. Témito (n + 1) body pochézi pravé 1 polynom
nejvyse n—tého stupné.

Interpolaéni tiloha

SV s

aby graf témito body piesné prochézel.

MozZnosti jak urcit interpola¢ni polynom existuje vice. Nejjednodussi je asi si napsat pted-
pis pro polynom a poZzadovat splnéni interpolac¢nich podminek (potom je tieba Fesit sou-
stavu linedrnich algebraickych rovnic - SLAR).

Napt. pro 6 zadanych bodit [z, f(20)], [z1, f(z1)], [z2, f(22)], [w3, f(23)], [va, f(2)], [25, f(25)]
hledame takovy polynom Ps(z) stupné nejvyse 5 tak, aby jeho graf prochazel zadanymi

body.
Ps(z) = ax® 4+ ba* + ca® + da* +ex + f
Interpola¢ni podminky:

Ps(xg) = axg + bxf‘; + ca:g + da:g +exg+ f = f(xo)

Ps(xy) = ax? + byc‘ll + car:i3 + da:% +exy+ f = f(x)

Ps(x5) = axs + bag + cai + dal + exs + f = f(xs)
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Podminky mitizeme piehledné zapsat pomoci matice a vektort:

™o T w T o wg | [ a f (o)
S T I U IO G2V
5 oay ay wg owp a5 ] LS f ()

-5

-10

-15

Puvodni spojita funkce
O  Funkce zadana hodnotou v bodecH
Interpolacni polynom

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
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2. zplisob:

Obdoba interpola¢ni tlohy, ovSem nehleddme 1 polynom na celém intervalu < a,b >, ale
vyslednou funkci slozime z polynomi na dil¢ich intervalech < x;,z;11 > a pozadujeme
splnéni dalgich podminek, (napf. spojitosti v uzlech) ... aproximace spline funkci.

Linearni spline funkce ... lomenéa ¢ara spojujici funkéni hodnoty v zadanych bodech.

Kubicky spline ... funkce, kterd je na dil¢im intervalu kubickd (polynom 3 stupné),
spliiuje interpolac¢ni podminky, podminky spojitosti, spojitosti 1. derivace a spojitosti 2.
derivace + dalsi 2 podminky.

Na vstupu: n+ 1 podminek (bodi) = n intervali. Polynom 3 stupné je dan 4 koeficienty.

Na vystupu: Potfebujeme 4n podminek, které urc¢i kubicky spline.

Interpola¢ni podminky .o on+1
Podminky spojitosti v zadanych bodech ... n—1
Podminky spojitosti 1. derivace . o n—1
Podminky spojitosti 2. derivace . o n—1
dohromady mame v 4An -2

Zbylé 2 podminky miizeme doplnit napiiklad takto:
flla)y=..; f'(b)=...
f'(a) =0; f"(b) =0
f'(a) = f(b); f"(a) = f"(b)

10} N

Puvodni spojita funkce
-20 O Funkce zadana hodnotou v bodech 7
Prirozeny kubicky spline
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Poznamka: V 1. i 2. zplisobu piedepisujeme splnéni interpola¢nich podminek. Ve 3. zpii-
sobu nebudeme vynucovat splnéni interpola¢nich podminek. Vzdyt jsme se pii vycislovani
hodnot f(x;) mohli dopustit chyby.

3. zplsob:

Hledame funkci ¢ (aproximaci funkce f) a nepozadujeme aby prochézela presné zadanymi
body. Musime odpovédét na 2 otazky:

a) Odkud funkci ¢ vybirdme?

b) Podle jakého kritéria ji uréujeme?

ad a) Muazeme zustat u polynomii a hledat ¢ mezi nap¥. polynomy nejvyse 2 stupné.

ad b) Samoziejmé hleddme néjakou nejlepsi aproximaci, nasim cilem je minimalizovat
chybu, otazka zustava jak tu chybu méfime.
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Co by §lo mérit 7

— Vzdalenost zadanych bodi od vysledného grafu ¢
© by musela byt hladki, abychom byli schopni v kazdém bodé urcit norméalu.
- dost slozité !
— Rozdil funkénich hodnot (v absolutni hodnoté).

Chybova funkce r by potom byla dana:
r(fip) = Z | f(x:) — p(z:)]-
i=0

Nagim cilem je tuto funkci minimalizovat a proto se ndm nehodi, ze r neni hladka.
Protoze, kdyby byla hladka, védéli bychom Ze v bodé minima je nulovi derivace

vvvvvv

— Pokud budeme méfit kvadrat rozdilu funkénich hodnot, bude chybovéi funkce hladkéa
a minimum muzeme snadno urcit z podminky nulové derivace.

n

r(f,p) = Z(f(%) — p(x;))?

1=0

Mluvime o metodé& nejmensich ¢tverci (diskrétni L, aproximaci).

Cim je tedy urcena funkce p?
Pokud hledam ¢ napt. mezi polynomy stupné nejvyse 2, pak hledam 3 koeficienty
a, b, c v predpisu:
o(r) = ar® + bx + c.
Poznamka: Pro aproximaci mizeme pouzit i jiné funkce, napt.: ¢(x) = ae® + bz + c.

Nejlepsi aproximaci vybirame z prostoru téchto funkci. Vysledna aproximace ¢ je potom
jednozna¢né urcena koeficienty linearni kombinace.

— Obecné tedy nejprve zvolime systém bazovych funkci ¢1(x), po(z), ..., @m(x).
Hledame koeficienty ¢;, j € {1,2,...,m} tak, aby:
o) =c1-@1(x) + o pa(T) + ... - om(T)
byla nejlepsi aproximaci.
— Chybova funkce potom vypada takto:

re) = (f(fﬁz‘) -3 Cj%@z’))

=0 = ... funkce parametri c;
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— Pocet parametri ¢;, tzn. pocet zvolenych bazovych funkei ¢;(x), musi byt nejvyse
roven poc¢tu zadanych bodi. Pokud bychom hledali ¢ jako linearni kombinaci vice
nez n + 1 bazovych funkcei, feSeni by bylo nejednozna¢né. Pokud je pocet zadanych
bodu stejny jako pocet zvolenych bazovych funkei (a bazové funkce jsou zvoleny
rozumné), pak je L, aproximace interpolaci a vysledny graf ¢ prochazi zadanymi
body.

Co tedy dostaneme jako nutné podminky minima chybové funkce?

=0 7j=1
Zf(xl) QOk xz = Z@j xz (pk J:Z
1=0 =0 j=1
3] D SRTERRER) PPED S EIRYES
j=1 \i=0 i=0
Téchto m (k =1,2,...,m) rovnic miZeme zapsat pomoci matice a vektoru:
_ Tl T _ -
Co
......... Zapj(:vl) or(z) .o Zf( ) - pr(x;)
i=0 =0

Resime tedy soustavu linearnich algebraickych rovnic, kde

n
matice soustavy méa v pozici [j, k| prvek Z 0i(z;) - o),
i=0
n
na pravé strané je sloupcovy vektor s k-tou slozkou Z f(z) - or(z;) a
i=0

hledame sloupcovy vektor neznamych koeficientit [cy, co, ..., )"
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10

-10

-15

Puvodni spojita funkce

-20F O Funkce zadana hodnotou v bodech
Diskretni L2 aproximace - linearni
_25 | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 45 5

Puvodni spojita funkce
O  Funkce zadana hodnotou v bodech

— — — Diskretni L2 aproximace — kvadratickd

0.5 1 1.5 2 25 3
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Puvodni spojita funkce
20} O Funkce zadana hodnotou v bodech
— — — Diskretni L2 aproximace — kubicka
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Abychom mohli porovnat vSechny pouzité aproximace, vykreslime je do jednoho obrazku.

-10

-15

Puvodni spojita funkce
O Funkce zadana hodnotou v bodech
Lomena cara (linearni spline)
Interpolacni polynom

Prirozeny kubicky spline

Diskretni L2 aproximace - linearni

— — — Diskretni L2 aproximace — kvadraticka

|

— — — Diskretni L2 aproximace - kubicka
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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCT[DJ 11 PREDNASKA

Spojita x diskrétni matematika

Spojity pripad

Podivejme se na pojem derivace funkce v bodé. Derivace funkce vyjadiuje rychlost
zmény (rustu) této funkce vzhledem k nezéavisle proménné. V historii nejjednodussi pred-
stava o derivaci je: “derivace je mirou zmény funkce v daném bodé”. Pro zménu hodnoty
pouzivame symbol A.

Af
Ax’

Derivace je hodnota tohoto podilu pro Az — 0 (Ax ...koneéné &islo).

Pomeér 1ze potom symbolicky zapsat takto:

Pokud Az nahradime nekonec¢né malou zménou dx, ziskdme definici:

d
d—f (fikaime d f podle dx, podil 2 diferenciali).
x

Nejbéznéjsi definice:

Rekneme, 7e funkce definované na okoli U(zy) ma v bodé zq derivaci, existuje-li kone¢na
limita:

lim M — Lm flzo+ h) — f(xo)

T—x0 T — .CL'O h—0 h,

= ['(x0) = () |z=a0-

Této limité fikame derivace funkce f v bodé& z,.

Geometricky vyznam

. smérnice tec¢ny ke grafu funkce f v bodé x,
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Zplsoby vypoctu derivace:

1. Analyticky - Podle definice a nebo pomoci znamych pravidel pro derivovani s vy-
uzitim tabulky s derivacemi “zdkladnich” funkeci.

2. Numericky - Aproximujeme pomoci diferen¢niho podilu pro zvolené malé h > 0.

f/(xo) s f(ilfo + h})L - f(xl)) (.)

Vyhody, nevyhody:

ad 1. + dostaneme piesné vyjadieni derivace
— pro obecné funkce miize byt velmi pracné
ad 2. + snadny vypocet
— jde o aproximaci, tj. nesmime zapomenout na chybu (chybu aproximace)

Pokud budeme chtit urc¢it chybu aproximace, je vhodné pouzit Taylorovu formuli. V té se
vyskytuji vyssi derivace. Abychom mohli definovat 2. derivaci v bodé, musime definovat
derivaci funkce na intervalu (a,b):

e Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé z € (a, b), potom funkei g : (a,b) — R, ktera
flz+h) -
h

kazdému = € (a,b) piifazuje ¢islo lim = f'(z), nazyvame derivace
h—>0

a opét znacime f'(z).

e Necht je funkce f diferencovatelnd v bodé x( a na jeho okoli. Je-li navic v bodé x,
diferencovatelna funkce f’, tj. existuje limita:

i (@0 + hf)L — ['(wo)

h—0

= f"(x0),
pak se tato limita nazyva druha derivace funkce f v bodé x,.

Poznamka: Kdyz existuje f” (o), potom plati:

f(xo+2h) —2f (2o + h) +f(950)

1! BT
(o) = ]llli% =
Dikaz:
. flzot2h)—f(zo+h)  1i. - flzot+h)—f(z0)

) — i LD = f) W e

0 h—0 h h—0 h

= lim f(xo+2h) —2f(xo + h) + f(xo)

h—0 h2
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Véta (Taylorova): Necht je funkce f diferencovatelna do 2 fadu v bodé z( a jeho okoli
U(zo). Potom Yz € U(xg) 3§ mezi body x a z tak, 7e plati:

f) = f) ) ) A

N J/

Tayloruv polynom 1. stupné v bodé zq chyba al;oximace

Diikaz: viz matematickd analyza (véta o stfedni hodnoté).

Vztah (x) miuZeme (pro x = 9 + h) prepsat takto:

f(xo+h) = f(xo) + f(zo)h + %@h?
Odtud jsme schopni vyjadiit chybu naseho vzorce (o)
Foh = fleo+ ) = flao) = e,
flag = TNt 119,

[ J/

nas vzorec D f(xg,h) chyba vzorce

Pifklad Pouzijte vzorec D f(xg, h) pro vypocet derivace funkce f(z) = e* v bodé
iiklad:
xo = 0 s krokem h = 1 a urcete chybu aproximace.

Geometricky vyznam pojmu derivace funkce v bode

Derivace f(x)=exp(x) v bode x0=0.000000 (krok h=1)

Priblizna hodnota derivace

pomoci prave pomerne diference D_P(f,x0) = 1.718282
Presna hodnota derivace je f2(x_0) = 1.000000
Chyba aproximace je D_P(f,x0) - £’(x_0) = 0.718282
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zadana funkce

O bod [x0,f(x0)]

4 > bod [x0+h,f(x0+h)]
secna ....... smernice je prava pomerna diference
tecna ....... smernice je presna hodnota derivace|

Pokud chceme odhadnout chybu vzorce pro vypocet f'(xg) se zvolenym krokem h, musime
umét odhadnout f”(zg) na intervalu (xg,xo + h) (pfesnou hodnotu ¢ nezname).

Poznémka:
Pokud neexistuje 2. derivace funkce f na okoli z, pak nelze tento postup pouzit.

Prikladem funkce, ktera je diferencovatelna na okoli bodu xy = 0, ale neexistuje 2. derivace
v xq je funkce

x?
f(z) = —signz.
2
2 T T T T T T T
1.5F 4
1F 4
0.5F 4
or 4
-0.5F B
4 ]
-15F 4
= s - 05 0 05 1 s 2
Jinak zapsano
22
——, <0
2 ) b
fa =9
T
PR

Funkce f je spojita na okoli bodu 0.
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Pro derivaci f' plati:

—x, x <0,
f'(x) =
xz, x>0,
6. f'(@) = |xl.
2
181
1.6
1.2
i
08K
0.6
0.4
02r
92 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2
Plati:
I (@) |e=eor = f/(@)|o=eo— =0 ... limity zprava a zleva se rovnaji

= v bodé zy =0 existuje limita (tj. derivace) f'(x) = 0.

2. derivace f” v bodé zy = 0 neexistuje, protoze limita zprava a limita zleva nabyvaji
riznych hodnot:

f”(x)‘%:woJr = 17 f”(l')’x::pof =—1.

Podivejme se na podminénost tlohy hledat derivaci spojité funkce v bodé xy pomoci
vzorce D f(xq, h).

flxo+h)— f(x h
f/(x[)) — ( 0 })L ( 0) _ f//(g) 5
~ ~ N————

Df(xo,h) chyba vzorce ri(h)=h-c:

Idea:

Pokud budeme chtit ziskat piesnéjsi vysledek, musime zvolit mensi krok A (chyba aproxi-
mace je potom mensi). Pokud budeme ov8em zmengovat krok h, budou potom pii vy¢islo-
vani vzorce nastavat problémy, protoze budeme délit dvé nekoneéné mala ¢isla (v limité).

Uvazujme jak vypadaji zaokrouhlovaci chyby:

-~

- misto piesné hodnoty f(xy) budeme mit k dispozici pfibliznou hodnotu f(xg)

-~

- misto piesné hodnoty f(xo+ h) budeme mit k dispozici pfibliznou hodnotu f(xo + h)
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Dosazenim do vzorce zjistime, Ze jsme vypocetli:

~ ~

Flao+h) = Feo)  flao+h) = fla)
h h '

Chyba ktera vznikla disledkem neptesného vyjadreni f(xg) a f(xg + h) je potom rozdil

T‘Q(h) _ f(-TO + hf)L — (330) . f(l’o + h})l — f(:L‘O) _

11 ~ ~

= | (Flwo +h) = f(wo + h)) + (f(z0) @dﬂ-

~ ~

[flwo+h) = flzo+h)| + |/ (o) _ f(@o)|

~—
|~ strojova pfesnost e ~ strojova presnost e

[ra(h)] <

==

ra(h)| < & -2 (cp =2 > 0).

S| =

Celkova chyba je potom

r(h) =ri(h) +ro(h) =h-c1 + % - Co.

Pokud budeme chtit ziskat vysledek s mensi chybou vzorce, musime vzit h — 0.

hopt h

Chyba r(h) pro h — 0+ jde ale k +o00!
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Uloha hledat derivaci spojité funkee v bodé o pomoci vzorce D f(xg,h) je
Poznamka: gpatné& podminé&na, protoze mala rel. chyba vstupnich dat vyvola velkou rel.
chybu vystupnich dat.

Vykreslete zavislost chyby pii pouziti vzorce D f(zg, h) pro numericky vypocet
Piiklad:  derivace funkce f(x) = sinz v bodé 2o = 1 pro kroky h = 10"1,1072,...,107'.
Vypocet provedte v prostiedi MATLAB.

Vykresli chybu pri numerickem vypoctu derivace funkce
f(x)=sin(x) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[1le-16,1e-15,1e-14,1e-13,1e-12,1e-11,1e-10,1e-09,

1e-08,1e-07,1e-06,1e-05,0.0001,0.001,0.01,0.1]

10° i~ pomoci prave pomerne diference DY
107 b .
10 b 7
107° b .
10° b ]
10“15 10“10 1(;‘5 10°
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Diskrétni pripad

Analogie pro funkci zadanou tabulkou:

Pro jednoduchost uvazujeme piipad, kdy je dana funkce svymi hodnotami v bodech:
Lo, L1 = X9 + h7$2 = Ty + 2h,3§3 = 2o —|—3h, eIy = X +nh (h ... krok déleni)

®
®

®
® ®

A f(xo)

@, _ = =Y

T T T % T T T
Zo T T2 T3 Ty T5 Tg

Pokud nés zajimé zména chovani funkce p¥i pfedmétu z bodu xg do x1, pak je vhodné
definovat prvni diferenci v bodé z:

Af(xo) = f(zo+h) — f(zo).
Analogii 2.derivace je druh& diference funkce f v xq:
N fxo) = D(Af(x0)) = A(f(wo + h) = fla0)) =

= (f(zo +2h) = f(zo + h)) = (f(xo + h) — f(x0)) = f(xo+ 2h) — 2f (zo + ) + [ (o).

Poznamka: U numerického vypoctu derivace narazime na problém Spatné podminénosti.
To je dano tim, Ze derivace je definovina jako limina podilu, kde jmenovatel jde k 0!
V diskrétnim problému lze mluvit pouze o diferencich a ty jsou definovany jako rozdil.
Tudiz zadné problémy zde nevznikaji.
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Dosud jsme se vénovali pojmu derivace funkce v bodé pro spojity piipad a diference funkce
pro diskrétni pripad. Nyni se zaméfime na pojem urcitého integralu pro spojity ptipad a
sumace posloupnosti pro diskrétni pripad.

Spojity pripad

Podivejme se na pojem urcitého integralu z funkce f na intervalu < a,b >. Budeme
mluvit o tzv. Riemannové integralu. Definice vychazi z intuitivni predstavy méreni
obsahu plochy pod grafem funkce.

Pti odvozeni opét postupujeme tak, zZe vychazime z konec¢ného poctu dilku, které neustale
zmensujeme a urcity integral je pak limitnim pripadem néjakého souctu.

Zavadime dolni odhad a horni odhad, které ziskame tak, zZe vyplhujeme vnitifek plochy a
obrazec tak, aby obsahoval danou plochu.

dolni odhad horni odhad
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Pro vyplhovani pouzivame obdélniky se stranami rovnobéznymi se soufadnymi osami.

Definice:

e D ... déleni intervalu (a,b)

n—tice xg,xq,...,x, tak, Zea =20 <21 < ... <2, =0

e Horni soucet pro f a D

n

S(f,D) = Z sup  f(x) - (z; — xi—1)

i=1 r€(2i—1,%:)

Horn{ Riemanniiv integral funkce f od a do b

b
(HR) /f(x) dz = inf{S(f, D), D ... déleni (a,b)}

Dolni soucet pro f od D

n

s(f,D) =Y B ONCEE)

- x mi—l,ﬂfi)
i=1

Dolni Riemanniiv integral funkce f od a do b

(DR) /f(m) dz = sup{s(f, D), D ... déleni (a,b)}

Pokud se Dolni a Horni Riemanniiv integral rovnaji, nazyvame jej Riemannovym
integralem funkce f od a do b.

2

Vypoctéte dolni a horni sou¢ty pro funkei f(z) = z* sin3z + 3 na

Priklad: ) . _ oo
intervalu (0, 7) pro po¢et rovnomérného déleni intervalu 9, 20 a 50.
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Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x~2*sin(3%x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 9 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 8.822230
Horni odhad integralu je ... 15.802981
Dolni odhad Horni odhad
[(——zadena unkeq | [=—"zedana turked

8k
6L
4
~
ok ; ;
L L L L L
0 0.5 1 15 2 2

L L L L L L L L L
.5 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x"2*sin(3*x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 20 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 10.910270
Horni odhad integralu je ... 14.102775

| [ zacna uncd | [ zedana unicd

‘? h M
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Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x~2*sin(3%x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 50 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 11.916863
Horni odhad integralu je ... 13.196682
Dolni odhad Horni odhad
101 ZQS 10+
/ /
i 7
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Podivejme se opét na zplisob numerického vypoc¢tu hodnoty urcitého integralu

(stejnd myslenka jako v definici).

Uvazujme naptiklad vzorec:
b n
/f(x) dz ~ Zf(:z:l)(xZ — T q).

a =1

Pokud nés zajiméa chyba takového vzorce, musime uvazovat funkce f, které jsou diferen-
covatelné. Na dil¢im intervalu (x;_1,x;) potom dostavame

Pro odvozeni chyby aproximace opét pouzijeme Taylorav rozvoj:

f(@) = f(o) + (2 — ;) - (&), & € (i1, ).
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Po integraci odvodime chybu naseho vzorce:

/ Fla)do = flehs + 5 (@ = 202 = (s = 0 (&) = Sl b — 3 2 1160,

2 ~~ ~~

=0 h?

k3

Po secteni ptres vSechny dil¢i intervaly:

b
n

[ raran =3 [t n= 30 0] =3 s 5302 e

i=1
a \ /A /
-

~
nas vzorec  chyba vzorce

Vyraz pro chybu jesté zjednoduSime.

Predpokladejme, 7e je f'(x) spojita a krok h je ekvidistantni, tj. Vi : h; = h.

Z——h? ———h?Zf &).

1=1

f'(&)
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Priamér hodnot lezi mezi minimélni a maximéalni hodnotou

(&)

min /(&) < = < max f'(&)
Ze spojitosti f'(x) =

3 € (a,b): fI(§) ==
Pro chybu potom dostaneme

1 n , 1 , - 1 b—a , . /
—§h2;f(f¢) =—§h2nf(5) ——§h27f(5) ———(b—a)f(ﬁz h.

Pro ekvidistantni krok h dostaneme:

b
n

/f(x) dz=hY_ f(x:;) —ch.

a =1

) Uloha numerického vypoctu urcitého integralu je dobie podminénd
Poznamka: ) L L
(narozdil od numerického derivovani).

Diskrétni pripad

Tak jako derivaci funkce odpovida pojem diference posloupnosti, tak uréitému integralu
odpovida sumace posloupnosti.

Definice:

Rikame, Ze posloupnost {b,} je sumaci posloupnosti {a,}, plati-li

a, = Ab, Yn=0,1,...

Piseme:

by =A0A"ta, <&  a,=Ab,.
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Priklad: Najdéte sumaci posloupnosti f(z,) = n.
Zadana posloupnost je polynom prvniho stupné, sumaci musi byt polynom 2. stupné, tj.:
A7 =an® +bn +c.

Koeficienty a, b, ¢ stanovime z podminky:

A(an® +bn +c) = n.

A(an® +bn + c) = alAn® + bAn + cAl =
=a((n+1)*=n*)+b((n+1)—n)+c-0=2an+a+b=n+0.

Plati, pokud
20=1 a a+b=0.

1
Zaver: A'n=-n?’—-n+ec.
2 2

Pozndmka:

Pojem sumace mé vyznam pii stanoveni sou¢tu s,, prvnich n+ 1 ¢lent posloupnosti {a, }.

Posloupnost ¢asteénych soucti: s, =ag+ay + ...+ a,
= Spy1 = Ao T a1 + ...+ Qp + Apy

ASn = Sn4+1 — Sn = Qp41

=5, = AN a,
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PiSEMNA PRACE Z PRE &/IETU
UVOD DO MATEMATICKYEH VYPOGTU
MATIERY

Prezdivka: ............\. (l) ............... Osobni éislo: ....... ... ... ... L.
Priklad 1.
Preved'te ¢islo 9,9 z desitkové soustavy do dvojkové soustavy. [5b.]

Priklad 2.

Pieved'te ¢islo (0,110), z dvojkové soustavy do desitkové soustavy. [5b.]

Priklad 3.

Vysvétlete pojem $patné podminénd tloha. Posud'te podminénost tlohy vyéislit

0
hodnotu funkce f(x)= ca1 ¥ bodé x = 1. Hodnotu Az volte 0,01. [5b.]
x —
Priklad 4.
) o S . 22 —Tr—18
Provedte 4 kroky metody puleni intervalu pro feSeni rovnice —ar1 =0
x
na intervalu (0; 16). [5b.]

Priklad 5.
Uvazujme ctverec o strané délky 1. Ze ¢tverce vytizneme ctverec, jehoz vrcholy jsou
stredy stran puvodniho ¢tverce. Do vzniklé diry vlozime dalsi ¢tverec tak, aby jeho
vrcholy byly stredy stran vyiiznutého ctverce (viz obrazek). Proces opakujeme do
nekonecna. Jak velky obsah bude mit vysledny obrazec?

5 b

Priiklad 6.
Vypoététe pribliznou hodnotu derivace funkce f(z) =eV®*! v bodé z = 1.
Krok Az volte 0,01. Uved'te vzorec, ktery jste pouZili. [5b.]
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