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UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCT[DJ

1. PREDNASKA

Motto: “Hodime to do pocitace a dostaneme vysledek”

Jaky je vysledek?
Dobry?
Spatny?

Proc?

Uvodni motiva¢ni piiklady

100000 1
1) Z E = 10000
k=1
% ___________________
s=0;

h=single(1/10);

for i=1:100000
8=s+h;

end;

% ___________________

9.9985566e+03

Y e
for i=1:100000
s=s+1/10;

end;

% ___________________

1.000000000001885e+04




Poznédmka: Aritmetika s n-platnymi ciframi s uzitim zaokrouhlovani nebo fezani.

Vycisleni hodnoty funkce zadané ve dvou tvarech

flz)=2(Ve+1-+Va)a g@)Zm

) Ve+l+yz zz+l-z) x
Plati: x(\/x+1—\/5)‘\/m—ﬂ+\/5_\/x—_|_1+\/§_\/x—_|_1+\/§

Urcete f(300) a g(300) pomoci aritmetiky se 6-ti platnymi ciframi a uzitim zaokrouhlo-
vani.

Q

300(v/301 — v/300)
= 300(17,3194 - 17,3205) = 300 - 0,0289
— 8,67000

300

V301 + /300
300 300
17,3494 + 17,3205 34,6699

— 8,65304

£(300)

9(300)

Q

Ptesny vysledek je 8,653049162609 ...
Chyba pii vy¢isleni g(300) je mnohem mensi nez u f(300).

Vyéisleni hodnoty polynomu zadaného ve dvou tvarech

Plz)=2°-322+3z—-1a Q(z)=((z—3)z+3)z — 1

Plati: ((z—3)z+3)z—1=((2* -3z +3)z—1=2-32>+32 -1

Urcete P(2,19) a Q(2,19) pomoci aritmetiky se 3-mi platnymi ciframi a zaokrouhlovani.

Q

P(2,19) 2,19°-3-219* +3-219-1
= 10,5-3-480 +3-219-1
= 10,5-14,4 + 6,57-1 = 1,67
Q(2,19) ~ ((2,19-3)2,19 + 3)2,19-1
= (-081-219 +3)2,19-1— (-1,77 + 3)2,19- 1
= 123-219-1=269-1=1,69

Ptesny vysledek je 1,685159 ...
pro P(2,19) je chyba 0,015159
pro Q(2,19) je chyba -0,004841



4) Hledéani kofent polynomu  P(z) = (z — 1)"

Pro polynom stupné n > 5  an2"” + @p_12" ' + -+ a1 + ag = 0 obecné nelze Feeni

spotitat pomoci kone¢ného po¢tu krokii pomoci operaci +, —, -, / a odmocniny v reN
Paolo Ruffini (nekompletni dikaz - 1813), Niels Henrik Abel (1824) .

Implementace v Matlabu (naptiklad pro n = 4)

polynom=poly([ 1 1 1 1 1)
koreny=roots (polynom)

polynom =

1 -4 6 -4 1

koreny =

1.000223371630863e+00
9.999999706778071e-01 + 2.233423015147889e-041
9.999999706778071e-01 - 2.233423015147889¢e-041
9.997766870135252e-01

Urcete prvnich 15 ¢lent posloupnosti, ktera je zadana rekurentni formuli

5) r, = 5
i) =SS 1
Tp — 20,2 Tn—1 - 4 xn72, n 2 3
n—2
4 re ~ v s, 1
Presné reseni je x,, — (g)
Ovéfent:

1 1-2 1 2—2
Tl — g = 5, To — g =1



Vysledky z Matlabu:

for n=3:15

5.000000
1.000000
0.200000
0.040000
0.008000
0.001600
0.000320
0.000064
0.000013
0.000002
.000018
.000363
.007259
.145175
.903496

O© 0 ~NO Ok WN -

e e e
A WN - O
[ T T
N O O O O

2}




presne_x(1)=x(1);
presne_x(2)=x(2);

for n=3:15

x(n) = 20.2 *x x(n-1) - 4 * x(n-2);
presne_x(n) = 0.27(n-2);

end;
A .

n x(n) presne_x(n) chyba
1 5.000000 5.000000 0
2 1.000000 1.000000 0
3 0.200000 0.200000 -7.2164b5e-16
4 0.040000 0.040000 -1.41831e-14
5 0.008000 0.008000 -2.83546e-13
6 0.001600 0.001600 -5.67089%e-12
7 0.000320 0.000320 -1.13418e-10
8 0.000064 0.000064 -2.26836e-09
9 0.000013 0.000013 -4.53671e-08
10 0.000002 0.000003 -9.07342e-07
11 -0.000018 0.000001 -1.81468e-05
12 -0.000363 0.000000 -0.000362937
13 -0.007259 0.000000 -0.00725874
14 -0.145175 0.000000 -0.145175
15 -2.903496 0.000000 -2.9035
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Obecné feSeni dif. rovnice

T, = 20,22, 1 —4x,_9

Reseni hledame ve tvaru z,, = A"

A" = 202 A"t o4 A2 AT
A* = 202 A-4
0 = A2-202 A+ 4

VD = /20,22 —4-1-4= /392,04 = 19,8

4. _202£198 f 20
1,27 2 - 072

T
Obecné feeni: | x,, — ¢; - 20" + ¢y - (—)

V naSem pripadé ¢; = 0.

Vlivem zaokrouhlovacich chyb se stane koeficient ¢; nenulovy = nestabilni rekurze.

6) Reseni kvadratické rovnice  az® + bz +c¢ =0, a # 0

—b+Vb? — 4dac

Pro nezaporny diskriminant ma rovnice feSeni ;9 = 5
a

Pro nékteré hodnoty koeficientii mize dojit v aritmetice s pohyblivou desetinnou ¢arkou
k preteceni, podteceni a k selhdni. Pokud jsou koeficienty velmi malé nebo velmi velké,
potom miiZze b? nebo 4ac podtéct nebo pietéct. Abychom tomu piedesli, vydélime rovnici
hodnotou nejvétsiho z parametri. Potom je nejvétsi koeficient 1 nebo -1. Ztraté presnosti
pro b = Vb? — 4ac zabranime pouZitim alternativni formule (pro ¢ # 0).

2c
T19 = )
BT F Vb2 — 4ac

2¢ 2c —b +Vb? — 4dac
—bF Vb% — 4ac —bF Vb2 —4ac —b++V0b? — 4ac

—b+ Vb? — 4dac

02 — (b? — dac)] - 5
—b £ Vb? — 4ac

2a

Reseni kvadratické rovnice lze urdit z formule

1
2c
1
2c

Uvazujeme rovnici s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.



% koreny kvadraticke rovnice s koeficienty
a=0.0501; b=-98.78; ¢=5.015;
x=roots([a b cl);

1971.605916
0.050771

MM
N =
non

Pouzijeme-li aritmetiku se 4 ciframi, dostaneme
b —dac = 98,782 - 4.0,05010-5,015
— 9757 - 0,2004-5,015
— 9757 - 1,005 = 9756
VP2 —dac = 98,77

Standardni formule:

98,78 £98,77 { 1972

127707002 | 0,0098 !
Modifikovana formule:
10,03 1003 11!
T = f—
127 98 78 F 98, 77 0,05077

Shrnuti

Ke ztraté presnosti muze dochazet pii

od¢itani skoro stejnych hodnot

sc¢itani nesrovnatelnych hodnot
e nasobeni velkych ¢isel (pfeteceni)

e nasobeni malych ¢isel (podteceni)

déleni malym ¢islem blizkym nule



Zavazné pocitacové chyby (priklady z nedavné historie)

Vyznam slova bug

Programatorska chyba se Casto i v ¢eStiné oznacuje anglickym vyrazem bug a proces jejiho
odstrafiovani ladén{ (debugovani).

Bug znamena doslova moucha, sténice nebo obecné brouk. V angli¢tiné se ve vyznamu
chyba (naptiklad konstruktérskd) pouziva uz velmi dlouho — pouzil ho napiiklad Thomas
Edison roku 1878, kdyz mluvil o svych vynélezech. S pocita¢i pak pronikl do mnoha
dalsich jazyki.

Traduje se, ze ptivodem tohoto vyznamu je problém zplisobeny skute¢nym hmyzem.
Znama je tireba historka o molu zachyceném na relé pocitace Mark IT dne 9. zaii 1947.
Mol byl peclivé vyprostén a nalepen do zadznamu s poznamkou “prvni skuteény piipad
nalezeného bugu”.
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Therac-25

e radiologicky pftistroj pro lé¢bu nadori ozafovanim
e Cerven 1985 - leden 1987 prokédzano min. 6 pripad Gmrti

e ozafoval ve dvou rezimech (x-paprsky, elektrony)

e chyby v programu - nedostatecné oSetiené situace

1. race condition (soubéh)
chyba pfi nastaveni parametrii operatorem a

jejich rychlé opravé Electron Mode X-Ray Mode

2. dalsi problém
jedna z bezpecnostnich funkci pristroje kontrolovala nastavené parametry a
spravny stav indikovala 0 v registru, pfi chybném nastaveni hodnotu registru
zvétsila o 1
co se stalo po 256. nedspésné kontrole? (pro ¢ita¢ byl vyhrazen 1 Byte)



Mars Climate Orbiter

Image not drawn to scale

e 11.12.1998 z kosmodromu Eastern Test Rande startuje raketa Delta 7425
e 23.9.1999 dorazil k Marsu satelit Mars Climate Orbiter
e nepodafilo se “zakotvit” jej na planované obézné draze (cca 150 km)

e ve skutecnosti se dostal na jinou obéznou drahu (cca 60 km)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mars Climate Orbiter

e priCina
- tym v Fidicim stfedisku v Coloradu pouzival anglické mérné jednotky

- naviga¢ni tym v Kalifornii pouzivali metrické

e satelit sholi v atmosfére cca 300 000 000 USD
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter

Ariane 5

e nosna raketa ESA, v roce 1996 byla zni¢ena 40 sekud po startu
https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATvLQCY

e naslednik Ariane 4, pouzivala jeji sw, av8ak Ariane 5 dosahovala pfi startu 5x vétsiho
zrychleni hodnoty se dostaly mimo oc¢ekdvany rozsah a pri konverzi 64-bitového
desetinného ¢isla na 16-bitové celé ¢islo doslo preteceni

e rutina, kterd méla situaci fesit, byla z divodu efektivity vypnuta

e Ariane 5 se sebezni¢ila cca 370 000 000 USD
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https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATvLQCY

Pentium FDIV bug

intele

pentium™

e 1994, Professor Thomas Nicely (Lynchburg College, Virginia, USA)
https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/pentbug/pentbug.html

e chyba procesoru Intel P5 Pentium (in floating point unit)

e nespravné vysledky pii déleni desetinnych ¢isel
https://www.ipsr.ku.edu/stafffil/hoyle /pentium_ fdiv|

e rucni ovéfeni napiiklad pomoci zadéni vypoctu

1. priklad

4195835
avnéa hodnot =1. 20449136241002
spravna hodnota S145727 33382044913624100
4195835
v e h — .
vypoc¢tend hodnota 5145707 1.333739068902037589

2. priklad

o 3145727 x 4195835
spravna hodnota

=41
3145727 99835
3145727 x 4195835
¢tend hodnot =41
vypoc¢tend hodnota 145727 95579

e zplisobeno nevyplnénou tabulkou v matematickém koprocesoru

e celkova skoda cca 500 000 000 USD

12


https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/pentbug/pentbug.html
https://www.ipsr.ku.edu/stafffil/hoyle/pentium_fdiv

