
Úvod do Matematických Výpo£t· 3. P°edná²ka

Zobrazení £ísel, strojová £ísla

Motivace:
100000∑
k=1

1

10
= 9.998, 55664

• Lidé pouºívají desítkovou soustavu.

• Po£íta£e dvojkovou.

Komunikace s po£íta£em

- Zadání v 10-soustav¥.

- P°evod do 2-soustavy (po£íta£).

- Výpo£et (po£íta£).

- Zp¥tný p°evod do 10-soustavy (provádí po£íta£).

- Výsledek v 10-soustav¥.

Binární zlomky

lze vyjád°it jako sumu se zápornými mocninami dvou

R ∈ R 0 < R < 1 dj ∈ {0, 1}

R = (d1 · 2−1) + (d2 · 2−2) + . . .+ (dn · 2−n) + . . .

R = (0, d1 d2 . . . dn . . .)2

Zápis £ísel

- V desítkové soustav¥ (v¥decká notace)

0, 000747 = 7, 47 · 10−4

313, 815 = 3, 13815 · 102

- Strojová £ísla

normalizovaná pohyblivá °ádová £árka (REAL)

x = ±q · 2n 1

2
≤ q < 1 . . . mantisa, n . . . exponent
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P°íklad:

Sestrojte v²echna strojová £ísla s mantisou délky 4 a exponentem
v rozsahu od -3 do 4, tj.

x = q · 2n, kde q = 0, d1 d2 d3 d4 , n ∈ {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4}

----------------------------------------------------------------

Vygenerovani mnoziny strojovych cisel s mantisou delky 4 a

exponentem v rozsahu od -3 do 4.

----------------------------------------------------------------

vypis_vsech_cisel =

Columns 1 through 4

0.0625 0.125 0.25 0.5

0.0703125 0.140625 0.28125 0.5625

0.078125 0.15625 0.3125 0.625

0.0859375 0.171875 0.34375 0.6875

0.09375 0.1875 0.375 0.75

0.1015625 0.203125 0.40625 0.8125

0.10938 0.21875 0.4375 0.875

0.1171875 0.234375 0.46875 0.9375

Columns 5 through 8

1 2 4 8

1.125 2.25 4.5 9

1.25 2.5 5 10

1.375 2.75 5.5 11

1.5 3 6 12

1.625 3.25 6.5 13

1.75 3.5 7 14

1.875 3.75 7.5 15

Abychom si lépe uv¥domili jakou mantisou a jakým exponentem je ur£eno získané £íslo,
uvedeme si je v následující tabulce.

q \ n -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.10002 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.10012 0.0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,125 2,25 4,5 9
0.10102 0.078125 0,15625 0,3125 0,625 1,25 2,5 5 10
0.10112 0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 5,5 11
0.11002 0.09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12
0.11012 0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 6,5 13
0.11102 0.109375 0,21875 0,4375 0,875 1,75 3,5 7 14
0.11112 0.1171875 0,234375 0,46875 0,9375 1,875 3,75 7,5 15
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Získaná £ísla si je také vhodné vykreslit na £íselnou osu, získáme tak p°ehled o jejich
rozloºení. Snadno zjistíme, ºe £ísla nejsou rozloºena rovnom¥rn¥.
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P°íklad:

Uvaºujme mnoºinu strojových £ísel vygenerovanou v p°edchozím p°íkladu
(tj. strojová £ísla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Na n¥kolika p°íkladech si ukaºme, na která £ísla této mnoºiny se zobrazí

zadaná £ísla, nap°.
1

10
,
1

5
,
3

10
,
1

6
,
7

15
.

P°edpokládáme, ºe po£íta£ zobrazí £íslo na nejbliº²í £íslo, které lze
zobrazit, v p°ípad¥ shody na v¥t²í.

----------------------------------------------------------------

Zobrazeni zadanych cisel do mnoziny strojovych cisel

s mantisou delky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4.

----------------------------------------------------------------

Zobrazuje cisla

cisla =

1/10

1/5

3/10

1/6

7/15

zadane cislo zapis obrazu obraz chyba

------------------------------------------------------------

0.10000000 0.1101 x 2^-3 0.10156250 -0.00156250

0.20000000 0.1101 x 2^-2 0.20312500 -0.00312500

0.30000000 0.1010 x 2^-1 0.31250000 -0.01250000

0.16666667 0.1011 x 2^-2 0.17187500 -0.00520833

0.46666667 0.1111 x 2^-1 0.46875000 -0.00208333
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zadane cislo
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P°íklad:

Uvaºujme mnoºinu strojových £ísel vygenerovanou v p°edchozím p°íkladu
(tj. strojová £ísla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Ukaºme si, jak se v tomto stroji se£tou £ísla
1

10
a
1

5
.

----------------------------------------------------------------

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel

s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

----------------------------------------------------------------

Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz

------------------------------------------------------------

A = 0.10000000 0.1101 x 2^-3 0.10156250

B = 0.20000000 0.1101 x 2^-2 0.20312500

obrazA+obrazB=

0.30468750 0.1010 x 2^-1 0.31250000

A+B= 0.30000000 0.1010 x 2^-1 0.31250000

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
 

 

strojova cisla

zadane cislo A

aproximace cisla A

zadane cislo B

aproximace cisla B

soucet A+B

soucet obrazA + obrazB

obraz souctu obrazu A a B

obraz presneho souctu A+B
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P°íklad:

Uvaºujme mnoºinu strojových £ísel vygenerovanou v p°edchozím p°íkladu
(tj. strojová £ísla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Ukaºme si, jak se v tomto stroji se£tou £ísla
3

10
a
1

6
.

----------------------------------------------------------------

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel

s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

----------------------------------------------------------------

Cislo A = 0.300000

Cislo B = 0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz

------------------------------------------------------------

A = 0.30000000 0.1010 x 2^-1 0.31250000

B = 0.16666667 0.1011 x 2^-2 0.17187500

obrazA+obrazB=

0.48437500 0.1000 x 2^0 0.50000000

A+B= 0.46666667 0.1111 x 2^-1 0.46875000

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
 

 

strojova cisla

zadane cislo A

aproximace cisla A

zadane cislo B

aproximace cisla B

soucet A+B

soucet obrazA + obrazB

obraz souctu obrazu A a B

obraz presneho souctu A+B
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Poznámka:

V p°edposledním p°íklad¥ se shodovali obraz p°esného výsledku
s obrazem sou£tu obraz· jednotlivých s£ítanc·.

V posledním p°íklad¥ se obraz p°esného výsledku s obrazem sou£tu
obraz· jednotlivých s£ítanc· neshodoval !

Chyba výpo£tu v posledním p°íklad¥:

7

15
− 0, 10002 · 20 =

14− 15

30
= − 1

30
= −0, 03

Relativn¥:
1
30
7
15

=
1

14
= 7,14% !!!

P°esnost po£íta£e

• Vymezíme-li pro mantisu 24 bit·, získáme 7 desetinných míst (224 = 16777216).

• Vymezíme-li pro mantisu 53 bit·, získáme 16 desetinných míst (253 = 9007199254740992).

Základní formáty:

Formát Bytes Bit· pro mantisu Bit· pro exponent
Single 4 24 8
Double 8 53 11

https://en.wikipedia.org/wiki/Single-precision_�oating-point_format

https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_�oating-point_format

P°íklad:

• Uváºíme formát SINGLE , tj. 24 bit· pro mantisu.

1

10
= 0, 000112 ≈ 0, 1100 1100 1100 1100 1100 11002 · 2−3.

Chyba zobrazení je 0, 11002 · 2−27(=
1

10
· 2−24) ≈ 5, 96 · 10−9.

• Máme-li po£ítat
100000∑
k=1

1

10
= 9.998, 55664.

Musí být chyba v¥t²í neº 100000 · 5, 96 · 10−9 = 5,96 · 10−4.

Ve skute£nosti je chyba je²t¥ v¥t²í, nebo´ se v pr·b¥hu výpo£tu musí £áste£n¥ suma

zaokrouhlovat dol· nebo nahoru, jak suma roste, pozd¥ji p°i£ítaná £ísla
1

10
jsou oproti

sum¥ men²í a jsou tedy po£ítány s men²í p°esností (viz následující p°íklad).
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P°íklad: Ve formátu SINGLE se£t¥te £ísla 10000 a 0,1.

----------------------------------------------------------------------

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 0 desetinnych mist

Cela cast ........... 10000

Desetinna cast ...... 0.000000

----------------------------------------------------------------------

prevod_cele_casti =

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 = 1250 : 2 = 625 : 2 = 312 : 2 =

0 0 0 0 1 0

= 156 : 2 = 78 : 2 = 39 : 2 = 19 : 2 = 9 : 2 = 4 : 2 = 2 : 2 = 1

0 0 1 1 1 0 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000)10 = (10011100010000)2 = 0, 100111001 · 214

(214 = 16384)

10000 . . . 0, 1001 1100 1000 0000 0000 0000 · 214

0,1 . . . 0, 1100 1100 1100 1100 1100 1100 · 2−3

0,1 po SHIFTu . . . 0, 0000 0000 0000 0000 0110 0110 · 214

=(01100110)2 · 2−24 · 214 = (64 + 32 + 4 + 2) · 2−10 =

=
102

1024
.
= 0, 099609375

10000 + 0,1 . . . 0, 1001 1100 1000 0000 0110 0110 · 214

�íslo 10000 je zobrazeno p°esn¥.

Chyba zobrazení 0,1 po SHIFTU je
1

10
− 102

1024
.
= 0,1 − 0, 099609375 = 3, 90625 · 10−4

Shrnutí:

10000 + 0,1 → výsledek s chybou 3, 90625 · 10−4

(v sum¥ z motiva£ního p°íkladu jde o jeden krok)
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Podrobn¥j²í analýzou získáme graf s vy£íslenou chybou, resp. absolutní hodnotou chyby.
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Následující obrázek ukazuje SHIFT exponentu men²ího s£ítance v pr·b¥hu sumace.
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Poznámka: Pokud pouºijeme formát DOUBLE, dostaneme p°esn¥j²í výsledky, ov²em
v principu bude situace obdobná, pouze se nep°esnosti projeví pozd¥ji.

Poznámka: Existují postupy, jak eliminovat chybu p°i sumaci, nap°.
https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan_summation_algorithm
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