UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCT[DJ 3 PREDNASKA

Zobrazeni cisel, strojova cisla

100000

Motivace: > 15 = 9:998,55664
k=1

e Lidé pouzivaji desitkovou soustavu.

e Pocitace dvojkovou.

Komunikace s pocitacem

Zadani v 10-soustavé.

Prevod do 2-soustavy (pod¢itac).

Vypocet (pocitac).

Zpétny pievod do 10-soustavy (provadi pocitac).

Vysledek v 10-soustaveé.

Binarni zlomky

lze vyjadrit jako sumu se zdpornymi mocninami dvou
ReR 0<R<l1 d; € {0,1}
R=(d-27 )+ (dy-27)+...+(dp-27") +...
R=(0,dydy ... d, ...)

Zapis cisel

-V desitkové soustavé (védecka notace)
0,000747 = 7,47 - 1074
313,815 = 3,13815 - 10>

- Strojova ¢isla

normalizovanéd pohybliva fadova ¢arka (REAL)

1
x==+q-2" §§q<1...mantisa, n...exponent
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Sestrojte vSechna strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem

Piiklad: v rozsahu od -3 do 4, tj.

x=¢q-2", kde q=0,dydydsdy , mne{-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}

Vygenerovani mnoziny strojovych cisel s mantisou delky 4 a
exponentem v rozsahu od -3 do 4.

vypis_vsech_cisel =

Columns 1 through 4

0.0625 0.125 0.25 0.5
0.0703125 0.140625 0.28125 0.5625
0.078125 0.15625 0.3125 0.625
0.0859375 0.171875 0.34375 0.6875
0.09375 0.1875 0.375 0.75
0.1015625 0.203125 0.40625 0.8125
0.10938 0.21875 0.4375 0.875
0.1171875 0.234375 0.46875 0.9375
Columns 5 through 8
1 2 4 8
1.125 2.25 4.5 9
1.25 2.5 5 10
1.375 2.75 5.5 11
1.5 3 6 12
1.625 3.25 6.5 13
1.75 3.5 7 14
1.875 3.75 7.5 15

Abychom si 1épe uvédomili jakou mantisou a jakym exponentem je urceno ziskané ¢&islo,
uvedeme si je v nasledujici tabulce.

q\n -3 -2 -1 0 1 2 3 4
0.10002 | 0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4 8
0.10012 | 0.0703125 0,140625 0,28125 10,5625 1,125 2,25 45 9
0.1010, | 0.078125  0,15625 0,3125 0,625 1,25 2,5 5 10
0.1011, | 0.0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1,375 2,75 5,5 11
0.11004 | 0.09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12
0.11012 | 0.1015625 0,203125 0,40625 0,8125 1,625 3,25 6,5 13
0.1110¢ | 0.109375  0,21875  0,4375 0,875 1,75 3,50 7 14
0.1111, | 0.1171875 0,234375 0,46875 0,9375 1,875 3,75 7,5 15
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Ziskand cisla si je také vhodné vykreslit na ¢iselnou osu, ziskdme tak prehled o jejich
rozlozeni. Snadno zjistime, ze ¢isla nejsou rozlozena rovnomeérné.

1 T T T T T T T T

0.5 4

10 12 14 16

Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim ptikladu

(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

Na nékolika ptikladech si ukazme, na ktera ¢isla této mnoziny se zobrazi
Priklad: 1 1 3 1 7
zadané ¢isla, napf.

10°57 10" 6° 15°

vvvvvv

Zobrazeni zadanych cisel do mnoziny strojovych cisel
s mantisou delky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4.

Zobrazuje cisla

cisla =
1/10
1/5
3/10
1/6
7/15
zadane cislo zapis obrazu obraz chyba
0.10000000 0.1101 x 27-3 0.10156250 -0.00156250
0.20000000 0.1101 x 27-2 0.20312500 -0.00312500
0.30000000 0.1010 x 27-1 0.31250000 -0.01250000
0.16666667 0.1011 x 27-2 0.17187500 -0.00520833
0.46666667 0.1111 x 27-1 0.46875000 -0.00208333
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T T T

O  strojova cisla

O  zadane cislo

- aproximace zadaneho cisla

o—6o—6—6——-6—=¢ o——6o—=6 S S o
| | |
0.05 0.1 0.15
T T T T T T T T T
L O  strojova cisla
O  zadane cislo
aproximace zadaneho cisla
S S S < S o S S S S
| | | | | | | | |

0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28

T T T T T T T
L O  strojova cisla
O zadane cislo )
aproximace zadaneho cislg

| | | | | | |
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

F T T T T T

O  strojova cisla

O  zadane cislo
aproximace zadaneho cisla’]

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
L O  strojova cisla
O  zadane cislo
N aproximace zadaneho cisla
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65
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Piiklad:

Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim ptikladu

(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

1
Ukazme si, jak se v tomto stroji sec¢tou ¢isla 10 a £

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max
Cislo A = 0.100000

Cislo B = 0.200000

Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4

cislo zapis obrazu obraz
A = 0.10000000 0.1101 x 2°-3 0.10156250
B = 0.20000000 0.1101 x 27-2 0.20312500
obrazA+obrazB=
0.30468750 0.1010 x 2°-1 0.31250000
A+B= 0.30000000 0.1010 x 27-1 0.31250000
i O  strojova cisla i
O  zadane cislo A
- aproximace cisla A h
O zadanecislo B
L aproximace cisla B i
*  soucet A+B
L soucet obrazA + obrazB ||
%  obraz souctu obrazu A a B
O  obraz presneho souctu A+B
-o-0-606—6—6—6—6—6—6—6—6——6—F8 S S

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
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Uvazujme mnozinu strojovych ¢isel vygenerovanou v predchozim ptikladu

Piiklad:

.. " 3
Ukazme si, jak se v tomto stroji sectou ¢isla — a —.

(tj. strojova ¢isla s mantisou délky 4 a exponentem v rozsahu od -3 do 4).

1
10 6

Cislo B

A = 0.30000000

B = 0.16666667
obrazA+obrazB=
0.48437500

A+B= 0.46666667

zapis obrazu

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.300000

0.166667

Pocet cisel mantisy M = 4
Rozsah pro exponent: od -3 do 4

0.31250000
0.17187500

0.50000000
0.46875000

3 O  strojova cisla 5
O  zadane cislo A
L aproximace cisla A i
O zadanecislo B
| aproximace cisla B
*  soucet A+B
soucet obrazA + obrazB
i *  obraz souctu obrazu A a B []
O  obraz presneho souctu A+B
o-o-6-6-06606—0—o o—o——o——6——o6——=- o
OO0 S S S S S & S & &

0.15 0.2

0.25

0.3 0.35 0.4
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V predposlednim piikladé se shodovali obraz presného vysledku

s obrazem souctu obrazi jednotlivych sc¢itancii.
Poznamka:
V poslednim piikladé se obraz presného vysledku s obrazem souctu

obrazi jednotlivych sé¢itanct neshodoval !

Chyba vypoctu v poslednim piikladé:

7 14 — 15 1 _
— —0,10004 - 2° = =——=-0,03
5 2 30 30 ’

Relativné:

+ 1
N=—ous714% N
15

Presnost pocitace

e Vymezime-li pro mantisu 24 bitii, ziskAme 7 desetinnych mist (2** = 16777216).
e Vymezime-li pro mantisu 53 bitil, ziskime 16 desetinnych mist (2°° = 9007199254740992).

Zakladni formaty:

‘ Format H Bytes ‘ Biti pro mantisu | Bitt pro exponent

Single 4 24 8
Double 8 53 11

https://en.wikipedia.org/wiki/Single-precision floating-point format
https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Double-precision floating-point format

Priklad:

e Uvazime format SINGLE | tj. 24 bita pro mantisu.

1 __
0~ 0,00011, ~ 0,1100 1100 1100 1100 1100 1100, - 272

1
Chyba zobrazeni je 0, 1100, - 2727 (= o 272 ~ 5,96-1077.

100000
Mame-li pocitat — = 9.998, 55664.
e Mame-li pocita ; 10 ,

Musi byt chyba vétsi nez 100000 - 5,96 - 107 = 5,96 - 10~
Ve skutecnosti je chyba jesté vétsi, nebot se v pribéhu vypodtu musi ¢asteéné suma
1
zaokrouhlovat doli nebo nahoru, jak suma roste, pozdéji pficitana cisla 0 jsou oproti

sumé mensi a jsou tedy pocitany s mensi presnosti (viz nasledujici piiklad).
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https://en.wikipedia.org/wiki/Single-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format

Priklad: Ve formatu SINGLE sectéte ¢isla 10000 a 0,1.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 0 desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

prevod_cele_casti =

10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 = 1260 : 2 =626 : 2 = 312 : 2 =
0 0 0 0 1 0

=156 : 2 =78 :2=39 :2=19:2=9:2=4:2=2:2=1
0 0 1 1 1 0 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000);9 = (10011100010000), = 0, 100111001 - 2*

(21 = 16384)

10000 ... 0,1001 1100 10000000 0000 0000 - 2**
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 27
0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2™
—(01100110)5 - 2724 - 2" = (64 + 32 +4 +2) - 2710 =
102 .
= Tog7 = 0-099609375

10000 4+ 0,1 ... 0,100111001000000001100110 - 2*

Cislo 10000 je zobrazeno presné.

1 102
Chyba zobrazent 0.1 po SHIFTU je 5 — 700 = 0.1 — 0,099609375 = 3,90625 - 1074

Shrnuti:

10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10~*

(v sumé z motiva¢niho piikladu jde o jeden krok)
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Podrobnéjsi analyzou ziskdme graf s vyc¢islenou chybou, resp. absolutni hodnotou chyby.

—Vyvoj chyby v priibéhu scitani
—Vyvoj abs. hodnoty chyby v priibéhu scitani
| | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k x10%

Nésledujici obrazek ukazuje SHIFT exponentu mensiho s¢itance v pribéhu sumace.

X_d——— T T T T T T T _
20 - .
——
15+ ' |
10 n
SI —Vyvoj SHIFTu v pribé&hu sditani| |
- —-Pocet bitd mantisy
O | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kk x10*
Poznamka:  Pokud pouzijeme format DOUBLE, dostaneme piesnéjsi vysledky, ovsem
v principu bude situace obdobnd, pouze se nepiesnosti projevi pozdéji.
Poznamka:  Existuji postupy, jak eliminovat chybu p#i sumaci, napf.

https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan summation algorithm
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