IjVOD DO MATEMATICKYCH V\’/POCTG 6 PREDNASKA

Chaos (xaos)

Deterministicky chaos - na prvni pohled slova s protichudnym obsahem.

Edward Norton Lorenz (23.5.1917 - 16.4.2008) (otec chaosu)

Americky matematik (Harvard) a meteorolog (MIT). Pti studiu modelt pocasi Lorenz ob-
jevil, ze pocasi se ne vzdy chova podle predpovédi. Mal4 odchylka v poc¢ate¢nich hodnotach
proménnych v jeho primitivnim pocitacovém modelu pocasi méla za nésledek veliké roz-
dily v chovani pocasi. Tato citlivi zavislost na pocatec¢nich podminkéch se stala zndmou
jako motyli efekt.

Vylucuje prediktabilitu (dlouhodobejsi)

Deterministické chovani Ve zdanlivé chaotickych systémech (turbulence, stoupajici
kouf) existuje skryty fad. Je mozné stanovit, jaké p¥i¢iny vedly k danému pozoro-
vanému nasledku (vétsinou je to vSak mozné pouze dodateéné - a posteriori).

PRICINA = NASLEDEK

Sobepodobnost  Urdita vlastnost se zachovava nezavisle na méfitku. Objevuje se urcity
rad ve zdanlivém chaosu. Graficky znadzornéna vlastnost sobépodobnosti . .. fraktal.

Samoorganizace  Napiiklad pohyb ryb v hejnu.

Vérohodny model - Kazda ryba se #idi tfemi jednoduchymi lokalnimi pravidly:

soudrznost hejna, zafazeni a oddéleni.

Je prekvapujici, jak komplikované kolektivni chovani z téchto 3 jednoduchych pra-
videl vychazi. Neexistuje zadny globalni plan pohybu nebo perspektiva a neexistuje
zadny vudce hejna (podobné chovani mravencii).
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Zkusme sestavit jednoduchy model ristu populace.

Pro jednoduchost uvazujeme kolonii baktérii, ktera se vzdy po urcéitém case délenim
roZmnozi.
y(n +1) —y(n)

Prirtstek za das At:
YAN

=k-y(n) (diferen¢ni rovnice)

y(n) ... pocet jedincu (baktérii) v case n
k... koeficient rustu (tj. frekvence déleni baktérii za urcity ¢as)

At...zména ¢asu (z ¢asu n do ¢asu n+ 1) ... ¢asovy krok

y(n+1) —y(n) = k-y(n) - At
yn+1)=(kAt+1) -y(n)
y(n+1) =b-y(n)

Ziskali jsme rekurentné zadanou posloupnost.

Poznamka: Stejny model lze pouzit i pro modelovani poc¢tu lidi nebo zvitat atd.
Priklad: Jaké je chovani systému x,.1 = b-x, pro ruzné hodnoty parametri 7

Pro zvolené b = 1,5 a x¢ = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model
rustu populace:

x_0 1000 (zadano) x10°
x_(n+1) = b * x_(n)
parametr b = 1.500000

n | hodnota(n)
|  1000.000000
|  1500.000000
|  2250.000000
|  3375.000000
|  5062.500000
| 7593.750000
|
|
|
|

11390.625000

17085.937500 i
95628 . 906250 Exponencialni chovani

O 0 ~NO Ol W N+~
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38443.359375
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Pro zvolené b = 0,7 a o = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model
rustu populace:

x_0 1000 (zadano)
x_(n+1) = b * x_(n)
parametr b = 0.700000

1000

900 -

800 -

n | hodnota(n)
1000.000000 o
700.000000 4oor
490.000000 soor
343.000000 200¢
240.100000 100
168.070000 0
117.649000
82.354300
57 648010 Opét exponencialni chovani

40.353607

O 0 ~NO O WN -~

[
o

Pokud vezmeme v tvahu omezeny prostor nebo omezeny zdroj potravy, nemize tento
model fungovat (chovani je exponencialni).

= Musime vybrat model, ve kterém se pocet jedinci bude regulovat tak,
aby nemohl byt piekrocen urc¢ity maximalni pocet.

Uvazujeme tento model:

Xn
Xop1 = b- X, - (10 = X,)/10° = b-X, - (1—1—04)

10* ... maximalni mo7ny pocet jedincti v populaci.

Pokud je zavorka (10*—X,,) malé ¢islo, tj. populace je jiZz po¢etna, bude pocet v dalim
¢ase (n + 1) regulovan a dojde k redukci v populaci.

Naopak, pokud je maly pocet jedincii v populaci, je zavorka (10* — X,) velkeé cislo a
narast poctu jedincu v dalsim ¢ase (n 4 1) se podpofi.

Nyni budeme sledovat chovani modelu po rizné hodnoty parametru b. Ve vSech uvazujeme
pocateéni pocet jedinct populace Xy = 1000, tj. 10% z moZné kapacity prostredi.
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2. pripad
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7. pripad

8. pripad

b=3,74
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10. ptipad

11. piipad
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Komentéare:

10 . . g
e Pro parametr 0 < b < 9 populace vymizi, tj. pocet se ustali na hodnoté 0 jedincii.

10 .
e Pro parametr b = 9 se populace neméni, tj. zustava na pocatecni hodnoté 1000
jedincii.
e Pro parametr b = 2, resp. b = 2,6 se pocet se ustalil na hodnoté 5000, resp. 6153,84.

e Pro parametr b = 3,2 proces nekonverguje, ale osciluje mezi dvéma hodnotami
5130,4 a 7994,5 (“vzestup” a “pad”, perioda je 2).

e Vysledky pro parametr b = 3,74 a b = 3,75 ilustruji fakt, ze mala zména v para-
metru b zpusobi dramatickou zménu v chovani modelu.

Pro b = 3,74 se zda, Ze se opakuje pét hodnot, tj. perioda je 5.
Pro b = 3,75 se periodicita porusi.

e Pro parametr b = 3,9. Zde se zda, ze systém ztratil regularni charakter a ziskava
charakter “chaosu”. Cleny posloupnosti nejsou ndhodné - model je deterministicky.

e Pro parametr b = 4 dochazi v modelu k velikym vykyvam, kdy populace skoro
vymizi a stavem, kdy zcela naplni kapacitu prostiedi.

e Pro parametr b = 4.5 dojde k prekroceni meze pro prostiedi a systém se zhrouti.

Vénujeme se piipadim, kdy posloupnost konverguje, tj. pocet se ustali na jediné hodnoté,
kterou oznaé¢me X. Potom musi platit rovnost, pokud do rekurentni formule dosadime za
X, 1 X471 hodnotu X, tj.

10 — X 10
X=bX— = L
10 /X

10* = b(10* — X)

10 =010" —b X

40

L 0t
b

L1

X =10" (1~ )

Hledani ustélené hodnoty pro piepis X, 11 = ¢(X,41) je myslenkou tzv. metody prosté iterace,
resp. véty o pevném bodé.

Zkusme se zamyslet, kdy bude predpis X, 11 = ¢(X,41) konvergovat k jedné hodnoteé.
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1
V piipadé b = 2 dostaneme po dosazeni, ze X = 10* (1 — 5) = 5000.

1
V piipadé b = 2,6 dostaneme po dosazeni, 7e X = 10*(1 — %) = 6153, 84.

Y

1
V piipadé b = 3,2 dostaneme po dosazeni, ze X = 10*(1 — 3—2) = 6875

Y

Tady ovSem proces osciloval mezi 5130,4 a 7994, 5. Tj. neplatilo, ze lim X, = X.

n—oo

Pokud se proces ustéli ve stavu, kdy se stfida hodnota X a Y musi platit:

X = lim X2n a Y = lim X2n+1
n—00

n—oo

y —px =X
104
10— Y
X =bY —
X=b0bX 1041%) (10* — (b X 1041%)) 10°*
X = 1)1%((104 — X)(10* = b X (1 — %4))
= (bl%( — bjgf)(lo‘* —bX + %) /X
1=(1- %)(16—(1)(104 —bX + blf)ig)

1
Jedna se o kubickou rovnici, jejiz jednim z kofenti musi byt X = 10%(1 — 5)’ tj. musi byt
zahrnut ptripad, Ze proces konverguje.

1
Rovnici Ize tedy vydélit ¢lenem (X — 10* (1 — 6))’ ziskdme tak kvadratickou rovnici s

kofeny X a Y.

, b N B
X () X b )+ X (—— — — )+ PP — 1 =
(o) + X (g +708) T X g —qpe) 0
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Rovnice méa pro b = 3, 2 kofeny:

X =7994,55, Y = 5130,445 a Z = 6875.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.200000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bx¥*(10°4-Y)/10"4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.200000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6875.000000
X(3) = 7994.554905
X(4) = 5130.445095

76



Rovnice méa pro b = 3, 3 kofeny:

X =4794.270198, Y = 8236.032832 a Z = 6969.69697.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.300000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY¥*(1074-Y)/10°4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.300000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6969.696970
X(3) = 8236.032832
X(4) = 4794.270198
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Zkusme vypocitat kofeny rovnice pro b = 2.

V tomto piipadé se oviem feSeni ustalilo na jedné hodnoté.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 2.000000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY¥*(1074-Y)/10°4

Y = b*X*(1074-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = bk (b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X*(10~4-X)/10°4)) /10"4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=2.000000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 5000.000000

X(3) = 7500.000000 + 4330.127019 * i
X(4) = 7500.000000 - 4330.127019 = i

Koreny X(3) a X(4) nejsou realne. =>
V tomto pripade nebude reseni oscilovat mezi dvema hodnotami.
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Zkusme vypocitat kofeny rovnice pro b = 3, 6.

V tomto piipadé se ov§em feSeni neustélilo na jedné hodnoté ani neoscilovalo mezi dvéma
hodnotami.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni
v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b *x x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ
b = 3.600000

Predpokladame, ze
- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X
- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = bxY%(10°4-Y)/10°4

Y = bxX*(10~4-X)/10"4
Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(1074-X)/1074) *(10~4- (b*X* (10~4-X)/10°4)) /10~4
resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2
(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.600000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 7222.222222
X(3) = 8696.284406
X(4) = 4081.493371

Pro overeni vypiseme nasledujici iterace:

X_27 = 8881.699173
X_28 = 3575.668151
X_29 = 8269.660362
X_30 = 5151.3556603
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Pokud pro rizné hodnoty parametru b vyneseme do grafu ustalené feSeni, resp. nékolik
vyssich ¢lenti posloupnosti, ziskame tento obrazek:
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Uvazujeme podobny piiklad, tentokrat v komplexnim oboru.

Maéame iterac¢ni formuli:

Xpp1=X24c

a volime pocatecni iteraci Xy a hodnotu c.

Ukazme si vykreslené ¢leny posloupnosti pro nékolik pripada volby Xj a c.
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. priklad  zp=0; ¢=—-0,4—0,4:

c=—0.4-0.4%

-0.05

-0.1

T

-0.15

-0.2

*
-0.25¢ <

-0.3

T

-0.35

_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-045 -04 -035 -03 -025 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

.priklad 29 = —-0,5; ¢=—-0,54+0,5

¢=-0.5+0.5%i
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0.3

0.25F

T

0.15
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0.05r

-0.7 -0.6 . -0.4 -0.3 -0.2 -0.1
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20=0; ¢c=-0,6+4+0,4:

3. priklad

c=-0.6+0.4"i

0.4
0.35r

1

Io]
<
o

xo=0; ¢=-0,1240,75¢

4. piiklad

—0.12+0.75%i

Cc=

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

-0.8
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20 = —0,5—0,3i; c=—0,4444 — 0,568

c=-0.4444-0.568"i
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