
Úvod do Matematických Výpo£t· 6. P°edná²ka

Chaos (χαoς)

Deterministický chaos - na první pohled slova s protich·dným obsahem.

Edward Norton Lorenz (23.5.1917 - 16.4.2008) (otec chaosu)

Americký matematik (Harvard) a meteorolog (MIT). P°i studiu model· po£así Lorenz ob-
jevil, ºe po£así se ne vºdy chová podle p°edpov¥di. Malá odchylka v po£áte£ních hodnotách
prom¥nných v jeho primitivním po£íta£ovém modelu po£así m¥la za následek veliké roz-
díly v chování po£así. Tato citlivá závislost na po£áte£ních podmínkách se stala známou
jako motýlí efekt.

Vylu£uje prediktabilitu (dlouhodob¥j²í)

Deterministické chování Ve zdánliv¥ chaotických systémech (turbulence, stoupající
kou°) existuje skrytý °ád. Je moºné stanovit, jaké p°í£iny vedly k danému pozoro-
vanému následku (v¥t²inou je to v²ak moºné pouze dodate£n¥ - a posteriori).

P�Í�INA ⇒ NÁSLEDEK

Sob¥podobnost Ur£itá vlastnost se zachovává nezávisle na m¥°ítku. Objevuje se ur£itý
°ád ve zdánlivém chaosu. Gra�cky znázorn¥ná vlastnost sob¥podobnosti . . . fraktál.

Samoorganizace Nap°íklad pohyb ryb v hejnu.

V¥rohodný model - Kaºdá ryba se °ídí t°emi jednoduchými lokálními pravidly:

soudrºnost hejna, za°azení a odd¥lení.

Je p°ekvapující, jak komplikované kolektivní chování z t¥chto 3 jednoduchých pra-
videl vychází. Neexistuje ºádný globální plán pohybu nebo perspektiva a neexistuje
ºádný v·dce hejna (podobné chování mravenc·).

Hra ºivot
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Zkusme sestavit jednoduchý model r·stu populace.

Pro jednoduchost uvaºujeme kolonii baktérií, která se vºdy po ur£itém £ase d¥lením
rozmnoºí.

P°ír·stek za £as 4t: y(n+ 1)− y(n)
4t

= k · y(n) (diferen£ní rovnice)

y(n) . . . po£et jedinc· (baktérií) v £ase n

k . . . koe�cient r·stu (tj. frekvence d¥lení baktérií za ur£itý £as)

4t . . . zm¥na £asu (z £asu n do £asu n+ 1) . . . £asový krok

y(n+ 1)− y(n) = k · y(n) · 4t

y(n+ 1) = (k4t+ 1) · y(n)

y(n+ 1) = b · y(n)

Získali jsme rekurentn¥ zadanou posloupnost.

Poznámka: Stejný model lze pouºít i pro modelování po£tu lidí nebo zví°at atd.

P°íklad: Jaké je chování systému xn+1 = b · xn pro r·zné hodnoty parametr· ?

Pro zvolené b = 1, 5 a x0 = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model

rustu populace:

x_0 = 1000 (zadano)

x_(n+1) = b * x_(n)

parametr b = 1.500000

n | hodnota(n)

----------------------

1 | 1000.000000

2 | 1500.000000

3 | 2250.000000

4 | 3375.000000

5 | 5062.500000

6 | 7593.750000

7 | 11390.625000

8 | 17085.937500

9 | 25628.906250

10 | 38443.359375
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Exponenciální chování
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Pro zvolené b = 0, 7 a x0 = 1000 dostaneme:

Nejjednodussi model

rustu populace:

x_0 = 1000 (zadano)

x_(n+1) = b * x_(n)

parametr b = 0.700000

n | hodnota(n)

----------------------

1 | 1000.000000

2 | 700.000000

3 | 490.000000

4 | 343.000000

5 | 240.100000

6 | 168.070000

7 | 117.649000

8 | 82.354300

9 | 57.648010

10 | 40.353607
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Op¥t exponenciální chování

Pokud vezmeme v úvahu omezený prostor nebo omezený zdroj potravy, nem·ºe tento
model fungovat (chování je exponenciální).

⇒ Musíme vybrat model, ve kterém se po£et jedinc· bude regulovat tak,
aby nemohl být p°ekro£en ur£itý maximální po£et.

Uvaºujeme tento model:

Xn+1 = b ·Xn · (104 −Xn)/10
4 = b ·Xn ·

(
1− Xn

104

)
104 . . . maximální moºný po£et jedinc· v populaci.

Pokud je závorka (104−Xn)malé £íslo, tj. populace je jiº po£etná, bude po£et v dal²ím
£ase (n+ 1) regulován a dojde k redukci v populaci.

Naopak, pokud je malý po£et jedinc· v populaci, je závorka (104 −Xn) velké £íslo a
nár·st po£tu jedinc· v dal²ím £ase (n+ 1) se podpo°í.

Nyní budeme sledovat chování modelu po r·zné hodnoty parametru b. Ve v²ech uvaºujeme
po£áte£ní po£et jedinc· populace X0 = 1000, tj. 10% z moºné kapacity prost°edí.
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1. p°ípad b = 0, 9
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4. p°ípad b = 2
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7. p°ípad b = 3, 74
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8. p°ípad b = 3, 75
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10. p°ípad b = 4
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11. p°ípad b = 4, 5
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Komentá°e:

� Pro parametr 0 ≤ b <
10

9
populace vymizí, tj. po£et se ustálí na hodnot¥ 0 jedinc·.

� Pro parametr b =
10

9
se populace nem¥ní, tj. z·stává na po£áte£ní hodnot¥ 1000

jedinc·.

� Pro parametr b = 2, resp. b = 2, 6 se po£et se ustálil na hodnot¥ 5000, resp. 6153,84.

� Pro parametr b = 3, 2 proces nekonverguje, ale osciluje mezi dv¥ma hodnotami
5130,4 a 7994,5 (�vzestup� a �pád�, perioda je 2).

� Výsledky pro parametr b = 3, 74 a b = 3, 75 ilustrují fakt, ºe malá zm¥na v para-
metru b zp·sobí dramatickou zm¥nu v chování modelu.

Pro b = 3, 74 se zdá, ºe se opakuje p¥t hodnot, tj. perioda je 5.

Pro b = 3, 75 se periodicita poru²í.

� Pro parametr b = 3, 9. Zde se zdá, ºe systém ztratil regulární charakter a získává
charakter �chaosu�. �leny posloupnosti nejsou náhodné - model je deterministický.

� Pro parametr b = 4 dochází v modelu k velikým výkyv·m, kdy populace skoro
vymizí a stavem, kdy zcela naplní kapacitu prost°edí.

� Pro parametr b = 4.5 dojde k p°ekro£ení meze pro prost°edí a systém se zhroutí.

V¥nujeme se p°ípad·m, kdy posloupnost konverguje, tj. po£et se ustálí na jediné hodnot¥,
kterou ozna£me X. Potom musí platit rovnost, pokud do rekurentní formule dosadíme za
Xn i Xn+1 hodnotu X, tj.

X = bX
104 −X

104
/ · 10

4

X

104 = b (104 −X)

104 = b 104 − bX

X =
104 (b− 1)

b

X = 104 (1− 1

b
)

Hledání ustálené hodnoty pro p°episXn+1 = φ(Xn+1) je my²lenkou tzv. metody prosté iterace,
resp. v¥ty o pevném bod¥.

Zkusme se zamyslet, kdy bude p°edpis Xn+1 = φ(Xn+1) konvergovat k jedné hodnot¥.
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V p°ípad¥ b = 2 dostaneme po dosazení, ºe X = 104 (1− 1

2
) = 5000.

V p°ípad¥ b = 2, 6 dostaneme po dosazení, ºe X = 104(1− 1

2, 6
) = 6153, 84.

V p°ípad¥ b = 3, 2 dostaneme po dosazení, ºe X = 104(1− 1

3, 2
) = 6875

Tady ov²em proces osciloval mezi 5130, 4 a 7994, 5. Tj. neplatilo, ºe lim
n→∞

Xn = X.

Pokud se proces ustálí ve stavu, kdy se st°ídá hodnota X a Y musí platit:

X = lim
n→∞

X2n a Y = lim
n→∞

X2n+1

Y = bX
104 −X

104

X = b Y
104 − Y

104

X = b (bX
104 −X

104
) (104 − (bX

104 −X
104

)) 10−4

X =
b2X

108
(104 −X)(104 − bX (1− X

104
))

X = (
b2X

104
− b2X2

108
)(104 − bX +

bX2

104
) / : X

1 = (1− X

104
)(
b2

104
)(104 − bX +

bX2

104
)

Jedná se o kubickou rovnici, jejíº jedním z ko°en· musí být X = 104(1− 1

b
), tj. musí být

zahrnut p°ípad, ºe proces konverguje.

Rovnici lze tedy vyd¥lit £lenem (X − 104 (1 − 1

b
)), získáme tak kvadratickou rovnici s

ko°eny X a Y .

−X3(
b3

1012
) +X2(

b3

108
+

b3

108
) +X(− b3

104
− b2

108
) + b2 − 1 = 0
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Rovnice má pro b = 3, 2 ko°eny:

X = 7994, 55, Y = 5130, 445 a Z = 6875.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni

v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b * x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ

b = 3.200000

Predpokladame, ze

- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X

- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = b*Y*(10^4-Y)/10^4

Y = b*X*(10^4-X)/10^4

Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(10^4-X)/10^4)*(10^4-(b*X*(10^4-X)/10^4))/10^4

resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2

(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.200000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6875.000000

X(3) = 7994.554905

X(4) = 5130.445095
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Rovnice má pro b = 3, 3 ko°eny:

X = 4794.270198, Y = 8236.032832 a Z = 6969.69697.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni

v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b * x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ

b = 3.300000

Predpokladame, ze

- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X

- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = b*Y*(10^4-Y)/10^4

Y = b*X*(10^4-X)/10^4

Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(10^4-X)/10^4)*(10^4-(b*X*(10^4-X)/10^4))/10^4

resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2

(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.300000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 6969.696970

X(3) = 8236.032832

X(4) = 4794.270198
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Zkusme vypo£ítat ko°eny rovnice pro b = 2.

V tomto p°ípad¥ se ov²em °e²ení ustálilo na jedné hodnot¥.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni

v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b * x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ

b = 2.000000

Predpokladame, ze

- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X

- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = b*Y*(10^4-Y)/10^4

Y = b*X*(10^4-X)/10^4

Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(10^4-X)/10^4)*(10^4-(b*X*(10^4-X)/10^4))/10^4

resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2

(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=2.000000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 5000.000000

X(3) = 7500.000000 + 4330.127019 * i

X(4) = 7500.000000 - 4330.127019 * i

Koreny X(3) a X(4) nejsou realne. =>

V tomto pripade nebude reseni oscilovat mezi dvema hodnotami.
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Zkusme vypo£ítat ko°eny rovnice pro b = 3, 6.

V tomto p°ípad¥ se ov²em °e²ení neustálilo na jedné hodnot¥ ani neoscilovalo mezi dv¥ma
hodnotami.

Zkoumame, mezi kterymi 2 hodnotami osciluje reseni

v modelu rustu populace s omezenim:

MEZ = 10000

x_0 = 1000

x_(n+1) = b * x_(n) *(MEZ - x_(n)) / MEZ

b = 3.600000

Predpokladame, ze

- liche cleny posloupnosti se ustali na hodnote X

- sude cleny posloupnosti se ustali na hodnote Y

Limitne tedy musi platit, ze

X = b*Y*(10^4-Y)/10^4

Y = b*X*(10^4-X)/10^4

Po dosazeni za Y do prvni rovnice dostaneme rovnici

X = b*(b*X*(10^4-X)/10^4)*(10^4-(b*X*(10^4-X)/10^4))/10^4

resp. po faktorizaci

0 =

1/1000000000000 X (b X + 10000 - 10000 b)

2 2 2

(b X - 10000 b X - 10000 b X + 100000000 b + 100000000)

Reseni pro parametr b=3.600000 jsou

X(1) = 0.000000

X(2) = 7222.222222

X(3) = 8696.284406

X(4) = 4081.493371

Pro overeni vypiseme nasledujici iterace:

X_27 = 8881.699173

X_28 = 3575.668151

X_29 = 8269.660362

X_30 = 5151.355603
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Pokud pro r·zné hodnoty parametru b vyneseme do grafu ustálená °e²ení, resp. n¥kolik
vy²²ích £len· posloupnosti, získáme tento obrázek:
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Uvaºujeme podobný p°íklad, tentokrát v komplexním oboru.

Máme itera£ní formuli:

Xn+1 = X2
n + c

a volíme po£áte£ní iteraci X0 a hodnotu c.

Ukaºme si vykreslené £leny posloupnosti pro n¥kolik p°ípad· volby X0 a c.
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1. p°íklad x0 = 0; c = −0, 4− 0, 4i
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2. p°íklad x0 = −0, 5; c = −0, 5 + 0, 5i
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3. p°íklad x0 = 0; c = −0, 6 + 0, 4i
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4. p°íklad x0 = 0; c = −0, 12 + 0, 75i
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5. p°íklad x0 = −0, 5− 0, 3i; c = −0, 4444− 0, 568i
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