UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 10 PREDNASKA

Motto: “Je priroda kolem nas spojita nebo diskrétni ?”

Uvazujme napt. stil. Kazdy, kdo se o néj opfe asi prohlési, Ze je spojity (nejsou v
ném 7adné diry). Pokud ptijdeme k vétsim detailim a pouZijeme mikroskop, zjistime,
7e spojity neni. Pokud pijdeme na troven atomi je situace jesté zajimaveéjsi.

Pti modelovani riznych problémi zavisi na méritku, které uvazujeme.

- Pokud budu fesit realny problém (velikost napt. v cm), bude zcela vyhovujici pouzit
spojity model.

- Pokud pijdu na troven nizsi (na troveni atomti), bude lepsi pouzit diskrétni model.
Poznadmka:

Musime byt opatrni, nebot podle kvantové fyziky je poloha Castice rozprostiena
v celém objemu vinové funkce. Klasicka predstava, Ze polohu a rychlost lze uréit s
libovolnou presnosti je nahrazena pravdépodobnosti, Ze tyto veli¢iny v jistém objemu
nabyvaji urc¢ité hodnoty.

Odpovéd na tvodni otdzku nedam. Pokud se budu rozhodovat o tom, zda pouziji diskrétni
nebo spojity model, musim piihlédnout k méritku. V kazdém piipadé potom pracuji s
modelem.

Co to vlastné znamené, kdyz feknu, Ze je néco spojité? Kdyz tu véc rozpulim, jsou obé

Casti stale spojité a neméni své vlastnosti. To mohu opakovat do nekoneéna (tj. jedna
se o abstrakei).

Priklady:
Spojitost funkce v bodé ... limita
Soucet nekonecné fady ... limita
Derivace ... limita
Integral urcity ... limita
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Problém chapani nekonec¢na a limity:

Zenon z Eleje (fecky matematik 400 1. pt. n. 1.)

1.

zndmy svou snahou zpochybnit uceni pythagorovct, tj. zni¢it pojem ¢isla a pojem
mnohosti

chtél dokazat neexistenci pohybu (mechanického)

znamé logické paradoxy, které vyvratili az Pascal (1623 - 1662) a Leibniz (1646 -
1716)

(Spatné chapani nekonecného déleni a limity)

Letici sip

Pozorovan v kterémkoli jednotlivém okamziku letu, se nalézd na urcitém misté v
prostoru, na némz je v tom okamziku v klidu. Kdyz je ale v klidu de facto v kazdém
libovolném okamziku svého letu, pak je v klidu i v ¢ase. To znamené, Ze letici Sip se
nepohybuje.

"

Achilles a zelva

Zavodi, a protoze je Achilles, feknéme 10x rychlejsi, da
zelvé naskok, feknéme 100m. Achilles zelvu nikdy ne-
dohoni, protoze kdyz dobéhne na misto, odkud Zzelva
startovala, ujde zelva urcity kus cesty, kdyz Achilles do-
béhne na toto nové misto, Zelva zase mezitim ujde dalsi
kus cesty a tak ji Achilles nemiize dohonit, i kdyz se
vzdalenost mezi nimi zmensuje, nikdy se nemiize pro-
ménit v nic.

Dichotomie (ptleni)

Pokud chci dojit z mista A do mista B, musim nejprve dojit do stfedu tusecky AB
(= bod C), oviem do mista C se mohu dostat jen, kdyz se dostanu do st¥edu tsecky
AC ...Dusledkem je, ze nejen Ze nedosahnu bodu B, ale pfi nekoneéném déleni ani
nevyrazim z mista A.
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Kde byl problém?

ad 1. Pro definovani pohybu potfebujeme ¢as, pokud odstranime ¢as a mluvime o oka-
mzicich, odstrafiujeme také pohyb. Ackoliv se $ip nemusi hybat v daném okamziku,
mize se hybat tehdy, pokud definujeme pohyb jako vyskyt véci na jiném misté v
pozdéjsim Case.

ad 2. Vzdalenost slozend z nekonecného poc¢tu konecnych c¢asti nemusi byt nekonec¢na
(nekone¢na fada konverguje). Dosazeni této vzdalenosti nastane v koneéném case.

3 Aktualnicas =0 s
2 +
1 +
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3 Aktualni cas =100 s
2 + o+
1 |
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3 Aktualni cas =110 s
2 o
1 ; : :
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3r Aktualni cas =111 s
2+ e
1k 4 : -
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100
3r Aktualni cas =111.1 s
2r R —
1F 4 | H
O 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100

124



krok | casovy krok | ¢as délkovy krok | délka

0 Aty = 0s to = Os Aly =0 lp =0

1 Aty = 10s ty =ty + Aty = 10s ANly = 100m | [; = Iy + Aly = 100m
2 Nty = 1s ty = t1 + Aty = 11s Aly = 10m lo =11 + Aly = 110m
3 Aty = 0,1s | t3 =1ty + Atz = 11,1s | Al3 = 1m I3 =1+ Al = 111m

i>0]| At; = 10> Al = 1037¢

Celkova vzdéalenost:

1

_ _ 3—i __ _ 10 _ _
[=) Al;=>) 10" =1000-) (To) = 1000 =5 = —= =111, 1 m
=1 =1 i=1

10

Celkovy cas:

_ § _ E 2—i __ § _ 10 _ _
=1 =1 =1

= - =10m/s ... rychlost Achilla

| e~

Dohoni Achilles zelvu ?

Achilles je 10.000000 krat rychlejsi nez zelva.
Zelva ma naskok 100.000000 metru.
Rychlost zelvy je 0.100000 m/s.

Achilles dohoni zelvu v case T = 111.111111.
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Aktualnicas =0 s
- +
-+
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =22.2222 s
- i
- —_—
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =44.4444 s
- i
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =66.6667 s
o -
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =88.8889 s
- i
0 50 100 150 200
i Aktualni cas =111.1111 s
- -
1 1 1 1 1
0 50 100 150 200
[ Aktualni cas =122.2222 s
- S
0 50 100 150 200
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ad 3. Podobné myslenka jako v 2 (soucet nekonecné mnoha kone¢nych vzdalenosti nebo
¢asovych kroki muze byt kone¢ny.) Reknéme, ze mam dojit z mista A do B za ¢as
x (nebo také, ze vzdalenost mist A a B je z)

[
—
A F E D C B

1 1 1 1
Ma platit: $:I(§+Z+§+E+...)
Z 5) =211
2 1—5

Pripomenme si pojem spojitost funkce z Matematické analijzy

e funkce f je spojita na (a,b), je-li spojitd v kazdém vnitinim bodé xy € (a,b)

e funkce f je spojitd v bodé xy € D(f), kdyz existuje lim f(z) a plati
T—T0

lim f(z) = f(zo)

T—T0

e definice limity funkce f v bodé xy (Heine, Cauchy, topologicka)

Mame funkci f: D(f) = R a zg € D(f) je hromadny bod. Kdyz existuje b € R
tak, ze ¥V posloupnosti {x,} C D(f), x, # x, konvergujici k ¢islu xq, posloupnost

{f(z,)} konverguje k ¢islu b, fikame je funkce f méa v bodé zo limitu b (lim f(z) = b)
T—T0

e definice limity posloupnosti

Posloupnost {a,}:2, je konvergentni v R plati-li:
JoeR Ve>0 dngeN VneN:in>ny=la,—a|<e

(r}glgo a, =a nebo a,— a)

Poznamka: Ve vSech definicich se objevuje pojem nekonecéna.
e nekonefné mnoho vnitinich bodiu zy z intervalu (a, b)
e V posloupnosti {z,} ...téch je nekoneéné mnoho

e posloupnost ma nekone¢né mnoho ¢lenii

Otézka (filosoficka):  Sklada se vesmir z nekone¢ného poctu ¢astic?
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Priklad: Vykreslete napiiklad pomoci MATLABu graf funkce f na intervalu < a,b >.
Napi. f(z) = 2° sinx na (0, 5)

_5F

Puvodni spojita funkc#

Postupujeme tak, Ze zvolime kone¢ny pocet bodi z intervalu a zakreslime jejich funkéni
hodnoty. Ackoliv vime, Ze funkce je spojitd a muzeme v kazdém bodé intervalu vykres-
lit funkéni hodnotu, nemizeme to udélat ve vSech bodech (bodi je nekone¢né mnoho).
Mezery mezi body vyplnime ¢arou - nejjednodussi je pouzit tsecku.

—5F

Puvodni spojita funkce
_20} O Funkce zadana hodnotou v bodech

Lomena cara (linearni spline)

Grafem je pro nas potom lomené ¢ara spojujici funkéni hodnoty ve zvolenych bodech.

Pozn.: Pokud budu chtit vykreslit podrobnéji na mensim intervalu, musim na tomto in-
tervalu zvolit vice bodii.

Ptesny graf je potom vlastné limitnim p¥ipadech, pro krok déleni (max. rozdil 2 sousednich
uzli) jdouci k nule.
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Protoze nelze graf do nekonecna zpteshovat, jsme nuceni pouzit aproximaci funkce zadané
tabulkou.

Zadéni: Funkci f mame danou tabulkou bodu ‘

Nasim cilem je pospojovat body pomoci néjakého jednoduchého pravidla. Toto pravidlo
musime specifikovat. Podle toho, jaké pravidlo pouziji, dostanu ruzny ptistup k aproximaci
funkce.

1. zptisob:

Nejvice pouzivanymi funkcemi jsou asi polynomy. f{eknéme, ze mame tabulku s (n + 1)
body pro navzajem rizné argumenty. Témito (n + 1) body pochézi pravé 1 polynom
nejvyse n—tého stupné.

Interpolaéni tiloha

SV s

aby graf témito body piesné prochézel.

MozZnosti jak urcit interpola¢ni polynom existuje vice. Nejjednodussi je asi si napsat pted-
pis pro polynom a poZzadovat splnéni interpolac¢nich podminek (potom je tieba Fesit sou-
stavu linedrnich algebraickych rovnic - SLAR).

Napt. pro 6 zadanych bodit [z, f(20)], [z1, f(z1)], [z2, f(22)], [w3, f(23)], [va, f(2)], [25, f(25)]
hledame takovy polynom Ps(z) stupné nejvyse 5 tak, aby jeho graf prochazel zadanymi

body.
Ps(z) = ax® 4+ ba* + ca® + da* +ex + f
Interpola¢ni podminky:

Ps(xg) = axg + bxf‘; + ca:g + da:g +exg+ f = f(xo)

Ps(xy) = ax? + byc‘ll + car:i3 + da:% +exy+ f = f(x)

Ps(x5) = axs + bag + cai + dal + exs + f = f(xs)
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Podminky mitizeme piehledné zapsat pomoci matice a vektort:

™o T w T o wg | [ a f (o)
S T I U IO G2V
5 oay ay wg owp a5 ] LS f ()

-5

-10

-15

Puvodni spojita funkce
O  Funkce zadana hodnotou v bodecH
Interpolacni polynom

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
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2. zplisob:

Obdoba interpola¢ni tlohy, ovSem nehleddme 1 polynom na celém intervalu < a,b >, ale
vyslednou funkci slozime z polynomi na dil¢ich intervalech < x;,z;11 > a pozadujeme
splnéni dalgich podminek, (napf. spojitosti v uzlech) ... aproximace spline funkci.

Linearni spline funkce ... lomenéa ¢ara spojujici funkéni hodnoty v zadanych bodech.

Kubicky spline ... funkce, kterd je na dil¢im intervalu kubickd (polynom 3 stupné),
spliiuje interpolac¢ni podminky, podminky spojitosti, spojitosti 1. derivace a spojitosti 2.
derivace + dalsi 2 podminky.

Na vstupu: n+ 1 podminek (bodi) = n intervali. Polynom 3 stupné je dan 4 koeficienty.

Na vystupu: Potfebujeme 4n podminek, které urc¢i kubicky spline.

Interpola¢ni podminky .o on+1
Podminky spojitosti v zadanych bodech ... n—1
Podminky spojitosti 1. derivace . o n—1
Podminky spojitosti 2. derivace . o n—1
dohromady mame v 4An -2

Zbylé 2 podminky miizeme doplnit napiiklad takto:
flla)y=..; f'(b)=...
f'(a) =0; f"(b) =0
f'(a) = f(b); f"(a) = f"(b)

10} N

Puvodni spojita funkce
-20 O Funkce zadana hodnotou v bodech 7
Prirozeny kubicky spline
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Poznamka: V 1. i 2. zplisobu piedepisujeme splnéni interpola¢nich podminek. Ve 3. zpii-
sobu nebudeme vynucovat splnéni interpola¢nich podminek. Vzdyt jsme se pii vycislovani
hodnot f(x;) mohli dopustit chyby.

3. zplsob:

Hledame funkci ¢ (aproximaci funkce f) a nepozadujeme aby prochézela presné zadanymi
body. Musime odpovédét na 2 otazky:

a) Odkud funkci ¢ vybirdme?

b) Podle jakého kritéria ji uréujeme?

ad a) Muazeme zustat u polynomii a hledat ¢ mezi nap¥. polynomy nejvyse 2 stupné.

ad b) Samoziejmé hleddme néjakou nejlepsi aproximaci, nasim cilem je minimalizovat
chybu, otazka zustava jak tu chybu méfime.
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Co by §lo mérit 7

— Vzdalenost zadanych bodi od vysledného grafu ¢
© by musela byt hladki, abychom byli schopni v kazdém bodé urcit norméalu.
- dost slozité !
— Rozdil funkénich hodnot (v absolutni hodnoté).

Chybova funkce r by potom byla dana:
r(fip) = Z | f(x:) — p(z:)]-
i=0

Nagim cilem je tuto funkci minimalizovat a proto se ndm nehodi, ze r neni hladka.
Protoze, kdyby byla hladka, védéli bychom Ze v bodé minima je nulovi derivace

vvvvvv

— Pokud budeme méfit kvadrat rozdilu funkénich hodnot, bude chybovéi funkce hladkéa
a minimum muzeme snadno urcit z podminky nulové derivace.

n

r(f,p) = Z(f(%) — p(x;))?

1=0

Mluvime o metodé& nejmensich ¢tverci (diskrétni L, aproximaci).

Cim je tedy urcena funkce p?
Pokud hledam ¢ napt. mezi polynomy stupné nejvyse 2, pak hledam 3 koeficienty
a, b, c v predpisu:
o(r) = ar® + bx + c.
Poznamka: Pro aproximaci mizeme pouzit i jiné funkce, napt.: ¢(x) = ae® + bz + c.

Nejlepsi aproximaci vybirame z prostoru téchto funkci. Vysledna aproximace ¢ je potom
jednozna¢né urcena koeficienty linearni kombinace.

— Obecné tedy nejprve zvolime systém bazovych funkci ¢1(x), po(z), ..., @m(x).
Hledame koeficienty ¢;, j € {1,2,...,m} tak, aby:
o) =c1-@1(x) + o pa(T) + ... - om(T)
byla nejlepsi aproximaci.
— Chybova funkce potom vypada takto:

re) = (f(fﬁz‘) -3 Cj%@z’))

=0 = ... funkce parametri c;
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— Pocet parametri ¢;, tzn. pocet zvolenych bazovych funkei ¢;(x), musi byt nejvyse
roven poc¢tu zadanych bodi. Pokud bychom hledali ¢ jako linearni kombinaci vice
nez n + 1 bazovych funkcei, feSeni by bylo nejednozna¢né. Pokud je pocet zadanych
bodu stejny jako pocet zvolenych bazovych funkei (a bazové funkce jsou zvoleny
rozumné), pak je L, aproximace interpolaci a vysledny graf ¢ prochazi zadanymi
body.

Co tedy dostaneme jako nutné podminky minima chybové funkce?

=0 7j=1
Zf(xl) QOk xz = Z@j xz (pk J:Z
1=0 =0 j=1
3] D SRTERRER) PPED S EIRYES
j=1 \i=0 i=0
Téchto m (k =1,2,...,m) rovnic miZeme zapsat pomoci matice a vektoru:
_ Tl T _ -
Co
......... Zapj(:vl) or(z) .o Zf( ) - pr(x;)
i=0 =0

Resime tedy soustavu linearnich algebraickych rovnic, kde

n
matice soustavy méa v pozici [j, k| prvek Z 0i(z;) - o),
i=0
n
na pravé strané je sloupcovy vektor s k-tou slozkou Z f(z) - or(z;) a
i=0

hledame sloupcovy vektor neznamych koeficientit [cy, co, ..., )"
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-10

-15

Puvodni spojita funkce

-20F O Funkce zadana hodnotou v bodech
Diskretni L2 aproximace - linearni
_25 | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 45 5

Puvodni spojita funkce
O  Funkce zadana hodnotou v bodech

— — — Diskretni L2 aproximace — kvadratickd

0.5 1 1.5 2 25 3
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Puvodni spojita funkce
20} O Funkce zadana hodnotou v bodech
— — — Diskretni L2 aproximace — kubicka
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Abychom mohli porovnat vSechny pouzité aproximace, vykreslime je do jednoho obrazku.

-10

-15

Puvodni spojita funkce
O Funkce zadana hodnotou v bodech
Lomena cara (linearni spline)
Interpolacni polynom

Prirozeny kubicky spline

Diskretni L2 aproximace - linearni

— — — Diskretni L2 aproximace — kvadraticka

|

— — — Diskretni L2 aproximace - kubicka
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