
Úvod do Matematických Výpo£t· 10. P°edná²ka

Motto: �Je p°íroda kolem nás spojitá nebo diskrétní ?�

Uvaºujme nap°. st·l. Kaºdý, kdo se o n¥j op°e asi prohlásí, ºe je spojitý (nejsou v
n¥m ºádné díry). Pokud p·jdeme k v¥t²ím detail·m a pouºijeme mikroskop, zjistíme,
ºe spojitý není. Pokud p·jdeme na úrove¬ atom· je situace je²t¥ zajímav¥j²í.

P°i modelování r·zných problém· závisí na m¥°ítku, které uvaºujeme.

- Pokud budu °e²it reálný problém (velikost nap°. v cm), bude zcela vyhovující pouºít
spojitý model.

- Pokud p·jdu na úrove¬ niº²í (na úrove¬ atom·), bude lep²í pouºít diskrétní model.

Poznámka:

Musíme být opatrní, nebo´ podle kvantové fyziky je poloha £ástice rozprost°ena
v celém objemu vlnové funkce. Klasická p°edstava, ºe polohu a rychlost lze ur£it s
libovolnou p°esností je nahrazena pravd¥podobností, ºe tyto veli£iny v jistém objemu
nabývají ur£ité hodnoty.

Odpov¥¤ na úvodní otázku nedám. Pokud se budu rozhodovat o tom, zda pouºiji diskrétní
nebo spojitý model, musím p°ihlédnout k m¥°ítku. V kaºdém p°ípad¥ potom pracuji s
modelem.

Co to vlastn¥ znamená, kdyº °eknu, ºe je n¥co spojité? Kdyº tu v¥c rozp·lím, jsou ob¥
£ásti stále spojité a nem¥ní své vlastnosti. To mohu opakovat do nekone£na (tj. jedná
se o abstrakci).

P°íklady:

Spojitost funkce v bod¥ . . . limita

Sou£et nekone£né °ady . . . limita

Derivace . . . limita

Integrál ur£itý . . . limita
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Problém chápání nekone£na a limity:

Zenon z Eleje (°ecký matematik 400 l. p°. n. l.)

- známý svou snahou zpochybnit u£ení pythagorovc·, tj. zni£it pojem £ísla a pojem
mnohosti

- cht¥l dokázat neexistenci pohybu (mechanického)

- známé logické paradoxy, které vyvrátili aº Pascal (1623 - 1662) a Leibniz (1646 -
1716)

(�patné chápání nekone£ného d¥lení a limity)

1. Letící ²íp

Pozorován v kterémkoli jednotlivém okamºiku letu, se nalézá na ur£itém míst¥ v
prostoru, na n¥mº je v tom okamºiku v klidu. Kdyº je ale v klidu de facto v kaºdém
libovolném okamºiku svého letu, pak je v klidu i v £ase. To znamená, ºe letící ²íp se
nepohybuje.

2. Achilles a ºelva

Závodí, a protoºe je Achilles, °ekn¥me 10x rychlej²í, dá
ºelv¥ náskok, °ekn¥me 100m. Achilles ºelvu nikdy ne-
dohoní, protoºe kdyº dob¥hne na místo, odkud ºelva
startovala, ujde ºelva ur£itý kus cesty, kdyº Achilles do-
b¥hne na toto nové místo, ºelva zase mezitím ujde dal²í
kus cesty a tak ji Achilles nem·ºe dohonit, i kdyº se
vzdálenost mezi nimi zmen²uje, nikdy se nem·ºe pro-
m¥nit v nic.

3. Dichotomie (p·lení)

Pokud chci dojít z místa A do místa B, musím nejprve dojít do st°edu úse£ky AB
(= bod C), ov²em do místa C se mohu dostat jen, kdyº se dostanu do st°edu úse£ky
AC . . . D·sledkem je, ºe nejen ºe nedosáhnu bodu B, ale p°i nekone£ném d¥lení ani
nevyrazím z místa A.
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Kde byl problém?

ad 1. Pro de�nování pohybu pot°ebujeme £as, pokud odstraníme £as a mluvíme o oka-
mºicích, odstra¬ujeme také pohyb. A£koliv se ²íp nemusí hýbat v daném okamºiku,
m·ºe se hýbat tehdy, pokud de�nujeme pohyb jako výskyt v¥ci na jiném míst¥ v
pozd¥j²ím £ase.

ad 2. Vzdálenost sloºená z nekone£ného po£tu kone£ných £ástí nemusí být nekone£ná
(nekone£ná °ada konverguje). Dosaºení této vzdálenosti nastane v kone£ném £ase.
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krok £asový krok £as délkový krok délka

0 4t0 = 0s t0 = 0s 4l0 = 0 l0 = 0

1 4t1 = 10s t1 = t0 + 4t1 = 10s 4l1 = 100m l1 = l0 + 4l1 = 100m

2 4t2 = 1s t2 = t1 + 4t2 = 11s 4l2 = 10m l2 = l1 + 4l2 = 110m

3 4t3 = 0,1s t3 = t2 + 4t3 = 11,1s 4l3 = 1m l3 = l2 + 4l3 = 111m
...

...
...

...
...

i > 0 4ti = 102−i 4li = 103−i

Celková vzdálenost:

l =
∞∑
i=1

4li =
∞∑
i=1

103−i = 1000 ·
∞∑
i=1

(
1

10

)i

= 1000 ·
1
10

1− 1
10

=
1000

9
= 111, 1̄ m

Celkový £as:

t =
∞∑
i=1

4ti =
∞∑
i=1

102−i = 100 ·
∞∑
i=1

(
1

10

)i

= 100 ·
1
10

1− 1
10

=
100

9
= 11, 1̄ s

⇒ l

t
= 10 m/s . . . rychlost Achilla

Dohoni Achilles zelvu ?

-------------------------------------------------------

Achilles je 10.000000 krat rychlejsi nez zelva.

Zelva ma naskok 100.000000 metru.

Rychlost zelvy je 0.100000 m/s.

Achilles dohoni zelvu v case T = 111.111111.
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ad 3. Podobná my²lenka jako v 2 (sou£et nekone£n¥ mnoha kone£ných vzdáleností nebo
£asových krok· m·ºe být kone£ný.) �ekn¥me, ºe mám dojít z místa A do B za £as
x (nebo také, ºe vzdálenost míst A a B je x)

A BCDEF

Má platit: x = x (
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ . . .)︸ ︷︷ ︸

∞∑
i=1

(
1

2

)i

=
1
2

1− 1
2

= 1

P°ipome¬me si pojem spojitost funkce z Matematické analýzy

• funkce f je spojitá na (a, b), je-li spojitá v kaºdém vnit°ním bod¥ x0 ∈ (a, b)

• funkce f je spojitá v bod¥ x0 ∈ D(f), kdyº existuje lim
x→x0

f(x) a platí

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• de�nice limity funkce f v bod¥ x0 (Heine, Cauchy, topologická)

Máme funkci f : D(f) → R a x0 ∈ D(f) je hromadný bod. Kdyº existuje b ∈ R
tak, ºe ∀ posloupnosti {xn} ⊂ D(f), xn 6= x0, konvergující k £íslu x0, posloupnost
{f(xn)} konverguje k £íslu b, °íkáme je funkce f má v bod¥ x0 limitu b ( lim

x→x0

f(x) = b)

• de�nice limity posloupnosti

Posloupnost {an}∞n=1, je konvergentní v R platí-li:

∃a ∈ R ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N : n > n0 ⇒ |an − a| < ε

( lim
n→∞

an = a nebo an → a)

Poznámka: Ve v²ech de�nicích se objevuje pojem nekone£na.

• nekone£n¥ mnoho vnit°ních bod· x0 z intervalu (a, b)

• ∀ posloupnosti {xn} . . . t¥ch je nekone£n¥ mnoho

• posloupnost má nekone£n¥ mnoho £len·

Otázka (�loso�cká): Skládá se vesmír z nekone£ného po£tu £ástic?
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P°íklad: Vykreslete nap°íklad pomocí MATLABu graf funkce f na intervalu < a, b >.

Nap°. f(x) = x2 sinx na 〈0, 5〉

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

 

 

Puvodni spojita funkce

Postupujeme tak, ºe zvolíme kone£ný po£et bod· z intervalu a zakreslíme jejich funk£ní
hodnoty. A£koliv víme, ºe funkce je spojitá a m·ºeme v kaºdém bod¥ intervalu vykres-
lit funk£ní hodnotu, nem·ºeme to ud¥lat ve v²ech bodech (bod· je nekone£n¥ mnoho).
Mezery mezi body vyplníme £arou - nejjednodu²²í je pouºít úse£ku.
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Lomena cara (linearni spline)

Grafem je pro nás potom lomená £ára spojující funk£ní hodnoty ve zvolených bodech.

Pozn.: Pokud budu chtít vykreslit podrobn¥ji na men²ím intervalu, musím na tomto in-
tervalu zvolit více bod·.

P°esný graf je potom vlastn¥ limitním p°ípadech, pro krok d¥lení (max. rozdíl 2 sousedních
uzl·) jdoucí k nule.
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Protoºe nelze graf do nekone£na zp°es¬ovat, jsme nuceni pouºít aproximaci funkce zadané
tabulkou.

Zadání: Funkci f máme danou tabulkou bod·
xi . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(xi) . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Na²ím cílem je pospojovat body pomocí n¥jakého jednoduchého pravidla. Toto pravidlo
musíme speci�kovat. Podle toho, jaké pravidlo pouºiji, dostanu r·zný p°ístup k aproximaci
funkce.

1. zp·sob:

Nejvíce pouºívanými funkcemi jsou asi polynomy. �ekn¥me, ºe máme tabulku s (n + 1)
body pro navzájem r·zné argumenty. T¥mito (n + 1) body pochází práv¥ 1 polynom
nejvý²e n−tého stupn¥.

Interpola£ní úloha

Body prokládáme polynomem nejniº²ího moºného stupn¥ tak,
aby graf t¥mito body p°esn¥ procházel.

Moºností jak ur£it interpola£ní polynom existuje více. Nejjednodu²²í je asi si napsat p°ed-
pis pro polynom a poºadovat spln¥ní interpola£ních podmínek (potom je t°eba °e²it sou-
stavu lineárních algebraických rovnic - SLAR).

Nap°. pro 6 zadaných bod· [x0, f(x0)], [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], [x3, f(x3)], [x4, f(x4)], [x5, f(x5)]
hledáme takový polynom P5(x) stupn¥ nejvý²e 5 tak, aby jeho graf procházel zadanými
body.

P5(x) = ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex + f

Interpola£ní podmínky:

P5(x0) = ax5
0 + bx4

0 + cx3
0 + dx2

0 + ex0 + f = f(x0)

P5(x1) = ax5
1 + bx4

1 + cx3
1 + dx2

1 + ex1 + f = f(x1)

...

P5(x5) = ax5
5 + bx4

5 + cx3
5 + dx2

5 + ex5 + f = f(x5)
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Podmínky m·ºeme p°ehledn¥ zapsat pomocí matice a vektor·:


x5
0 x4

0 x3
0 x2

0 x1
0 x0

0

x5
1 x4

1 x3
1 x2

1 x1
1 x0

1
...

x5
5 x4

5 x3
5 x2

5 x1
5 x0

5




a

b
...
f

 =


f(x0)

f(x1)
...

f(x5)


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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Interpolacni polynom
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2. zp·sob:

Obdoba interpola£ní úlohy, ov²em nehledáme 1 polynom na celém intervalu < a, b >, ale
výslednou funkci sloºíme z polynom· na díl£ích intervalech < xi, xi+1 > a poºadujeme
spln¥ní dal²ích podmínek, (nap°. spojitosti v uzlech) . . . aproximace spline funkcí.

Lineární spline funkce . . . lomená £ára spojující funk£ní hodnoty v zadaných bodech.

Kubický spline . . . funkce, která je na díl£ím intervalu kubická (polynom 3 stupn¥),
spl¬uje interpola£ní podmínky, podmínky spojitosti, spojitosti 1. derivace a spojitosti 2.
derivace + dal²í 2 podmínky.

Na vstupu: n+ 1 podmínek (bod·)⇒ n interval·. Polynom 3 stupn¥ je dán 4 koe�cienty.

Na výstupu: Pot°ebujeme 4n podmínek, které ur£í kubický spline.

Interpola£ní podmínky . . . n + 1

Podmínky spojitosti v zadaných bodech . . . n− 1

Podmínky spojitosti 1. derivace . . . n− 1

Podmínky spojitosti 2. derivace . . . n− 1

dohromady máme . . . 4n - 2

Zbylé 2 podmínky m·ºeme doplnit nap°íklad takto:

f ′(a) = . . .; f ′(b) = . . .

f ′′(a) = 0; f ′′(b) = 0

f ′(a) = f ′(b); f ′′(a) = f ′′(b)
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Prirozeny kubicky spline
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Poznámka: V 1. i 2. zp·sobu p°edepisujeme spln¥ní interpola£ních podmínek. Ve 3. zp·-
sobu nebudeme vynucovat spln¥ní interpola£ních podmínek. Vºdy´ jsme se p°i vy£íslování
hodnot f(xi) mohli dopustit chyby.

3. zp·sob:

Hledáme funkci ϕ (aproximaci funkce f) a nepoºadujeme aby procházela p°esn¥ zadanými
body. Musíme odpov¥d¥t na 2 otázky:

a) Odkud funkci ϕ vybíráme?

b) Podle jakého kritéria ji ur£ujeme?

ad a) M·ºeme z·stat u polynom· a hledat ϕ mezi nap°. polynomy nejvý²e 2 stupn¥.

ad b) Samoz°ejm¥ hledáme n¥jakou nejlep²í aproximaci, na²ím cílem je minimalizovat
chybu, otázka z·stává jak tu chybu m¥°íme.
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Co by ²lo m¥°it ?

→ Vzdálenost zadaných bod· od výsledného grafu ϕ

ϕ by musela být hladká, abychom byli schopni v kaºdém bod¥ ur£it normálu.

- dost sloºité !

→ Rozdíl funk£ních hodnot (v absolutní hodnot¥).

Chybová funkce r by potom byla dána:

r(f, ϕ) =
n∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|.

Na²ím cílem je tuto funkci minimalizovat a proto se nám nehodí, ºe r není hladká.
Protoºe, kdyby byla hladká, v¥d¥li bychom ºe v bod¥ minima je nulová derivace
a snadno bychom minimum na²li. Pro nehladkou funkci je hledání minima sloºit¥j²í.

→ Pokud budeme m¥°it kvadrát rozdílu funk£ních hodnot, bude chybová funkce hladká
a minimum m·ºeme snadno ur£it z podmínky nulové derivace.

r(f, ϕ) =
n∑

i=0

(f(xi)− ϕ(xi))
2

Mluvíme o metod¥ nejmen²ích £tverc· (diskrétní L2 aproximaci).

�ím je tedy ur£ena funkce ϕ?

Pokud hledám ϕ nap°. mezi polynomy stupn¥ nejvý²e 2, pak hledám 3 koe�cienty
a, b, c v p°edpisu:

ϕ(x) = ax2 + bx + c.

Poznámka: Pro aproximaci m·ºeme pouºít i jiné funkce, nap°.: ϕ(x) = aex + bx + c.

Nejlep²í aproximaci vybíráme z prostoru t¥chto funkcí. Výsledná aproximace ϕ je potom
jednozna£n¥ ur£ena koe�cienty lineární kombinace.

→ Obecn¥ tedy nejprve zvolíme systém bázových funkcí ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕm(x).

Hledáme koe�cienty cj, j ∈ {1, 2, . . . ,m} tak, aby:

ϕ(x) = c1 · ϕ1(x) + c2 · ϕ2(x) + . . . cm · ϕm(x)

byla nejlep²í aproximací.

→ Chybová funkce potom vypadá takto:

r(cj) =
n∑

i=0

(
f(xi)−

m∑
j=1

cjϕj(xi)

)2

. . . funkce parametr· cj
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→ Po£et parametr· cj, tzn. po£et zvolených bázových funkcí ϕj(x), musí být nejvý²e
roven po£tu zadaných bod·. Pokud bychom hledali ϕ jako lineární kombinaci více
neº n + 1 bázových funkcí, °e²ení by bylo nejednozna£né. Pokud je po£et zadaných
bod· stejný jako po£et zvolených bázových funkcí (a bázové funkce jsou zvoleny
rozumn¥), pak je L2 aproximace interpolací a výsledný graf ϕ prochází zadanými
body.

Co tedy dostaneme jako nutné podmínky minima chybové funkce?

∂r

∂ck
= −2

n∑
i=0

(
f(xi)−

m∑
j=1

cjϕj(xi)

)
· ϕk(xi) = 0 pro k = 1, 2, . . . ,m.

n∑
i=0

f(xi) · ϕk(xi) =
n∑

i=0

m∑
j=1

ϕj(xi)ϕk(xi) cj

m∑
j=1

(
n∑

i=0

ϕj(xi) · ϕk(xi)

)
cj =

n∑
i=0

f(xi) · ϕk(xi)

T¥chto m (k = 1, 2, . . . ,m) rovnic m·ºeme zapsat pomocí matice a vektor·:



.........

. . . . . . . . .
n∑

i=0

ϕj(xi) · ϕk(xi) . . . . . .

...





c1

c2
.........
cm


=



.........
n∑

i=0

f(xi) · ϕk(xi)

...



�e²íme tedy soustavu lineárních algebraických rovnic, kde

matice soustavy má v pozici [j, k] prvek
n∑

i=0

ϕj(xi) · ϕk(xi),

na pravé stran¥ je sloupcový vektor s k-tou sloºkou
n∑

i=0

f(xi) · ϕk(xi) a

hledáme sloupcový vektor neznámých koe�cient· [c1, c2, . . . , cm]T .
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Diskretni L2 aproximace − linearni
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Diskretni L2 aproximace − kvadraticka
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Diskretni L2 aproximace − kubicka
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Abychom mohli porovnat v²echny pouºité aproximace, vykreslíme je do jednoho obrázku.
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Puvodni spojita funkce

Funkce zadana hodnotou v bodech

Lomena cara (linearni spline)

Interpolacni polynom

Prirozeny kubicky spline

Diskretni L2 aproximace − linearni

Diskretni L2 aproximace − kvadraticka

Diskretni L2 aproximace − kubicka
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