UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCT[DJ 11 PREDNASKA

Spojita x diskrétni matematika

Spojity pripad

Podivejme se na pojem derivace funkce v bodé. Derivace funkce vyjadiuje rychlost
zmény (rustu) této funkce vzhledem k nezéavisle proménné. V historii nejjednodussi pred-
stava o derivaci je: “derivace je mirou zmény funkce v daném bodé”. Pro zménu hodnoty
pouzivame symbol A.

Af
Ax’

Derivace je hodnota tohoto podilu pro Az — 0 (Ax ...koneéné &islo).

Pomeér 1ze potom symbolicky zapsat takto:

Pokud Az nahradime nekonec¢né malou zménou dx, ziskdme definici:

d
d—f (fikaime d f podle dx, podil 2 diferenciali).
x

Nejbéznéjsi definice:

Rekneme, 7e funkce definované na okoli U(zy) ma v bodé zq derivaci, existuje-li kone¢na
limita:

lim M — Lm flzo+ h) — f(xo)

T—x0 T — .CL'O h—0 h,

= ['(x0) = () |z=a0-

Této limité fikame derivace funkce f v bodé& z,.

Geometricky vyznam

. smérnice tec¢ny ke grafu funkce f v bodé x,
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Zplsoby vypoctu derivace:

1. Analyticky - Podle definice a nebo pomoci znamych pravidel pro derivovani s vy-
uzitim tabulky s derivacemi “zdkladnich” funkeci.

2. Numericky - Aproximujeme pomoci diferen¢niho podilu pro zvolené malé h > 0.

f/(xo) s f(ilfo + h})L - f(xl)) (.)

Vyhody, nevyhody:

ad 1. + dostaneme piesné vyjadieni derivace
— pro obecné funkce miize byt velmi pracné
ad 2. + snadny vypocet
— jde o aproximaci, tj. nesmime zapomenout na chybu (chybu aproximace)

Pokud budeme chtit urc¢it chybu aproximace, je vhodné pouzit Taylorovu formuli. V té se
vyskytuji vyssi derivace. Abychom mohli definovat 2. derivaci v bodé, musime definovat
derivaci funkce na intervalu (a,b):

e Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé z € (a, b), potom funkei g : (a,b) — R, ktera
flz+h) -
h

kazdému = € (a,b) piifazuje ¢islo lim = f'(z), nazyvame derivace
h—>0

a opét znacime f'(z).

e Necht je funkce f diferencovatelnd v bodé x( a na jeho okoli. Je-li navic v bodé x,
diferencovatelna funkce f’, tj. existuje limita:

i (@0 + hf)L — ['(wo)

h—0

= f"(x0),
pak se tato limita nazyva druha derivace funkce f v bodé x,.

Poznamka: Kdyz existuje f” (o), potom plati:

f(xo+2h) —2f (2o + h) +f(950)

1! BT
(o) = ]llli% =
Dikaz:
. flzot2h)—f(zo+h)  1i. - flzot+h)—f(z0)

) — i LD = f) W e

0 h—0 h h—0 h

= lim f(xo+2h) —2f(xo + h) + f(xo)

h—0 h2
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Véta (Taylorova): Necht je funkce f diferencovatelna do 2 fadu v bodé z( a jeho okoli
U(zo). Potom Yz € U(xg) 3§ mezi body x a z tak, 7e plati:

f) = f) ) ) A

N J/

Tayloruv polynom 1. stupné v bodé zq chyba al;oximace

Diikaz: viz matematickd analyza (véta o stfedni hodnoté).

Vztah (x) miuZeme (pro x = 9 + h) prepsat takto:

f(xo+h) = f(xo) + f(zo)h + %@h?
Odtud jsme schopni vyjadiit chybu naseho vzorce (o)
Foh = fleo+ ) = flao) = e,
flag = TNt 119,

[ J/

nas vzorec D f(xg,h) chyba vzorce

Pifklad Pouzijte vzorec D f(xg, h) pro vypocet derivace funkce f(z) = e* v bodé
iiklad:
xo = 0 s krokem h = 1 a urcete chybu aproximace.

Geometricky vyznam pojmu derivace funkce v bode

Derivace f(x)=exp(x) v bode x0=0.000000 (krok h=1)

Priblizna hodnota derivace

pomoci prave pomerne diference D_P(f,x0) = 1.718282
Presna hodnota derivace je f2(x_0) = 1.000000
Chyba aproximace je D_P(f,x0) - £’(x_0) = 0.718282
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zadana funkce

O bod [x0,f(x0)]

4 > bod [x0+h,f(x0+h)]
secna ....... smernice je prava pomerna diference
tecna ....... smernice je presna hodnota derivace|

Pokud chceme odhadnout chybu vzorce pro vypocet f'(xg) se zvolenym krokem h, musime
umét odhadnout f”(zg) na intervalu (xg,xo + h) (pfesnou hodnotu ¢ nezname).

Poznémka:
Pokud neexistuje 2. derivace funkce f na okoli z, pak nelze tento postup pouzit.

Prikladem funkce, ktera je diferencovatelna na okoli bodu xy = 0, ale neexistuje 2. derivace
v xq je funkce

x?
f(z) = —signz.
2
2 T T T T T T T
1.5F 4
1F 4
0.5F 4
or 4
-0.5F B
4 ]
-15F 4
= s - 05 0 05 1 s 2
Jinak zapsano
22
——, <0
2 ) b
fa =9
T
PR

Funkce f je spojita na okoli bodu 0.
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Pro derivaci f' plati:

—x, x <0,
f'(x) =
xz, x>0,
6. f'(@) = |xl.
2
181
1.6
1.2
i
08K
0.6
0.4
02r
92 1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2
Plati:
I (@) |e=eor = f/(@)|o=eo— =0 ... limity zprava a zleva se rovnaji

= v bodé zy =0 existuje limita (tj. derivace) f'(x) = 0.

2. derivace f” v bodé zy = 0 neexistuje, protoze limita zprava a limita zleva nabyvaji
riznych hodnot:

f”(x)‘%:woJr = 17 f”(l')’x::pof =—1.

Podivejme se na podminénost tlohy hledat derivaci spojité funkce v bodé xy pomoci
vzorce D f(xq, h).

flxo+h)— f(x h
f/(x[)) — ( 0 })L ( 0) _ f//(g) 5
~ ~ N————

Df(xo,h) chyba vzorce ri(h)=h-c:

Idea:

Pokud budeme chtit ziskat piesnéjsi vysledek, musime zvolit mensi krok A (chyba aproxi-
mace je potom mensi). Pokud budeme ov8em zmengovat krok h, budou potom pii vy¢islo-
vani vzorce nastavat problémy, protoze budeme délit dvé nekoneéné mala ¢isla (v limité).

Uvazujme jak vypadaji zaokrouhlovaci chyby:

-~

- misto piesné hodnoty f(xy) budeme mit k dispozici pfibliznou hodnotu f(xg)

-~

- misto piesné hodnoty f(xo+ h) budeme mit k dispozici pfibliznou hodnotu f(xo + h)
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Dosazenim do vzorce zjistime, Ze jsme vypocetli:

~ ~

Flao+h) = Feo)  flao+h) = fla)
h h '

Chyba ktera vznikla disledkem neptesného vyjadreni f(xg) a f(xg + h) je potom rozdil

T‘Q(h) _ f(-TO + hf)L — (330) . f(l’o + h})l — f(:L‘O) _

11 ~ ~

= | (Flwo +h) = f(wo + h)) + (f(z0) @dﬂ-

~ ~

[flwo+h) = flzo+h)| + |/ (o) _ f(@o)|

~—
|~ strojova pfesnost e ~ strojova presnost e

[ra(h)] <

==

ra(h)| < & -2 (cp =2 > 0).

S| =

Celkova chyba je potom

r(h) =ri(h) +ro(h) =h-c1 + % - Co.

Pokud budeme chtit ziskat vysledek s mensi chybou vzorce, musime vzit h — 0.

hopt h

Chyba r(h) pro h — 0+ jde ale k +o00!
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Uloha hledat derivaci spojité funkee v bodé o pomoci vzorce D f(xg,h) je
Poznamka: gpatné& podminé&na, protoze mala rel. chyba vstupnich dat vyvola velkou rel.
chybu vystupnich dat.

Vykreslete zavislost chyby pii pouziti vzorce D f(zg, h) pro numericky vypocet
Piiklad:  derivace funkce f(x) = sinz v bodé 2o = 1 pro kroky h = 10"1,1072,...,107'.
Vypocet provedte v prostiedi MATLAB.

Vykresli chybu pri numerickem vypoctu derivace funkce
f(x)=sin(x) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[1le-16,1e-15,1e-14,1e-13,1e-12,1e-11,1e-10,1e-09,

1e-08,1e-07,1e-06,1e-05,0.0001,0.001,0.01,0.1]

10° i~ pomoci prave pomerne diference DY
107 b .
10 b 7
107° b .
10° b ]
10“15 10“10 1(;‘5 10°
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Diskrétni pripad

Analogie pro funkci zadanou tabulkou:

Pro jednoduchost uvazujeme piipad, kdy je dana funkce svymi hodnotami v bodech:
Lo, L1 = X9 + h7$2 = Ty + 2h,3§3 = 2o —|—3h, eIy = X +nh (h ... krok déleni)

®
®

®
® ®

A f(xo)

@, _ = =Y

T T T % T T T
Zo T T2 T3 Ty T5 Tg

Pokud nés zajimé zména chovani funkce p¥i pfedmétu z bodu xg do x1, pak je vhodné
definovat prvni diferenci v bodé z:

Af(xo) = f(zo+h) — f(zo).
Analogii 2.derivace je druh& diference funkce f v xq:
N fxo) = D(Af(x0)) = A(f(wo + h) = fla0)) =

= (f(zo +2h) = f(zo + h)) = (f(xo + h) — f(x0)) = f(xo+ 2h) — 2f (zo + ) + [ (o).

Poznamka: U numerického vypoctu derivace narazime na problém Spatné podminénosti.
To je dano tim, Ze derivace je definovina jako limina podilu, kde jmenovatel jde k 0!
V diskrétnim problému lze mluvit pouze o diferencich a ty jsou definovany jako rozdil.
Tudiz zadné problémy zde nevznikaji.
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Dosud jsme se vénovali pojmu derivace funkce v bodé pro spojity piipad a diference funkce
pro diskrétni pripad. Nyni se zaméfime na pojem urcitého integralu pro spojity ptipad a
sumace posloupnosti pro diskrétni pripad.

Spojity pripad

Podivejme se na pojem urcitého integralu z funkce f na intervalu < a,b >. Budeme
mluvit o tzv. Riemannové integralu. Definice vychazi z intuitivni predstavy méreni
obsahu plochy pod grafem funkce.

Pti odvozeni opét postupujeme tak, zZe vychazime z konec¢ného poctu dilku, které neustale
zmensujeme a urcity integral je pak limitnim pripadem néjakého souctu.

Zavadime dolni odhad a horni odhad, které ziskame tak, zZe vyplhujeme vnitifek plochy a
obrazec tak, aby obsahoval danou plochu.

dolni odhad horni odhad
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Pro vyplhovani pouzivame obdélniky se stranami rovnobéznymi se soufadnymi osami.

Definice:

e D ... déleni intervalu (a,b)

n—tice xg,xq,...,x, tak, Zea =20 <21 < ... <2, =0

e Horni soucet pro f a D

n

S(f,D) = Z sup  f(x) - (z; — xi—1)

i=1 r€(2i—1,%:)

Horn{ Riemanniiv integral funkce f od a do b

b
(HR) /f(x) dz = inf{S(f, D), D ... déleni (a,b)}

Dolni soucet pro f od D

n

s(f,D) =Y B ONCEE)

- x mi—l,ﬂfi)
i=1

Dolni Riemanniiv integral funkce f od a do b

(DR) /f(m) dz = sup{s(f, D), D ... déleni (a,b)}

Pokud se Dolni a Horni Riemanniiv integral rovnaji, nazyvame jej Riemannovym
integralem funkce f od a do b.

2

Vypoctéte dolni a horni sou¢ty pro funkei f(z) = z* sin3z + 3 na

Priklad: ) . _ oo
intervalu (0, 7) pro po¢et rovnomérného déleni intervalu 9, 20 a 50.
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Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x~2*sin(3%x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 9 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 8.822230
Horni odhad integralu je ... 15.802981
Dolni odhad Horni odhad
[(——zadena unkeq | [=—"zedana turked

8k
6L
4
~
ok ; ;
L L L L L
0 0.5 1 15 2 2

L L L L L L L L L
.5 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x"2*sin(3*x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 20 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 10.910270
Horni odhad integralu je ... 14.102775

| [ zacna uncd | [ zedana unicd

‘? h M
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Geometricky vyznam urciteho integralu

Integrujeme funkci f(x) = x~2*sin(3%x)+3
na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.
Interval delime na 50 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498
Dolni odhad integralu je ... 11.916863
Horni odhad integralu je ... 13.196682
Dolni odhad Horni odhad
101 ZQS 10+
/ /
i 7
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Podivejme se opét na zplisob numerického vypoc¢tu hodnoty urcitého integralu

(stejnd myslenka jako v definici).

Uvazujme naptiklad vzorec:
b n
/f(x) dz ~ Zf(:z:l)(xZ — T q).

a =1

Pokud nés zajiméa chyba takového vzorce, musime uvazovat funkce f, které jsou diferen-
covatelné. Na dil¢im intervalu (x;_1,x;) potom dostavame

Pro odvozeni chyby aproximace opét pouzijeme Taylorav rozvoj:

f(@) = f(o) + (2 — ;) - (&), & € (i1, ).
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Po integraci odvodime chybu naseho vzorce:

/ Fla)do = flehs + 5 (@ = 202 = (s = 0 (&) = Sl b — 3 2 1160,

2 ~~ ~~

=0 h?

k3

Po secteni ptres vSechny dil¢i intervaly:

b
n

[ raran =3 [t n= 30 0] =3 s 5302 e

i=1
a \ /A /
-

~
nas vzorec  chyba vzorce

Vyraz pro chybu jesté zjednoduSime.

Predpokladejme, 7e je f'(x) spojita a krok h je ekvidistantni, tj. Vi : h; = h.

Z——h? ———h?Zf &).

1=1

f'(&)
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Priamér hodnot lezi mezi minimélni a maximéalni hodnotou

(&)

min /(&) < = < max f'(&)
Ze spojitosti f'(x) =

3 € (a,b): fI(§) ==
Pro chybu potom dostaneme

1 n , 1 , - 1 b—a , . /
—§h2;f(f¢) =—§h2nf(5) ——§h27f(5) ———(b—a)f(ﬁz h.

Pro ekvidistantni krok h dostaneme:

b
n

/f(x) dz=hY_ f(x:;) —ch.

a =1

) Uloha numerického vypoctu urcitého integralu je dobie podminénd
Poznamka: ) L L
(narozdil od numerického derivovani).

Diskrétni pripad

Tak jako derivaci funkce odpovida pojem diference posloupnosti, tak uréitému integralu
odpovida sumace posloupnosti.

Definice:

Rikame, Ze posloupnost {b,} je sumaci posloupnosti {a,}, plati-li

a, = Ab, Yn=0,1,...

Piseme:

by =A0A"ta, <&  a,=Ab,.
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Priklad: Najdéte sumaci posloupnosti f(z,) = n.
Zadana posloupnost je polynom prvniho stupné, sumaci musi byt polynom 2. stupné, tj.:
A7 =an® +bn +c.

Koeficienty a, b, ¢ stanovime z podminky:

A(an® +bn +c) = n.

A(an® +bn + c) = alAn® + bAn + cAl =
=a((n+1)*=n*)+b((n+1)—n)+c-0=2an+a+b=n+0.

Plati, pokud
20=1 a a+b=0.

1
Zaver: A'n=-n?’—-n+ec.
2 2

Pozndmka:

Pojem sumace mé vyznam pii stanoveni sou¢tu s,, prvnich n+ 1 ¢lent posloupnosti {a, }.

Posloupnost ¢asteénych soucti: s, =ag+ay + ...+ a,
= Spy1 = Ao T a1 + ...+ Qp + Apy

ASn = Sn4+1 — Sn = Qp41

=5, = AN a,
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