
Úvod do Matematických Výpo£t· 11. P°edná²ka

Spojitá x diskrétní matematika

Spojitý p°ípad

Podívejme se na pojem derivace funkce v bod¥. Derivace funkce vyjad°uje rychlost
zm¥ny (r·stu) této funkce vzhledem k nezávisle prom¥nné. V historii nejjednodu²²í p°ed-
stava o derivaci je: �derivace je mírou zm¥ny funkce v daném bod¥�. Pro zm¥nu hodnoty
pouºíváme symbol △.

Pom¥r lze potom symbolicky zapsat takto:
△f

△x
.

Derivace je hodnota tohoto podílu pro △x → 0 (△x . . . kone£né £íslo).

Pokud △x nahradíme nekone£n¥ malou zm¥nou dx, získáme de�nici:

df
dx

(°íkáme df podle dx, podíl 2 diferenciál·).

Nejb¥ºn¥j²í de�nice:

�ekneme, ºe funkce de�novaná na okolí U(x0) má v bod¥ x0 derivaci, existuje-li kone£ná
limita:

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0) = f ′(x)|x=x0 .

Této limit¥ °íkáme derivace funkce f v bod¥ x0.

Geometrický význam

. . . sm¥rnice te£ny ke grafu funkce f v bod¥ x0

xx0

y = f(x)

x0 + h

y

h

f(x0 + h)− f(x0)
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Zp·soby výpo£tu derivace:

1. Analyticky - Podle de�nice a nebo pomocí známých pravidel pro derivování s vy-
uºitím tabulky s derivacemi �základních� funkcí.

2. Numericky - Aproximujeme pomocí diferen£ního podílu pro zvolené malé h > 0.

f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0)

h
(•)

Výhody, nevýhody:

ad 1. + dostaneme p°esné vyjád°ení derivace

� pro obecné funkce m·ºe být velmi pracné

ad 2. + snadný výpo£et

� jde o aproximaci, tj. nesmíme zapomenout na chybu (chybu aproximace)

Pokud budeme chtít ur£it chybu aproximace, je vhodné pouºít Taylorovu formuli. V té se
vyskytují vy²²í derivace. Abychom mohli de�novat 2. derivaci v bod¥, musíme de�novat
derivaci funkce na intervalu (a,b):

• Má-li funkce f derivaci v kaºdém bod¥ x ∈ (a, b), potom funkci g : (a, b) → R, která

kaºdému x ∈ (a, b) p°i°azuje £íslo lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x), nazýváme derivace

a op¥t zna£íme f ′(x).

• Nech´ je funkce f diferencovatelná v bod¥ x0 a na jeho okolí. Je-li navíc v bod¥ x0

diferencovatelná funkce f ′, tj. existuje limita:

lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
= f ′′(x0),

pak se tato limita nazývá druhá derivace funkce f v bod¥ x0.

Poznámka: Kdyº existuje f ′′(x0), potom platí:

f ′′(x0) = lim
h→0

f(x0 + 2h)− 2f(x0 + h) + f(x0)

h2
.

D·kaz :

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
= lim

h→0

lim
h→0

f(x0+2h)−f(x0+h)
h

− lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

h
=

= lim
h→0

f(x0 + 2h)− 2f(x0 + h) + f(x0)

h2
.
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V¥ta (Taylorova): Nech´ je funkce f diferencovatelná do 2 °ádu v bod¥ x0 a jeho okolí
U(x0). Potom ∀x ∈ U(x0) ∃ξ mezi body x a x0 tak, ºe platí:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)︸ ︷︷ ︸
Taylor·v polynom 1. stupn¥ v bod¥ x0

+
f ′′(ξ)

2
(x− x0)

2︸ ︷︷ ︸
chyba aproximace

(⋆)

D·kaz : viz matematická analýza (v¥ta o st°ední hodnot¥).

Vztah (⋆) m·ºeme (pro x = x0 + h) p°epsat takto:

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f ′′(ξ)

2
h2.

Odtud jsme schopni vyjád°it chybu na²eho vzorce (•)

f ′(x0)h = f(x0 + h)− f(x0)−
f ′′(ξ)

2
h2,

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0)

h︸ ︷︷ ︸
ná² vzorec Df(x0, h)

− f ′′(ξ)

2
h︸ ︷︷ ︸

chyba vzorce

.

P°íklad:
Pouºijte vzorec Df(x0, h) pro výpo£et derivace funkce f(x) = ex v bod¥
x0 = 0 s krokem h = 1 a ur£ete chybu aproximace.

Geometricky vyznam pojmu derivace funkce v bode

-------------------------------------------------

Derivace f(x)=exp(x) v bode x0=0.000000 (krok h=1)

Priblizna hodnota derivace

pomoci prave pomerne diference D_P(f,x0) = 1.718282

Presna hodnota derivace je f'(x_0) = 1.000000

Chyba aproximace je D_P(f,x0) - f'(x_0) = 0.718282
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zadana funkce

bod [x0,f(x0)]

bod [x0+h,f(x0+h)]

secna ....... smernice je prava pomerna diference

tecna ....... smernice je presna hodnota derivace

Pokud chceme odhadnout chybu vzorce pro výpo£et f ′(x0) se zvoleným krokem h, musíme
um¥t odhadnout f ′′(x0) na intervalu (x0, x0 + h) (p°esnou hodnotu ξ neznáme).

Poznámka:

Pokud neexistuje 2. derivace funkce f na okolí x0, pak nelze tento postup pouºít.

P°íkladem funkce, která je diferencovatelná na okolí bodu x0 = 0, ale neexistuje 2. derivace
v x0 je funkce

f(x) =
x2

2
signx.
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Jinak zapsáno

f(x) =


−x2

2
, x < 0,

x2

2
, x ≥ 0.

Funkce f je spojitá na okolí bodu 0.
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Pro derivaci f ′ platí:

f ′(x) =

 −x, x < 0,

x, x ≥ 0,

tj. f ′(x) = |x|.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Platí:

f ′(x)|x=x0+ = f ′(x)|x=x0− = 0 . . . limity zprava a zleva se rovnají

⇒ v bod¥ x0 = 0 existuje limita (tj. derivace) f ′(x0) = 0.

2. derivace f ′′ v bod¥ x0 = 0 neexistuje, protoºe limita zprava a limita zleva nabývají
r·zných hodnot:

f ′′(x)|x=x0+ = 1, f ′′(x)|x=x0− = −1.

Podívejme se na podmín¥nost úlohy hledat derivaci spojité funkce v bod¥ x0 pomocí
vzorce Df(x0, h).

f ′(x0) =
f(x0 + h)− f(x0)

h︸ ︷︷ ︸
Df(x0,h)

− f ′′(ξ)
h

2︸ ︷︷ ︸
chyba vzorce r1(h)=h·c1

Idea:

Pokud budeme chtít získat p°esn¥j²í výsledek, musíme zvolit men²í krok h (chyba aproxi-
mace je potom men²í). Pokud budeme ov²em zmen²ovat krok h, budou potom p°i vy£íslo-
vání vzorce nastávat problémy, protoºe budeme d¥lit dv¥ nekone£n¥ malá £ísla (v limit¥).

Uvaºujme jak vypadají zaokrouhlovací chyby:

- místo p°esné hodnoty f(x0) budeme mít k dispozici p°ibliºnou hodnotu f̂(x0)

- místo p°esné hodnoty f(x0 + h) budeme mít k dispozici p°ibliºnou hodnotu f̂(x0 + h)
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Dosazením do vzorce zjistíme, ºe jsme vypo£etli:

f̂(x0 + h)− f̂(x0)

h
místo

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Chyba která vznikla d·sledkem nep°esného vyjád°ení f(x0) a f(x0 + h) je potom rozdíl

r2(h) =
f̂(x0 + h)− f̂(x0)

h
− f(x0 + h)− f(x0)

h
=

=
1

h

[
(f̂(x0 + h)− f(x0 + h)) + (f(x0)− f̂(x0))

]
.

|r2(h)| ≤
1

h
·

|f̂(x0 + h)− f(x0 + h)|︸ ︷︷ ︸
∼ strojová p°esnost ε

+ |f(x0)− f̂(x0)|︸ ︷︷ ︸
∼ strojová p°esnost ε



|r2(h)| ≤
1

h
· c2 (c2 = 2ε > 0).

Celková chyba je potom

r(h) = r1(h) + r2(h) = h · c1 +
1

h
· c2.

Pokud budeme chtít získat výsledek s men²í chybou vzorce, musíme vzít h → 0.

h

r

r1 = h · c1

r2 =
1

h
· c2

hopt

Chyba r(h) pro h → 0+ jde ale k +∞ !
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Poznámka:
Úloha hledat derivaci spojité funkce v bod¥ x0 pomocí vzorce Df(x0, h) je
²patn¥ podmín¥ná, protoºe malá rel. chyba vstupních dat vyvolá velkou rel.
chybu výstupních dat.

P°íklad:
Vykreslete závislost chyby p°i pouºití vzorce Df(x0, h) pro numerický výpo£et
derivace funkce f(x) = sinx v bod¥ x0 = 1 pro kroky h = 10−1, 10−2, . . . , 10−16.
Výpo£et prove¤te v prost°edí MATLAB.

-----------------------------------------------------------

Vykresli chybu pri numerickem vypoctu derivace funkce

f(x)=sin(x) v bode x0=1.000000 s kroky

h=[1e-16,1e-15,1e-14,1e-13,1e-12,1e-11,1e-10,1e-09,

1e-08,1e-07,1e-06,1e-05,0.0001,0.001,0.01,0.1]

-----------------------------------------------------------

chvilku strpeni (pocitam)
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Diskrétní p°ípad

Analogie pro funkci zadanou tabulkou:

Pro jednoduchost uvaºujeme p°ípad, kdy je dána funkce svými hodnotami v bodech:
x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, x3 = x0 + 3h, . . . , xn = x0 + nh (h . . . krok d¥lení).

△f(x0)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

Pokud nás zajímá zm¥na chování funkce p°i p°edm¥tu z bodu x0 do x1, pak je vhodné
de�novat první diferenci v bod¥ x0:

△f(x0) = f(x0 + h)− f(x0).

Analogií 2.derivace je druhá diference funkce f v x0:

△2f(x0) = △(△f(x0)) = △(f(x0 + h)− f(x0)) =

= (f(x0 + 2h)− f(x0 + h))− (f(x0 + h)− f(x0)) = f(x0 + 2h)− 2f(x0 + h) + f(x0).

Poznámka: U numerického výpo£tu derivace narazíme na problém ²patné podmín¥nosti.
To je dáno tím, ºe derivace je de�nována jako limina podílu, kde jmenovatel jde k 0 !
V diskrétním problému lze mluvit pouze o diferencích a ty jsou de�novány jako rozdíl.
Tudíº ºádné problémy zde nevznikají.
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Dosud jsme se v¥novali pojmu derivace funkce v bod¥ pro spojitý p°ípad a diference funkce
pro diskrétní p°ípad. Nyní se zam¥°íme na pojem ur£itého integrálu pro spojitý p°ípad a
sumace posloupnosti pro diskrétní p°ípad.

Spojitý p°ípad

Podívejme se na pojem ur£itého integrálu z funkce f na intervalu < a, b >. Budeme
mluvit o tzv. Riemannov¥ integrálu. De�nice vychází z intuitivní p°edstavy m¥°ení
obsahu plochy pod grafem funkce.

xa b

y f = f(x)

P°i odvození op¥t postupujeme tak, ºe vycházíme z kone£ného po£tu dílk·, které neustále
zmen²ujeme a ur£itý integrál je pak limitním p°ípadem n¥jakého sou£tu.

Zavádíme dolní odhad a horní odhad, které získáme tak, ºe vypl¬ujeme vnit°ek plochy a
obrazec tak, aby obsahoval danou plochu.

x xa ab b

dolní odhad horní odhad
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Pro vypl¬ování pouºíváme obdélníky se stranami rovnob¥ºnými se sou°adnými osami.

De�nice:

• D . . . d¥lení intervalu (a, b)

n−tice x0, x1, . . . , xn tak, ºe a = x0 < x1 < . . . < xn = b

• Horní sou£et pro f a D

S(f,D) =
n∑

i=1

sup
x∈(xi−1,xi)

f(x) · (xi − xi−1)

• Horní Riemann·v integrál funkce f od a do b

(HR)

b∫
a

f(x) dx = inf{S(f,D), D . . . d¥lení (a, b)}

• Dolní sou£et pro f od D

s(f,D) =
n∑

i=1

inf
x∈(xi−1,xi)

f(x) · (xi − xi−1)

• Dolní Riemann·v integrál funkce f od a do b

(DR)

b∫
a

f(x) dx = sup{s(f,D), D . . . d¥lení (a, b)}

Pokud se Dolní a Horní Riemann·v integrál rovnají, nazýváme jej Riemannovým

integrálem funkce f od a do b.

P°íklad:
Vypo£t¥te dolní a horní sou£ty pro funkci f(x) = x2 sin 3x+ 3 na
intervalu (0, π) pro po£et rovnom¥rného d¥lení intervalu 9, 20 a 50.
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Geometricky vyznam urciteho integralu

-----------------------------------------

Integrujeme funkci f(x) = x^2*sin(3*x)+3

na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.

Interval delime na 9 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498

Dolni odhad integralu je ... 8.822230

Horni odhad integralu je ... 15.802981
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Geometricky vyznam urciteho integralu

-----------------------------------------

Integrujeme funkci f(x) = x^2*sin(3*x)+3

na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.

Interval delime na 20 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498

Dolni odhad integralu je ... 10.910270

Horni odhad integralu je ... 14.102775
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Geometricky vyznam urciteho integralu

-----------------------------------------

Integrujeme funkci f(x) = x^2*sin(3*x)+3

na intervalu < 0.000000 , 3.141593 >.

Interval delime na 50 casti.

Presna hodnota integralu je ... 12.566498

Dolni odhad integralu je ... 11.916863

Horni odhad integralu je ... 13.196682
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Podívejme se op¥t na zp·sob numerického výpo£tu hodnoty ur£itého integrálu

(stejná my²lenka jako v de�nici).

Uvaºujme nap°íklad vzorec:
b∫

a

f(x) dx ≈
n∑

i=1

f(xi)(xi − xi−1).

Pokud nás zajímá chyba takového vzorce, musíme uvaºovat funkce f , které jsou diferen-
covatelné. Na díl£ím intervalu (xi−1, xi) potom dostáváme

xi−1 xi

f

Pro odvození chyby aproximace op¥t pouºijeme Taylor·v rozvoj:

f(x) = f(xi) + (x− xi) · f ′(ξi), ξi ∈ (xi−1, xi).
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Po integraci odvodíme chybu na²eho vzorce:

xi∫
xi−1

f(x) dx = f(xi)hi +
1

2
[ (xi − xi)

2︸ ︷︷ ︸
=0

− (xi−1 − xi)
2︸ ︷︷ ︸

h2
i

]f ′(ξi) = f(xi)hi −
1

2
h2
i f

′(ξi).

Po se£tení p°es v²echny díl£í intervaly:

b∫
a

f(x) dx =
n∑

i=1

[
f(xi)hi −

1

2
h2
i f

′(ξi)

]
=

n∑
i=1

f(xi)hi︸ ︷︷ ︸
ná² vzorec

− 1

2

n∑
i=1

h2
i f

′(ξi)︸ ︷︷ ︸
chyba vzorce

.

Výraz pro chybu je²t¥ zjednodu²íme.

P°edpokládejme, ºe je f ′(x) spojitá a krok h je ekvidistantní, tj. ∀i : hi = h.

n∑
i=1

−1

2
h2
i f

′(ξi) = −1

2
h2

n∑
i=1

f ′(ξi).

x0 x1 x2 x3 x4 x5ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5ξ

f ′(ξ1)
f ′(ξ2)

f ′(ξ3)

f ′(ξ4)

f ′(ξ5)

n∑
i=1

f ′(ξi)

n
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Pr·m¥r hodnot leºí mezi minimální a maximální hodnotou

min
i

f ′(ξi) ≤

n∑
i=1

f ′(ξi)

n
≤ max

i
f ′(ξi)

Ze spojitosti f ′(x) ⇒

∃ξ ∈ (a, b) : f ′(ξ) =

n∑
i=1

f ′(ξi)

n

Pro chybu potom dostaneme

−1

2
h2

n∑
i=1

f ′(ξi) = −1

2
h2 n f ′(ξ) = −1

2
h2 b− a

h
f ′(ξ) = −1

2
(b− a) f ′(ξ)︸ ︷︷ ︸

c

h.

Pro ekvidistantní krok h dostaneme:

b∫
a

f(x) dx = h
n∑

i=1

f(xi)− c h.

Poznámka:
Úloha numerického výpo£tu ur£itého integrálu je dob°e podmín¥ná
(narozdíl od numerického derivování).

Diskrétní p°ípad

Tak jako derivaci funkce odpovídá pojem diference posloupnosti, tak ur£itému integrálu
odpovídá sumace posloupnosti.

De�nice:

�íkáme, ºe posloupnost {bn} je sumací posloupnosti {an}, platí-li

an = △bn ∀n = 0, 1, . . .

Pí²eme:
bn = △−1an ⇔ an = △bn.
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P°íklad: Najd¥te sumaci posloupnosti f(xn) = n.

Zadaná posloupnost je polynom prvního stupn¥, sumací musí být polynom 2. stupn¥, tj.:

△−1n = an2 + bn+ c.

Koe�cienty a, b, c stanovíme z podmínky:

△(an2 + bn+ c) = n.

△(an2 + bn+ c) = a△n2 + b△n+ c△1 =

= a
(
(n+ 1)2 − n2

)
+ b ((n+ 1)− n) + c · 0 = 2an+ a+ b = n+ 0.

Platí, pokud
2a = 1 a a+ b = 0.

⇒ a =
1

2
a b = −1

2
.

Záv¥r: △−1n =
1

2
n2 − 1

2
n+ c.

Poznámka:

Pojem sumace má význam p°i stanovení sou£tu sn prvních n+1 £len· posloupnosti {an}.

Posloupnost £áste£ných sou£t·: sn = a0 + a1 + . . .+ an

⇒ sn+1 = a0 + a1 + . . .+ an + an+1

△sn = sn+1 − sn = an+1

⇒ sn = △−1an+1

153


