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Motivace

Na iteracnim principu je zaloZeno velké mnozstvi metod at’ z oblasti
numerické matematiky, tak z celé fady dalSich oblasti matematiky.

Vezmeéme si napfiklad polynom n-tého stupné:

anx"+ap_1x" '+ +ax+a=0,a¢cC,k=0,1...,n, a, #0.
Polynom ma pravé n kofent v C pocitame-li je i s jejich nasobnosti.
Dikaz podal Jean-Robert Argand (1806).
UvaZujme nejjednodussi pripady:

e linearni rovnice ax+b=0

o

ma fedeni x; = —7 v
e kvadraticka rovnice ax2+bx +c=0
. _ o .y .
mé fedeni xqp, = V2243 (Bapylonané 2000 let pf.nl) v
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Motivace

e kubicka rovnice ax3+ bx2+cx+d=0 ma feseni, kde

_3[( be P d d B be)? c _ ®»\®_
X1_\/(6az_27a3_2a)+\/(2a+27a3 @) +(ﬁ 9a2)

x3=... Niccolo Tartaglia, Scipione del Ferro (okolo 1500)

e kvarticka rovnice ax*+bx3+cx?+dx+e=0 matedeni
X1234="-. Gerolamo Cardano, Lodovico Ferrari (1540)

e pro polynom stupné n>5 ax"+a,_1x" ' +...+ax+a; =0

bylo dokazano, ze obecné nelze feSeni spocitat pomoci
konecného poctu krokt pomoci operaci +, —, -, / a
libovolné odmocniny VELas N

Paolo Ruffini (nekompletni 1813), Niels Henrik Abel (1824) X
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Motivace

Priklad 1 Hledani kofent polynomu  P(x) = (x — 1)".

Implementace v Matlabu (napfiklad pro n = 4)

polynom=poly ([ 1 1 1 1 ])
koreny=roots (polynom)

polynom = 1 -4 6 -4 1

koreny =

1.000223371630863e+00

9.999999706778071e-01 + 2.233423015147889e-041
9.999999706778071e-01 - 2.233423015147889e-041
9.997766870135252e-01
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Metody reseni nelinearnich rovnic

Priklad 2 Najdéte kladné feseni rovnice x2 + x — 2 = 0.

e 1. zplsob:
Ulohu Ize Fesit pouzitim vzorce pro feSeni kvadratické rovnice
—b+ Vb? —4ac
X12 = 23

v naSem pripadé vyjde:

1+vird 2 1+3 | 1
2.1 T2 T L,

X12 =

Odpovéd’: Kladné feSeni rovnice je o = 1.

Tento vypocet patii mezi pfimé metody, tj. teoreticky po koneéném

poCtu operaci nalezneme presné reseni. Je tieba si uvédomit, ze

jen pro nékteré problémy mame k dispozici vzorec a Ize je feSit pfimo.
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Metody feSeni nelinearnich rovnic
e 2. zpUsob:
pro feSeni mizeme pouzit néjakou iteracni metodu
jak vypada graf funkce y = x>+ x—27?

1 2
y:<x+2> -1-2
—_———

X2 +x+%

vrchol odpovida bodu, ve kterém

je funkéni hodnota minimalni, tj.

prox=—}jef(—%)=-225

Princip iteracnich metod spocivéa v konstrukci posloupnosti
pribliznych feseni tak, aby presné reSeni bylo limitnim pfipadem.
Musime zadat pocatecni aproximaci a iteraCni postup néjakym
zplsobem ukongit (po koneéném poctu krok).
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Bolzanova véta:

Pro redlnou funkci f predpokladejme:
o fje spojitd na uzavieném intervalu (a; b),
e f(a)-f(b) <O.
Potom na (a; b) existuje aspon jedno feSeni rovnice f(x) = 0.

Y

fla)f--

FB)|--mmmmm oo '
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda ptuleni intervalu (bisekce)

Algoritnus:

Q@ Zaddmee>0,a,b

Q@ s=(a+b))2

© Je-li f(s) = 0, pak x = s, KONEC

Q Je-li f(s) # 0, pak
je-lif(a)-f(s) <0,pak b=s

jinak a=s

@ Je-lib—a>e, pakjdina?2)

jinak x = (a+ b)/2, KONEC
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2 10
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1
f(x)=x"2+x-2 10
8
6
4
2
0
-2
0 0.5 1 1.5 2 25 3
| krok | a | b \ s | f(a) | £f(b) | £ (s)
| 0 ] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |

u]
]
I
ul
it
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

f(x)=x"2+x-2 10
8
6
2
0
2
| krok | a | b
| 0 | 0.0000 | 3.0000
| 1 ] 0.0000 | 1.5000

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

s I f(a)
1.5000 | -2.0000
0.7500 | -2.0000

10.0000
1.7500

[ 1.7500 |
| -0.6875 |
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2 10
8
6
Al
2
0
2 ‘
0 0.5 1 1.5 2 25 3
| krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s)
| 0 | 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1
f(x)=x"2+x-2 10
8
6
Al
2
0
2
0 0.5 1 1.5 2 25 3
|krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s)
| 0 ] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 3] 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1
f(x)=x"2+x-2 10
8
6
Al
2
0
2
0 0.5 1 1.5 2 25 3
|krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s)
| 0 ] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 3] 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
| 4] 0.9375 | 1.1250 | 1.0313 | -0.1836 | 0.3906 | 0.0947 |
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1
f(x)=x"2+x-2 10
8
6
Al
2
0
2
0 0.5 1 1.5 2 25 3
|krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s)
| 0 ] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 3] 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
| 4] 0.9375 | 1.1250 | 1.0313 | -0.1836 | 0.3906 | 0.0947 |
| 5] 0.9375 | 1.0313 | 0.9844 | -0.1836 | 0.0947 | -0.0466
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda prosté iterace

Algoritnus:
@ Zadame xg € (a;b),e >0
Q Xk = p(xk)
Q Je-li [xki1 — Xk| < e,
pak x = xx.1, KONEC
jinak jdi na 2)
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a =zast.

X" 2+x-2=0
X"N2=2-x
x=sqrt (2-x)
tJ. phi (x)=sgrt (2-x)
| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) |

18
16
14

08
0.6
04

02

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)

podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)|<0.1

X" 2+x-2=0
x"2=2-x 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tJ. phi (x)=sgrt (2-x) 12
1
08
| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | 06 !
————————————————————————————————— 04 :
| 0 | 1.500000 | | 02 !
o .
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)|<0.1
X" 2+x-2=0
x"2=2-x 2
18
x=sqrt (2-x) 6
14
tJ. phi (x)=sgrt (2-x) 12
1
08
| krok | x (k) | x(k)-x(k=-1) | 06 ! !
_________________________________ 04 1 |
1 I
| 0 | 1.500000 | | 02 ! !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | 0 - +
0 0.5 1 15 2
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1
X" 2+x-2=0
X"N2=2-x 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tJ. phi (x)=sgrt (2-x) 12 .
1 : 1
08 1 1
PR
| krok | x (k) | x(k)-x(k=1) | 06 ! ! '
_________________________________ 04 1 1 |
1 1 I
| 0 | 1.500000 | | 02 ! ! !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | 0 ¢ - -
| 2 | 1.137055 | 0.429948 | 0 05 1 15 2
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1
X" 2+x-2=0
x"2=2-x 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tJ. phi (x)=sgrt (2-x) 12 .
1 ! <
08 1 1 1
B i
| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | 06 o !
_________________________________ 04 [ B |
1 1 1 I
| 0 | 1.500000 | | 02 Lo !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | 0 -~ —4 -
| 2 | 1.137055 | 0.429948 | 0 05 1 15 2
| 3 | 0.928949 | -0.208106 |
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a =zast.
x"2+x-2=0
XN2=2-x
x=sqrt (2-x)

tJ. phi (x)=sgrt (2-x)

| krok | x (k) | x(k)-x(k=1) |
| 0 | 1.500000 | |
| 1 | 0.707107 | -0.792893 |
| 2 | 1.137055 | 0.429948 |
| 3 | 0.928949 | -0.208106 |
| 4 | 1.034916 | 0.105968 |

18
16
14

08
0.6
04

0.2

b - — - — =

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
podminku

|x(k)-x(k—-1)]<0.1

b - — = - — =+ -

.

b - m k-

b — - ——— -
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

X" 2+x-2=0
X"N2=2-x

x=sqrt (2—

X)

tJ. phi (x)=sgrt (2-x)

.792893
.429948
.208106
.105968
.052529

.500000
.707107
.137055
.928949
.034916
.982387

podminku

18
16
14

08
0.6
04

0.2

b - — - — =

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a =zast.

|x(k)-x(k—-1)]<0.1

1
N
i

— A== D

i
i
[N
i
(RN
i
066

b — - ——— -

1
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Newtonova metoda (metoda tecen)

Algoritnus:

@ Zadame xg € (a;b),e >0

f
Q Xir1 =Xk — f/(())((';))

Q Je-li |Xk1 — Xk| < &,
pak x = xx.1, KONEC
jinak jdi na 2)
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

fr (x)=2*xx+1;

'R R ———

0.5 1 15 2 25 3 35

| 0 | 3.00000000 | |

u]
]
I
ul
it
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

fr (x)=2*xx+1;

'SR R —

0.5 1 15 2 25 3 35

| 0 | 3.00000000 | |
| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |

u]
]
I
ul
it
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

fr (x)=2*xx+1;

'SR R —

0.5 1 15 2 25 3 35

| 0 | 3.00000000 | |

| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |
| 2 | 1.07881773 | 0.49261084 | 0.24266544 |
o = = = =
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

f(x)=x"2+x-2

£7 (x)=2#x+1;

Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku

'SR R —

[x(k)-x(k-1)[<0.1

05 1 15 25 3 35
| krok | x (k) [ x(k)-x(k-1) | f(x(k)) |
| 0 | 3.00000000 | |
| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |
| 2 | 1.07881773 | 0.49261084 | 0.24266544 |
| 3 | 1.00196737 | 0.07685036 | 0.00590598 |
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Zastavovaci podminky

Iteracni proces musime néjakym zpusobem ukoncit.

Mudzeme pouzit nékterou z nasledujicich podminek:
@ pocet krokd metody N
@ délka intervalu (a; b) v daném kroku b—a<e
@ absolutni hodnota funkéni hodnoty v bodé x; If(xk)| < e
@ vzdéalenost dvou poslednich iteraci xx a xx—1  |Xk — Xk—1| < ¢
° ...

Jakou pouzit podminku pro danou metodu?
Kdy zafunguje dana podminka?
Jaka je souvislost zastavovaci podminky a presného reseni?

J. Dangk (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 23.1.2026
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Konvergence

@ b—a<e (Bisekce)

a Sy S3 S s1 b

(b—a)-(%)k<a

b—a _ ok pf.: Kolik je tfeba iteraci na zmenseni
€ intervalu na {5 ptvodni délky?
b—a
k= ['ng w k = [log, 100] = | ‘&1 —7

@ |xx — xxk_1| <e (Metoda prosté iterace, Newtonova metoda, . ..)

« ... presné Teseni T Tp—1  Tp—2

Ty Q... presné feSeni Th—1 Th—2
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Konvergence

Posloupnost iteraci bude konvergovat, pokud se iterace zahust'uji.

[Tk — x| [Zero — o]

- \ 7~ N

L Lk+1 Lk+2
Pro kazdé k (> k) musi platit:

X2 = X1 | < [Xi1 — Xl-

V metodé prosté iterace pouzivame iteracni formuli xx.1 = p(xk), tj.

lo(Xic1) — (X | < X1 — Xl

Po vydéleni |xx.1 — Xx| # 0 dostaneme

lo(Xkr1) — o(Xk)|
| XK1 — Xk|

<1 (%)
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Konvergence

(%) je splnéno, pokud je ¢ = ¢(x) kontrakce (ma omezeny rust), tj.

lp(X) — e(y)|
Ix =yl

<g<1 Vx,yel

5
=
1
|
|
1
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
1

8
< R
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Konvergence

V metodé prosté iterace hledame pevny bod.
Pfesné feSeni o musi splfiovat rovnost o = ¢p(«).

~ :
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Konvergence

Pokud by byla funkce ¢ = ¢(x) konstantni =
= metoda prosté iterace najde presné resSeni v jedné iteraci:

X1 = ¢(Xp) = konst. = p(a) = «

¢(a)

/
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Odhad chyby

@ Pro metodu puleni intervalu ... zfejmé.
@ Pro metodu prosté iterace:
e Mame konvergentni proces Xk = p(Xk—1), k=1,2,...
e Presné feSeni a spliuje vztah o = p(«), k|l_>r'r;o Xk = «
e Po odecteni dostaneme Xk — a = p(Xk_1) — p(a)
. (X — ol = [e(Xk-1) — p(a)|
o v je kontrakce ’(,D(Xk,1) — (p(Oé)| <q- |Xk,1 — Oz‘ —
e Dale pouzijeme A nerovnost:
[Xk—1 — af = |[Xk—1 — Xk + Xk — af < [Xk—1 — Xk| + [X —a

Dostaneme: |xx —a| < q-|Xk_1 — Xk| + G- |Xk — @]
(1-q)-xx—al <q- X1 —xl /- 515>0

Xk —al < 325 X1 — X
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Odhad chyby

Priklad 3 Uvazujme iteracni formuli

Xk+r1 =099x+1, x=0

rust funkce vyjadruje koeficient v linearnim ¢lenu = q = 0,99

. 0,99 _
odhad chyby: |xx — «a| < 7-0.99 [Xk—1 — Xk| = 99 |Xk—_1 — Xk|

[ k| x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |

| 0 | 0.000000 | |

1 1.000000 | 1.000000 |

|2 1.990000 | 0.990000 | 0.990000

| 3 2.970100 | 0.980100 | 0.990000

| 4 | 3.940399 | 0.970299 | 0.990000

| 5 | 4.900995 | 0.960596 | 0.990000

| 6 | 5.851985 | 0.950990 | 0.990000

| 7 6.793465 | 0.941480 | 0.990000

| 8 | 7.725531 | 0.932065 | 0.990000

| 18 | 16.548624 | 0.842943 | 0.990000

| 19 | 17.383138 | 0.834514 | 0.990000

| 20 | 18.209306 | 0.826169 | 0.990000
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Odhad chyby
Jaky je odhad chyby xog ?

’Xgo — a| < ﬂ |X20 — X19| =99 |X20 — X19| =99-.0,826169 = 81.8
1-0,99
90+ i
o i presné feseni o :
| a=099 a+1
| 0,01 -a=1
40+ |
30 : o = 100
10+ Hmm :

. 1 I 1 I I 1 1 1 I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Odhad chyby

Priklad 4 Uvazujme iteracni formuli  x,,1 =01x+1, x =0

rust funkce vyjadruje koeficient v linearnim ¢lenu = g = 0,1

. _ 1
odhad chyby: X — af < =57 [Xk—1 — Xk| = g [Xk—1 — Xk
Ik x (k) | dx (k) =x (k) =x (k=1) | dx (k) /dx (k=1) |
[0 | 0.000000 | | I
[ 1 | 1.000000 | 1.000000 | I
|2 | 1.100000 | 0.100000 | 0.100000 |
|3 1.110000 | 0.010000 | 0.100000 I
|4 | 1.111000 | 0.001000 | 0.100000 |
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Odhad chyby

Jaky je odhad chyby x4 ?
0,1 1 1

—a| < —X3| = = [Xs—x3| = =-0,001 =1,1107* ~ 1
’X4 a| =7 071 ‘X4 X3’ 9 ’X4 X3| 9 0,00 s 0 0,000
121 /
A
s b __ o . e ,
//; o presné reseni «::
S
/ o a=01-a+1
| O
- o a=yg=11
/ | 1] |
2t | o
L .
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Newtonova metoda v komplexnim oboru

Algoritmus Newtonovy metody muzeme pouzit pro feSeni rovnice v C.

Newtonovou metodou feste v komplexnim oboru rovnici

Priklad 5 .
LERRIAN( )" BO) 23_1=07 sz+|y
lteracni formule: 81
Zk+1 = Zk — >
3z
Uloha ma 3tegeni: 1, -3+ %3, —1—3i

Volbou konkrétni pocate¢ni aproximace ze Ctverce (—2;2) x (—2;2)
dostaneme jedno uvedenych feseni.

PocCéatecni aproximace obarvime podle:
@ toho, ke kterému feSeni dospéjeme
@ podle poctu iteraci potfebnych k rozhodnuti

Ziskame fraktalovou strukturu.
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Newtonova metoda v komplexnim oboru
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Newtonova metoda v komplexnim oboru

J. Danék (KMA FAV ZCU) 23.1.2026 43/157



Newtonova metoda v komplexnim oboru

2
Jo, T4 5 86 . 25

611 16057 357
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Uloha na vlastni &isla

S ulohou na vlastni Cisla se setkame v aplikacich pfi feSeni celé fady

s v

technickych a fyzikalnich problému. Vlastni Cisla hraji dulezitou roli
napfiklad u iteraénich metod pro feSeni soustavy linearnich rovnic.
Rozhoduji o konvergenci pfislusné iteraCni metody.

Definice: A je &tvercova matice fadu n. Cislo A, pro které ma soustava
Av=)Xv resp. (A-Al)v=0

nenulové feSeni, se nazyva vlastni ¢islo matice A,
jemu odpovidajici nenulové feSeni v vlastni vektor matice A.

Homogenni soustava méa nenulové feSeni < matice je singularni,
tj. jeji determinant je nulovy.

Vlastni Cisla A1, Ao, ..., Ay jsou kofeny charakteristické rovnice
pa(A) = det(A — Al) = 0.
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Uloha na vlastni &isla

Piiklad Ur&ete vlastni &isla a vlastni vektory matice A = { —1 =2 ]

0)\1:—1,V1:[2):|

Avi = —1.
Avy = \vy - - -
1 =81 [1]__4.[1 ‘
0o 2 0| 0
1
0)\2:2,V2:|:_1:|
AVQ:)\ZVQ . A ,
Vo = Z- V3

REREINARY
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Uloha na vlastni &isla

Charakteristicky polynom je stupné n = 3 nvlastnich Cisel.

Ke kazdému vlastnimu Cislu \; existuje alespon jeden vlastni vektor v;.

Jak bylo feceno, v fadé problémd je dalezité urcit tzv. dominantni
vlastni Cislo, tj. vlastni Cislo, které je nejvétsi v absolutni hodnoté.
Ulohu urgit dominantni vlastni &islo nazyvame éasteénym

problémem a jednou z metod, ktera jej feSi je mocninna metoda.

Pfedpoklady pro mocninnou metodu:

@ A ma n-linearné nezavislych vlastnich vektoru
@ existuje jediné dominantni viastni Eislo
© vlastni &isla Ize sefadit: | M| > [Ao| > [A3] > -+ > |Agl.
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Mochinna metoda

Algoritmus:

@ Zvolime nenulovy vektor y(©.
@ Sestrojime posloupnost yk+1) = Ay k=0,1,...
© Vybereme v absolutni hodnoté nejvétsi slozku vektoru yk+1)

a vydélime ji stejnou slozkou vektoru pfedchozi iterace y(*)
k-1

yj( +1)

L
yj( )

a uréime iteraci A(*T) =

© lterujeme dokud neni spinéna podminka \/\ng) — )\gk)\ < e.
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Mocninna metoda
Naznak odvozeni:

@ Zvolime y(© jako linearni kombinaci vlastnich vektort
VO = aqvq + apva + - + apvi.
© Sestrojime posloupnost
0 = Ay gy (0 Aky(O),
v = a1 Afvq + aAfv, + -+ ARy,
© Plati Av; = \v;, proto

@ Vytkneme dominantni vlastni &islo v y(¥) a analogicky v y(k+1)
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Mochinna metoda

900 20 1
Priklad Uréete dominantni vlastni &islo matice A = 20 500 30
1 30 100
| k| y(1)_k | y(2)_k \ v(3)_k Il lambda_k |
| 0O | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
[ 1 | 9.210000e+002 | 5.500000e+002 | 1.310000e+002 || 921.0000000 |
| 2 | 8.400310e+005 | 2.973500e+005 | 3.052100e+004 || 912.0857763 |
| 3 | 7.620054e+008 | 1.663913e+008 | 1.281263e+007 || 907.1158338 |
| 4 | 6.891455e+011 | 9.882011e+010 | 7.035006e+009 || 904.3840077 |
| 5 | 6.222144e+014 | 6.340402e+013 | 4.357249%9e+012 || 902.8781109 |
| 6 | 5.612654e+017 | 4.427701e+016 | 2.960060e+015 || 902.0450147 |
| 7 | 5.060274e4+020 | 3.345262e+019 | 2.185582e+018 || 901.5830307 |
| 8 | 4.560959e+023 | 2.691242e+022 | 1.728164e+021 || 901.3264854 |
| 9 | 4.110263e4+026 | 2.262997e+025 | 1.436285e+024 || 901.1839104 |
[10 | 3.703777e+029 | 1.957860e+028 | 1.233554e+027 || 901.1046393 |
vlastni ¢isla z MATLABu: [ 97,76221 501,23249 901,00529 ]
Poznamka:

Abychom zamezili pfeteeni (podte&eni) je vhodné vektor y(*) normovat.
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Mochinna metoda

3 1 1
Priklad Urcete dominantni vlastni ¢islo matice A=| —1 1 0
0 0 1
| k| y(1)_k | v(2)_k v(3)_k || lambda_k |
| 0 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |
| 1 | 5.000000e+000 | 0.000000e+000 | 1.000000e+000 || 5.0000000 |
| 2 | 1.600000e+001 | -5.000000e+000 | 1.000000e+000 || 3.2000000 |
| 3 | 4.400000e+001 | -2.100000e+001 | 1.000000e+000 || 2.7500000 |
| 4 | 1.120000e+002 | -6.500000e+001 | 1.000000e+000 || 2.5454545 |
| 5 | 2.720000e+002 | -1.770000e+002 | 1.000000e+000 || 2.4285714 |
| 10 | 1.638400e+004 | —-1.331300e+004 | 1.000000e+000 || 2.2068966 |
| 50 | 8.556839e+016 | -8.219069e+016 | 1.000000e+000 || 2.0402685 |
[100 | 1.914152e+032 | —-1.876123e+032 | 1.000000e+000 || 2.0200669
[200 | 4.836884e+062 | —-4.788675e+062 | 1.000000e+000 || 2.0100167 |
[300 | 9.187032e+092 | -9.125921e+092 | 1.000000e+000 || 2.0066741 |
[1000| 1.608334e+304 | -1.605120e+304 | 1.000000e+000 || 2.0020007 |
, vlastni ¢isla z MATLABu: [ 2 2 1 ] a pouze 2 vlastni vektory
Poznamka:

Pfi nesplnénych predpokladech odvozeni miize byt konvergence pomala.
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Mochinna metoda

110
Priklad Urcete dominantni vlastni ¢islo matice A= | 0 2 0
0 0 3

| k| y(1)_k | y(2)_k | v(3)_k | 1s | 2s| 3s|

| 0 | 2.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 | | |

[ 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 3.000000e+00 | 1.5000000 | 2 | 3 |

| 2 | 5.000000e+00 | 4.000000e+00 | 9.000000e+00 | 1.6666667 | 2 | 3 |

[ 3 1 9.000000e+00 | 8.000000e+00 | 2.700000e+01 | 1.8000000 | 2 | 3 |

| 4 | 1.700000e+01 | 1.600000e+01 | 8.100000e+01 | 1.8888889 | 2 | 3 |

| 5 ] 3.300000e+01 | 3.200000e+01 | 2.430000e+02 | 1.9411765 | 2 | 3 |

| 6 | 6.500000e+01 | 6.400000e+01 | 7.290000e+02 | 1.9696970 | 2 | 3 |

| 7 ] 1.290000e+02 | 1.280000e+02 | 2.187000e+03 | 1.9846154 | 2 | 3 |

| 8 | 2.570000e+02 | 2.560000e+02 | 6.561000e+03 | 1.9922481 | 2 | 3 |

| 9 | 5.130000e+02 | 5.120000e+02 | 1.968300e+04 | 1.9961089 | 2 | 3 |

[10 | 1.025000e+03 | 1.024000e+03 | 5.904900e+04 | 1.9980507 | 2 | 3 |
, vlastni ¢isla z MATLABu: [ 3 2 1 ] vi =[0,0,1]7

Poznamka:
Pro déleni je nejlépe vybirat maximalni slozku vektoru v abs. hodnoté,
zejména v situaci, kdyz ma vlastni vektor nekteré slozky nulové.
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Mochinna metoda

4 -3 2

Priklad Urcete dominantni vlastni ¢islo matice A=| 0 2 0

0 4 6
[k | y(1l)_k | vi(2)_k | v(3)_k || lambda_k |
| 0 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 | 1.000000e+00 || \
| 1 | 3.000000e+00 | 2.000000e+00 | 2.000000e+00 || 3.0000000 |
| 2 | 1.000000e+01 | 4.000000e+00 | 4.000000e+00 || 3.3333333 |
| 3 | 3.600000e+01 | 8.000000e+00 | 8.000000e+00 || 3.6000000 |
| 4 | 1.360000e+02 | 1.600000e+01 | 1.600000e+01 || 3.7777778 |
| 5 | 5.280000e+02 | 3.200000e+01 | 3.200000e+01 || 3.8823529 |
| 6 | 2.080000e+03 | 6.400000e+01 | 6.400000e+01 || 3.9393939 |
| 7 | 8.256000e+03 | 1.280000e+02 | 1.280000e+02 || 3.9692308 |
| 8 | 3.289600e+04 | 2.560000e+02 | 2.560000e+02 || 3.9844961 |
| 9 | 1.313280e+05 | 5.120000e+02 | 5.120000e+02 || 3.9922179 |

viastniéisla: [ 6 4 2 1 vy =[1,0,1]T, v =[1,0,0]7, v3 = [1,2,2]"
L, yO:O-v1+0,5-v2+0,5~v3
Poznamka:

Pokud ve zvolené pocate¢ni aproximaci yp neni obsazen vlastni vektor vy,
mocninna metoda nevypocte dominantni vlastni ¢islo \;.
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Mocninna metoda 3 3 0
Priklad Uréete dominantni vlastni éislo matice A=| 0 4 2
0 0 1

[k | y(1)_k | v(2)_k | v(3)_k | lambda_k |

| 0O | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 || |

| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |

vlastnigisla: [ 4 3 1 1 vy =1[3,1,0]", v, =[1,0,0]7, v = [3,-2,3]"
Poznamka: Yo=16-vi—5-1+03 v

Pfedpoklady metody jsou spinény i ve zvoleném pocatecnim vektoru yo
je obsazen vlastni vektor vq, pfesto metoda skonéi v nespravné hodnoteé.
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Mochinna metoda

3 3 0
Priklad Urcete dominantni vlastni ¢islo matice A= | 0 4 2
0 0 1
| k| y(1)_k | y(2)_k \ y(3)_k || lambda_k |
| 0O | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 | 1.000000e+000 ||
| 1 | 6.000000e+000 | 6.000000e+000 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 2 | 3.600000e+001 | 2.600000e+001 | 1.000000e+000 || 6.0000000 |
| 3 ] 1.860000e+002 | 1.060000e+002 | 1.000000e+000 || 5.1666667 |
| 4 | 8.760000e+002 | 4.260000e+002 | 1.000000e+000 || 4.7096774 |
| 5 ] 3.906000e+003 | 1.706000e+003 | 1.000000e+000 || 4.4589041
| 6 | 1.683600e+004 | 6.826000e+003 | 1.000000e+000 || 4.3102919
| 7 | 7.098600e+004 | 2.730600e+004 | 1.000000e+000 || 4.2163222 |
| 8 | 2.948760e+005 | 1.092260e+005 | 1.000000e+000 || 4.1540022 |
[ 9 | 1.212306e+006 | 4.369060e+005 | 1.000000e+000 || 4.1112400 |
vlastnigisla: [ 4 3 1 1 vy =1[3,1,0]", v, =[1,0,0]7, v = [3,-2,3]"
Poznamka: Yo=16-v1 -5 +03-v,

V posloupnosti pfibliznych feseni vysly dva po sobé jdouci ¢leny stejné.
Nejedna se ovSem o limitu posloupnosti pfibliznych reSeni !
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Posloupnost v komplexnim oboru

Opét budeme uvazovat iteracni predpis, tentokrat v komplexnim oboru.
Konkrétné se zameéfime na rekurentni predpis:

O R Zp,c€C
pro zadana komplexni Cisla z; a c.

O tom, zda iteracni predpis konverguje ¢i diverguije,
rozhoduje konkrétni volba z; a c.

Nasleduje nékolik pfikladl pro rizné volby.

Posloupnost v
komplexnim oboru
by Josef Dansk

vykresli N iteraci zadané
posloupnosti v komplexnim oboru

pro testovani jdi na https://matlab.kma.zcu.cz =~ ==
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Posloupnost v komplexnim oboru
2=0; ¢=03+03i

Gaussova rovina
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Posloupnost v komplexnim oboru
2=0; ¢=-0,6+03i

Gaussova rovina

0.3396 —

0.2064 —

0.0732 —

-0.06 - —

-0.6 -0.4 -0.2 0
Re
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Posloupnost v komplexnim oboru
2p=0; ¢=-06+04

Gaussova rovina

0.2827 —

0.1013

-0.08 - ] -

-0.7256 -0.4838 -0.2419 0

Re
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Posloupnost v komplexnim oboru

0.4962

0.2424

-0.0114

2o = —0,01i; ¢= 0,12+ 0,75i

Gaussova rovina

r "
_— o
.@go
r ~
~_
\\
~
~_
~ ~_
~
\\
~
~ \\
~_
~_
™~ ~
~__
1 1 1 1
-0.6681 -0.4449 -0.2216 0.0016
Re
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Posloupnost v komplexnim oboru
Zo=-02;, c=i

Gaussova rovina
T T T T

21924 - Zs B

o
\\\\ /f ]

\ O\ /
\\ \\\\ ° Zy
Im DIVERGUJE \ \
N
\ \
1.0322 - \\ \\ \ B

\\
\
-2.6446 - \ .

-6.9428 -4.6152 -2.2876 0.04
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Posloupnost v komplexnim oboru
Zo=—0,4—025i; ¢=0,4—0,5i
Gaussova rovina
T T T T
6.8865 — °7; -
’/
/
/
4.1276 - “‘/ -
Im DIVERGUJE
e
1.3686 — — -
e
o N Zy j&
1.3003 |- T d
-1.5I277 -0A1‘215 1.2;46 2.6:.‘)07
Re
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Juliovy mnoziny

Stale uvazujeme iteraCni predpis v komplexnim oboru:

Zpiq = Z2 + C, Zn,ceC
Zp ... reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné
¢ ... lib. zvolena konstanta, ktera je pro konkrétni obrazec stejna

Juliova mnozina J={z € C: nI|_>rTC1><> |Zn| # oo}

P¥i praktickém pocitani mame k dispozici pouze konecny pocet iteraci,
ze kterych musime usoudit, zda posloupnost konverguije Ci nikoliv.
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Juliovy mnoziny

Prahovy polomér divergence:
Pokud 3n € N : |z,| > r(c) = max{|c|, 2}, potom posloupnost diverguje.

Dikaz:
|za| >2 a |zp| > || = Fe>0:|zy|=2+¢

Dale pouzijeme A nerovnost:
25l =|zf +c—cl <z +cl+lcl = |z+cl =]z~ |c|
Potom
(Zn11] = |25 + ¢l = |25] = |c| = |zf* — |c] = |znl? — | zn| =
=lzpl - (|zn] = 1) > |zn| - (1 +€) > 2+ 2=
V kazdé iteraci vzroste hodnota alespon o faktor (1 + ¢),
tj. po k dalsich krocich o faktor (1 + &) =z, diverguje
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Juliovy mnoziny

Vykresleni
- urCime oblast v komplexni roviné
(vzhledem k prahovému poloméru konvergence)
—2<Rez<2, -2<Imz<2
- zvolime konstantu ¢ a diskretiza¢ni krok
- postupné pro kazdy bod z; pocitame podle iteracni formule
Znt1 = Z/% +c
- jestlize |z,| pfekroCi hodnotu max{|c|,2} fekneme,
ze posloupnost diverguje

- pokud po zadaném poctu iteraci neprekroCi |z,| hodnotu
max{|c|,2}, rozhodneme, Ze posloupnost konverguje

- body v komplexni roviné obarvime podle toho zda posloupnost
konvergovala Ci divergovala
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Juliovy mnoziny

¢ =—0,097 — 0,64872i
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Juliovy mnoziny

¢ =—0,504 + 0,50197i
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Juliovy mnoziny

¢ = 0,37688 + 0,21646i
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Juliovy mnoziny

¢ = —0,3555 — 0,62008i
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Juliovy mnoziny

¢ = 0,060124 — 0,62423i
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Juliovy mnoziny

¢ = —0,7515 — 0,072i
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Mandelbrotova mnozina

Opét i zde pouzijeme iteracni predpis:
Zoi| = 22 4= &, Zn,ceC

ov§em zde volime pocatecni hodnotu zy = 0
c ... reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné

Mandelbrotova mnozina M= {ceC: nIi_)m |Zn| # oo}
(e.9]

Mandelbrotova mnozina je pouze jedna, na rozdil od Juliovych mnozin,
kde pro kazdou volbu konstanty ¢ € C dostaneme jinou mnozinu.

Vykreslime znovu naoblasti —2 <Rez <2, -2<Imz<?2
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Mandelbrotova mnozina
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Mandelbrotova mnozina
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Mandelbrotova mnozina
Detail na oblasti —0,65 <Rez < —-0,42, 0,51 <Imz < 0,74
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Deterministicky chaos (xa0¢)

Deterministicky chaos - na prvni pohled slova s protichtidnym obsahem

Edward Norton Lorenz (23.5.1917 - 16.4.2008) (otec chaosu)

Americky matematik (Harvard) a meteorolog (MIT). Pfi studiu model pocasi objevil, Ze pocasi
se ne vzdy chova podle pfedpovédi. Mala odchylka v po¢ate€nich hodnotach v jeho pocitaovém
modelu pocasi méla za nasledek velké rozdily v chovani pocasi. Tato citliva zavislost na
pocate¢nich podminkach se stala znamou jako motyli efekt.

@ Vylucuje prediktabilitu (dlouhodobéjsi)

@ Deterministické chovani - ve zdanlivé chaotickych systémech (turbulence, stoupajici
kour) existuje skryty fad. Je mozné stanovit, jaké priciny vedly k danému pozorovanému
nasledku (vétsinou je to vSak mozné pouze dodate¢né - a posteriori)

@ Sobépodobnost - urcita vlastnost se zachovava nezavisle na méritku, bjevuje se urcity
fad ve zdanlivém chaosu; graficky znazornéna vlastnost sobépodobnosti . . . fraktal

@ Samoorganizace - naptiklad pohyb ryb v hejnu; kazdéa ryba se Fidi tremi jednoduchymi
lok&lnimi pravidly:  soudrznost hejna, zafazeni a oddéleni

Je prekvapujici, jak komplikované kolektivni chovani z téchto 3 jednoduchych pravidel
vychazi. Neexistuje zadny globalni plan pohybu nebo perspektiva a neexistuje zadny
vudce hejna (podobné chovani mravenc).
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Deterministicky chaos
pro testovani jdi na

Hra Zivot https://matlab.kma.zcu.cz

function zivot (A,p,q,N);

% trivialni podoba hry ZIVOT

% A ... zadana binarni matice

% 1 ... ziva bunka Hra Zivot
% 0 ... mrtva bunka [y feecians
% okoli bunky [i,]]:

% [i+1,3-11 [i+1, J 1 [i+1,j+1

% (i,3-11 041, 371 [ 41 ,3+1] trivialni podoba hry ZIVOT
% [i-1,3-11 [i-1, 3 1 [i-1,3+1

% p ... min pocet bunek v okoli pro zachovani zivota

% g ... max pocet bunek v okoli pro zachovani zivota version 1.0

% N ... max pocet iteraci

Puvodni matice A 1. iterace 2. iterace

o=

KMA FAV zZCU)


https://matlab.kma.zcu.cz
https://matlab.kma.zcu.cz

Deterministicky chaos

Opét uvazujeme iteraCni predpis pouzity u Mandelbrotovy mnoziny:
omezime se na redlny obor R:  Zp1 =22 +¢, ZpCER

a déle volime po€ateCni hodnotu 2z =0 a ce(-2;0)

J. Dangk (KMA FAV ZGU)
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Deterministicky chaos

Zna1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala

- 1j. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

c=0
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Deterministicky chaos

Zna1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:

- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

c=-05
0t
-0.05 ‘
ni
015 |
02 ‘
025} | £
oal ||
035 “M‘/‘\ﬁf "
04 H ‘w‘ i
045 UL
0% 10 20 30 40 50
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Deterministicky chaos
Znp1=22+c¢, 2Z=0
Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik riznych voleb konstanty c:

- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

c=-1

NI w ]\\“ﬂ“\ 1| i
wilH
> “Mm\m I
»o«H‘HwHu w,wwmm

T
os\“\u‘ | WH\HWHHHM
06 Hm“H‘“‘HHHHHHMH‘HHW“M
) HH“H‘HHH‘H \‘HHH\ ‘HH‘W\H
' W‘HHU w T \‘HH i
os \HH HH\ n HHM
1] U”\M i

0 10 20 30 40 50

J. Danék (KMA FAV ZCU) 23.1.2026 81/157



Deterministicky chaos
Zna1=22+c¢, 2Z=0
Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:

- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

’c: -1,3 |
T
o‘\THH‘T‘M‘WH “M\”W ‘T
5 M ‘H‘\“\”‘H\“‘ W w
04\‘\“““\\\”‘\‘”\“ M \H\“‘w”‘\“\‘\\“\‘”“‘
06“ H“HH\‘H‘HHMHH‘ HH“H [Hm
MU
: ‘\\M“““”‘\ “M‘H‘MH\‘\\H\M‘”“H\‘u
: ill llully i‘” l‘“;

0 10 20 30 40 50

J. Danék (KMA FAV ZCU) 23.1.2026 82/157



Deterministicky chaos
Zna1=22+c¢, 2Z=0
Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:

- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

= —1,575
1
ST
sl || | \‘ “\
| ‘
N O
\“\ \"‘\ ,H\ 1 M‘ \T\\‘ 1| |
05\\“ Il I /m‘ M|
- \ H \M\MM f |
I VR VY A
: IR IR
Y I L Y I I
18 Lol
2
0 10 20 30 40 50
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Deterministicky chaos
Zna1=22+c¢, 2Z=0
Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:

- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

= 1,577

0 T I
(I T I (T
O 1 1 1
T 1 A 4

AN Ly wmw‘
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|- i\ j“\ | ‘\

NI I AR T
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Deterministicky chaos

2
Zn+1 = Zn + C,

Zo=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

J. Dangk (KMA FAV ZGU)
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Deterministicky chaos

Zna1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

| \ N
ot
L
| o]
\‘H\‘\H\HN ‘\‘WHM‘H‘T\‘M\
| I i Il Il |
(T
- I R
RIRRUERRER
| | | | | |
L

0 10 20 30 40 50
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Deterministicky chaos
Zna1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala
- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny

c=—1,995

15 \ \ \
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1 A | ¥ | *
T
STV T

AL ]

L IR
H W Sl )
SO
IR Y |

J. Danék (KMA FAV ZCU) 23.1.2026 87/157



Deterministicky chaos

Znp1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik riznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala

- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny
c=-2
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Deterministicky chaos
Zna1=22+c¢, 2Z=0

Sledujme posloupnost iteraci pro nékolik rdznych voleb konstanty c:
- pro ¢ € (—2;0) posloupnost nedivergovala

- tj. tyto body patfily do Mandelbrotovy mnoziny
c=—2,001

; «10'83
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Deterministicky chaos
- pro ¢ € (—2;0) vypocteme prvnich 1000 iteraci dané posloupnosti

- pro kazdou hodnotu c vykreslime do grafu poslednich 50 iteraci
- tj. pokud byly hodnoty stejné, vykresli se jako jeden bod
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Deterministicky chaos

J. Danék (KMA FAV ZC
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Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos




Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos

c=-176
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Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos
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Deterministicky chaos
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Méreni délky pobrezi
Jak Ize zmérit délku pobrezi?

Pomoci mfizky:

@ vytvofime mfizku (Ctvercovou) s urcitou
velikosti ¢tverce

@ obarvime ty Etverce, ve kterych lezi jak
pevnina, tak more

@ délka je dana poctem obarvenych étvercl
X jejich pocet (strana, Uhlopficka)

Pomoci kruzitka:

@ nastavime délku méfidla (kruzitko)

@ zacneme v jednom krajnim bodé

@ urcujeme dalsi bod pobrezi, ktery lezi
pravé tak daleko od predchoziho

@ délka je souctem vzdalenosti ziskanych
bodl, tj. jejich pocet x délka méfidla
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mensi budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobrezi |

Clenitost pobrezi charakterizuje necelogiselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |

Clenitost pobrezi charakterizuje neceloéiseln dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site

pokud mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
zvoleny ctverec ma stranu delky 20.000 km

pocet oznacenych ctvercu je 6

celkova delka je 6 x 20.000 = 120.000 km
(soucin poctu ctvercu a delky jeho strany)

120,000 km

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA.zcu.cz 23.1.2026 103/157



Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site

pokud mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
zvoleny ctverec ma stranu delky 10.000 km

pocet oznacenych ctvercu je 13

celkova delka je 13 x 10.000 = 130.000 km
(soucin poctu ctvercu a delky jeho strany)

130,000 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site

pokud mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
zvoleny ctverec ma stranu delky 5.000 km

pocet oznacenych ctvercu je 33

celkova delka je 33 x 5.000 = 165.000 km
(soucin poctu ctvercu a delky jeho strany)

165,000 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site

pokud mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
zvoleny ctverec ma stranu delky 2.500 km

pocet oznacenych ctvercu je 67

celkova delka je 67 x 2.500 = 167.500 km
(soucin poctu ctvercu a delky jeho strany)

167,500 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mensi budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobrezi |

Clenitost pobrezi charakterizuje necelogiselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 30 km

pocet namerenych usecek je 3.5003

celkova delka je 3.5003 x 30 = 105.009 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

105,009 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 20 km

pocet namerenych usecek je 5.3500

celkova delka je 5.3500 x 20 = 107.000 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

107,000 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 10 km

pocet namerenych usecek je 10.9014

celkova delka je 10.9014 x 10 = 109.014 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

109,014 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 5 km

pocet namerenych usecek je 24.2236

celkova delka je 24.2236 x 5 = 121.118 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

121,118 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 3 km

pocet namerenych usecek je 42.9718

celkova delka je 42.9718 x 3 = 128.915 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

128,915 km
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Méreni délky pobrezi

Richardsonutv efekt

Cim mens&i budu mit méfidlo tim vétsi naméfime délku pobiezi |
Clenitost pobrezi charakterizuje necelociselna dimenze.

Mereni delky pobrezi pomoci kruzitka

necht mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km
nastavena delka v kruzitku je 1.5 km

pocet namerenych usecek je 186.6667

celkova delka je 186.6667 x 1.5 = 280 km
(soucin poctu usecek a jeji delky)

280,000 km
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Méreni délky pobrezi

Pobrezi - mfizka
by Josef Dangk

méfeni délky pobrezi

version 1.0

Délka pobresi
pomocikrutita

Pobiezi - kruzitko
by Josef Dangk

méfeni délky pobrezi

version 1.0

pro testovani jdi na https://matlab.kma.zcu.cz

J. Danék (KMA FAV ZCU)

www.KMA. zcu.cz 23.1.2026

114/157


https://matlab.kma.zcu.cz
https://matlab.kma.zcu.cz
https://matlab.kma.zcu.cz

Kochova krivka

Uvazujeme nasledujici fraktalovou strukturu:

0) nejprve uvazujeme UsecCku délky jedna
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Kochova krivka

1) prostfedni tretinu UseCky nahradime dvéma stejné velkymi
UseCkami, takze s plvodni ¢asti tvofi rovnostranny trojuhelnik
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Kochova krivka

2) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustale opakujeme
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Kochova krivka

3) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustale opakujeme
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Kochova krivka

4) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustale opakujeme
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Kochova krivka

5) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustale opakujeme
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Kochova krivka

Otazka: Jak dlouha je lomena ¢ara ?

Pro délku v jednotlivych krocich dostavame:
0) Na pocatku: 1 useCka o délce jedna
1) Po 1. kroku: 4 GseCky o délce 1/3

2) Po 2. kroku: 16 UseCek o délce 1/9

3) Po 3. kroku: 64 usecek o délce 1/27

n) Po nkrocich: 4" useCek o délce 1/3"
Limitni pfechod:

i 1\" n
celkova délka lomené Caryje  lim 4. <> = lim <> =00
n— oo 3

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA.zcu.cz 23.1.2026 121/157



Kochova krivka

Jak velky obsah vymezi Kochova kfivka nad pavodni Useckou:

0) nejprve uvazujeme UsecCku délky jedna
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Kochova krivka

1) prostfedni tfetinu UseCky nahradime dvéma stejné velkymi
Useckami, takze s puvodni €asti tvofi rovnostranny trojuhelnik
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Kochova krivka

2) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustéle opakujeme
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Kochova krivka

3) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustéle opakujeme

A/\‘A A/\‘A
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Kochova krivka

4) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustéle opakujeme

J} Lt. At} EAL
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Kochova krivka

5) nad kazdou stranou této lomené Cary provedeme stejnou operaci
a neustéle opakujeme

...ﬂ.ﬂ.ﬁ- -t.ﬁ.t‘.
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Kochova kfivka
Otazka: Jaky obsah vymezi lomena ¢ara nad useckou ?

Pro obsah plochy v jednotlivych krocich dostavame:

0) Na pocatku zadny obsah

1) Po 1. kroku pfibude 1 trojuhelnik o strané 1/3

2) Po 2. kroku pfibude 4 trojuhelniky o strané 1/9
3) Po 3. kroku pfibude 16 trojuhelniku o strane 1/27

n) Po n krocich pfibude 4" trojuhelnikud o strané délky 1/3"

obsah rovnostranného trojuhelnika o strané a je

S —1a V—la @a—@az
AT T T Ty
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Kochova krivka

Otazka: Jaky obsah vymezi lomend ¢ara nad Useckou ?

Limitni pfechod pro celkovy obsah plochy pod lomenou ¢arou:
0o 2n 00 n 00 n
n-1 \/§ 1 ﬁ n 1 \FB 4
R 2 — YR a2 ) = 22 =

soucet nekonecné geometrické fady s kvocientem q = g a prvnim clenem V3

36
= 36 T4 =35 5= o — 008660254

Ol

Zavér: Objekt ma kone¢ny obsah, ale nekoneény obvod !
Poznamka: Podobné je tomu v pfipadé mérfeni délky pobrezi.
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka
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Kochova vilocka

Kochova kfivka Kochova vilocka
by Josef Dank by Josef Dansk

vykresli Kochovu kfivku vykresli Kochovu viogku
version 1.0 version 1.0

pro testovani jdi na https://matlab.kma.zcu.cz
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Fraktalni dimenze kfivky

- uvazujeme mérfeni délky pomoci méfidla délky r

- aproximace délky kfivky je dana poctem krok( méfidla podél
kfivky (N) vynasobené délkou méfidla E(r) =N -r

- pro hladkeé kfivky konverguje E(r) pro r — 0. ke kone¢nému Cislu
... délce kfivky ... dimenze je 1
(staci popsat pouze vzdalenost od néjakého pevného bodu)

- pro fraktaly E(r) diverguje k +oo = dimenze je vétsi nez 1
- chceme najit hodnotu Dy takovou, Ze

N - rP+ je koneéné nenulové &islo

Dy ... fraktalni dimenze kfivky (Hausdorfova dimenze)
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Fraktalni dimenze kfivky

Pror — 0y aN — comaplatit (0 < c < o0):

N-rPv=c¢c / log
log(N - rP#) = log c
log N+ Dylogr =logc

Dy — log c — log N
log r
logN —logc logN logc
Dy = 8 1Og = og1 o8 (IOgC =0 pror—>0+)
log + log+  logr log r
log N
Dy = lim o8

r—04, N—oo |og17
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Fraktalni dimenze kfivky

pro Kochovu kfivku:

1 n
s , oA e s . 1
v n—tém kroku jsme méli 4" usecCek o délce (3>

=N ~——
=r

logN ! log4”  log4

Dy= lim

= = = =1,2619
N—»oor—0; log 1 PR log3" log3 ———

(necelociselna hodnota dimenze)
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Fraktalni dimenze kfivky

Priklad jiné fraktalové struktury - Cantorovo diskontinuum:

0)

1)

5)

nejprve uvazujeme UsecCku délky jedna

prostredni tretinu Usecky vypustime

nad kazdou Useckou provedeme stejnou operaci

nad kazdou Useckou provedeme stejnou operaci

nad kazdou UseCkou provedeme stejnou operaci

nad kazdou UseCkou provedeme stejnou operaci
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Fraktalni dimenze kfivky

pro Cantorovo diskontinuum:

) , . . ] 1"
v n—tém kroku jsme méli 2" Usecek o délce (—)
N~~~ 3
=N ——

=r

n n
celkova délka lomené Cary je  lim 2" <1) = lim <E> =0
n—o0 3 n—oo \ 3

Du—  lim log N — im log2" _ log2 |
H N—ocor—04 Iog17 n—oo log 3" Iog3

= 0,6309
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Fraktalni dimenze kfivky

pro Cantorovo diskontinuum jsme naznacili 5 iteraci (aproximaci)

@ mnozina samotnd je limitnim pfipadem pro pocet iteraci — oo

@ jak si ji mame predstavit?

@ na pomysiném nekone¢ném radku je jen ,roztrouSeny prach”

@ Cantorovo diskontinuum neobsahuje zadny souvisly interval

@ pro zapis Cisel pouzijme trojkovou soustavu (cifry 0, 1 a 2)
Cisla z intervalu (0;1) v trojkové soustavé (O, ......... )3
0=(00);=0-3" 1=(01),=1-3" 2=(0,2);=2-3""

0

W[ =+
[RIENE 3
=

@ v 1. iteraci jsme vyhodili prostfedni tfetinu, tj. Cisla,
jejichz prvni Cislice v trojkové soustavé za ¢arkou je 1
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Fraktalni dimenze kfivky

@ v 2. iteraci jsme ze zbyvajicich tfetin vyhodili prostfedni tfetinu,
tj. vSechna Cisla, jejichz druha Cislice (v trojkové soustave) je 1
@ v n-té iteraci z jednotkového intervalu vyhazujeme Cisla,
jejichz n-ta Cislice je 1
@ iteracni postup tedy postupné pozira Cisla, jejichz zapis v trojkové
soustaveé obsahuje nékde Cislici 1
@ zustanou ¢isla, jejichz trojkovy zapis neobsahuje zadnou jednicku
napf. (0,200202202222020002),4
(a takové snadno Ize nakreslit na Ciselnou osu)

@ ackoliv je vysledna délka rovna 0, pocet bodu, ktery Cantorovo
diskontinuum obsahuje, je nekone¢né mnoho

@ je jich presné tolik, kolik bylo &isel v pavodnim intervalu (0;1)
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Dékuji za pozornost.
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