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Motivaéni priklady

Motto: “Hodime to do pocitaCe a dostaneme vysledek”

Otazky:
@ Jaky je vysledek?
@ Dobry?
@ Spatny?
@ Proc?

Priklad 1
100000

> {5 = 10000
k=1

J. Danék (KMA FAV ZCU)

s=0;

h=single (1/10);

for i=1:100000
s=s+h;

end;

s = 9.9985566e+03

www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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Motivaéni priklady

Aritmetika s n-platnymi ciframi s uzitim zaokrouhlovani nebo fezani

napf. = 3,1415926535897932...
v aritmetice na 5 platnych cifer :
se zaokrouhlovanim 7~ 3,1416

s fezanim m~ 3,1415

J. Danék (KMA FAV ZCU)

www.KMA.zcu.cz
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Motivaéni priklady

Priklad 2

Urcete f(300) a g(300) pomoci aritmetiky se 6-ti platnymi ciframi
Anim:- _ _ X
se zaokrouhlovanim: f(x) = x(vVx+1—+v/x)a g(x) = =

. VXHI+VX _ X(XH1-x)
Plati: - x(vVx+1-VX)- 5007 = Varievk = Vo ivi

£(300) ~ 300(v/301 — v/300)
—  300(17,3494 - 17,3205) = 300 - 0,0289
_  8,67000
~ 300
9(300) ~ &5 aes
_ 300 _ 300
- 17,34944+-17,3205 — 34,6699
_  8,65304

Pfesny vysledek je 8,653049162609 ...

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu. cz 15.12.2023
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Motivaéni priklady

Priklad 3
UrCete P(2,19) a Q(2,19) v aritmetice na 3 platné cifry s zaokrouhlo-
vanim: P(x) =x3 -3x2+3x—-1a Q(x) = ((x —3)x +3)x — 1
Plati: ((x —3)x+3)x —1=((¥*-3x+3)x —1=x3-3x2+3x 1
P(2,19) 2,19°-3.2,192+3-2,19- 1
— 10,5-3-4,80+3-2,19- 1
— 10,5-14,4+6,57-1=1,67

Q

Q(2,19) ~ ((2,19-3)2,19+3)2,19-1
= (-0,81-2,19+3)2,19-1=(-1,77 + 3)2,19 - 1
= 123-2,19-1=2,69-1=1,69

Presny vysledek je 1,685159 ...
(pro P(2,19) je chyba 0,015159, pro Q(2,19) je chyba -0,004841 )
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Motivaéni priklady

Priklad 4 Regeni kvadratické rovnice ax2+bx+c=0, a#0

. e . C e - 2_4
Pro nezaporny diskriminant ma rovnice feseni  xy o = W.

Lze pouzit alternativni formuli (pro ¢ #0) xqjp= — 26
ep (p 7é ) 1,2 7b$\/m

2¢c . —bt b274ac' 217 —bty/b2—4ac  —b++/b2—4ac

T _bp/bP_dac —bi\/PP—dac 2  [PP—(bP—dac) L za

X1,2

Uvazujeme rovnici s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.
Kofeny rovnice pak jsou x; =~ 1971,605916 a x, ~ 0,05077069387.

V aritmetice se 4 ciframi dostaneme pro diskriminant D = b? — 4ac
D =98,78% —4.0,05010 - 5,015 = 9757 — 0,2004 - 5,015 = 9756
VD =+Vb2 —4ac = 98,77

Standardni formule: Alternativni formule:
Xy, — 98.78198.77 _ 1972 1003 _ J 1003 !
2= 01002 <\ 0,0998 !l X127 %78+98777 | 0,05077

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 7174



Motivaéni priklady

Shrnuti

Ke ztraté prfesnosti mize dochazet pfi
@ odcitani skoro stejnych hodnot
@ scitani nesrovnatelnych hodnot
@ nasobeni velkych Cisel (preteCeni)
@ nasobeni malych &isel (podteceni)
@ déleni malym cislem blizkym nule

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 8/74



Pocitani v konec¢né aritmetice

Ciselné soustavy

Pro zobrazovani Cisel v pocitai neni vhodna desitkova soustava.
Pouziva se dvojkova soustava. Jak prevadime Cisla mezi soustavami?

e zapis v desitkové soustave:
1563 = (1-10%) + (5-102) 4+ (6-10") + (3- 10°)
obecné
N = (ak - 10%) + (ax_1 - 105"y + ...+ (ay - 10") + (&g - 10°)
NeN, a,<{0,1,...,8,9}
e zapis ve dvojkové soustave:
1563 = (1-210) 4 (1-29) 4 (0-28) 4 (0-27) + (0-2°) + (0 - 25)+
+(1-29+(1-2%) +(0-22) +(1-2")+(1-29)

(1563)10 = (11000011011),

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 9/74



Prevod cisla 139.00 z 10-soustavy do 2-soustavy na 8 desetinnych mist
Znamenko

Cela cast

...... 0.00
prevod_cele_casti =
139 : 2 =69 : 2 = 34 2 =17 2 8 2 =4 2 =2 2 =1
1 1 0 1 0 0 0

Cislo 139 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy Jje 10001011.

Zbytky zapiSeme odzadu: (139)19 = (10001011)5.
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Priklad 6 = Prevedte Cislo 1‘—0 z desitkové do dvojkové soustavy.

Prevod cisla 0.10 z 10-soustavy do 2-soustavy na 6 desetinnych mist
Znamenko .........0... +
Cela cast ........... 0

prevod_desetinne_casti =

0.1 » 2 =0.2 %x2=0.4%2=0.8%2=20.6x2=20.2%+2=020.4
0 0 1 1 0

Cislo 0.1 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy Jje 0.000110.

Pokud byl vysledek vétsi nez 1, zapsali jsme jedniCku, Cislo ofizli a
pokracovali dal.

Ve dvojkové soustave jde o periodické Cislo (ma nekonecny rozvoj).
(0, 1 )10 = (07 00011 )2
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Zobrazeni Cisel, strojova Cisla

e lidé pouzivaji desitkovou soustavu
¢ pocCitace dvojkovou

Komunikace s pocitatem

e zadani v 10-soustave

e prevod do 2-soustavy (pocitac)

e vypocet (pocitac)

e zpétny prevod do 10-soustavy (pocitac)
¢ vysledek v 10-soustave

Binarni zlomky Ize vyjadfit jako sumu se zapornymi mocninami dvou
ReR 0<R<A1 dic{0,1}
R=(di-27")+(dh-272)+...+(dh-27") +...
R=(0,dido...dy...)2
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Zapis Cisel
e V desitkové soustavé (védecka notace)
0,000747 = 7,47 -10~*
313,815 =3,13815- 10?

e Strojova Cisla
normalizovand pohybliva fadovéa ¢arka (REAL)
x=+q- 2"
3 <qg<1...mantisa
n...exponent

e Pfedpokladame, ze pocita¢ zobrazi ¢islo na nejblizsi Cislo,
které Ize zobrazit, v pfipadé shody na vétsi.

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 13/74



Pocitani v konec¢né aritmetice

Priklad 7

Sestrojte vSechna strojova Cisla s mantisou délky 4 a exponentem
v rozsahu od -3 do 4, ij.

x=q-2" kdeq=0,didrd3dy ne{-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

g\n -3 -2 -1 0 1
0.1000, | 0,0625 0,125 0,25 0,5 1
0.1001, | 0,0703125 0,140625 0,28125 0,5625 1,12
0.1010, | 0,078125 0,15625 0,3125 0,625 1,25 2,5 5 10
0.1011, | 0,0859375 0,171875 0,34375 0,6875 1375 2,75 55 11
0.1100, | 0,09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6 12
1,6
1,7
1,8

2 3 4

2 4 8
5 225 45 9

0.1101, | 0,1015625 0,203125 0,40625 0,8125 25 325 65 13
0.1110, | 0,109375 0,21875 0,4375 0,875 5 3,5 7 14
0.1111, | 0,1171875 0,234375 0,46875 0,9375 75 375 75 15

1

0.5 -

ol

-0.5 A

1 L L L L L L L L
-2 o 2 4 6 8 10 12 14 16

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 14/74



Priklad 8

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.100000
Cislo B = 0.200000
Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4
cislo zapis obrazu obraz
A = 0.10000000 0.1101 x 27-3 0.10156250
B = 0.20000000 0.1101 x 27-2 0.20312500
obrazA+obrazB=
0.30468750 0.1010 x 27-1 0.31250000
A+B= 0.30000000 0.1010 x 27-1 0.31250000
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Priklad 9

Zobrazeni souctu cisel A a B v zadane mnozine strojovych cisel
s mantisou delky M a exponentem v rozsahu od Exp_min do Exp_max

Cislo A = 0.300000
Cislo B = 0.166667
Pocet cisel mantisy M = 4

Rozsah pro exponent: od -3 do 4
cislo zapis obrazu obraz
A = 0.30000000 0.1010 x 27-1 0.31250000
B = 0.16666667 0.1011 x 27-2 0.17187500
obrazA+obrazB=
0.48437500 0.1000 x 270 0.50000000
A+B= 0.46666667 0.1111 x 2~-1 0.46875000
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Poznamka

V predposlednim pfikladu 8 se shodoval obraz pfesného vysledku
s obrazem souctu obrazu jednotlivych s¢itancu.

V poslednim prikladu 9 se obraz pfesného vysledku s obrazem
souctu obrazu jednotlivych s¢itancl neshodoval !

Chyba vypoctu v poslednim pfikladu 8:

7 o 14—-15 1 —_
1—0,10002-2— 30 ——%——0,03
Relativné: 1
ag 1
30 _ _
j_ﬁ_7,14% n

-
]
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Presnost pocitaCe

@ Vymezime-li pro mantisu 24 bitl, ziskame 7 desetinnych mist
(224 = 16777 216).

@ Vymezime-li pro mantisu 53 bitt, ziskame 16 desetinnych mist
(253 = 9007 199254 740 992).

Zakladni formaty

’ Format H Bytes ‘ Bitd pro mantisu ‘ Bit( pro exponent
Single 4 24 8
Double 8 53 11

https://en.wikipedia.org/wiki/Single-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format

Pocitani v konec¢né aritmetice

Priklad 10 S jakou chybou zobrazime ve formatu SINGLE &islo

19
10

Pro mantisu je vyhrazeno 24 bitl, proto

2 =0,00011, ~ 0,11001100110011001100 1100, - 2~3
Chyba zobrazeni je 0,1100, - 2727(= ;- 2724) ~ 5,96 - 10~°.

. 100000 .
Pokud poCitame 11—0 = 9998, 55664, musi byt chyba vétsi nez
k=1

100000 - 5,96 - 10~ = 5,96 - 10—2.

Ve skute€nosti je chyba jesté vétsi, nebot v pribéhu vypoctu suma

Vo Vv s s v 1 . . v v s .
roste a pozdéji pficitana Cisla 15 jsou oproti sumé mensi a jsou tedy
pocitany s mensi presnosti (viz nasledujici priklady).

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Ptiklad 11 Zobrazte ve forméatu SINGLE &islo 10 000.

Prevod cisla 10000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 0 desetinnych mist
Cela cast ........... 10000
Desetinna cast ...... 0.000000

prevod_cele_casti =
10000 : 2 = 5000 : 2 = 2500 : 2 = 1250 : 2 = 625 : 2 = 312 : 2 =

: : : 9 :2=4:2=2:2-=1
0 0 1 1 1 0

Cislo 10000 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10011100010000.

(10000)10 = (10011100010000), = 0,1001110001, - 2

(10000)10 ~ 0, 1001 1100 0100 0000 0000 0000, - 2™

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 20/74



Pocitani v konec¢né aritmetice

Priklad 12 Segtéte ve formatu SINGLE &isla 10000 a ;.

10000 ... 0,100111000100000000000000 - 24
0,1 ... 0,110011001100110011001100 - 273
0,1 po SHIFTu ... 0,000000000000000001100110 - 2'

=(01100110), - 224 . 214 = (64 + 32+ 4 +2) - 2710 =

= %2 = 0,099609375

10000 + 0,1 ... 0,100111000100000001100110 - 24

Cislo 10000 je zobrazeno presné.
Chyba zobrazeni 0,1 po SHIFTU je {5 — #%& = 3,90625 - 104

Shrnuti: 10000 + 0,1 — vysledek s chybou 3,90625 - 10—*
(v sumeé z motivacniho prikladu jde o jeden krok)

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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Pocitani v konecné aritmetice

Podrobnéjsi analyzou ziskame graf s vyCislenou chybou,
resp. absolutni hodnotou chyby.

6

—Vyvoj chyby v pribéhu sgitani
——Vyvoj abs. hodnoty chyby v priibéhu séitani
1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k x10%

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 22/74



Pocitani v konec¢né aritmetice

Nasledujici obrazek ukazuje SHIFT exponentu mensiho sc¢itance
v pribéhu sumace.

R S T i ________T_____
20+ 7
I

151 7
10 7

51 ——Vyvoj SHIFTu v pribéhu séitani| |

- —-Pocet bitl mantisy
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k x10%
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Poznamky
@ Pokud pouzijeme format DOUBLE, dostaneme presnéjsi vysledky,
ovSem v principu bude situace obdobnd, pouze se nepresnosti
projevi pozdeéji.
@ Existuji postupy, jak eliminovat chybu pfi sumaci, napf.
https://en.wikipedia.org/wiki’/Kahan_summation_algorithm

Znazornéni Cisel ve formatu SINGLE

0,1 [efoli [T+ s o+ ] FICTOTH oo oo o e A oo ol
10000 \;\1\0\0\0\*|1\°|;\°|°\1\1\‘|°|°|°|1l°|°\°|°\°|°|°|°\°|°\°|°\°|?\
10000,1 \302[1[o\o[o\1|1\0|20A\0|o\1|1]1|0|0|0|1|o|o\o|o|o|o|o|1|1|o\o|1|1|?]
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Pocitani v konec¢né aritmetice

Priklad 13 Urcete S = 10000 + 7 + e v aritmetice na 6 platnych ¢islic.

v dané aritmetice se zaokrouhlovanim plati: 7 ~ 3,14159, e ~ 2,71828
10000 + 7 ~ 10003,1 10003,1 + e~ 10005,8 tj. S~ 10005,8

Presn&: S~ 10000 + 3,14159 + 2,71828 = 10 005,85987 ~ 10 005,9

Kahanuv algoritmus

function out = kahanova_sumace (x);
a = x(1); % prubeéZny soulet
e = 0; % chyba vypoctu
for 3 = 2:length(x)
b =x(j) + e; % korigovany scitanec
s = a + b; % odhad souctu
e =Db - (s - a); % chyba souctu
a = s;
end;
out=a

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 25/74



Pocitani v konec¢né aritmetice

Kahandv algoritmus

x = [10000, 7, €]
kahan(x)

a = 10000
e=0

for
b
s
e
a

end;

]

out=a;

function out = kahan (x
a = x(1);
e = 0;

= 2:length (x)
x(3) + e;

a + b;

b - (s - a);
Sy

)i

b=3,14159 + 0

s = 10000 + 3,14159 = 10003,1

e =3,14159 - ( 10003,1 - 10000 ) =
=0,04159

a=10003,1

J. Danék (KMA FAV ZCU)

b=2,71828 + 0,04159 = 2,75987
s =10003,1 + 2,75987 = 10005,9

e =2,75987 - ( 10005,9 - 10003,1 ) =

=-0,04013
a=10005,9

out =

www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Absolutni a relativni chyba

@ x ... teoreticka (presna) hodnota
@ X ... aproximace
Absolutni chyba: E=X—X = |X=x+¢

e=|X—x|

Relativni chyba (x £0): § — [(X=x)|_ absolutni chyba

|x| ~ presna hodnota
NaPL° 13,1418 — 3,1415| = 0,0003 0.0008 = 0,000
31418 — 31415/ =3 31975 = 0,0001
(Absolutni chyby) (Relativni chyby)
Plati: s=X2X o [5-x(1+40)

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Priklad 14 Vypocet hodnoty funkce kosinus pro argument blizky 7.

Zadej hodnotu argumentu x (blizke pi/2) = 1.57078
Zadej hodnotu male zmeny (perturbace) h = 0.00001
Absolutni chyba (na vystupu)

cos(xth) = 0.00000633

cos(x) = 0.00001633

cos (x+h) - cos(x) = -0.00001000

Absolutni chyba (na vstupu)
(x+h) - x = h = 0.00001000
Relativni chyba (na vystupu)
( cos(x+h) - cos(x) ) / cos(x) = -0.612490

Relativni chyba (na vstupu)
( (xth) - x ) / x = 0.00000637

Pomer Absolutni chyby na vystupu a na vstupu 3je 1.00000000

Pomer Relativni chyby na vystupu a na vstupu je 96208.717628
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Predchozi problém byl Spatné podminény, protoze mala relativni
zmeéna vstupnich dat zpusobila velkou relativni zménu vystupnich dat.
Ukazme teoreticky: x =~ 5, h> 0... mala perturbace (chyba)

absolutni chyba:
cos(Xx + h) — cos(x) = —2sin 2"2”7 sin ’27 —2sin X g =—h-sinx~ —h

relativni chyba: | cos(x+h)—cosx

Ccos X

}—hsinx’ — |

ey — h-tan x| =~ oo

= mald zména x na vstupu vyvola velkou relativni zménu na vystupu
a to nezavisle na pouzité metodé vypoctu

[relativni chyba na vystupul|

cislo podminenosti = [relativni chyba na vstupul|

Pro pouzita data vyslo &islo podminénosti % = 0,96 - 10°

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 29/74



Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Podminénost ulohy fesit SLAR

Uvazujme soustavu Ax =Db , kde A = [a” a12], b= [21], X = [
2

do1 a2
Oznaceni:
AA ... malad zména matice A
Ab ... mald zména vektoru b
AXx ... odpovidajici zména vektoru neznamych
X* ... pfesné feSeni soustavy Ax = b

Pro pozménéna data plati: (A+AA)(X* + Ax) =b + Ab
Potom ¢Cislo podminénosti:

u“m
x* xX*
Co= Ab=0), Cp= AA =0
p=Jaa[ (BP=0:  Go=app | )
1Al b]

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023
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Priklad 15

X = e —
+y=3 N y=3-x
X—y=1 y=x-1
feSeni: x* =2, y* =1

«O> < Fr <

>

<

>

(mala relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich dat)
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Ptiklad 15 'Ukazka dobre podminéné Glohy

(mala relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich dat)

zména pravé strany

XHy=3|  y=8-x lxiy=81]_ y=381x
X—y=1 X—y=12
feSeni: x* =2, y* =1 feeni: x* =2,15, y* = 0,95

4

g

2

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Ptiklad 15 'Ukazka dobre podminéné Glohy
(mala relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich dat)

zména matice

X4y =31 y=8ox [aptty=3 ] y=%GE-x)
X_y:1 1,2X—y:1
feSeni: x* =2, y* =1 feSeni: x* =177, y* = 1,12

4

g

2
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Pfiklad 16 Ukazka Spatné podminéné tlohy
(mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich dat)

xX+y=2
x+11y=21

y=2-—x
=

feSeni: x* =1, y* =1

3

25

2

15

1

0.5

0

\

-0.5

-1

-1
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Pfiklad 16 Ukazka Spatné podminéné tlohy
(mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich dat)
zména pravé strany

X+y=2 y=2-x x+y=21 y=21-x
Xx+11y=21" x+11y=23"

feSeni: x* =1, y* =1 feSeni: x* =01, y*=2
3 3R

28 N 25 \\

5 ) N\ 1

15 \\ 15 \\

1 1 \\\

= 05 \»;\

o] 0 \\\

0.5 05 \\'\,
g 0 1 2 3 X 0 1 2 ;
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Pfiklad 16 Ukazka Spatné podminéné tlohy
(mala relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich dat)
zména matice

X+y=2 y=2-x X+y=2 y=2-x
= =
x+11y=21 X+ 105y = 2,1
feSeni: x* =1, y* =1 feSeni: x* =0, y* =2

3 3
25 25\

5 \ 5 N '
15 \ 15 \

1 \ 1

05 05
0 S 0
05 . -0.5
-1 -1
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

f(x)—f(x)

f(x)

X—x
X

_ _|rel. zmé&na feSeni|
cond = | rel. zména vstup. dat] —

@ Stabilita algoritmu je analogicka s podminénosti tlohy.
Algoritmus je stabilni, je-li vysledek relativné malo citlivy
na chyby vzniklé béhem vypoctu.
@ Presnost vysledku je blizkost vypocteného a presného feseni.
@ Stabilita algoritmu sama o sobé negarantuje presnost.

@ Presnost zavisi na stabilité algoritmu stejné tak jako na
podminénosti problému.

stabilita algoritmu + dobra podminénost ulohy =
= presnost vysledku
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Vratme se k pfikladu 4, ve kterém jsme fesili kvadratickou rovnici
ax® + bx + ¢ = 0 s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.

Uloha najit kofeny této kvadratické rovnice je dobfe podminéna,
nebot’ pro relativni chybu na vstupu 0.001 doslo k relativni chybé
na vystupu nejvySe ve stejnych fadech (Cislo podminénosti =~ 1).

Pripomenme vysledky dvou rtiznych vzoreckl (algoritma)
v aritmetice se 4 ciframi.

, _ o 1972
Standardni formule ~ x; p = —2EV a0 _ 98’7&98’77—{

2a ~ 0,1002 0,0998 !
ivni _ 2c _ 1003 _ J 1003 !
Alternativni formule  xq = o das | TBTBFIETT™ { 0,05077

Kazdy z algoritmu byl nestabilni pro vypocet jednoho ze dvou kofend.
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koreny kvadraticke rovnice s koeficienty
a=0.0501; b=-98.78; c=5.015;

x=roots([la b c])

x1l = 1971.605916

x2 = 0.050771

aa=a*1.001
xa=roots ([aa b c])

xal = 1969.636229

xa2 = 0.050771
rel_zmena_vystup=(xa-x)./x
-9.9903e-04

2.5752e-08

bb=b*1.001
xb=roots ([a bb c])
xbl = 1973.577623
xb2 = 0.050720
rel_zmena_vystup=(xb-x)./x
1.0001e-03
-9.9905e-04

cc=c*1.001
xc=roots([a b cc])
xcl = 1971.605865
xc2 = 0.050821
rel_zmena_vystup=(xc-x)./x
-2.5752e-08

1.0000e-03
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Ptiklad 17

)n—2

Pfesné feseni je x, = (1
.000000 5,
.000000
.200000
.040000 3
.008000
.001600
.000320 N
.000064
.000013
.000002 -
.000018 2|
.000363
.007259 "o 5 10 15
.145175
.903496

© oUW N
coocoococor’

e e
N o
1
oo o

—~
o=
S—

N
Il
N
=
N
o=
N
e e
G W
1
v oo

0,04 = 4,04 - 4

A
n}
v
a
a
it
v
a
it
v
it
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Podminénost ulohy a stabilita algoritmu

Obecné reseni diferenéni rovnice  x, = 20,2 x,_1 — 4Xp_2

Reéeni hledame ve tvaru x, = A"

A" = 202 A1 -4 A2 /- A2
A2 = 202A-4
0 = A2-202A+4

VD= /20,22 —4-1-4 = /392,04 = 19,8

20
Ao = 20,23519,8= { o

s v v , n
Obecné fedeni:| x, =c; - 20" + ¢, - (%)

V nasem pripadeé je ¢y = 0.
Vlivem zaokrouhlovacich chyb se stane koeficient ¢; nenulovy
= nestabilni rekurze
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lteracni princip

Na iteraénim principu je zaloZzeno velké mnozstvi metod at’ z oblasti
numerické matematiky, tak z celé fady dalSich oblasti matematiky.

Vezméme si napfiklad polynom n-tého stupné:

anx"+ a,_1x" ' +...+ax+a=0,a¢cC, k=0,1...,n, a, #0.
Polynom ma pravé n kofenl v C pocitame-li je i s jejich nasobnosti.
Dikaz podal Jean-Robert Argand (1806).
Uvazujme nejjednodussi pripady:

e linearni rovnice ax+b=20 ma reSeni xy = —

[Wley

e kvadraticka rovnice ax2+bx+c =0

e _ 2 . .
ma fedeni Xy = W (Babylofiané 2000 let pf.n.l.)
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lteracni princip

e kubicka rovnice ax® +bx2+cx+d=0 ma feseni, kde

2 3
_3(bec _ b _ d d 4 b _ bc c _ P\ _
X1\/<6a2 2783 2a>+\/<2a+27a3 6a2>+(3a 9a2>

xs=... Niccolo Tartaglia, Scipione del Ferro (okolo 1500)

e kvarticka rovnice ax* + bx® +cx®? +dx+e=0 mateseni
X1234=- Gerolamo Cardano, Lodovico Ferrari (1540)

e pro polynom stupné n>5 apx"+a, 1x" ' +...+ax+a=0

bylo dokazano, ze obecné nelze fedeni spocitat pomoci
konecného poctu krokt pomoci operaci +, —, -, / a
libovolné odmocniny vo>reN

Paolo Ruffini (nekompletni 1813), Niels Henrik Abel (1824) X
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Implementace v Matlabu (napfiklad pro n = 4)

polynom=poly ([ 1 1 1 1 ])
koreny=roots (polynom)

koreny =

1.000223371630863e+00
9.999999706778071e-01 + 2.233423015147889e-041

9.999999706778071e-01 - 2.233423015147889%e-041
9.997766870135252e-01

«0O0)» «F» « =) «

it
v
it
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Metody reSeni nelinearnich rovnic

Priklad 19 Najdéte kladné feseni rovnice x2 + x — 2 = 0.

e 1. zplsob:
Ulohu Ize Fesit pouzitim vzorce pro feSeni kvadratické rovnice
. —b+Vb?—4ac
12 =
’ 2a

v naSem pripade vyjde:

1+virda 2 1+3 [ 1
21 R

X12 =

Odpovéd: Kladné feSeni rovnice je o = 1.

Tento vypocet patfi mezi pfimé metody, tj. teoreticky po koneéném
poCtu operaci nalezneme presné rfeseni. Je tieba si uvédomit, ze
jen pro nékteré problémy mame k dispozici vzorec a Ize je feSit pfimo.
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Metody reSeni nelinearnich rovnic

e 2. zplsob:
pro feSeni muzeme pouzit néjakou itera¢ni metodu
jak vypada graf funkce y =x®+x—27?

1 2
y:<x+2> —-1-2
—_———

2 1
Xe+X+3z

vrchol odpovidé bodu, ve kterém

-2 -0.5! 1
|

je funkéni hodnota minimalni, tj.

|
|
|
|
|
|
== 225
v

prox=—}jef(—3)=-225

Princip iteracnich metod spocCiva v konstrukci posloupnosti
pribliznych feSeni tak, aby presné feseni bylo limitnim pfipadem.
Musime zadat pocatecni aproximaci a iteracni postup néjakym
zplsobem ukongit (po koneéném poctu krok).
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Metody reSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu (bisekce)

Algoritnus:

@ Zadamee>0,4,b

Q@ s=(a+b))2

© Je-li f(s) =0, pak x = s, KONEC

Q Je-li f(s) # 0, pak
je-lif(a)-f(s) <0,pak b=s

jinaka=s

@ Je-llib—a> e, pakjdina?2)

jinak x = (a+ b)/2, KONEC
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Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

T TP T =7 T =7 =



Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

|krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s) |
| 0 | 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
T = T




Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

0 05 1 15 2 25 3

| 0] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | =-2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
1| 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |




Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

0 | 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
2 ] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906 |




Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f(x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

| krok| a | b | s | f(a) | £ (b) | f(s) |
| 0 | 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1] 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2 ] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906 |
| 31 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836 |
= e o e -




Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

| krok| a I b \ s I f(a) | f(b) | f(s) |
| 0| 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 7500 |
| 1 1 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 3] 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
| 4 ] 0.9375 | 1.1250 | 1.0313 | -0.1836 | 0.3906 | 0.0947 |
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Metody feSeni nelinearnich rovnic

Metoda puleni intervalu pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
na intervalu <0,3> a zastavovaci podminku b-a<0.1

f(x)=x"2+x-2

| krok| a I b \ s I f(a) | f(b) | f(s) |
| 0] 0.0000 | 3.0000 | 1.5000 | -2.0000 | 10.0000 | 1.7500 |
| 1 1 0.0000 | 1.5000 | 0.7500 | -2.0000 | 1.7500 | -0.6875 |
| 2] 0.7500 | 1.5000 | 1.1250 | -0.6875 | 1.7500 | 0.3906
| 3] 0.7500 | 1.1250 | 0.9375 | -0.6875 | 0.3906 | -0.1836
| 4 ] 0.9375 | 1.1250 | 1.0313 | -0.1836 | 0.3906 | 0.0947 |
| 51 0.9375 | 1.0313 | 0.9844 | -0.1836 | 0.0947 | -0.0466
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Metody reSeni nelinearnich rovnic

Metoda prosté iterace

Algoritnus:
@ Zadame xg € (a;b),e >0
Q X1 = p(xk)
Q Je-li X1 — Xk| <,
pak x = xx.1, KONEC
jinak jdi na 2)
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

x"2+x-2=0
XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tj. phi (x) =sqgrt (2-x) 12
1
08
| krok | x (k) | x(k)-x(k=-1) | 06
T T 04
02
0

«O>» «F»r «
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

X" 2+x-2=0

XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tj. phi (x) =sqgrt (2-x) 12
1
08
| krok | x (k) I x(k)-x(k=-1) | 06 )
T T 04 :
| 0 | 1.500000 | | :
02 M
o o

it
it
it
N
¥l
Q
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

X" 2+x-2=0

XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tJ. phi (x)=sqrt (2-x) i
1
08
| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | o fmmmmm S .
T T 04 : :
| 0 | 1.500000 | | s ! :
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | . ! !
[ 0.5 1 15 2
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

x"2+x-2=0

XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
t3. phi (x)=sqgrt (2-x) 12
1 1 1
1
08 1 1
| krok |  x(k) | x(k)-x(k-1) | 06 AR i
- - 04 i ro
|0 | 1.500000 | [ o | P
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | . R N N
| 2 ] 1.137055 | 0.429948 | . o ; v s
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

x"2+x-2=0

XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tJ. phi (x)=sqgrt (2-x) 12
1 1 1
08 : 1 _I
| krok |  x(k) | x(k)-x(k-1) | 06 PN
- - 04 oo
| 0 | 1.500000 | | 0 P !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | . Lo !
| 2 | 1.137055 | 0.429948 | . s : = :
| 3 | 0.928949 | -0.208106 |
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1
x"2+x-2=0
XN2=2-% 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tj. phi (x) =sqgrt (2-x) 12
1 1 1
1 r
08 [
| krok |  x(k) | x(k)-x(k-1) | 06 P TYTTTT
————— A
| 0 | 1.500000 | | o P !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | . Lot !
| 2 ] 1.137055 | 0.429948 |
[ 0.5 1 15 2
| 3 ] 0.928949 | -0.208106 |
| 4 | 1.034916 | 0.105968 |
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi (x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.5 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1
x"2+x-2=0
X"N2=2-x 2
18
x=sqrt (2-x) 16
14
tj. phi (x) =sqgrt (2-x) 12
1 1 1
1 r
08 1/
| krok | x (k) | x(k)-x(k=1) | o - Ao
_____ T 04 :
| 0O | 1.500000 | | 0 !
| 1 | 0.707107 | -0.792893 | ; !
| 2 ] 1.137055 | 0.429948 |
[ 0.5 1 15 2
| 3 | 0.928949 | -0.208106 |
| 4 | 1.034916 | 0.105968 |
| 5 | 0.982387 | -0.052529 |
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Metody reSeni nelinearnich rovnic

Newtonova metoda (metoda tecen)

Algoritnus:
@ Zadame xg € (a;b),e >0

f
Q Xii1 =Xk — f/(())((l;))

Q Je-li [xk11 — Xk| < e,
pak x = xx.1, KONEC
jinak jdi na 2)
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

£/ (x)=2xx+1; 10

RN ——

05 1 15 2 25 3 35

| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | £(x(k))

| 0 | 3.00000000 | |
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

£7 (x)=2+x+1;

'SR R —

05 1 15 2 25 3 35

| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | £(x(k))

| 0 | 3.00000000 | |
| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

£/ (x)=2xx+1; 10

'SR R —

05 1 15 2 25 3 35

| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | £(x(k))

| 0 | 3.00000000 | |
| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |
| 2 | 1.07881773 | 0.49261084 | 0.24266544 |
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Newtonova metoda pro reseni nelinearni rovnice f (x)=0
pro pocatecni aproximaci x0=3 a zastavovaci podminku |x(k)-x(k-1)[<0.1

f(x)=x"2+x-2

£/ (x)=2xx+1; 10

'SR R —

05 1 15 2 25 3 35
| krok | x (k) | x(k)-x(k-1) | f(x(k)) |
| 0 | 3.00000000 | |

| 1 | 1.57142857 | 1.42857143 | 2.04081633 |
| 2 | 1.07881773 | 0.49261084 | 0.24266544 |
| 3 1 1.00196737 | 0.07685036 | 0.00590598 |

«0O>» «F)»r «=)» « =)
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Priklady zavaznych pocitacovych chyb

Vyznam slova bug

@ Programatorska chyba se ¢asto i v Cestiné oznacuje anglickym
vyrazem bug a proces jejiho odstranovani ladéni (debugovani).

@ Bug znamena doslova moucha, §ténice nebo obecné brouk.
Oznaceni pouzil T. A. Edison jiz v roce 1878, kdyz mluvil o svych
vynalezech. S pocitaci pak pronikl do mnoha dalSich jazyku.

@ Znama je historka o molu zachy-

ceném na relé pocitate Mark I
dne 9. zari 1947.
Mol byl peclivé vyprostén a na-
lepen do zdznamu s poznam-
kou “prvni skuteCny pfipad nale-
zeného bugu”.

R o
- [Shytl T A 1

7
| K Reld* Qln F

r},x i) <o bug beiny founl.
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Therac-25

@ radiologicky pristroj pro
IéCbu nadord ozarovanim

@ CGerven 1985 - leden 1987
prokazano 6 pripadt umrti

@ ozaroval ve dvou rezimech
(x-paprsky, elektrony)

chyby v programu (nedostatecné oSetrené situace):

@ race condition - soubéh udalosti
chyba pfi nastaveni parametrt operatorem a jejich rychlé opravé

@ jedna z bezpecnostnich funkci pfistroje kontrolovala nastavené
parametry a spravny stav indikovala 0 v registru, pfi chybném
nastaveni hodnotu registru zvétsila o 1
co se stalo po 256. nelspésné kontrole?

(pro cCita¢ byl vyhrazen 1 Byte = 8 bit()
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Mars Climate Orbiter

@ 11.12.1998 z kosmodromu
Eastern Test Rande startuje
raketa Delta 7425

@ 23.9.1999 dorazil k Marsu
satelit Mars Climate Orbiter
@ nepodarilo se “zakotvit” jej
na planované obézné draze
(cca 150 km)
@ ve skutecCnosti se dostal na jinou obéznou drahu (cca 60 km)
@ pri¢ina: - tym v fidicim stfedisku v Coloradu pouzival
anglické mérné jednotky
- navigacni tym v Kalifornii pouzivali metrické
@ satelit shofi v atmosféfe cca 300 000 000 USD

@ https://cs.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter
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Ariane 5

@ nosna raketa ESA, v roce 1996
byla zni¢ena 40 sekud po startu

@ naslednik Ariane 4,
pouzivala jeji sw, avSak Ariane 5
dosahovala pfi startu 5x vétsiho
zrychleni |

@ situaci méla resit rutina, ktera konvertovala 16-bitova C|sla na
64-bitova Cisla

@ rutina byla z davodu “efektivity” vypnuta, hodnoty zrychleni se
dostaly mimo oCekavany rozsah a doslo k preteceni

@ Ariane 5 se sebezniCila cca 370 000 000 USD
@ https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATVLQCY

J. Danék (KMA FAV ZCU) www.KMA. zcu.cz 15.12.2023 71/74


https://www.youtube.com/watch?v=N6PWATvLQCY

Pentium FDIV bug

@ 1994, Professor Thomas Nicely

ABBSE]-66
§X837

(Lynchburg College, Virginia, USA) |nte|
@ chyba procesoru Intel P5 Pentium ‘
(in floating point unit) | pent !-!mm |

@ nespravné vysledky pfi déleni
desetinnych Cisel ‘ 1

@ zpusobeno nevyplnénou tabulkou , L8192
v matematickém koprocesoru

@ rucni ovéreni napfiklad pomoci zadani vypoctu
@ spravna hodnota 3192835 — 1.333820449136241002
vypo&tena hodnota 9585 _ { 333739068902037589

3145727
A A 3145727 x 4195835
@ spravna hodnota ~ S145727XP29855 — 4195835
& 4 3145727 x 4195835
vypoCtena hodnota =577 = 4195579

@ celkova Skoda cca 500 000 000 USD
@ https://faculty.lynchburg.edu/~nicely/pentbug/pentbug.html
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Obscure Error

A Error: The ermor message you tried to display i too incomprg The program at 0.0f43df5a referenced memary at (0000000, The memary could nat be 'read'.

Flease try something more human-readable.

Press OK to terminate the application.
Fress Cancel to debug the application, which you probably won't do.

Critical Error X =

@age is a stub. You can help Microsoft by expanding it. 6 An errar has occurred while trying to display an error message. e

Microsoft Corporation

s real.

_'X System report:
.

Warning
.

Analysis result:
ror X i Microsoft Word

You are pregnant.
Q Just an error.
4 Error 109:

M5 Paint Error X . it
& Too many errors. Please close some error message boxes, P
FOSOTE-Y : Operation completed successfully, g b a
B L]
a Contin
Hyoud

ge. Mothing is ruined.

or

g

There must be something wrong. nternet Explorer Error

Error 404: File not found,

Could
Fresih Mot an error. For diversity. L. Internet Explorer will be terminated,
+ Details Confinue Quit 1 NOBODY EXPECTS THE SPANISH INQUISITION!!
| \4) s Microsoft Visual Cplusplus
athe and of this message for detalls on Invoking ~
tintime (IIT) debugging instead of this dakog box 3 spamm0r 3xp3ridnc3 [
abnormal pragram termin
ion Te == ¥
stem 0. DireclonrlotFoundException: Could 7| (-

# System 10._Frvor WinlOEmorfint 32 emorCofaataichidaay
st System 10 File Stream . ctor{Stang path, Fie
it System 10 FieStream. ctor{Starg path. Fle
ktor_tool ceChiinKey. cortSong KeyPa| \ L)
® T3h ultim®@t3 spammir 3xp3ri4nc3
Microsoft Customer Experience Program
AAA (%) YOU'WE GOT MAIL!! CLICK OK TO OPE

gj 10 Fi MAKE MONEY FASE SCHE!
3 :.'f'/ Are you tired of reading these errar boxes? [ Eaaul At 1] g IS EvEE S =

-
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Dékuji za pozornost.
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