
MOTIVACE

P°ipome¬me si na úvod n¥které základní úlohy z oblasti elektrotechniky, p°i jejichº studiu
a °e²ení narazíme na nutnost vypo°ádat se s jednodu²²ími matematickými problémy, které
se °e²í pomocí r·zných numerických metod.

Tento krátký text jsem doplnil na základ¥ p°ipomínek n¥kterých student·, kte°í tento
p°edm¥t absolvovali v minulých letech. Mým cílem je vyvrátit jejich názor, ºe pro n¥
p°edm¥t KMA/SNU nep°iná²í ºádný uºitek.

Stále si myslím, ºe by kaºdý absolvent elektrotechnické fakulty m¥l mít alespo¬ základní
p°edstavu o následujících úlohách v£etn¥ zp·sobu jakým se dají °e²it. Sou£asn¥ by m¥l
být schopen pouºít poskytnuté triviální nástroje na vy°e²ení díl£ích úkol·.

RLC obvody

RLC obvody jsou obvody, které jsou p°ipojeny ke zdroji st°ídavého nap¥tí a které jsou
obecn¥ tvo°eny rezistorem o odporu R, ideální cívkou s induk£ností L a ideálním konden-

zátorem s kapacitou C.

De�nice: Fázor (£asový vektor) Um harmonicky kmitajícího nap¥tí ur£uje svou velikostí
amplitudu kmit· Um a svým sm¥rem jejich po£áte£ní fázi ϕ0. Za£ne-li se v £ase t = 0
fázor nap¥tí otá£et v kladném smyslu úhlovou rychlostí ω, bude svislá sou°adnice fázoru
rovna okamºité hodnot¥ nap¥tí

u = Um sin(ωt+ ϕ0).

Stejným zp·sobem de�nujeme fázor proudu Im .

P°ipome¬me si nejprve, jak vypadají fázorové diagramy jednoduchých obvod· st°ídavého
proudu s rezistorem, kondenzátorem a cívkou.
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V obvodu s ideálním rezistorem je vztah mezi nap¥tím a proudem vyjád°en Ohmovým

zákonem
u

i
=
U

I
=
Um
Im

= R = konst. (1)

Fázor nap¥tí a fázor proudu mají stejný sm¥r.

V obvodu s ideálním kondenzátorem je okamºitý náboj na deskách kondenzátoru p°ímo
úm¥rný okamºitému nap¥tí

q = Cu

a okamºitý proud ur£íme ze vztahu

i =
dq
dt

= C
du
dt
. (2)

Jestliºe okamºitá hodnota nap¥tí je u = Um sin(ωt+ ϕ0), pak

i = ωCUm cos(ωt+ ϕ0) = Im cos(ωt+ ϕ0).

V obvodu s kondenzátorem p°edbíhá proud p°ed nap¥tím o £tvrtinu periody, fázov¥ o
π

2
.

Fázory obou veli£in jsou navzájem kolmé.
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V obvodu s ideální cívkou platí zákon elektromagnetické indukce ve tvaru

u = L
di
dt
. (3)

Jestliºe okamºitá hodnota proudu je i = Im sin(ωt+ ϕ0), pak

u = ωLIm cos(ωt+ ϕ0) = Um cos(ωt+ ϕ0).

V obvodu s cívkou je proud opoºd¥n za nap¥tím o £tvrtinu periody, fázov¥ o
π

2
. Fázory

obou veli£in jsou navzájem kolmé.

Podle zp·sobu zapojení jednotlivých prvk· m·ºeme uvaºovat dva základní modely.

V sériovém obvodu, kdy jsou °azeny jednotlivé prvky za sebou, prochází jednotlivými
prvky stejný proud, ale nap¥tí na prvcích se li²í jak hodnotou tak i vzájemnou fází.

V paralelním obvodu, kdy jsou prvky °azeny vedle sebe, je na prvcích stejné nap¥tí,
ale procházejí jimi r·zné proudy.

P°íklad: Vy²et°ete odezvu proudu (p°echodový jev) sériového obvodu RLC. Parametry
obvodu jsou R = 1 [Ω], L = 1 [H], C = 1 [F], uC(0) = 0 [V], i(0) = 1 [A] a u0(t) = 0 [V].
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�e²ení:

Pro spojité nap¥tí zdroje u0(t) je odezva proudu také spojitá a platí pro ni následující
integrodiferenciální rovnice, jejíº tvar je d·sledkem vztah· (1), (2) a (3),

L
di(t)
dt

+Ri(t) +
1

C

t∫
0

i(ξ) dξ + uC(0) = u0(t). (4)

Derivováním rovnice a vyd¥lením L získáme oby£ejnou diferenciální rovnici druhého °ádu

i′′(t) +
R

L
i′(t) +

1

LC
i(t) =

1

L
u0(t). (5)

V na²em p°ípad¥ hledáme pouze °e²ení homogenní rovnice nebo´ jsme p°edpokládali
u0(t) = 0.

Charakteristická rovnice má tvar

λ2 +
R

L
λ+

1

LC
= 0

a pro její ko°eny platí

λ1,2 =
−R

L
±
√(

R
L

)2 − 4
LC

2
.

Po dosazení zadaných parametr· dostaneme

λ1,2 = −1

2
± j

√
3

2
.

Obecné °e²ení rovnice (5) má potom tvar

i(t) = e−
t
2

(
A cos

√
3

2
t+B sin

√
3

2
t

)
, (6)

kde A a B jsou libovolné konstanty. Pro ur£ení t¥chto konstant je nutné zjistit druhou
po£áte£ní podmínku, vyjd¥me z rovnice (4) spln¥né v £ase t = 0, dostaneme

Li′(0) +Ri(0) = 0 ⇒ i′(0) = −R
L
i(0).

Dv¥ po£áte£ní podmínky mají potom tvar i(0) = 1 a i′(0) = −1. Porovnáním t¥chto

podmínek se vztahem (6) získáme hodnoty parametr· A = 1 a B = −
√

3

3
.

Pr·b¥h proudu je dán vztahem

i(t) = e−
t
2

(
cos

√
3

2
t−
√

3

3
sin

√
3

2
t

)
.
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Zpracování signálu, analýza dat

Dal²í oblastí elektrotechniky, ve které jsou d·leºité znalosti numerické matematiky, je
zpracování a analýza signálu. Nap°íklad v digitálních multimetrech se pouºívá p°evod
analogové m¥°ené veli£iny na digitální signál. Stále £ast¥ji se p°evád¥jí na £ísla okamºité
hodnoty £asov¥ prom¥nné m¥°ené veli£iny, které se potom digitáln¥ zpracovávají nap°.
formou £íslicové �ltrace nebo rychlou Fourierovou transformací. M·ºeme tak v reálném
£ase ur£ovat spektrum signálu, m·ºeme z n¥j vybírat jeho n¥které sloºky. Digitalizace
spo£ívá ve vzorkování v £ase, kvantování v úrovni a kódování (vyjád°ení £ísel v ur£itém
kódu). Provádí se krom¥ oblasti m¥°ení p°i digitalizaci zvukového a obrazového signálu.

Jedním z mnoha p°ípad·, kde se vyuºívá zpracování dat je vy²et°ení pomocí magnetické
rezonance.
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Maxwellovy rovnice, elektromagnetické vln¥ní

Maxwellovy rovnice jsou základní zákony v makroskopické teorii elektromagnetického
pole, které zformuloval James Clerk Maxwell v roce 1865. Lze je zapsat bu¤ v inte-
grálním nebo diferenciálním tvaru. V integrálním tvaru popisují elektromagnetické pole
v jisté oblasti, kdeºto v diferenciálním tvaru v ur£itém bodu této oblasti. P°ipome¬me si
vztahy pro elektromagnetické pole v diferenciálním tvaru.

V rovnicích vystupují £ty°i základní veli£iny:

• intenzita elektrického pole ~E

• elektrická indukce ~D

• magnetická indukce ~B

• intenzita magnetického pole ~H

Tyto veli£iny spolu úzce souvisí, proto dopl¬me tzv. materiálové vztahy, které pro izotropní
prost°edí mají tvar

~D = ε ~E, kde ε je permitivita prost°edí,

~B = µ ~H, kde µ je permeabilita prost°edí.

Dále zde vystupují veli£iny hustota náboje % a proudová hustota ~i.

div ~D = % Gauss·v zákon elektrostatiky
(zdrojem elektrických polí jsou elektrické náboje)

div ~B = 0 Gauss·v zákon magnetostatiky
(magnetické pole nemá ºádné zdroje,
neexistuje magnetický monopól)

rot ~E = −∂
~B

∂t
Faraday·v induk£ní zákon

(víry elektrického pole vznikají tam,
kde se magnetické pole m¥ní s £asem)

rot ~H =~i+
∂ ~D

∂t
Obecný Ampér·v zákon

(víry magnetického pole vznikají tam, kde te£e elektrický
proud, nebo tam, kde se m¥ní elektrické pole s £asem)
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Jaké jsou souvislosti ?

Z uvedeného p°ehledu je z°ejmé, ºe jsou vztahy mezi zkoumanými veli£inami popsány
pomocí oby£ejných nebo parciálních diferenciálních rovnic.

P°i °e²ení RLC obvod· nás zajímala odezva proudu v £ase, doplnili jsme po£áte£ní pod-
mínky a získali tak po£áte£ní úlohu pro oby£ejnou diferenciální rovnici 2. °ádu.

Výpo£etní metody na °e²ení takovýchto problém· jsou zaloºeny bu¤ na numerickém
výpo£tu derivace nebo hodnoty ur£itého integrálu.

P°i °e²ení problém· v elektromagnetickém poli jsou závislosti popsány parciálními diferen-
ciálními rovnicemi. K nim je t°eba doplnit okrajové a p°íp. po£áte£ní podmínky a obdrºíme
okrajovou resp. po£áte£n¥-okrajovou úlohu pro soustavu parciálních diferenciálních rovnic.

Numerické metody jsou zde zaloºeny na diskretizaci prostorové prom¥nné a hledanou
aproximaci ve �nále ur£íme °e²ením soustavy lineárních algebraických rovnic.

Problematika zpracování signálu obecn¥ pat°í mezi hledání aproximace funkce a to v
r·zných podobách, nap°. jako interpolace nebo L2-aproximace. Samostatnou kapitolou
je pak pro periodické funkce Fourierova analýza.

Významnou roli nap°. p°i studiu rezonance hrají také vlastní £ísla a vlastní vektory.

P°i °e²ení nelineárních úloh pouºíváme p°ibliºné metody zaloºené na postupných iteracích,
jejichº idea vychází z metody prosté iterace. �ada metod je zaloºena na linearizaci prob-
lém·. Základem t¥chto metod je potom Newtonova metoda. Tyto fundamentální principy
je nejjednodu²²í pochopit na metodách ur£ených pro hledání °e²ení nelineární rovnice.

Cílem p°edm¥tu je získat elementární p°edstavu o tom,
jak se dají vý²e zmín¥né díl£í úlohy p°ibliºn¥ °e²it.
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