M2E - MATEMATIKA 2 3. PREDNASKA

Linearni ODR n—tého radu s konstantnimi koeficienty

Jedna se o ulohu najit n-krat diferencovatelnou funkci y: R — R takovou, Ze plati
W) + a,_ y"V@) + ..+ a1y @) + agy() =b(t), 1€,

kde je zadano:

e /]CR ... interval
® ay,a,,a5,...,a4,_ 1 €ER ... Kkoeficienty rovnice
Poznamka:
Kdyby ay = a; = --- = q,_; = 0, potom y(#) najdeme pfimou integraci (n-krat), napft.
" " / 1 2

y'=0 = y'=¢ = y=ct+c, > y=§clt+czt+c3, €1, ¢, 03 €ER

e hR—-R ... spojitd ... prava stranarovnice
pro b(¢) =0 ... homogenni rovnice

e + pocate¢ni podminky (n)

)’(to) = Yo y,(t()) = Yo y’/(to) = Yo2s -+ > y(n_l)(to) = Yon-1
Yo» Yois Yoor +--» Yon-1 ER
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Odkud se berou?

Priklad: RLC obvod v sériovém zapojeni

Vime, Ze plati: in R ir I ic | | C
o — |
. ./ / 1 .
Ohmtiv zédkon zakon el. mag. indukce okamZity naboj na deskach kondenzatoru
je ptimo umérny okamzitému napéti, tj.
_c . dg Cdu
ug(t)  t=0 =TT T
° e - Kirchhoffovy zakony:
C 1. rovnice kontinuity el. proudu: i) =i () =i (1)=iQ) ...
T Q R . zvolime za stavovou proménnou
z(t) 2. zédkon zachovani energie: Up(®) +up(t) +up(t) —uy(t) =0
L
R-i(t)+ L-i'®) +uc(t) = uy(?) /%
R-i'®)+L-i"®)+ é Cie(t) = ug(1) /L
/
5
i (1) + R i'(1) + R i(t) = () ... linearni ODR 2. fadu s konst. koeficienty
L L R 1 (1)
al=—, a():_, b(t):_
Poznamka: L CL L
e prouy()=U;, teER = u()=0 = |b{F)=0]| ... homogenni rovnice
/
5
e pro uy(t) = U, - sin (a)t + qo) => b(t) = “o(®) = Yoo cos (a)t + q,) ... nehomogenni rovnice
L L
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Metoda reseni

GOOD NEWS: Plati vSe jako u rovnic 1. fadu

Plati:

Kazdé feseni y(f) ma tvar: y@) =y () +yp@) | kde

yg () je reSeni homogenni rovnice,

yy(t) ... homogenni FeSeni

: yp(?) je jedno feSeni nehomogenni rovnice,
tj. pro b(t) =0 tj. s pravou stranou b(t)
' yp(t) ... partikularni FeSeni

Krok 1:

Najdeme vSechna feSeni homogenni rovnice y(f), tzn. obecné feSeni

(separace proménnych, ,,chytfe* )

Najdeme jedno feSeni nehomogenni rovnice yp(f), tzv. partikularni reSeni

(variace konstant, ...)
SecCteme y () a yp(r)

Dosadime poc¢atecni podminky
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Krok 1

Hledame vSechna y (7).

Plati: Existuje n linearné nezavislych funkcet y;, y,, ..., ¥,: R = R takovych, Ze feSi homogenni rovnici

v

a kazdé dalSi feSeni homogenni rovnice ma tvar:
{y;®), 3,0, ...y} ... fundamentalni systém (FS)

Prvky FS hledame ve tvaru:
y(t) = e, kde A je (zatim) neznamé cislo.

Piiklad: n=2 |y —y=0/,4. |y'()=y@t)=0, 1R

pfedpokladejme:  y(t) = e*
Y@y =e"-2
y”(t) — e/lt A A= eﬂt . AZ

dosadime do rovnice:
e )2 —eM =0 /:e’“>0

P2—-1=0 charakteristicka rovnice
A2=1
ﬁl’z = il

=y1(®) =»(t)
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Poznamky:
e misto FS: {e’,e_’} lze brat FS: {sinht, cosht}, protoze

sinht = %(et —e') a cosht= %(e’ +e')

po seCteni:  sinh7 + cosht = ¢’
po odecteni: cosh? —sinh7 =e™

e charakteristickou rovnici Ize psat rovnou !

( — oM )
1 - y)=e o
Priklad: y'+y=0 ) = a6 CFS: {¢/',e™/'}
y =
2 _ . o
A ri=0 ") = 12eM yu) = Kie'' + Kpe™', K|,K,€C
/12 =1 y ( ) - €
: 2oM 4 oM — - oM Problém: 1) je komplexni funkce
fa=#/€C /126 T ’ / 0 );Hrr(l; ihcemef) realnou !
\ A"+ 1=0 ) '
SR i ngcis M
Plati oviem Eulerova identita: €’? = cos@ + jsing  O0S% ... realnacas
” o sin @ ... imaginarni ¢ast g
e/! =cost+ jsint .
i . sin |-
e /! =cost—jsint .
. . 1., . . :
e/ + e/ =2cost =>cost=§(e”+e_”) 90:
e/’ —e /' =2jsint = sint = L.(ejt—e_ﬁ) '
2j 0] cosy |1 Re
RFES: { Cos t, sin t} (%)
yy(®) = K,cost+ K,sint, K ,K,€eR
Poznamka: Jestlize A, = 1 + 3 € C feSi charakteristickou rovnici, musi 1
A, =1 =3j € C (komplexné sdruzené) feSit charakteristickou rovnici.
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(%)

CFS: { A }
—— N——

yl(t)7 yZ(t)

1)

¥, (1)
reSi homogenni rovnici

= libovolna jejich linearni kombinace také fesi homogenni rovnici

~ 1 1
yi(0) = 5)’1(1) + Eyz(t) = COSt

- 1 1 :
Y1) = 2—jy1(t) — 2—jy2(t) = sint

musi feSit homogenni rovnici

RES: { cost , sint }
—— \——

J1(0)

Poznamka:

(@)

Pro urceni RFS vezmi redlnou ¢ast a imaginarni ¢ast komplexni funkce.
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Priklad: | y” =2y +y=0 y(t) = et

A —24+1=0 ... charakteristicki rovnice
(A-1)=0
A1, =1 ... nasobny kofen !

FS: {e',i-¢'} = yy0)=K,e'+K,t¢', K ,K,eR

Cviceni:  Ovéime, Ze y,(t) =te' fesi diferencialni rovnici y” —2)y' +y =0.
Vo =[t-e] =e+1-e'=(1+1)¢

W =[(1+1)-¢] =e'+(1+1)e' = (2+1)¢

po dosazeni:

(2+1)e =2 (1+1t)e' + te' =0
=)y
=y =y, ?
[2+1=2(1+0)+1|e =0
~0

Poznamky:
e Pro rovnici 2. fadu mame v yg () dv€ neznamé konstanty !
=  Pro jejich urCeni potiebujeme dv& pociteéni podminky, napf. y(0) = 1, y'(0) = 2.

 Stejnym zpisobem feSime i rovnice 3., 4., 5., ... fadu.
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