M2E - MATEMATIKA 2

4. PREDNASKA

REKAPITULACE

Linearni ODR 2. fadu: napt. |y (1) — y(t) = 2e*

Vime, ze:
y(@) =yu@) + yp(t) «— staci najit jedno, Jak ?
pro b(t) =0  pro b(t) = 2e*
Krok 1 Krok 2
Krok 1 yg(t) =7  Pfedpokladame: y(r) = e, t... &islo
Y'(®) = y®) =0
A —-1=0
=1 = A,==l
FS: {e’, e_’}
yy@®) =ce'+ce™, ¢, ER
Krok 2 | Hledame jedno yp,(?), tj. feSeni nehomogenni rovnice s pravou stranou b(t)

Plati princip superpozice:

Jestlize b(r) = b(¥) = b,(1) a

Poznamka: Neplati pro

y,(%) je feSeni rovnice s pravou stranou b,(7) a
¥,(?) je feSeni rovnice s pravou stranou b,(1),

potom y(t) = y,(¢) + y,(¢) je feseni rovnice s pravou stranou b(¢) = b,(¥) + b,(?).

soucin a podil !!!
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Metoda variace konstant

(pro vypocet yp(?))

=+ univerzalni, tj. 1ze pouZit pro viechny (spojité) pravé strany b(z)

— dlouhy vypocet, musime umét integrovat

Predpokladame:

@, a @, hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice:

Z.astav se !

Dosadime:

(@ (e + @ (e — PL(De™ + @y(1e™") = (@(De’ + @ (H)e™") = 2™

=

yp) =@ (1) -+ (1) e, @@, ...

YD) = yp(t) = 2

neznamé funkce

Yo(0) = @\ (e + @, (D" + @5 (Ne™ — y(t)e™

Poloz: @ (e’ + @i(e™ =0

V(1) = @ (e — @y (e

Vo) = @ (0e" + @ (e’ — @y (e™ + @,(t)e™

1. rovnice

Poznamka: cleny bez derivaci ¢,(f) a ¢,(¢) musi vypadnout !

Dostali jsme soustavu rovnic:

@ (e — pl(He™ =2e* 2. rovnice
Pi(e" + @ye” = 0
P’ - @he = 2

<«—

FS

: {e’,e"}
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pi(e" + @ye” = 0
o (e - @ et = 2e¥
1 2

seftenim: 2g0’1 (H)e' = 2¢e* / - el odectenim:

Krok 3

Krok 4

g\ =¢e" /[

1
(P1(f) = —¢* +¢

2 4
. yp(t) = @(1) '+ @y(t) e = %ezt el — %e“f el = %e3t B %Cy = %e%
yO) =yy@) +ypt) =c e +ce” + %631, ¢, ER
Pocate¢ni podminky — urc¢ime konstanty ¢, ¢,
napr. y(0)=0
YO =+ e e 4 e =g e+ g =0
Y0y =1
Vt)=c e —ce + 263’
Y(O0)=cje’ —ce™ + 263'0 =C¢ -6+ 1= 1
Tedy:
Cl+02=—% 20120 =>Cl=0 1
_L I | P =g
“aTa=y 0+02=_Z $c2=—Z

2051~ = =2¢”" [:2e”
oh(t)=—e" /[

1
(Pz(t) = ——¢¥ +¢

1
4
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Poznamky:

 Stejné funguje i pro rovnice vyssiho fadu, napt. n = 3

= FS: {Jﬁ(t),)b(t),%(t)} = Yy =cy1() + (1) + c3y5(0), ¢p,¢5,¢3 ER Krok 1

= yp(t) = @)y (&) + @Dy, (1) + p3(D)y3(), @1, @y, 03 =7 Krok 2

Dostaneme soustavu (lze psat rovnou) :

POy @ + POn0 + POy = 0
POy @) + @ OV + @y = 0
P Y[ + SOy) ) + @sOy; @) = b@)

n® @ o || oo ] 0
Vi@ v v || e | = 0
EAQREACIAON N KON B R.ON

=> @0, 0,0, 051) = / = (1), 9,0), p5(1)

« V minulém piikladu b(t) =2e¥ = yu(t)= %e” ma stejny tvar !

=  Lze pouzit tzv. metodu odhadu
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Metoda odhadu

(pro vypocet yp(7))

=+ rychl4, jednoduchy vypodet, nemusime integrovat !

— lze pouzit jen pro specialni tvar pravé strany (polynom, exponenciela, sinus, kosinus)

Kucharka:

1. Podivej se, zda je prava strana b(¢) nebo jeji nasobek prvkem FS.

2. NE
ANO =
Priklady:

@)

Y1) — y(t) = 2e™

Krok 1

Krok 2

=  pouZij yp(f) ve stejném tvaru jako b(r)

vynasob tvar b(¢) proménnou ¢

(tolikrat, abys jiZ yp(¢) nemél ve FS)

FS: {e,e7} = yy)=ce'+ce”, ¢,€R

b(t) = 2¢*

=

yp(t) = Ae”, AER

kterou hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice:

Vo) =A-e¥-3

J"IQ(Z‘) =3-A-¢"-3=94¢"

1 3
£ ==
yP() 46

neni nasobkem zadné funkce z FS

neznama konstanta,

A=
4

Yp(t) — yp(t) = 2¢”

1

9AeY — Ae¥ = 2¢e¥ / : et
OA—-—A=2
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@ Yt -yt =t

Krok 1| FS: {e'e7} = yp)=ce'+ce™, ¢, €ER

Krok2| b(t)=t ... neninasobkem Zadné funkce z FS
= yp(t)=Ar+ B, A, BeR ... neznamé konstanty,
které hledame tak, aby byla spInéna nehomogenni rovnice: yg(t) —yp(t) =t
=> (=4
=> Yo =0 0-(Atr+B)=1t+0
A=-1 ut
yp(t) = —t B=0 ur°
3|y -y =¢*
Krok 1| FS: {e.e™} = yy®=ce' +ce™, ¢, ER
Krok2| b)) =¢€" ... jeobsazenovFS!
=> yp(t)=1-A€e’, A€ER ... neznami konstanta,
kterou hledame tak, aby byla splnéna nehomogenni rovnice: yi,i(t) —yp(t) =¢
= V() =Ae +1A¢
=> Vo) =Ae'+Ae'+1Ae’ =2Ac"+1Ae 2Ae" +tAe' —tAe =¢' / : e
2A=1
I A= 1
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V(1) — y(t) = sint

Krok 1| FS: {e.e™} = yy®)=ce' +ce™, ¢, R

Krok 2| b(t) =sint ... ma specificky tvar, neni obsaZeno ve FS !
= yp(t) = Asint + Bcost™, A,Be€R ... neznamé konstanty,
které hledame tak, aby byla spInéna nehomogenni rovnice: y;ﬁ(t) — yp(t) = sint

= ), (1) = Acost — Bsint

= y;;(t) = —Asint — Bcost —Asint — Bcost — (Asint + Bcost) = sint
—2Asint — 2Bcost=1-sint + 0-cost
1

I . — - —
yp(l‘):—z sin t A= 9’ B=0

Poznamka k *:

Bod [A, B] v roviné Ize popsat pomoci
— vzdalenosti od pocatku ... R B _____________________['_A\’B]
— velikosti thlu ... ¢ cosgp = 2
(polarni soutadnice) R i R
— yp(t) = Rcos@sint + Rsin@ cost E sin(ng
yP(t)=R(c0sqosint+sin(pcost) 14 /E
) =sir:(:+<p) ’ A

)=Rsin(t+¢@), R>0, € (0,2x . ]
e ( (p) v €l ) tf. A= Rcosp, B=Rsing
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Dalsi priklady:

e ViZ

prava strana b(t) FS partikularni feSeni y p(7)
(buzeni) (odezva)
3e e’ e Ae'
5te’ e, e’ (At+B)e’-t
5te' el e e (At+B)e’-t2
2 sin 6¢ sint, cos ¢ A sin 6t + B cos 6t
2 sin 6¢ sin 67, cos 61 | (A sin6t + Bcos6t) - 1
£ e, e’ AP + B +Ct+ D
Vi=2y'+y=>5re
A =21+1=0 charakteristicka rovnice
(A-1)=0

Ao=1 dvojnasobny kofen FS: {e',re'}

yy®) =ce +ote, ¢, €ER

yp(t) = (Ar+ B)e'-t*, A,BER
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yo(t) = (Ar+ B) 1= (AP + Bi)

Yo(t) = (2A1 + B) €' + (Ar* + Bt) €' = [Af* + (2A+ B)t + B| €'
Yi(@t) = (2At +2A+ B) €' + [A** + (2A + B)t + B| ' = [AP* + (4A+ B)t +2(A + B)] ¢
|[Ar* + (4A+ B)1 +2(A+ B)| ' =2 [A* + (2A + B)t + B| ¢’ + (Ar* + Br) ¢’ = 5t¢'
"1 2(A+B)-2B=0

2 =0 = A=0
t': 4A+B-2(2A+B)+B=5

2 A-24+A=0 0B=5 757
D A-2A4+ A=

yp(t) = (At + B)e' -1 |= (AF + BP) ¢’

Yo(t) = (3Ar +2Bt) ' + (AP + Br*) ¢’ = [Af + (3A + B)1* + 2Bi] €'

Yh(0) = (3A* +2G3A+ B)t +2B) ¢’ + [Ar’ + (3A+ B)t* + 2Bt| ¢' = [Ar + (6A+ B)r* + (6A+4B)1 + 2B| ¢

|AP + (6A+ B)r* + (6A+4B)i +2B| e —2 [Ar + (3A + B)r* + 2Bt| e’ + (A’ + Br*) &' = 5t

: 2B=0 B=0
! © 6A+4B—-4B=5 6A=5 = A:%
. 6A+B—-6A—-2B+B=0 0=0 -
£ A-2A+A=0 0=0

yp(t) = (—r+o) e .12 = %t3e’
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Priklad: |y —y =t—¢™'
Krok 1| yg@®) =? A2—A=0 ... charakteristickd rovnice
AMA=-1)=0
A =0, 4, =1
FS: {1,6’}
yy®) =c;+ e, ¢, ER
Krok2 | yp(t) =? Princip surepozice:
yp(t) = yp1 () + yps ()
yp)=(At+B) -t ... b=t (ljevFS)
ypo(t) = Ce™ o by(t) = —e™
Ypi i Vp(t) =2At+ B
Yo, () =2A = 2A— At +B) =t
' 24-B=0
it —24A=1 =
Ypr i Vpy(t) =—Ce™
Yo, (1) = Ce™ = Ce”' +Ce’'=—¢"'
2C=-1 =

yp(t) = (——t—l)t — —e™’

B=-1
A=-1
2
1
C=-=
2
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Metoda odhadu - obecné schéma
Prava strana obycejné diferencialni rovnice n-tého radu musi byt ve tvaru
b(t) = ra""*(P(f) cos(3t) + Q(t) sin(, ﬁ]),

kde o, 7 € R jsou dana cisla, P je polynom stupne k& € Ny a 2 je polynom
stupné ( € Ny. Polozme
m = max{k, ([}

Jestlize komplexni ¢islo a + 73, které se nazyvva Ekriticke c¢islo prave strany,

() neni TeSenim charakteristické rovnice, potom partikularni reseni od-
hadujeme ve tvaru

—

yp(t) = e (P(t) cos(3t) + Q(t) sin(j3t)).

kde P a () jsou polynomy stupné m;

(7¢) je r-nasobnym feSenim charakteristické rovnice, potom partikularni
reseni odhadujeme ve tvarn

yp(t) = t"e*t (P(t) cos(3t) + Q(t) sin(5)),

kde P a @ jsou polynomy stupné .
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Poznamky:

Jestlize a4+ 79 € C neni reSenim charakteristické rovnice, potom funkce
e cos(t) a e sin(5t)

nejsou prvky fundamentalniho systému. V KUCHARCE toto odpovida
situaci, ze prava strana ani jeji ¢iselny nasobek neni ve fundamentalnim
systémau;

Jestlize o« + 77 € C je teSenim charakteristické rovnice, napriklad 2-

nasobnvm, potom funkce
e cos(3t), e sin(Ft).  te*cos(Ft) a  te™ sin(5t)

jsou prvky fundamentalniho systému. V. KUCHARCE toto odpovida
sitauci, ze prava strana, respektive jeji ciselny nasobek, je ve funda-
mentalnim systému a nasobili bychom proménnou ¢ tolikrat, aby odha-
dované partikularni reseni yp jiz nebyvlo ve fundementalnim svstémau.
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