
M2E - MATEMATIKA 2 4. PŘEDNÁŠKA

REKAPITULACE

Lineární ODR 2. řádu: např. 𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 2e3𝑡

Víme, že:
𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃 (𝑡) ⟵ stačí najít jedno, Jak ?

⋮ ⋮
pro 𝑏(𝑡) = 0 pro 𝑏(𝑡) = 2e3𝑡

Krok 1 Krok 2

Krok 1 𝑦𝐻(𝑡) =? Předpokládáme: 𝑦(𝑡) = e𝜆𝑡, 𝑡… číslo

𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 0
𝜆2 − 1 = 0
𝜆2 = 1 ⇒ 𝜆1,2 = ±1

FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}

𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2e−𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 Hledáme jedno 𝑦𝑃 (𝑡), tj. řešení nehomogenní rovnice s pravou stranou 𝑏(𝑡)
Platí princip superpozice: Jestliže 𝑏(𝑡) = 𝑏1(𝑡) ± 𝑏2(𝑡) a

𝑦1(𝑡) je řešení rovnice s pravou stranou 𝑏1(𝑡) a
𝑦2(𝑡) je řešení rovnice s pravou stranou 𝑏2(𝑡),
potom 𝑦(𝑡) = 𝑦1(𝑡) ± 𝑦2(𝑡) je řešení rovnice s pravou stranou 𝑏(𝑡) = 𝑏1(𝑡) ± 𝑏2(𝑡).

Poznámka: Neplatí pro součin a podíl !!!
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Metoda variace konstant (pro výpočet 𝑦𝑃 (𝑡))

+ univerzální, tj. lze použít pro všechny (spojité) pravé strany 𝑏(𝑡)
– dlouhý výpočet, musíme umět integrovat

Předpokládáme:
𝑦𝑃 (𝑡) = 𝜑1(𝑡) ⋅ e𝑡 + 𝜑2(𝑡) ⋅ e−𝑡, 𝜑1, 𝜑2 … neznámé funkce

𝜑1 a 𝜑2 hledáme tak, aby byla splněna nehomogenní rovnice:

𝑦′′𝑃 (𝑡) − 𝑦𝑃 (𝑡) = 2e3𝑡

𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑1(𝑡)e𝑡 + 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 − 𝜑2(𝑡)e−𝑡

Zastav se ! Polož: 𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 0 1. rovnice

⇒ 𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝜑1(𝑡)e𝑡 − 𝜑2(𝑡)e−𝑡

𝑦′′𝑃 (𝑡) = 𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑1(𝑡)e𝑡 − 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 + 𝜑2(𝑡)e−𝑡
Dosadíme:

(

𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑1(𝑡)e𝑡 − 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 + 𝜑2(𝑡)e−𝑡
)

−
(

𝜑1(𝑡)e𝑡 + 𝜑2(𝑡)e−𝑡
)

= 2e3𝑡

Poznámka: členy bez derivací 𝜑1(𝑡) a 𝜑2(𝑡) musí vypadnout !

𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 − 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 2e3𝑡 2. rovnice
Dostali jsme soustavu rovnic:

𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 0
𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 - 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 2e3𝑡

← FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}
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𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 + 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 0
𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 - 𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = 2e3𝑡

sečtením: 2𝜑′
1(𝑡)e

𝑡 = 2e3𝑡
/

∶2e𝑡

𝜑′
1(𝑡) = e2𝑡

/

∫

𝜑1(𝑡) =
1
2

e2𝑡 + c

odečtením: 2𝜑′
2(𝑡)e

−𝑡 = −2e3𝑡
/

∶2e−𝑡

𝜑′
2(𝑡) = −e4𝑡

/

∫

𝜑2(𝑡) = −1
4

e4𝑡 + c

tj. 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝜑1(𝑡) ⋅ e𝑡 + 𝜑2(𝑡) ⋅ e−𝑡 = 1
2

e2𝑡 ⋅ e𝑡 − 1
4

e4𝑡 ⋅ e−𝑡 = 1
2

e3𝑡 − 1
4

e3𝑡 = 1
4

e3𝑡

Krok 3 𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑐1 e𝑡 + 𝑐2 e−𝑡 + 1
4

e3𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 4 Počáteční podmínky → určíme konstanty 𝑐1, 𝑐2
např. 𝑦(0) = 0

𝑦(0) = 𝑐1 e0 + 𝑐2 e−0 + 1
4

e3⋅0 = 𝑐1 + 𝑐2 +
1
4
= 0

𝑦′(0) = 1

𝑦′(𝑡) = 𝑐1 e𝑡 − 𝑐2 e−𝑡 + 3
4

e3𝑡

𝑦′(0) = 𝑐1 e0 − 𝑐2 e−0 + 3
4

e3⋅0 = 𝑐1 − 𝑐2 +
3
4
= 1

Tedy:
𝑐1 + 𝑐2 = −1

4
𝑐1 − 𝑐2 =

1
4

⇒
2𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐1 = 0

0 + 𝑐2 = −1
4

⇒ 𝑐2 = −1
4

⇒ 𝑦(𝑡) = −1
4

e−𝑡 + 1
4

e3𝑡
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Poznámky:

∙ Stejně funguje i pro rovnice vyššího řádu, např. 𝑛 = 3

⇒ FS:
{

𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡), 𝑦3(𝑡)
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡) + 𝑐3𝑦3(𝑡), 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ Krok 1

⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝜑1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑2(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝜑3(𝑡)𝑦3(𝑡), 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 = ? Krok 2

Dostaneme soustavu (lze psát rovnou) :

𝜑′
1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝜑′
3(𝑡)𝑦3(𝑡) = 0

𝜑′
1(𝑡)𝑦

′
1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡)𝑦
′
2(𝑡) + 𝜑′

3(𝑡)𝑦
′
3(𝑡) = 0

𝜑′
1(𝑡)𝑦

′′
1 (𝑡) + 𝜑′

2(𝑡)𝑦
′′
2 (𝑡) + 𝜑′

3(𝑡)𝑦
′′
3 (𝑡) = 𝑏(𝑡)

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡) 𝑦3(𝑡)

𝑦′1(𝑡) 𝑦′2(𝑡) 𝑦′3(𝑡)

𝑦′′1 (𝑡) 𝑦′′2 (𝑡) 𝑦′′3 (𝑡)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

𝜑′
1(𝑡)

𝜑′
2(𝑡)

𝜑′
3(𝑡)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0

0

𝑏(𝑡)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⇒ 𝜑′
1(𝑡), 𝜑

′
2(𝑡), 𝜑

′
3(𝑡) ⇒ ∫ ⇒ 𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡), 𝜑3(𝑡)

∙ V minulém příkladu 𝑏(𝑡) = 2 e3𝑡 ⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) =
1
4

e3𝑡 má stejný tvar !

⇒ Lze použít tzv. metodu odhadu
30

30



Metoda odhadu (pro výpočet 𝑦𝑃 (𝑡))

+ rychlá, jednoduchý výpočet, nemusíme integrovat !
– lze použít jen pro speciální tvar pravé strany (polynom, exponenciela, sinus, kosinus)

Kuchařka:

1. Podívej se, zda je pravá strana 𝑏(𝑡) nebo její násobek prvkem FS.

2. NE ⇒ použij 𝑦𝑃 (𝑡) ve stejném tvaru jako 𝑏(𝑡)
ANO ⇒ vynásob tvar 𝑏(𝑡) proměnnou 𝑡 (tolikrát, abys již 𝑦𝑃 (𝑡) neměl ve FS)

Příklady:

1. 𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 𝟐e𝟑𝐭

Krok 1 FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2e−𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 𝑏(𝑡) = 2e3𝑡 … není násobkem žádné funkce z FS

⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝐴 e3𝑡, 𝐴 ∈ ℝ … neznámá konstanta,
kterou hledáme tak, aby byla splněna nehomogenní rovnice: 𝑦′′𝑃 (𝑡) − 𝑦𝑃 (𝑡) = 2e3𝑡

⇒ 𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝐴 ⋅ e3𝑡 ⋅ 3
⇒ 𝑦′′𝑃 (𝑡) = 3 ⋅ 𝐴 ⋅ e3𝑡 ⋅ 3 = 9𝐴e3𝑡 9𝐴e3𝑡 − 𝐴e3𝑡 = 2e3𝑡

/

∶ e3𝑡
9𝐴 − 𝐴 = 2

𝐴 = 1
4𝑦𝑃 (𝑡) =

1
4

e3𝑡
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2. 𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 𝐭

Krok 1 FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2e−𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 𝑏(𝑡) = 𝑡 … není násobkem žádné funkce z FS
⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝐴𝑡 + 𝐵, 𝐴,𝐵 ∈ ℝ … neznámé konstanty,

které hledáme tak, aby byla splněna nehomogenní rovnice: 𝑦′′𝑃 (𝑡) − 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑡
⇒ 𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝐴
⇒ 𝑦′′𝑃 (𝑡) = 0 0 − (𝐴𝑡 + 𝐵) = 𝑡 + 0

𝐴 = −1 u 𝑡1

𝐵 = 0 u 𝑡0𝑦𝑃 (𝑡) = −𝑡

3. 𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = e𝐭

Krok 1 FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2e−𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 𝑏(𝑡) = e𝑡 … je obsaženo v FS !

⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑡 ⋅ 𝐴 e𝑡, 𝐴 ∈ ℝ … neznámá konstanta,
kterou hledáme tak, aby byla splněna nehomogenní rovnice: 𝑦′′𝑃 (𝑡) − 𝑦𝑃 (𝑡) = e𝑡

⇒ 𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝐴 e𝑡 + 𝑡 𝐴 e𝑡

⇒ 𝑦′′𝑃 (𝑡) = 𝐴 e𝑡+𝐴 e𝑡+ 𝑡 𝐴 e𝑡 = 2𝐴e𝑡+ 𝑡𝐴e𝑡 2𝐴e𝑡+ 𝑡𝐴e𝑡− 𝑡𝐴e𝑡 = e𝑡
/

∶ e𝑡

2𝐴 = 1

𝐴 = 1
2𝑦𝑃 (𝑡) =

1
2
𝑡 e𝑡
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4. 𝑦′′(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 𝐬𝐢𝐧 𝐭

Krok 1 FS:
{

e𝑡, e−𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2e−𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 𝑏(𝑡) = sin 𝑡 … má specifický tvar, není obsaženo ve FS !
⇒ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝐴 sin 𝑡 + 𝐵 cos 𝑡 ∗, 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ … neznámé konstanty,

které hledáme tak, aby byla splněna nehomogenní rovnice: 𝑦′′𝑃 (𝑡) − 𝑦𝑃 (𝑡) = sin 𝑡
⇒ 𝑦′𝑃 (𝑡) = 𝐴 cos 𝑡 − 𝐵 sin 𝑡

⇒ 𝑦′′𝑃 (𝑡) = −𝐴 sin 𝑡 − 𝐵 cos 𝑡 −𝐴 sin 𝑡 − 𝐵 cos 𝑡 −
(

𝐴 sin 𝑡 + 𝐵 cos 𝑡
)

= sin 𝑡
−2𝐴 sin 𝑡 − 2𝐵 cos 𝑡 = 1 ⋅ sin 𝑡 + 0 ⋅ cos 𝑡

𝐴 = −1
2
, 𝐵 = 0𝑦𝑃 (𝑡) = −1

2
sin 𝑡

Poznámka k ∗:

Bod [𝐴,𝐵] v rovině lze popsat pomocí

→ vzdálenosti od počátku … 𝑅
→ velikostí úhlu … 𝜑

(polární souřadnice)

→ 𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑅 cos𝜑 sin 𝑡 + 𝑅 sin𝜑 cos 𝑡

𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑅
(

cos𝜑 sin 𝑡 + sin𝜑 cos 𝑡
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

=sin(𝑡+𝜑)

)

𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑅 sin
(

𝑡 + 𝜑
)

, 𝑅 ≥ 0, 𝜑 ∈ ⟨0, 2𝜋)
tj. 𝐴 = 𝑅 cos𝜑, 𝐵 = 𝑅 sin𝜑

cos𝜑 = 𝐴
𝑅

sin𝜑 = 𝐵
𝑅
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Další příklady:

pravá strana 𝑏(𝑡) FS partikulární řešení 𝑦𝑃 (𝑡)
(buzení) (odezva)

3 e𝑡 e2𝑡, e3𝑡 𝐴 e𝑡

5 𝑡 e𝑡 e𝑡, e−𝑡
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 ⋅ 𝑡

5 𝑡 e𝑡 e𝑡, 𝑡 e𝑡 ∙
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 ⋅ 𝑡2

2 sin 6𝑡 sin 𝑡, cos 𝑡 𝐴 sin 6𝑡 + 𝐵 cos 6𝑡

2 sin 6𝑡 sin 6𝑡, cos 6𝑡
(

𝐴 sin 6𝑡 + 𝐵 cos 6𝑡
)

⋅ 𝑡

𝑡3 e𝑡, e−𝑡 𝐴𝑡3 + 𝐵𝑡2 + 𝐶𝑡 +𝐷

⋮ ⋮ ⋮

∙ viz 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 5 𝑡 e𝑡

𝜆2 − 2𝜆 + 1 = 0 charakteristická rovnice
(

𝜆 − 1
)2 = 0

𝜆1,2 = 1 dvojnásobný kořen FS:
{

e𝑡, 𝑡 e𝑡
}

𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑡 + 𝑐2𝑡 e𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

𝑦𝑃 (𝑡) =
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 ⋅ 𝑡2, 𝐴, 𝐵 ∈ ℝ
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𝑦𝑃 (𝑡) =
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 ⋅ 𝑡 =
(

𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡
)

e𝑡

𝑦′𝑃 (𝑡) =
(

2𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 +
(

𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡
)

e𝑡 =
[

𝐴𝑡2 +
(

2𝐴 + 𝐵
)

𝑡 + 𝐵
]

e𝑡

𝑦′′𝑃 (𝑡) =
(

2𝐴𝑡 + 2𝐴 + 𝐵
)

e𝑡 +
[

𝐴𝑡2 +
(

2𝐴 + 𝐵
)

𝑡 + 𝐵
]

e𝑡 =
[

𝐴𝑡2 +
(

4𝐴 + 𝐵
)

𝑡 + 2
(

𝐴 + 𝐵
)]

e𝑡

[

𝐴𝑡2 +
(

4𝐴 + 𝐵
)

𝑡 + 2
(

𝐴 + 𝐵
)]

e𝑡 − 2
[

𝐴𝑡2 +
(

2𝐴 + 𝐵
)

𝑡 + 𝐵
]

e𝑡 +
(

𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡
)

e𝑡 = 5𝑡e𝑡

𝑡0 ∶ 2
(

𝐴 + 𝐵
)

− 2𝐵 = 0

𝑡1 ∶ 4𝐴 + 𝐵 − 2
(

2𝐴 + 𝐵
)

+ 𝐵 = 5

𝑡2 ∶ 𝐴 − 2𝐴 + 𝐴 = 0

2𝐴 = 0 ⇒ 𝐴 = 0

0𝐵 = 5 � � �

𝑦𝑃 (𝑡) =
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

e𝑡 ⋅ 𝑡2 =
(

𝐴𝑡3 + 𝐵𝑡2
)

e𝑡

𝑦′𝑃 (𝑡) =
(

3𝐴𝑡2 + 2𝐵𝑡
)

e𝑡 +
(

𝐴𝑡3 + 𝐵𝑡2
)

e𝑡 =
[

𝐴𝑡3 +
(

3𝐴 + 𝐵
)

𝑡2 + 2𝐵𝑡
]

e𝑡

𝑦′′𝑃 (𝑡) =
(

3𝐴𝑡2 + 2(3𝐴 + 𝐵)𝑡 + 2𝐵
)

e𝑡 +
[

𝐴𝑡3 +
(

3𝐴 + 𝐵
)

𝑡2 + 2𝐵𝑡
]

e𝑡 =
[

𝐴𝑡3 +
(

6𝐴 + 𝐵
)

𝑡2 +
(

6𝐴 + 4𝐵
)

𝑡 + 2𝐵
]

e𝑡

[

𝐴𝑡3 +
(

6𝐴 + 𝐵
)

𝑡2 +
(

6𝐴 + 4𝐵
)

𝑡 + 2𝐵
]

e𝑡 − 2
[

𝐴𝑡3 +
(

3𝐴 + 𝐵
)

𝑡2 + 2𝐵𝑡
]

e𝑡 +
(

𝐴𝑡3 + 𝐵𝑡2
)

e𝑡 = 5𝑡e𝑡

𝑡0 ∶ 2𝐵 = 0

𝑡1 ∶ 6𝐴 + 4𝐵 − 4𝐵 = 5

𝑡2 ∶ 6𝐴 + 𝐵 − 6𝐴 − 2𝐵 + 𝐵 = 0

𝑡3 ∶ 𝐴 − 2𝐴 + 𝐴 = 0

𝐵 = 0

6𝐴 = 5 ⇒ 𝐴 = 5
6

0 = 0

0 = 0

𝑦𝑃 (𝑡) =
(5
6
𝑡 + 0

)

e𝑡 ⋅ 𝑡2 = 5
6
𝑡3 e𝑡 35
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Příklad: 𝑦′′ − 𝑦′ = 𝑡 − e−𝑡

Krok 1 𝑦𝐻(𝑡) =? 𝜆2 − 𝜆 = 0 . . . charakteristická rovnice
𝜆(𝜆 − 1) = 0
𝜆1 = 0, 𝜆2 = 1

FS:
{

1, e𝑡
}

𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1 + 𝑐2e𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

Krok 2 𝑦𝑃 (𝑡) =? Princip surepozice:
𝑦𝑃 (𝑡) = 𝑦𝑃 1(𝑡) + 𝑦𝑃 2(𝑡)

𝑦𝑃1(𝑡) =
(

𝐴𝑡 + 𝐵
)

⋅ 𝑡 … 𝑏1(𝑡) = 𝑡 (1 je v FS)

𝑦𝑃2(𝑡) = 𝐶e−𝑡 … 𝑏2(𝑡) = −e−𝑡

𝑦𝑃 1 ∶ 𝑦′𝑃 1(𝑡) = 2𝐴𝑡 + 𝐵

𝑦′′𝑃 1(𝑡) = 2𝐴 ⇒ 2𝐴 − (2𝐴𝑡 + 𝐵) = 𝑡

𝑡0 ∶ 2𝐴 − 𝐵 = 0 ⇒ 𝐵 = −1

𝑡1 ∶ −2𝐴 = 1 ⇒ 𝐴 = −1
2

𝑦𝑃 2 ∶ 𝑦′𝑃 2(𝑡) = −𝐶e−𝑡

𝑦′′𝑃 2(𝑡) = 𝐶e−𝑡 ⇒ 𝐶e−𝑡 + 𝐶e−𝑡 = −e−𝑡

2𝐶 = −1 ⇒ 𝐶 = −1
2

𝑦𝑃 (𝑡) =
(

− 1
2
𝑡 − 1

)

𝑡 − 1
2

e−𝑡
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