M2E - MATEMATIKA 2 7. PREDNASKA

REKAPITULACE

Soustava n linedrnich ODR 1. fadu je tloha najit (vektorovou funkci) y : R — R" takovou, Ze

30 = AFO) + b(r), tel AER™, b(t): R — R
@ pocatecni podminky: yty) =Yy, protye€lay,eR”
Vime: W0 = Yu () + yp(@)

Krok 1 | (minule) Najdi v§echna feSeni y,(f) homogenni rovnice, tj. Z(t) = 0.

Plati: V) =y, + ey, + ... +¢,y,6) =Y({@)c, kde

Y(#) := ( y,() y,(®) ) a C= (cl,cz, e cn)T

fz(f)’

Y(t) je regularni, tj. existuje [Y(£)] ", protoZe ¥,(t), ¥,(?), ..., ¥,(t) jsou linearn& nezavislé

Priklad: (n = 2)
V@) =c - e"'hy +c,- eM'hy, ¢, ¢ €R,

y1 () Yo(1)

kde 4, 4, jsou vlastni ¢isla matice A

a 711, 7l2 pfisluSné vlastni vektory matice A
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Krok 2

Hledame jedno feSeni y p(#) nehomogenni rovnice, tj.

¥5 (1) = A¥p(t) + b(r).

Metoda variace konstant + princip superpozice

Predpokladame, Ze partikularni feSeni ma tvar

V() =Y @(t) = @)Y, (1) + o,(OY, () + ... + @,y (),

kde @ : R - R” je (zatim) nezndma vektorova funkce.

Plati:

yp()= AY(@) o) +YD) @' 1), tel

——
Y'()

Zduvodnéni (n = 2):

550 = [V - 50| = [0:05:0) + :07:0)| = #{0F O + @107 |©) + G OFO + 9207 5(1) =

= @ (¥, () + @, (D) + @, (1) (1) + @) 50)

~—— ~——
Ay, (1) Ay,(1)
= @\ (OY, () + SOV, + A - (@,(DF, (1) + @,()F, (1))
" ~ _/ \ ~ _J
Y(®) @' (1) A-Y(1)-9(1)

* kde

- ! @1(1) y1,(0) , go’l(t) yi1 () + @, (1) y,ll(t) p yi1(®) y’ll(l‘)
Hy, )| = = = ¢ (t + o,
[o10510) ( @1(0) Y10 > < @) y1a(0) + @1(1) Yo 1) ) 71l )< 0 > 7l )< Y0 >

/
lqoz(t) iz(t)l ... analogicky
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Dosadime do nehomogenni rovnice:

Fp(t) = AJp(1) + b(r)

AY() pO)+Y(0) §'(t) = AY(1) p(1) + b(t)

— funkci @(¢) uréime integraci

— dosadime do

Krok 3 Seteme y (1) a yp(2), tj.

Krok 4 | Dosadime pocatecni podminky

P = [Yo] b

(,_b(t)z/...

yp() =Y(1) - ¢(1)

() =y + yp@)

y(ty) =y, € R"

Poznidmka: jestliZe soustava y'(f) = Ay(¢) + B(t) vznikla prevodem z rovnice n-té€ho fadu, tj.

(- y(@®) )
V(1) )
yo=| y'@® a b(r) =

Ly 0@) )

(0 ) e 0 =det (A — AI) ... charakteristicka rovnice
0 (viz strana 58 — 63)
9 » potom e Y1) @'(t) = Z(t) je soustava, kterou jsme dostali
: pri variaci konstant pro rovnici n-t€ho fadu

\ b(®) )

(viz strana 28 — 30)
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Priklad:

V') + 2y (t) + 3y(t) = ™ y1(6) = y() Y0 = 70
»(0) =y'@) =y V(1) = =3y, (1) = 2p,(1) + €

vy = y"(@)

S0y = 0 1 < 0
g. FO=l 3 5 )P0 F e

~" - Hf'-/
=A =_,
50 »(1) y,()
y = =
y' (@) y,(1)
y /5 ODR 2. fadu y 2 A Soustava 2 rovnic
fazovy prostor
- -
Y Y1

-4 1
A_,u:( s o /1) det (A—Al)= —A(-2-AD)—(-3)-1= 1*+24+3=0

Vlastni ¢isla matice A odpovidaji feSenim charakteristické rovnice. ( y(t) = e )




Fundamentalni matice

() = Y11 | ¥, _ yll(t)
Y12() | y2(2) y,(®)

0 eM! | et
y’z(t)> <,11e21’ Azeﬂzf)
) )

Y1) YD)

kde {y,®),y,()} jeFS rovnice 2. fadu

Yu@®) = 3,1 + c,),(t) = Y()-¢

5 R yl(t) Y2(t)
) = Y0t = t + t
yp(®) () - o) €01()<y,1(t)) (Pz()<y,2(t))

1) y,(0) g\ (0O POy, @) + @Oy = 0
Vi@ %0 )\ oy0) e’ Y1) + Py = &
pro rovnici 2. fadu:  (dostaneme stejnou soustavu pro @' (7))

yp() = @1(0) y1(1) + @,(1) y,(1)

Vo) = ...
Vo) = ...
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Pocatecni versus okrajové podminky:
ODR 2. fadu - linearni

PocateCni tloha

1lustrace

V') +a,y @) +ay@) =bt), telCR

@ pocatecni podminky: dinoty € R ... pocitecnicas t,€(a,p)=:1
)
y'(to) »
(o) b / y(ty) =2 y . I - R 2x diferencovatelna
: Y(ty) =1 te¢ny vektor: (1,)' (z‘o))T
'-';‘ to /(I'] ;
Okrajova uloha
@ okrajové podminky (rGzného typu): a €I, pE I, a # p py /é 7
Dirichletovy:
Yy
Wa) =1 y(a) =0
B e
v(8) 5 y(B) =2 y(p) =0
y(a)|---a :
: :' nehomogenni homogenni
- é > okrajové podm. okrajové podm.
Neumannovy:
Yy
S Y(a)= -2 y(@)=0
y'(@) i y(p) =-1 Y()=0
- nehomogenni homogenni
- PR okrajové podm. okrajové podm.
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SmisSené:

Y
y'(B)
y(a)}---o | /
; | (B = -1
« J6] ?
Periodické: A
y ‘-‘

,/’ \‘ /\/» /l '
P \‘ P - |‘ "-‘
: \‘ ',' : : \“ / :

a—T o B=—a+T B+T ¢

y ... periodicka funkce s periodou T: y(t) = y(t +T),

Poznamky:
— PocateCni uloha m4 jediné feseni.

Naproti tomu okrajova Gloha miiZze mit:
— jediné feseni

— nekone¢né mnoho reseni

¢ —aiD
o —mD
® —amD

— zadné teSeni

nebo napf.:
V()= ...
yip) = ...
W) = y(h)
(@) =y'(B)
T ... perioda
T=p—-a
vVt € (a, f)
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Priklad:

yV+y=0 AP4+1=0 A, =xj€C

CFS: {e',e™'} = yy®)=ce/ +ce™, ¢,,€C
Eulerova identita: e/’ =cost+j sint

e /' =cost—j sint
@ — cost = l(eﬂ +e7/')
2
1 Jjt _ o=t
@ — sint = — (e )
2j
RES: {cost,sint} = | yy(t) =c/cost+c,sint |, ¢, €R

AN

obecné feSeni linedrni ODR 2. fadu |y +y =10

Pocatecni tloha:

y”-|—y=() reR

y(0) =1

Y'(0) =
dosadime do obecného feSeni: y0)=c;- cosO +¢c,- sin0 =1 = y0)=c =1

——
=1 =0
y' () = —c; sint + ¢, cost
Y (0)=—c; sin0 +c¢, cos0 =2 = Y (0)=c,=2
——
=0 =1

Resen{ po¢ateéni tlohy je y(t) = cost + 2 sint




Okrajové ulohy:

@

Y +y=0, te<0,z

)

y0) =1

(3)-s

Vi+y=0,1€(0,x)

»0)=0
Wz) =1

Vi+y=0,1€(0,x)

»0)=0
Wm) =0

dosadime:

y(0) =c;cos0+c,sin0=¢c; =1

T T . (7
y<§> = ¢, COS <§> + ¢, sin (5> =c,=0

Reseni Dirichletovy okrajové tlohy je

y(t) = cost

dosadime:

y(0) =c;cos0+c¢,sin0=¢c; =0

v

y(m) =c;cos(m) +cysin(r) = —c; =1

Uloha nema reseni !

dosadime:

y(0) =c;cos0+c,sin0=¢; =0

¥(m) = c¢;cos(xw) + cysin(r) = —¢c; =0
¢, € R libovolné !
Yy
Uloha ma nekonecn& mnoho feseni
. ¥(t) =c,sint, ¢, €ER
0 ™
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V' +y=0, t€<0,£>

\®

y'(0) =1

/(5)-o

YV'+y=0,1€(0,n)

V() =1
Y(r)=0

YV'+y=0,1€(0,n)

V() =1
V() =-1

¥(t) =c,cost+c,sint, ¢, ¢, €R

V' () = —c, sint + ¢, cost
dosadime:

V'(0) = —c¢;sin0+c¢,cos0=1¢, =1

(T . T T
Y(5) = -asin(3) +ereos(3) = - =0

Reseni Neumannovy okrajové tlohy je

y(t) = sint

dosadime:

V' (0) = —¢;sin0+cycos0=¢, = 1

v

y,(”) = —cy sin(xw) + ¢, cos(w) = —c, =0

Uloha nema reSenti !

dosadime:

¥ (0) = —¢;sin0 +cy,cos0=¢, = 1

y,(”) = —c sin(xw) + ¢, cos(w) = —¢c, = —1

c; € R libovolné !

Uloha ma nekonec¢né mnoho reseni

. § y(t) =cos t

¥(t) =c cost+sint, ¢; €ER

=
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