
M2E - MATEMATIKA 2 7. PŘEDNÁŠKA

REKAPITULACE

Soustava 𝑛 lineárních ODR 1. řádu je úloha najít (vektorovou funkci) 𝑦 ∶ ℝ → ℝ𝑛 takovou, že

𝑦 ′(𝑡) = 𝐀𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 𝐀 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝑏(𝑡)∶ ℝ → ℝ𝑛

+ počáteční podmínky: 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 pro 𝑡0 ∈ 𝐼 a 𝑦0 ∈ ℝ𝑛

Víme: 𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃 (𝑡)

Krok 1 (minule) Najdi všechna řešení 𝑦𝐻(𝑡) homogenní rovnice, tj. 𝑏(𝑡) = 0⃗.

Platí: 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡) + … + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑡) = 𝕐 (𝑡) 𝑐 , kde

𝕐 (𝑡) ∶=
(

𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡) … 𝑦𝑛(𝑡)
)

a 𝑐 =
(

𝑐1, 𝑐2,… , 𝑐𝑛
)𝑇

𝕐 (𝑡) je regulární, tj. existuje [𝕐 (𝑡)]−1, protože 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡),… , 𝑦𝑛(𝑡) jsou lineárně nezávislé

Příklad: (𝑛 = 2)
𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1 ⋅ e𝜆1𝑡ℎ⃗1

⏟⏟⏟
𝑦1(𝑡)

+𝑐2 ⋅ e𝜆2𝑡ℎ⃗2
⏟⏟⏟

𝑦2(𝑡)

, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ,

kde 𝜆1, 𝜆2 jsou vlastní čísla matice 𝐀

a ℎ⃗1, ℎ⃗2 příslušné vlastní vektory matice 𝐀
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Krok 2 Hledáme jedno řešení 𝑦𝑃 (𝑡) nehomogenní rovnice, tj.

𝑦𝑃
′ (𝑡) = 𝐀𝑦𝑃 (𝑡) + 𝑏(𝑡).

Metoda variace konstant + princip superpozice

Předpokládáme, že partikulární řešení má tvar

𝑦𝑃 (𝑡) = 𝕐 (𝑡)𝜑(𝑡) = 𝜑1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑2(𝑡)𝑦2(𝑡) + … + 𝜑𝑛(𝑡)𝑦𝑛(𝑡),

kde 𝜑 ∶ ℝ → ℝ𝑛 je (zatím) neznámá vektorová funkce.

Platí:
𝑦𝑃

′ (𝑡) = 𝐀𝕐 (𝑡)
⏟⏟⏟

𝕐 ′(𝑡)

𝜑(𝑡) + 𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼

:::::::::::::::
Zdůvodnění (𝑛 = 2):
𝑦𝑃

′ (𝑡) =
[

𝕐 (𝑡) ⋅ 𝜑(𝑡)
]′

=
[

𝜑1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑2(𝑡)𝑦2(𝑡)
]′ ∗

= 𝜑′
1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑1(𝑡)𝑦 ′

1(𝑡) + 𝜑′
2(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝜑2(𝑡)𝑦 ′

2(𝑡) =

= 𝜑′
1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡)𝑦2(𝑡) + 𝜑1(𝑡) 𝑦 ′
1(𝑡)

⏟⏟⏟
𝐀𝑦1(𝑡)

+𝜑2(𝑡) 𝑦 ′
2(𝑡)

⏟⏟⏟
𝐀𝑦2(𝑡)

=

= 𝜑′
1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡)𝑦2(𝑡)
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡)

+𝐀 ⋅
(

𝜑1(𝑡)𝑦1(𝑡) + 𝜑2(𝑡)𝑦2(𝑡)
)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
𝐀⋅𝕐 (𝑡)⋅𝜑(𝑡)

✓
* kde
[

𝜑1(𝑡)𝑦1(𝑡)
]′

=

(

𝜑1(𝑡) 𝑦11(𝑡)
𝜑1(𝑡) 𝑦12(𝑡)

)′

=

(

𝜑′
1(𝑡) 𝑦11(𝑡) + 𝜑1(𝑡) 𝑦′11(𝑡)

𝜑′
1(𝑡) 𝑦12(𝑡) + 𝜑1(𝑡) 𝑦′12(𝑡)

)

= 𝜑′
1(𝑡)

(

𝑦11(𝑡)
𝑦12(𝑡)

)

+ 𝜑1(𝑡)

(

𝑦′11(𝑡)
𝑦′12(𝑡)

)

[

𝜑2(𝑡)𝑦2(𝑡)
]′

… analogicky 65
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Dosadíme do nehomogenní rovnice:
𝑦𝑃

′ (𝑡) = 𝐀𝑦𝑃 (𝑡) + 𝑏(𝑡)

𝐀𝕐 (𝑡)𝜑(𝑡)+𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡) = 𝐀𝕐 (𝑡)𝜑(𝑡) + 𝑏(𝑡)

𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡) = 𝑏(𝑡)

𝜑′(𝑡) =
[

𝕐 (𝑡)
]−1

⋅ 𝑏(𝑡)

→ funkci 𝜑(𝑡) určíme integrací
𝜑(𝑡) = ∫ …

→ dosadíme do
𝑦𝑃 (𝑡) = 𝕐 (𝑡) ⋅ 𝜑(𝑡)

Krok 3 Sečteme 𝑦𝐻(𝑡) a 𝑦𝑃 (𝑡), tj.
𝑦(𝑡) = 𝑦𝐻(𝑡) + 𝑦𝑃 (𝑡)

Krok 4 Dosadíme počáteční podmínky
𝑦(𝑡0) = 𝑦0 ∈ ℝ𝑛

Poznámka: jestliže soustava 𝑦 ′(𝑡) = 𝐀𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡) vznikla převodem z rovnice 𝑛-tého řádu, tj.

𝑦(𝑡) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

𝑦(𝑡)
𝑦′(𝑡)
𝑦′′(𝑡)
⋮

𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

a 𝑏(𝑡) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

0
0
0
⋮
𝑏(𝑡)

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

, potom

∙ 0 = det
(

𝐀 − 𝜆𝐈
)

… charakteristická rovnice
(viz strana 58 – 63)

∙ 𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡) = 𝑏(𝑡) je soustava, kterou jsme dostali
při variaci konstant pro rovnici 𝑛-tého řádu

(viz strana 28 – 30)
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Příklad: 𝑦′′(𝑡) + 2𝑦′(𝑡) + 3𝑦(𝑡) = e3𝑡 𝑦1(𝑡) = 𝑦(𝑡)
𝑦2(𝑡) = 𝑦′(𝑡) = 𝑦′1(𝑡)
𝑦′2(𝑡) = 𝑦′′(𝑡)

𝑦′1(𝑡) = 𝑦2(𝑡)
𝑦′2(𝑡) = −3𝑦1(𝑡) − 2𝑦2(𝑡) + e3𝑡

tj.
𝑦 ′(𝑡) =

(

0 1
−3 −2

)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏟
=𝐀

⋅𝑦(𝑡) +

(

0
e3𝑡

)

⏟⏟⏟
=𝑏

𝑦(𝑡) =

(

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)

)

=

(

𝑦1(𝑡)

𝑦2(𝑡)

)

… fázový prostor

𝐀 − 𝜆𝐈 =
(

−𝜆 1
−3 −2 − 𝜆

)

det
(

𝐀 − 𝜆𝐈
)

= −𝜆(−2 − 𝜆) − (−3) ⋅ 1 = 𝜆2 + 2𝜆 + 3 = 0

Vlastní čísla matice 𝐀 odpovídají řešením charakteristické rovnice.
(

𝑦(𝑡) = e𝜆𝑡
)
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Fundamentální matice

𝕐 (𝑡) =

(

𝑦11(𝑡) 𝑦21(𝑡)
𝑦12(𝑡) 𝑦22(𝑡)

)

=

(

𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡)
𝑦′1(𝑡) 𝑦′2(𝑡)

) (

e𝜆1𝑡 e𝜆2𝑡

𝜆1e𝜆1𝑡 𝜆2e𝜆2𝑡

)

↑ ↑

𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡)

kde
{

𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡)
}

je FS rovnice 2. řádu

𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1𝑦1(𝑡) + 𝑐2𝑦2(𝑡) = 𝕐 (𝑡) ⋅ 𝑐

𝑦𝑃 (𝑡) = 𝕐 (𝑡) ⋅ 𝜑(𝑡) = 𝜑1(𝑡)

(

𝑦1(𝑡)
𝑦′1(𝑡)

)

+ 𝜑2(𝑡)

(

𝑦2(𝑡)
𝑦′2(𝑡)

)

𝕐 (𝑡)𝜑′(𝑡) = 𝑏(𝑡)

(

𝑦1(𝑡) 𝑦2(𝑡)
𝑦′1(𝑡) 𝑦′2(𝑡)

) (

𝜑′
1(𝑡)

𝜑′
2(𝑡)

)

=

(

0
e3𝑡

)

𝜑′
1(𝑡) 𝑦1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡) 𝑦2(𝑡) = 0

𝜑′
1(𝑡) 𝑦

′
1(𝑡) + 𝜑′

2(𝑡) 𝑦
′
2(𝑡) = e3𝑡

pro rovnici 2. řádu: (dostaneme stejnou soustavu pro 𝜑′(𝑡))

𝑦𝑃 (𝑡) = 𝜑1(𝑡) 𝑦1(𝑡) + 𝜑2(𝑡) 𝑦2(𝑡)

𝑦′𝑃 (𝑡) = …
𝑦′′𝑃 (𝑡) = …
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Počáteční versus okrajové podmínky:
ODR 2. řádu - lineární … ilustrace 𝑦′′(𝑡) + 𝑎1𝑦

′(𝑡) + 𝑎2𝑦(𝑡) = 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ ℝ

Počáteční úloha
+ počáteční podmínky: dáno 𝑡0 ∈ ℝ … počáteční čas 𝑡0 ∈ ⟨𝛼, 𝛽⟩ =∶ 𝐼

𝑦(𝑡0) = 2
𝑦′(𝑡0) = 1

𝑦 ∶ 𝐼 → ℝ 2× diferencovatelná
tečný vektor:

(

1, 𝑦′(𝑡0)
)𝑇

Okrajová úloha
+ okrajové podmínky (různého typu): 𝛼 ∈ 𝐼, 𝛽 ∈ 𝐼, 𝛼 ≠ 𝛽

Dirichletovy:

𝑦(𝛼) = 1
𝑦(𝛽) = 2

nehomogenní
okrajové podm.

𝑦(𝛼) = 0
𝑦(𝛽) = 0

homogenní
okrajové podm.

Neumannovy:

𝑦′(𝛼) = −2
𝑦′(𝛽) = −1

nehomogenní
okrajové podm.

𝑦′(𝛼) = 0
𝑦′(𝛽) = 0

homogenní
okrajové podm. 69
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Smíšené:

𝑦(𝛼) = 1
𝑦′(𝛽) = −1

nebo např.:

𝑦′(𝛼) = …
𝑦(𝛽) = …

Periodické:

𝑦(𝛼) = 𝑦(𝛽)
𝑦′(𝛼) = 𝑦′(𝛽)

𝑇 … perioda
𝑇 = 𝛽 − 𝛼

𝑦 … periodická funkce s periodou 𝑇 : 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡 + 𝑇 ), ∀𝑡 ∈ ⟨𝛼, 𝛽⟩

Poznámky:
Počáteční úloha má jediné řešení.
Naproti tomu okrajová úloha může mít:

– jediné řešení
– nekonečně mnoho řešení
– žádné řešení

! ! !
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Příklad: 𝑦′′ + 𝑦 = 0 𝜆2 + 1 = 0 𝜆1,2 = ±𝑗 ∈ ℂ

ℂFS:
{

e𝑗𝑡, e−𝑗𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1e𝑗𝑡 + 𝑐2e−𝑗𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℂ

Eulerova identita: e𝑗𝑡 = cos 𝑡 + 𝑗 sin 𝑡

e−𝑗𝑡 = cos 𝑡 − 𝑗 sin 𝑡

+ → cos 𝑡 = 1
2
(

e𝑗𝑡 + e−𝑗𝑡
)

− → sin 𝑡 = 1
2𝑗

(

e𝑗𝑡 − e−𝑗𝑡
)

ℝFS:
{

cos 𝑡, sin 𝑡
}

⇒ 𝑦𝐻(𝑡) = 𝑐1 cos 𝑡 + 𝑐2 sin 𝑡 , 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

↖
obecné řešení lineární ODR 2. řádu 𝑦′′ + 𝑦 = 0

Počáteční úloha: 𝑦′′ + 𝑦 = 0
𝑦(0) = 1
𝑦′(0) = 2

𝑡 ∈ ℝ

dosadíme do obecného řešení: 𝑦(0) = 𝑐1 ⋅ cos 0
⏟⏟⏟

=1

+𝑐2 ⋅ sin 0
⏟⏟⏟

=0

= 1 ⇒ 𝑦(0) = 𝑐1 = 1

𝑦′(𝑡) = −𝑐1 sin 𝑡 + 𝑐2 cos 𝑡

𝑦′(0) = −𝑐1 sin 0
⏟⏟⏟

=0

+𝑐2 cos 0
⏟⏟⏟

=1

= 2 ⇒ 𝑦′(0) = 𝑐2 = 2

Řešení počáteční úlohy je 𝑦(𝑡) = cos 𝑡 + 2 sin 𝑡 71
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Okrajové úlohy:

1 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈
(

0, 𝜋
2

)

𝑦(0) = 1

𝑦
(𝜋
2

)

= 0

dosadíme:
𝑦(0) = 𝑐1 cos 0 + 𝑐2 sin 0 = 𝑐1 = 1

𝑦
(𝜋
2

)

= 𝑐1 cos
(𝜋
2

)

+ 𝑐2 sin
(𝜋
2

)

= 𝑐2 = 0

Řešení Dirichletovy okrajové úlohy je 𝑦(𝑡) = cos 𝑡

2 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)

𝑦(0) = 0
𝑦(𝜋) = 1

dosadíme:
𝑦(0) = 𝑐1 cos 0 + 𝑐2 sin 0 = 𝑐1 = 0

𝑦(𝜋) = 𝑐1 cos(𝜋) + 𝑐2 sin(𝜋) = −𝑐1 = 1
� � �

Úloha nemá řešení !

3 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)

𝑦(0) = 0
𝑦(𝜋) = 0

dosadíme:
𝑦(0) = 𝑐1 cos 0 + 𝑐2 sin 0 = 𝑐1 = 0

𝑦(𝜋) = 𝑐1 cos(𝜋) + 𝑐2 sin(𝜋) = −𝑐1 = 0

𝑐2 ∈ ℝ libovolné !

Úloha má nekonečně mnoho řešení

𝑦(𝑡) = 𝑐2 sin 𝑡, 𝑐2 ∈ ℝ
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4 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈
(

0, 𝜋
2

)

𝑦′(0) = 1

𝑦′
(𝜋
2

)

= 0

𝑦(𝑡) = 𝑐1 cos 𝑡 + 𝑐2 sin 𝑡, 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ

𝑦′(𝑡) = −𝑐1 sin 𝑡 + 𝑐2 cos 𝑡

dosadíme:
𝑦′(0) = −𝑐1 sin 0 + 𝑐2 cos 0 = 𝑐2 = 1

𝑦′
(𝜋
2

)

= −𝑐1 sin
(𝜋
2

)

+ 𝑐2 cos
(𝜋
2

)

= −𝑐1 = 0

Řešení Neumannovy okrajové úlohy je 𝑦(𝑡) = sin 𝑡

5 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)

𝑦′(0) = 1
𝑦′(𝜋) = 0

dosadíme:
𝑦′(0) = −𝑐1 sin 0 + 𝑐2 cos 0 = 𝑐2 = 1

𝑦′(𝜋) = −𝑐1 sin(𝜋) + 𝑐2 cos(𝜋) = −𝑐2 = 0
� � �

Úloha nemá řešení !

6 𝑦′′ + 𝑦 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝜋)

𝑦′(0) = 1
𝑦′(𝜋) = −1

dosadíme:
𝑦′(0) = −𝑐1 sin 0 + 𝑐2 cos 0 = 𝑐2 = 1

𝑦′(𝜋) = −𝑐1 sin(𝜋) + 𝑐2 cos(𝜋) = −𝑐2 = −1

𝑐1 ∈ ℝ libovolné !

Úloha má nekonečně mnoho řešení

𝑦(𝑡) = 𝑐1 cos 𝑡 + sin 𝑡, 𝑐1 ∈ ℝ
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