
M2E - MATEMATIKA 2 8. PŘEDNÁŠKA

Laplaceova transformace

Definice: Laplaceovým obrazem funkce 𝑓 ∶ ⟨0,+∞) → ℝ rozumíme funkci definovanou vztahem

𝐹 (𝑝) ∶= L
[

𝑓 (𝑡)
]

(𝑝) ∶=

+∞

∫
0

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡 kde 𝑝 je parametr (obecně komplexní číslo).

Značení: 𝐹 (𝑝); 𝐹 ; L
[

𝑓
]

= 𝐹 (pozor: 𝐹 neznačí primitivní funkci k funkci 𝑓 ! )

Poznámky: ∙ pro jednoduchost budeme předpokládat, že 𝑝 ∈ ℝ (známe Eulerovu identitu, která nám toto umožní)
∙ integrál v definici 𝐹 (𝑝) nemusí pro všechny hodnoty 𝑝 konvergovat (tj. být konečný)
∙ hodnota integrálu nezávisí na hodnotách funkce 𝑓 pro 𝑡 < 0 !

často se předpokládá, že 𝑓 (𝑡) = 0, 𝑡 < 0 (integrujeme od 0 do +∞).

Příklad:
𝑓 (𝑡) = 1, 𝑡 ≥ 0

𝐹 (𝑝) = L [1](𝑝) =

+∞

∫
0

1
⏟⏟⏟
=𝑓 (𝑡)

e−𝑝𝑡 d𝑡 =
[

e−𝑝𝑡
−𝑝

]+∞

0
=

= lim
𝑡→+∞

e−𝑝𝑡
−𝑝

− e−𝑝⋅0
−𝑝

= = 0 + 1
𝑝
= 1

𝑝
𝑝 > 0 !
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Příklad:
𝑓 (𝑡) = sin 𝑡, 𝑡 ≥ 0 𝐹 (𝑝) = L [sin 𝑡](𝑝) =

+∞

∫
0

sin 𝑡
⏟⏟⏟
=𝑓 (𝑡)

e−𝑝𝑡 d𝑡 = integrace „per partes“

𝐼 = ∫ sin 𝑡 e−𝑝𝑡 d𝑡 =
𝑢 = sin 𝑡 𝑢′ = cos 𝑡

𝑣′ = e−𝑝𝑡 𝑣 = e−𝑝𝑡
−𝑝

= −e−𝑝𝑡
𝑝

sin 𝑡 − ∫
e−𝑝𝑡
−𝑝

cos 𝑡 d𝑡 =

=
𝑢 = cos 𝑡 𝑢′ = − sin 𝑡

𝑣′ = e−𝑝𝑡
−𝑝

𝑣 = e−𝑝𝑡
𝑝2

= −e−𝑝𝑡
𝑝

sin 𝑡 − e−𝑝𝑡
𝑝2

cos 𝑡 − 1
𝑝2 ∫

sin 𝑡 e−𝑝𝑡 d𝑡
⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

=𝐼

𝐼 = −
e−𝑝𝑡 (cos 𝑡 + 𝑝 ⋅ sin 𝑡)

𝑝2
− 1
𝑝2

⋅ 𝐼
/

⋅ 𝑝2

𝑝2𝐼 = −e−𝑝𝑡 (cos 𝑡 + 𝑝 ⋅ sin 𝑡) − 𝐼
/

+ 𝐼

(𝑝2 + 1)𝐼 = −e−𝑝𝑡 (cos 𝑡 + 𝑝 ⋅ sin 𝑡)
/

∶ (𝑝2 + 1) > 0

𝐼 =
−e−𝑝𝑡 (cos 𝑡 + 𝑝 ⋅ sin 𝑡)

𝑝2 + 1
+ 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ

=
[

− 1
𝑝2 + 1

e−𝑝𝑡
(

𝑝 ⋅ sin 𝑡 + cos 𝑡
)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
omezená funkce

]+∞

0
= lim

𝑡→+∞

(

− 1
𝑝2 + 1

e−𝑝𝑡
(

𝑝⋅sin 𝑡+cos 𝑡
)

)

−
(

− 1
𝑝2 + 1

e−𝑝⋅0
⏟⏟⏟

=1

(

𝑝⋅ sin 0
⏟⏟⏟

=0

+ cos 0
⏟⏟⏟

=1

)

)

=

↓
0, 𝑝 > 0 !

= 0 + 1
𝑝2 + 1

= 1
𝑝2 + 1 𝑝 > 0
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Poznámka: Výpočet z definice je náročný i pro jednoduché funkce. Budeme se snažit využít znalost

L [1](𝑝) = 1
𝑝
, 𝑝 > 0 a L [sin 𝑡](𝑝) = 1

𝑝2 + 1
, 𝑝 > 0 pro odvození obrazů dalších funkcí.

Využijeme tzv. slovník Laplaceovy transformace a následující vlastnosti Laplaceovy transformace.

Vlastnosti Laplaceovy transformace

V1 LINEARITA 𝛼, 𝛽… čísla; 𝑓1 a 𝑓2 funkce

L [𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2] = 𝛼L [𝑓1] + 𝛽L [𝑓2] ,

jestliže L [𝑓1] a L [𝑓2] existují! (tj. pokud má pravá strana smysl)

Zdůvodnění:
+∞

∫
0

(

𝛼𝑓1(𝑡) + 𝛽𝑓2(𝑡)
)

e−𝑝𝑡 d𝑡

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
L [𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2]

= 𝛼

+∞

∫
0

𝑓1(𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
L [𝑓1]

+𝛽

+∞

∫
0

𝑓2(𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟
L [𝑓2]

Příklady:
L [1 + sin 𝑡](𝑝) = L [1] + L [sin 𝑡] = 1

𝑝
+ 1
𝑝2 + 1 𝑝 > 0

L [3] = L [3 ⋅ 1] = 3 ⋅ L [1] = 3 ⋅ 1
𝑝 𝑝 > 0

L [10 sin 𝑡] = 10 ⋅ L [sin 𝑡] = 10 ⋅ 1
𝑝2 + 1 𝑝 > 0
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V2 ZMĚNA MĚŘÍTKA 𝜔… číslo (kladné)

L [𝑓 (𝜔𝑡)](𝑝) = 1
𝜔

L [𝑓 (𝑡)]
( 𝑝
𝜔

)

= 1
𝜔
𝐹
( 𝑝
𝜔

)

(zde již důsledně píšeme argumenty)

Zdůvodnění:

+∞

∫
0

𝑓 (𝜔𝑡
=𝜏
) e−𝑝𝑡 d𝑡 =

𝜏 = 𝜔𝑡 𝑡 = 𝜏
𝜔
, 𝜔 ≠ 0

d𝜏 = 𝜔 d𝑡 d𝑡 = d𝜏
𝜔

𝑡 = 0 𝜏 = 𝜔 ⋅ 0 = 0
𝑡 → +∞ 𝜏 = 𝜔 ⋅ 𝑡 → +∞

𝜔 > 0

= 1
𝜔

+∞

∫
0

𝑓 (𝜏) e−
𝑝
𝜔
𝜏 d𝜏 = 1

𝜔
𝐹
( 𝑝
𝜔

)

Příklad:
pro 𝜔 > 0:

L [sin(𝜔𝑡)] = 1
𝜔

L [sin(𝑡)]
( 𝑝
𝜔

)

= 1
𝜔
⋅

1
(

𝑝
𝜔

)2
+ 1

=

= 1
𝜔
⋅

1
𝑝2+𝜔2

𝜔2

= 1
𝜔
⋅

𝜔2

𝑝2 + 𝜔2
= 𝜔

𝑝2 + 𝜔2 𝑝 > 0
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V3 POSUNUTÍ V OBRAZU 𝑎… číslo, obecně 𝑎 ∈ ℂ (zatím 𝑎 ∈ ℝ)

L [e𝑎𝑡 ⋅ 𝑓 (𝑡)] = L [𝑓 (𝑡)](𝑝 − 𝑎) = 𝐹 (𝑝 − 𝑎)

Zdůvodnění:
+∞

∫
0

e𝑎𝑡𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡 =

+∞

∫
0

𝑓 (𝑡) e−(𝑝−𝑎)𝑡 d𝑡 = 𝐹 (𝑝 − 𝑎)

Příklad:
L [e𝑎𝑡] = L [e𝑎𝑡 ⋅ 1

=𝑓 (𝑡)
] = L [1](𝑝 − 𝑎) = 1

𝑝 − 𝑎
, 𝑝 − 𝑎 > 0, 𝑝 > 𝑎

( Víme, že L [1](𝑝) = 1
𝑝
, 𝑝 > 0 )
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V4 DERIVACE OBRAZU

L [𝑡 ⋅ 𝑓 (𝑡)] = − d
d𝑝

(

L [𝑓 (𝑡)]
)

= − d𝐹
d𝑝

Zdůvodnění:

Uvědomme si, že − d
d𝑝

[

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡
]

= −
(

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 ⋅ (−𝑡)
)

, tj.

+∞

∫
0

𝑡𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡 =

+∞

∫
0

− d
d𝑝

[

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡
]

d𝑡 = − d
d𝑝

(

+∞

∫
0

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡
)

= −d𝐹
d𝑝

Příklady:

L [𝑡] = L [𝑡 ⋅ 1
=𝑓 (𝑡)

] = − d
d𝑝

(

L [1]
)

= − d
d𝑝

(1
𝑝
)

= 1
𝑝2

[1
𝑝

]′
= [𝑝−1]′ = −1 ⋅ 𝑝−2 = − 1

𝑝2

L [𝑡2] = L [𝑡 ⋅ 𝑡
=𝑓 (𝑡)

] = − d
d𝑝

(

L [𝑡]
)

= − d
d𝑝

( 1
𝑝2
)

= 2
𝑝3

[ 1
𝑝2
]′

= [𝑝−2]′ = −2 ⋅ 𝑝−3 = − 2
𝑝3

L [𝑡3] = L [𝑡⋅ 𝑡2
=𝑓 (𝑡)

] = − d
d𝑝

(

L [𝑡2]
)

= − d
d𝑝

( 2
𝑝3
)

= 6
𝑝4

[ 1
𝑝3
]′

= [𝑝−3]′ = −3 ⋅ 𝑝−4 = − 3
𝑝4

L [𝑡4] = …
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V5 OBRAZ DERIVACE

L [𝑓 ′] = 𝑝 ⋅ L [𝑓 ] − lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) = 𝑝 𝐹 (𝑝) − lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡)

Zdůvodnění:
+∞

∫
0

𝑓 ′(𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡 =
𝑢 = e−𝑝𝑡 𝑢′ = −𝑝 e−𝑝𝑡

𝑣′ = 𝑓 ′(𝑡) 𝑣 = 𝑓 (𝑡)
=

[

e−𝑝𝑡 ⋅ 𝑓 (𝑡)
]+∞

0
+ 𝑝

+∞

∫
0

𝑓 (𝑡) e−𝑝𝑡 d𝑡 =

= lim
𝑡→+∞

(

e−𝑝𝑡𝑓 (𝑡)
)

− lim
𝑡→0+

(

e−𝑝𝑡𝑓 (𝑡)
)

+ 𝑝 𝐹 (𝑝) = 0 − e−𝑝⋅0 ⋅ lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) + 𝑝 𝐹 (𝑝) = 𝑝 𝐹 (𝑝) − lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡)

Příklad:
L [cos 𝑡] = L

[

(

sin 𝑡
)′
]

= 𝑝 ⋅ L [sin 𝑡] − lim
𝑡→0+

sin 𝑡 =

( víme, že L [sin 𝑡] = 1
𝑝2 + 1

, 𝑝 > 0 a funkce sin 𝑡 je spojitá v 0+ )

= 𝑝 ⋅ 1
𝑝2 + 1

− sin 0 =
𝑝

𝑝2 + 1
, 𝑝 > 0

Poznámky:
∙ lim

𝑡→0+
𝑓 (𝑡) se někdy značí 𝑓 (0+)

∙ Jestliže je 𝑓 spojitá v bodě 0 zprava, potom lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) = 𝑓 (0).

∙ V aplikacích má lim
𝑡→0+

𝑓 (𝑡) význam počáteční podmínky !
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V6 OBRAZ INTEGRÁLU S PROMĚNNOU HORNÍ MEZÍ

L
[

∫

𝑡

0
𝑓 (𝜏) d𝜏

]

(𝑝) = 1
𝑝
L [𝑓 (𝑡)]

Zdůvodnění:

𝑔(𝑡) =

𝑡

∫
0

𝑓 (𝜏) d𝜏 =
[

𝐻(𝜏)
]𝑡

0
= 𝐻(𝑡) −𝐻(0) 𝐻(𝜏) je primitivní funkce k funkci 𝑓 (𝜏)

L [𝑔(𝑡)] = ?

𝑔′(𝑡) = 𝐻 ′(𝑡) = 𝑓 (𝑡)

lim
𝑡→0+

𝑔(𝑡) = lim
𝑡→0+

(

𝐻(𝑡) −𝐻(0)
)

= 𝐻(0) −𝐻(0) = 0

L [𝑓 (𝑡)] = L [𝑔′(𝑡)] = 𝑝L [𝑔(𝑡)] − lim
𝑡→0+

𝑔(𝑡) = 𝑝L [𝑔(𝑡)]
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Shrnutí:
Zatím jsme vybudovali tento slovník Laplaceovy transformace:

𝑓 (𝑡) … vzor 𝐹 (𝑝) … obraz

1 1
𝑝
, 𝑝 > 0

sin 𝑡 1
𝑝2 + 1

, 𝑝 > 0

sin
(

𝜔𝑡
) 𝜔

𝑝2 + 𝜔2
, 𝑝 > 0, 𝜔 > 0

e𝑎𝑡 1
𝑝 − 𝑎

, 𝑝 > 𝑎

𝑡 1
𝑝2

𝑡2 2
𝑝3

𝑡3 6
𝑝4

cos 𝑡
𝑝

𝑝2 + 1
, 𝑝 > 0
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