M2E - MATEMATIKA 2

8. PREDNASKA
Laplaceova transformace

Definice: Laplaceovym obrazem funkce f : (0,+00) — R rozumime funkci definovanou vztahem

+00
F(p) :=Z[f0)]) := /f(t)e_’”dt
0

kde p je parametr (obecné komplexni Cislo).

Znateni: F(p); F; X [ f ] = F (pozor: F neznadi primitivni funkci k funkci f !)
Poznamky: e pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze p € R (zndme Eulerovu identitu, kterd ndm toto umoZzni)
e integral v definici F(p) nemusi pro vSechny hodnoty p konvergovat (tj. byt konecny)
 hodnota integralu nezavisi na hodnotach funkce f prot < 0!
Casto se predpoklada, ze f(r) =0, t < O (integrujeme od 0 do +o0).
Priklad:
f=1,120
+o0
+oo
e M
I 0 Fp)=Z0p = [ 1 e [_] _
1 - N—— —P lo
0
Y
0 t '
—pt —p-0 ‘ >0 -
= lim —e = 1 _pt P =0+l=l
I=+o0 —p 4 © p P
0 t
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+0o0

Priklad:
f(@®) =sint, t >0 F(p) = ZJ[sint](p) = / sint e dt @ integrace ,,per partes
0 '
Y =f()
u=sint u =cost
—pt —pt
I = /sinte_p’dtz , . e P |=———sint— [ —costdt =
V=e? p=-— p —p
u=cost u =—sint
e P . e P 1 -
=/ , e e~ P! = ———sinf — —-cost — — sint e ? dt
V=— v==— p p p
—p P - g ~ J
=1
e P (cost+ p-sint
= _ ( ! p ) iz T /P
p p
p*I = —e P (cost+p-sint)— I /+I
(p*> + DI = —e P (cost + p - sint) /:(p2+1)>0
—e P (cost+ p-sint
I= ( PSIND . ceR
pPr+1
1 —pt . oo . 1 —pt . 1 —p-0 .
@[—2—6 P (p-smt+cost)] lim (—2—6 P (p-smt+cost)>—<— 5 e”? (p- sin0 + cos0 )) =
P+l Ao e N 2] Pt~ ——~
i/ omezena funkce =1 =0 =1
0,p>0! 1 1

p>0
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Poznamka:

Vypocet z definice je narocny 1 pro jednoduché funkce. Budeme se snazit vyuZzit znalost

LU=+ p>0| a | ZLlsind(p) = -
p p-+1

VyuZijeme tzv. slovnik Laplaceovy transformace a nisledujici vlastnosti Laplaceovy transformace.

Vlastnosti Laplaceovy transformace

V1| LINEARITA @,f... Cisla; f; a f, funkce

g[aﬂ"‘ﬂfz] :ao%[fﬂ"‘ﬂg[fz] ;

jestlize Z[f,] a Z[f,] existuji! (tj. pokud ma prava strana smysl)

Zdavodnéni:

+00 +0o0 +o0

/ (afi@) + Bfr(D)) e dt =a / fie P dt+p / fr®e P dt

0 0 0

g[aﬂ"‘ﬁfz] g[fl] g[fz]

Priklady:

$[1+sint](p)=$[l]+$[sint]=l+ 21 p>0

p p°+1
3[3]:02”[3-1]:3-3[1]:3-% p>0
Z[10sint] = 10 - Z[sint] = 10 - 21 p>0
p-+1

, p> 0] proodvozeni obrazi dalSich funkci.
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ZMENA MERITKA ... ¢islo (kladné)

o)

L1f@e) = ~217(2) = ZF(

(zde jiz dasledn€ piSeme argumenty)

Zduvodnéni: -
T = wt t=—, 0#0
“a
+00 dr = wdt dt = — 1 +oo 1
w p
—pt — — —;T -
f(czo_:)e dr = =0 T —w-0=0 —w/f(r)e dr a)F
0 t = +00 T=w-t—> 4+ 0
w>0
Priklad:
pro @ > 0:

Plsin(wr)] = éﬁ[sin(t)](é) _

Ol
VN
e I=
N—

+

[S—Y

l l . f— > 0
® 1r)2+2w2 ®w pP+w* p?+w? P
w

g I=




V3

POSUNUTI V OBRAZU a... Cislo, obecn€ a € C (zatim a € R)

Le" - fO] = LIfOlp—a) = F(p—a)

Zdavodnéni:

+0o0

+o0
/ e f(tye P dr = / f(e P4t = F(p - a)
0 0

Priklad:

Ll = Ll 1] = Lp-a) = ——, p—a>0.
=f() —

( Vime, ze Z[1](p) = l, p>0)
p

p>a
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DERIVACE OBRAZU

d dF
Ll f0) = - (L1 = -
Zduvodnéni:
Uvédomme si, Ze —dip[f(t) e = = (e - (-1), 4.
+00 +o0 +oo
—pt _ _i —pt _ _i —pt _
/tf(t)e Pp = / dp[f(t)e M dr = dp(/f(t)e p dt) _
0 0 0
Ptiklady:
d d 1 1 17’
L= L 11=-Yzuy=-ShH =L [I]_
1 = 21 1) = - () = g () = % M
L1 = 2 1] = -L(zm) = 4Ly = 2 L]’
7= L1 )= =g () = g = % |
2= i 2= Sy =2 42y 6 [
(] [t :% t)] dp( [°]) dp(p3) R

2L = ...




V35

OBRAZ DERIVACE

L1f = p- ZIf1-lim () = pF(p) - lim £(2)
Zdivodnéni:
/ flHe™?dr =

= lim <e"”f(t)> - lim (e"”f(t)> +pF(p) = 0= e lim f(1) + pF(p) = pF(p) — lim /()

t——+00

u=e” u =—pe™

V=f1t) v=f0

+o0
= le‘l”- f (r)];oo +p / fe?dt =
0

Priklad: ,
ZLJcost] = fl(sint)] = p-Z[sint] — 11%1 sint =
= =0,
(vime, Ze ZL[sint] = — 1 p>0 a funkcesintjespojitav 0, )
P2
=p- — sin0 = ,p>0
P pPr+1 pP+1 P
Poznamky:

. 1i1g1 f () senékdy znaci f(0,)
=0,
o Jestlize je f spojita v bodé 0 zprava, potom lir(gl f(@) = f(Q0).
-0,

e V aplikacichma lim f(#) vyznam pocatecni podminky !

t—0,
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Vo

OBRAZ INTEGRALU S PROMENNOU HORNI MEZI

2| / f@dz|() = = Z1f )
0 p

Zdavodnéni:

g(t) = / fo)dr = lH(T)l; — H(t)— H(0) H(7) je primitivni funkce k funkci f(7)
0

ZLg] =7
g=H'@®=f@)

th%l g(t) = tn%a (H@t)— H(0)) = HO)—H(©) =0

ZIf®l = ZIg®] = pLIg®] - lim g(r) = pZLg®)]
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Shrnuti:

Zatim jsme vybudovali tento slovnik Laplaceovy transformace:

f(@) ... vzor F(p) ... obraz
1 l, p>0
p
1
sin ¢ , p>0
pPP+1 P
. 0)
sm(a)t) p2+a)2’ p>0, 0>0
e ,p>a
p—a
; 1
»?
12 2
P
£ i
Iz
p
CcoSt ,p>0
pr+1 P




