M2E - MATEMATIKA 2 9. PREDNASKA

REKAPITULACE prima Laplaceova transformace
/—-\ peC (P c R) p>0
+00
7(t) Fo) = LU0 =Fo) = [ fteat
vzor (pfedmét, original) Laplaceuv obraz funkce
\/ %—1
zpétna (inverzni) Laplaceova transformace ~ existuje (komplikovany) vzorec pro £~ [F(p)| ... dale

Vlastnosti Laplaceovy transformace

V1 | LINEARITA Llaf,+ Bbfl=aZf]+ BZLf,]
V2 | ZMENA MERITKA LN f()l(p) = l‘Z[f(l‘)]<£) = l1”<£>

Q)] ()] Q)] Q)]
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Lle™ - f] = LIfOlp—a) = F(p—a)
V4 | DERIVACE OBRAZU Llt- f(H)] = —i(,ﬁf[ f (t)]) - _dr

dp dp
V5 | OBRAZ DERIVACE ZIf = p-c,%[f]—tli%l f@) = pF(p)—tlir(I)l 10
V6| OBRAZ INTEGRALU A [ / f(r) dr] (p) = 11)02”[ f(]

0
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Zatim jsme vybudovali tento slovnik Laplaceovy transformace:

f() ... vzor F(p) ... obraz
1 l, p>0
p
1
sin t , p>0
pPP+1 P
: )
sin (wt , p>0, 0w>0
( ) p2+a)2 p
e —., p>a
p_
¢ 1
P2
1 2
D3
£ i
P
p
CoS ¢ ,p>0
pr+1 P

384




Priklady: @ >0
vi Vi
1) % [smh(a)t)] = l%(ew’ e_“”)] = %f [e‘“’ —e_“”] = %(3 [ewt] - % [e‘“”]) =
slovnik l 1 _ 1 (p+w)—(p-o) l . 20 —
= i) T e o) 7 P pow T
V2 v 2
IR o 1 1 p : p
2) g[cos(a)t)] - o (£)2+1 - © Pt - o g'pzj)-a)z p? + w? p>0
V1 VS
3 Z[cosh(n] = £|= - (sinh@n)'| = é-fl(sinh(a)t))] = é(p-flsinh(wt)] ~ lim sinh(er) ) =
DI @y
= a)(p p2—w2 0) = p2—a)2 p>w
Vs Vs
H 2wl = 2|[Fol| = p- 20| - lim o = p-(p-Z[70] - lim 70) = lim f'0) =

=p" - Zf®] = p- lim f() - lim ()

T T
pocateCni  pocatecni
podminka podminka
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Priklad: pasivni linearni RLC dvojpdl

oy = L L tan
(1) R L }C’— <uc(t)— Cz(t) Viz stranaZl) t

ult) u(®) = ug(®) +u (1) +uc(®) = Ri(t) + Li'() + é / i(r)dz
0

OznacCme: ZLIi] =: 1(p) i(t) ... stavova proménna (nezname)

t

Potom  U(p) := Zu@®)] = £ [Ri(t)+Li’(t)+é / i(t) dT] =

0
V1 !

=" R.Z[in] + L ZL[iI'0] + ég[ / i(7) dfl =

0

= RIp) + L(pIp) - lim i) + é-})l@) =

= RI(p) + pLI(p) — Llimi@) + LI(P) =
1—0, Cp

= (R+pL+ = ) 1) = Llim i) =
Cp =0,

. ~ 7 \ /
=: Z(p) pocatecni podminka (af je rovna 0)
obrazova impedance
(viz odborné predméty)

Zaver:
Zobecnény Ohmtv zdkon ... U(p)= Z(p) - I(p)
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Vyznam Laplaceovy transformace

t

u(t) = Ri(t) + Li'(t) + é / i(r)dr

0

|

U(p)=Z(p) - I(p)

1

Z(p)

v ptivodni proménné ¢ jde o integro-diferenciilni vztah

v nové proménné p jde o algebraicky vztah

—> I(p) = U(p)

Z(p) ... obrazova impedance

Shrnuti:

Po pouZiti Laplaceovy transformace jsme misto rovnosti s derivacemi a integraly, které jsou v u(t),

dostali algebraicky vztah bez derivaci a integralli (v komplexni proménné) pro U (p).

+00

Vime: Ne kazdou funkci f(7) Ize zobrazit v Laplaceové transformaci, tj. vypocitat F(p) = / f(®He?dre!
0
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Zobrazitelné funkce

Funkci f lze zobrazit v Laplaceové transformaci, jestlize plati:

@ na kazdém omezeném intervalu (a; b) C (0; +00) ma funkce f nejvySe konecné mnoho bodl nespojitosti
nejvyse 1. druhu

f(t) /\»/\/ f (1) ' f(t)
0 t ? 0 to 1 0 to [
: dlim f(r)=1, R jinak
30im (1) # o) am Jo=h ]
’ 3 lim f()) =1, €R KO.
—>ln— .
L #L ProtoZe nejde
odstranitelna nespojitost skok (nespojitost I. druhu) ,, integrovat uvnitf (0; +o00) !
OK. OK.
@ f ma nejvyse exponencidlni rist, tj. Im,o > 0 Vi € (0,4+00): |f (1) < me”
Pro¢? ,, Abychom mohli integrovat az do +o0 ! “ £(t)
f@®e™| < |f@)]-e™ < meTe™ = me
p>0c = oc—-p<0 = tliine(“_p)t=0 =
(c—p)tq+o0 ]
= / me P df = [ € ] = lim e~ " e (O40) '
t=>+c0 0 — P c—p
0

T kv +00 +00
akze F(p) = f(HePdr < / me® P < +oo! prop>o 28
0

0




Poznamka:  Casto se piipojuji dvé& dodate¢né podminky na f.

(3) Vt<0: f(©)=0

ft  r(t)=e4Lt>0

-
-
——————
-

@ Ve O+t ft) =5 ( Jim £@) + lim £1))

£t) o
IO — T
0 -

( Podminky @ a @ nebudeme potiebovat )
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Pro zavedeni zpétné Laplaceovy transformace si uvédomme:
Plati:
o Vie(0;+00): f(t)=gt) = A [ f (t)] =% [g(t)] ( pfiméa Laplaceova transformace )

F —
Poznémk 2 G(p)

Staci 1 méné: funkce f a g se mohou liSit v kone¢né mnoha bodech (to nema vliv na hodnotu integralu).

Nyni se snazime ukazat platnost opa¢né implikace pro zpétnou Laplaceovu transformaci.

o Lerchova véta: ( < )
Jestlize | f(1)| = £ [g(n)], potom f (1) = g(t,) pro kazdé 1, € (0; +00), ve kterém jsou ob& funkce spojité,

tj. funkce f a g se mohou liSit pouze v bodech nespojitosti, kterych je malo diky podmince @ aprot <O.

IlapI'Z Yy f(t):et,t>0 Yy g(t):et,t>0
viz podminka @
1) 1
0 t 0 t
Yy Yy
viz podminka @ > f(t) / g(t)
0 t 0 t

=  Proto podminky @ a @ nemusime uvazovat.
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Algebraicka
rovnice v C

Z_ S

Slovnik

<

-

AG

jl

F(p)
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Defini¢ni vztah pro zpétnou Laplaceovu transformaci

a+joo
£ = —— / F(p)e” dp
27
a—joo

integrujeme pres primku v C

|mn

integral musi konvergovat

NepouZziva se !
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Slovnik Laplaceovy transformace

f(t) ... vzor F(p) ... obraz
| 1
)4
o n!
pn+1
em 1
p—a
tn eat l’l!
(p _ a)n+1
) w
Sin ( wft
(o) o
p
cos (wt
(o) L
. a
sinh (at) s
)4
cosh (at) R
. w
e sin (wt
() (p—a)P+w?
—a
e’ cos (cot) P
(p—aP+
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