M2E - MATEMATIKA 2 10. PREDNASKA

Schéma reSeni ODR pomoci Laplaceovy transformace

TN

linearni ODR n-tého fadu s konstantnimi koeficienty

. 1 1ck ' komplexni
(resp. soustava n ODR 1. fadu s konst. koeficienty) algebraicka rovnice v komplexnim oboru

(resp. soustava algebraickych rovnic)

Hleddme: Y(p)=? Y(p) = Z |y
L

Uvedené schéma pfipomina symbolicko-komplexni metodu z odbornych pfedméti, ta ovSsem funguje

+ pocate¢ni podminky (pro .2 pouzijeme rovnou)

Hledame: y(f) = ? ¥ty = Z7 Y ()]

Poznamka:

jen na situace, kdy zdroje v obvodu jsou harmonické (sin, cos ... ) a hledame tzv. ustalené stavy, tj. jak

napt. vypada priibéh proudu v obvodu po odeznéni vSech prechodnych déji. Na rozdil od toho,

Laplaceova transformace zahrne i tyto pfechodné déje a hlavné i1 zdroje, které nejsou nutné harmonickeé.

Pti pouziti slovniku Laplaceovy transformace si uvédomme:

f() ... vzor F(p) ... obraz

: 1, >0 I )50 per (Rep>0,peC) !
p

/ e >0 L,p>a (Rep>Rea,peC) !
14 " p—a

94




Priklad:

Y (t) + 2y(1) = 4 oznalme: Y (p) = L |y()]

¥(0) =0 L[y ®+2y0] = ZL14]
cil: y(t) =? ZIyo| +2-Zyn| =4- 211

: 1
pY(p) = lim y(1) + 2-Y(p) = 4.1_)

SY(p) + 2Y(p) = & Cil: Y(p) =2

p
<p+mY@>=§ /i (p+2) #0

4

N =27y Y(p) =

y(1) Y ()] )
= f‘ll 4 ] = 4. 77! ll . ! = ? ... neni pfimo v nasem slovniku
p(p+2) p pt+2
Vime, ale: 71 ll] =1 a -1 L] = e . (ze slovniku)
—_— p p+2
e 1 1 ’ 1 |
VAROVANE: #-! [——] 4 H -z—ll—]
p p+2 p p+2

Vime:

g[“ﬂ"‘ﬂfz] =a$[f1] +ﬂ$[f2] = a Fi(p) + pF,(p) /o%—]
L e Fi(p) + BFE(D)| = a L7 [Fi(p)] + 8 L' [F )] ... linearita

h'd h'd

f1() Fo(0)

Cil:  misto sou¢inu chceme mit soucet, tj. pouzijeme ROZKLAD NA PARCIALNI ZLOMKY

A\
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Metoda A

= ROZKLAD NA PARCIALNI ZLOMKY

Chceme:

p=0:

p=-2 1= A(2+2)+ B-(-2) = 1=-2B = B=-

_A_ B .
b1 = tarz [perY

1 =A(p+2) + Bp

1 =A0+2) + B-0 > 1 =24 = A=

— ( dosadili jsme za p nulové body)

nebo jinak:

1
O-p+1 =Ap+2A+Bp} A+B=O} A=§ ( porovname koeficienty
= =

O-p+1=A+B)p+2A

B = 1 na obou stranich rovnice )

Dostavame:

Takze:

Shrnuti:;

IS B
p(p+2) 2 p 2/ p+2

R i B R ) B R e P R S P

=2 —-2e% >0

 zobrazili jsme pocate¢ni tlohu pomoci Laplaceovy transformace na algebraickou rovnici pro Y (p)
» vypocitali jsme Y (p)
 zobrazili jsme Y (p) pomoci zpétné Laplaceovy transformace na y(r)

( pouzili jsme rozklad na parcialni zlomky, linearitu . a .Z~! a slovnik )



Rozklad na parcialni zlomky neni nutny pokud pouZzijeme jinou metodu vyuZzivajici konvoluci funkci.

Metoda B | = VYUZITI KONVOLUCE FUNKCI

pro f, g: (0;+00) = R: (f *g)® I=/f(T)g(t—T)dT /f(l‘—S)g(S)dS
0 0

Zdtuvodnéni ( pomoci substituce v urcitém integralu )
S=t—17 T=1t-—3S
t 0 t
ds =—-dr dr=-ds
/f(f)g( t—7 )dr = = /f(t —5) g(s) (—=ds) = /f(t —5)g(s)ds
—— =0 s=t
0 t 0
* T=t s=0

Plati:

Vi, Z[(fxe)®] = Z[f] - ZL]e] = Fp) - Gp)

= Z7'YF®) - Gp)| = (f xg)® (srovnej s VAROVANIM )

ukizeme pouze na piikladu:

F(p) Gp) [yr] [0 g0 o |
W) = g_ll 4 ] _ 4.3_1[1. 1 ] i (1 . e_Z’) _ pouZijeme 2. integral z definice
— p(p+2) p p+2 f@=1 vt

t

—2st =2t
=4-/e"zsds:4-l62] =4-(e——i)=—2e-2’+2, t>0.
0

0

Dostali jsme stejny vysledek jako pfi pouziti rozkladu na parciilni zlomky.

)
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Zavérecné poznamky:

@ U v8ech rovnic, napi. y' + 2y = b(f), jsme pozadovali, aby prava strana b(f) byla spojitd. Pomoci Laplaceovy
transformace lze zobrazit 1 nespojité funkce, které nemaji nespojitosti II. druhu. Umime tedy feSit 1 rovnice

S nespojitou pravou stranou, napr.

f(t)
1 vyznam b(t) ... zdroje
— - odpovida stfidavému zapnuti, vypnuti, ...
0 t
@ Funguje 1 na integro-diferencialni rovnice, resp. jejich soustavy. i1(t) t=0 8. I ia(t)
v . > o M >
Priklad: N |

soustava dvou integro-diferencialnich rovnic

induktivné vazané dvé smycky, M ... prenos + | 3 L L @
E
R

Kirchhoffovy zdkony:

(soucet napéti v kazdé smycce je roven 0)

Lit(t)y + Mi,(t) + Ri,(t) = E

t
List) + Mi' (@) + é / ir(t)dr + Riy(t) = 0
0

& (l L(p) = L0 Lp) = Lli,®]; pod. podm.: i,(0) =0, i,(0) =0

E
Lpli(p) + Mpl,(p) + RI,(p) = % LIEl = L[E-1] = E-¥Z[1] = =

p
L'l = p- Zli,] - li%qil(z)

Z—

=0

LpL(p) + Mpl(p) + él—l)lz(m + RIp) = 0




« ReSenim soustavy Al = b vypocitame I,(p) a I,(p)

R+ Lp Mp _ E _ 1,(p)
A=\ Mp R+Lp+—— b=\ » I=
(

E(CLP+CRp+1) \

T=Alp=|pP(CL2pP+2CLRpP>+Lp-CM?p’+CR*p+R)
CEMp

| CL2P+2CLRP+Lp-CM>pPP+CRp+R

napi.pro E=C=L=R=M =1:

pP+p+1 1 p+1 1 1 p+3
Il(p)zp(2p2+2p+1)=1_)_2p2+2p+1= T2 1)2
(P+3) +(
1 1
p 1 p+3 1 3
I,(p) = — > = ... =—=" 5 >+ 5 >
w2t 2 (4T (P2 (D)

o Provedeme Z!

L) = L L] =1 - %e_%t Ccos (%t) — %e_%t sin(%t)

(1) = LML) = %e_%’ COS <%t> + %e_%’ sin (%t)
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@ Existuji 1 jin€ transformace ! Volba vhodné transformace zavisi na feSeném problému.

» Fourierova transformace ... frekvencni analyza spojitého signidlu (/)
o diskrétni Fourierova transformace ... frekven¢ni analyza diskrétniho signdlu  ()))
« transformace Z ... TeSeni diferenc¢nich rovnic

Opét jsou odvozeny vlastnosti téchto transformaci a pripadné slovniky. Podrobnosti viz literatura, google, atd.

Ve strucnosti uvedme zakladni informace k Fourierové transformaci v porovnani s Laplaceovou transformaci.

Z:akladni vzorce Laplaceovy transformace

+o0
Def | DEFINICE Zro)|p) = / f@)e P dt
0
V1 | LINEARITA Llaf,+ Bbfr]l=aLf]+ BZLLS,]
V2| ZMENA MERITKA ZLf(@)lp) = 1 F(ﬁ)
a a
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Lle”- f(1)] = F(p—a)
V4 | DERIVACE OBRAZU ZLIt- f@] = —d%F(p)
V5| OBRAZ DERIVACE LI = pF(p)—tlirgl 10
t +
V6| OBRAZ INTEGRALU A [ / f(7) dr] (p) = %F(p)
0
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Zakladni vzorce Fourierovy transformace

+o0
Def | DEFINICE F|fo](jw) 1= F(jw) = / f® e dr
V1| LINEARITA Flaf,+ Bl =aF[f1]+ BF[f5]
V2 | ZMENA MERITKA Ff(a)](jw) = l—llF(Js)>
V3 | POSUNUTI V OBRAZU Fe - f®] = F(j(w-a)
V4 | DERIVACE OBRAZU Ft-f)] = j %F(ja))
V5 | OBRAZ DERIVACE Ff'®] = jo F(jo)
V6| OBRAZ INTEGRALU / f (r)d = F(Ja))
Diractv (jednotkovy) impuls Heavisideova (skokova) funkce
I A H(t)
t 4(1) 1
| t_ | t_
0l 0l
+00 !
siy=d T =0 / 5@ df = 1 H ) / 5(r)d
= = = T T
0 t#£0 . E 101




Slovnik Laplaceovy transformace

f(t) ... vzor F(p) ... obraz
| 1
)4
o n!
pn+1
em 1
p—a
tn eat l’l!
(p _ a)n+1
) w
Sin ( wft
(o) o
p
cos (wt
(o) L
. a
sinh (at) s
)4
cosh (at) R
. w
e sin (wt
() (p—a)P+w?
—a
e’ cos (cot) P
(p—aP+
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Slovnik Fourierovy transformace

f() ... vzor F(jow) ... obraz
Diractiv (jednotkovy) impuls 6(7) 1
Heavisideova (skokova) funkce H (7) 7 o(w) + L
jo
sgn () i
jo
cos(at)  |6(@w + a) + 6(w — a)]
sin(at) jz [8(w+a) — 5w — a)|
2a
—alt|
e a>0
a’ + w?
e H(), a>0 ! .
a+ jo
te” ™ H(t), a>0 ;2
(a + ja))
a+ jw

e” cos(bt) H(t), a > 0

B+ (a+ jo)’

e~ sin(bt) H(t), a > 0

b
b+ (a +ja))2
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