M2E - MATEMATIKA 2 11. PREDNASKA

Taylorovy rady

Dano:

e bod xy; € R (stred Taylorovy rady)

o funkce f: R — R, ktera ma derivace vSech potfebnych rada (,,pékna“) napr.e*, sinx, ...

Taylortiv polynom n-tého stupné funkce f v bod€ x, je definovan vztahem:

’ 1 . 1 n n \ f(k)( )
T,0 = fxg) + /(o) (= x0) + 3 (i) (X=X + o+~ f0xg) (x = x)" = )

k=0

(x — xo)k

ZnaCeni: O!'=1, 1'=1, 2!=2-1=2, 3!'=3.2-1=6, ...
FO%g) = fx), FP0xg) = f'(x), FP0xg) = f(xp)s ...
Poznamky:

e T,(x) zavisi na bodé& x,, ve kterém funkci f aproximujeme. Casto bereme x, = 0, ale miize byt x,, # 0.

o T (x) zavisi také hlavné na funkci f.

Chyba aproximace funkce f Taylorovym polynomem n-t€ho stupné€ v bod€ x,je R, (x) := f(x) — T, (x).

Poznamka:

Pomoci Taylorova polynomu se napf. pocitd hodnota funkce e*, sin x na kalkulacce a PC.

Jedna se tedy o aproximaci urCenou s néjakou danou presnosti.
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Priklad:  Voltampérova charakteristika soucastky

i[A] } . obecné nelinedrni funkce
Ty (=)
0
zavislost i na u nahradime Tj(x) ... linearizace

vbodé uy, =0 ... i= %u (Ohmuv zakon)

vbod€ u, #0 ... linearizace v pracovnim bodé

Graficky vyznam linearizace je ndhrada te€nou ke grafu funkce v daném bod¢.
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Priklad:

f(x)=sinx, x, =0

Ty(x) = flxg) =0

Ti(x) =

——

To(x)

fx) + ') (x=xp) = 0 + 1-(x=0) = x

=

f(xy) = f(0) = sin0 = 0

sin x

sinx~x pro x=0 — 1

X

f'(x) = cos x;

f'(xg) = cos0 =1

pro x = 0

T,(x) = f(xy) + f'(xo) (x —xy) + %f”(xo) (x—xo)2 = X f"(x) = —sinx; f”(xo) = —sin0 =0

v

Ti(x)

T = T + 5 /"0 (v = x) = ¥ -

T,(x) = Ty(x) + % P (x = x)* = x —

MATLAB | ... taylortool

=

=

T5(x) =x ... stejny jako T;(x)
%3 " (x) = —cos x;
%3 P (x) = sin x;
Ty(x) =x ... stejny jako T5(x)
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Jak je to s chybou aproximace R, (x)?

Jestlize ma funkce f naintervalu I := (x, — 0; x, + 0) derivace az do fadu n + 1, potom lze zbytek R, (x)

vyjadrit v tzv. Lagrangeové tvaru:

- — — L ; (n+1) _ n+1
R,(x) = f(x) —= T,(x) = (n+1)!f (2) (x = xp)

kde bod z lezi mezi xya x € 1.

To—0 T z X z0+0

I

Poznamky: L . . .
—— « Existyjiijiné tvary zbytku - Peanuv, Cauchyuv (viz Google).

e Vztah pro R,(x) je odvozen na zakladé€ véty o stfedni hodnot€.

e Nevime, kde presné bod z lezi !

Prist€ se podivame na to, jakym zpiisobem lze odhadnout R, (x) a co plati, pokud budeme n zvétSovat do +oo.

Taylorova rada funkce f v bodé x, je definovina vztahem:

roo (k) )
/o) (x —xp)* := lim /o) (x = x)“ = lim T,(x)
" 0 v 0 "
e . n——+o00 “= k! n—+0o

(nekonecCna rada)
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Poznamky:
e Pro dané x € R se jedna o soucet nekonecné mnoha cCisel, ktery nemusi existovat,

tj. prislusna Ciselna fada nemusi konvergovat (viz zimni semestr)
+o0

+00
1 . 1 . .
napr. — ... konverguje, — ... diverguje
p ;kQ guj ;k guj

o T (x) ma vyznam n-t€ho ¢asteCného souctu rady

+0o0
— +m Y Z 4 e 4 [e]
Zan = a +a,+az+ ..., (Sn>n:1 ... posloupnost ¢astecnych souctu
k=1
51 a;
S, = a;t+a,
Sy = a;+a,+a;
Sn - a1+a2+a3+ +an
+0o0
a, = lim s, = .5 ... Kkonvergentnifada

n—+oo T

Pl
I

soucet rady
e T,(x)zavisi nahodnot¢ x € R =  pro néjaka x miZe fada mit soucet, ale pro jina x nikoli !

pe

MnozZina x € R, pro ktera prisluSna Ciselna fada konverguje, se nazyva obor konvergence a znaci se K.

« Souctova funkce Taylorovy rady je definovana vztahem:

+00 (k)
T(x) := ka—('x())(x —xo)k, x€eK
k=0 '
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Priklad:

x=0  D(NH=R\{1)

)= —.

1) UrcCete T,(x):

T, (x) = f(xg) + f'(xp) (x — xo) + % f'(xg) (x = xp)* + ... + % FPxp) (x = xp)" = Y

)=

e =[0=07 =10 =07 (D=
F160 = =2 s (D =

100 =28 e (D =

FO0) = 1 ('12_' i )’54 . ovéite si

FO0(x) 1(.12_ . j);;ln

o SO (xg)
1 = k!
f(xo)leozl (x():O)
YR
f) =G5 =
1" _ 2 _
10 = =g =2
" 23 A f—
f (xo)—(1_0)4—2 3 6 3!
2:-3.-4
fe) = gy =4
n. n!
f( )(xo) = a0y = n!

T(x)=1+1-(x-0) + L =0 + 2 B (k=0 + = @) (k=0 + . L) (x—0) =
2 3! 4! n!

= 1+ x+x>+x+x*+ ...+ x"

Tedy:

T,(x) = 2 x*| ... Tayloriv polynom n-tého stupné funkce f(x) = 7 !
k=0

v bod€ x, =0
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Pro konkrétni volbu x ziskdme hodnotu T, (x), tj. napf.
1 1 ST2A%
=l =3
2 2 = \2
x=2 .. T, = )2
k=0

atd.

2) Urcete obor konvergence K a souctovou funkci 7T'(x):

n—>+oo 1 — x’

(k) n +0o0
Zf (x 0) —xp)f = nl_i)rfooTn(x) = lim x* = Zxk S xe(-11) =K
k=0 k=0

)

Ciselna nekoneCna geometricka fada Vx
1
D 4" =—— prolgl<1
k= I=q

SHRNUTL: oo fy) = —  DH=R\(1)

Vystup: T(x)= T—= 1 xe((-1;1) = K
— X

S Taylorova fada funkce f v bod€ x, (pro jiné x, ziskame obecné jinou Taylorovu fadu)

Tedy: f(x) # T(x) x € D(f)

ALE: f(x) = T(x) xe€K =(-11)
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Otazky na priste:

e Pro jaké funkce existuje T'(x) ?
 Jaky je obor konvergence K ?

o Kdy plati, ze f(x)=T(x)?

Poznamka:
Vyuziti pro vypocet napr. sin 2,34 na kalkulacce
(napt. sin2,34 = T5y(2,34))
Chyba této aproximace zavisina R, (x) = f(x) = T,(x) = L

Priklad k procviceni:

Urcete Taylorovu fadu pro funkci f(x) =sinx vbodé x,=0.

(n+ 1)!

f(n+1)(Z) (X _ xo)n+l
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