
M2E - MATEMATIKA 2 12. PŘEDNÁŠKA

REKAPITULACE

Dáno: funkce 𝑓 : ℝ → ℝ a bod 𝑥0 ∈ ℝ (𝑓 chceme aproximovat)
↑

„pěkná“, tj. existují derivace všech potřebných řádů

Taylorův polynom

𝑇𝑛(𝑥) ∶=
𝑛
∑

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘!

(𝑥 − 𝑥0)𝑘 = 𝑓 (𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) +
1
2
𝑓 ′′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)2 + … + 1

𝑛!
𝑓 (𝑛)(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)𝑛

Chyba: 𝑅𝑛(𝑥) ∶= 𝑓 (𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) = 1
(𝑛 + 1)!

𝑓 (𝑛+1)(𝑧) (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1, kde 𝑧 leží někde mezi 𝑥 a 𝑥0.

Taylorova řada:
𝑇 (𝑥) ∶= lim

𝑛→+∞
𝑇𝑛(𝑥) =

+∞
∑

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘!

(𝑥 − 𝑥0)𝑘, 𝑥 ∈ 𝐾
↑

obor konvergence

Ukázali jsme si příklad: 𝑓 (𝑥) = 1
1 − 𝑥

, 𝑥0 = 0, 𝐷(𝑓 ) = ℝ ⧵ {1}

𝑇𝑛(𝑥) =
𝑛
∑

𝑘=0
𝑥𝑘 ⟶ 𝑇 (𝑥) =

+∞
∑

𝑘=0
𝑥𝑘 = 1

1 − 𝑥
, 𝑥 ∈ (−1; 1) = 𝐾

𝑓 (𝑥) ≠ 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓 ) ALE 𝑓 (𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝐾!
↑

Odpovězme na otázku, pro jaké funkce 𝑓 toto platí 113
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Platí: Jestliže má 𝑓 stejnoměrně omezené derivace všech řádů na intervalu 𝐼 = ⟨𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿⟩, 𝛿 > 0 , tj.

∃𝑀 > 0 ∀𝑛 ∈ ℕ ∀𝑧 ∈ 𝐼 ∶ |𝑓 (𝑛)(𝑧)| < 𝑀 ,

potom 𝑓 (𝑥)
!
= 𝑇 (𝑥) =

+∞
∑

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘!

(𝑥 − 𝑥0)𝑘, 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ⊂ 𝐾 .

Praktický význam:
Funkci 𝑓 aproximujeme konečnou řadou

𝑛
∑

𝑘=0

𝑓 (𝑘)(𝑥0)
𝑘!

(𝑥 − 𝑥0)𝑘

a čím větší 𝑛 vezmeme, tím bude aproximace přesnější.

Terminologie:

Říkáme, že funkce 𝑓 lze v bodě 𝑥0 rozvinout v Taylorovu řadu a 𝑇 (𝑥) se nazývá Taylorův rozvoj funkce 𝑓 v bodě 𝑥0.

Zdůvodnění:
Zvolíme libovolné 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ⊂ 𝐾

𝑅𝑛(𝑥) ∶= 𝑓 (𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) ⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑅𝑛(𝑥) + 𝑇𝑛(𝑥)
/

lim
𝑛→+∞

𝑓 (𝑥) = lim
𝑛→+∞

𝑅𝑛(𝑥) + lim
𝑛→+∞

𝑇𝑛(𝑥)

‖ ??? ‖

𝑓 (𝑥) = 0 + 𝑇 (𝑥)
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Víme:
𝑅𝑛(𝑥) ∶=

1
(𝑛 + 1)!

𝑓 (𝑛+1)(𝑧) (𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

(kde 𝑧 leží někde mezi 𝑥 a 𝑥0)

Takže:
|𝑅𝑛(𝑥)| ∶=

1
(𝑛 + 1)!

⋅ |𝑓 (𝑛+1)(𝑧)| ⋅ |𝑥 − 𝑥0|
𝑛+1 ≤ 1

(𝑛 + 1)!
⋅𝑀 ⋅ 𝛿𝑛+1 = 𝑀 ⋅

𝛿𝑛+1

(𝑛 + 1)!

0 ≤ lim
𝑛→+∞

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤ lim
𝑛→+∞

𝑀 ⋅
𝛿𝑛+1

(𝑛 + 1)!
= 𝑀 ⋅ lim

𝑛→+∞

𝛿𝑛+1

(𝑛 + 1)!
∗
= 𝑀 ⋅ 0 = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0

* lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

𝑛!
= 0

pro |𝑎| < 1 zřejmé

pro 𝑎 ≥ 1
0 ≤ 𝑎𝑛

𝑛!
= 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎

1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ⋅ ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛
= (∃𝑛0 ∈ ℕ∶ 𝑎 < 𝑛0, tj. 𝑎

𝑛0
< 1)

= 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑎
1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑛0 ⋅ (𝑛0 + 1)⋅ ⋅ ⋅(𝑛 − 1) ⋅ 𝑛

≤

≤ 𝑎𝑛0
𝑛0!

⋅
𝑎
𝑛

= 𝑎𝑛0+1

𝑛0!
⏟⏟⏟
= konst.

⋅
1
𝑛

⏟⏟⏟
→ 0

→ 0 (podle věty o sevření)

pro 𝑎 ≤ −1
|

|

|

|

𝑎𝑛

𝑛!
|

|

|

|

≤ |𝑎|𝑛

𝑛!
→ 0 pro 𝑛 → +∞

tj. platí pro 𝑎 ∈ ℝ
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Příklad:
𝑓 (𝑥) = sin 𝑥, 𝑥0 = 0 (již minule)

1) 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0) +
1
2
𝑓 ′′(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)2 + … + 1

𝑛!
𝑓 (𝑛)(𝑥0) (𝑥 − 𝑥0)𝑛

𝑓 (𝑥) = sin 𝑥 𝑓 (𝑥0) = 𝑓 (0) = sin 0 = 0
𝑓 ′(𝑥) = cos 𝑥 𝑓 ′(𝑥0) = 𝑓 ′(0) = cos 0 = 1
𝑓 ′′(𝑥) = − sin 𝑥 𝑓 ′′(𝑥0) = 𝑓 ′′(0) = − sin 0 = 0
𝑓 ′′′(𝑥) = − cos 𝑥 𝑓 ′′′(𝑥0) = 𝑓 ′′′(0) = − cos 0 = −1

𝑓 (4)(𝑥) = sin 𝑥 𝑓 (4)(𝑥0) = 𝑓 (4)(0) = sin 0 = 0
⋮ derivace se dále po čtveřicích opakují

𝑇3(𝑥) = 0 + 1 ⋅ (𝑥 − 0) + 1
2
⋅ 0 ⋅ (𝑥 − 0)2 + 1

3 ⋅ 2 ⋅ 1
⋅ (−1) ⋅ (𝑥 − 0)3 = 𝑥 − 1

6
𝑥3

𝑇4(𝑥) = 𝑥 − 1
6
𝑥3 ( = 𝑇3(𝑥)) členy se sudou mocninou = 0

2) 𝑇 (𝑥) = 𝑥 − 1
3!

𝑥3 + 1
5!

𝑥5 − 1
7!

𝑥7 + 1
9!

𝑥9 + … =
+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1, 𝑥 ∈ 𝐾 = ???

↳ Taylorovy koeficienty

3) 𝐾 = ??? (viz str. 114) ∀𝑧 ∈ ℝ ∀𝑛 ∈ ℕ∶ |𝑓 (𝑛)(𝑧)| ≤ 1,
↑

buď sin 𝑧, cos 𝑧, − sin 𝑧 nebo −cos 𝑧

⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑇 (𝑥) =
+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1, 𝑥 ∈ ℝ = 𝐾

sin 𝑥 =
+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1, 𝑥 ∈ ℝ
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Příklad: Pomocí Taylorovy řady funkce sin 𝑥 v bodě 𝑥0 = 0 aproximujte hodnotu sin 𝑥 pro 𝑥 ∈ ⟨−𝜋, 𝜋⟩ tak, aby
chyba byla nejvýše 10−5, resp. 10−12. (Pro 𝑥 ∉ ⟨−𝜋, 𝜋⟩ využijeme periodicitu sin 𝑥.)

Pro chybu Taylorova polynomu platí:

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑇𝑛(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
𝑓 (𝑛+1)(𝑧)

|𝑅𝑛(𝑥)| =
|

|

|

|

|

(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!

|

|

|

|

|

⋅ |𝑓 (𝑛+1)(𝑧)| ≤

≤
|(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1|
(𝑛 + 1)!

⋅ 1 ≤

≤ |𝑥𝑛+1|
(𝑛 + 1)!

≤

≤ |𝑥|𝑛+1

(𝑛 + 1)!
≤

≤ 𝜋𝑛+1

(𝑛 + 1)!
≤ 10−5 (resp. 10−12)

𝑇15(𝑥) = 𝑥 − 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
− 𝑥7

7!
+ 𝑥9

9!
− 𝑥11

11!
+ 𝑥13

13!
− 𝑥15

15!

𝑇24(𝑥) = 𝑥 − 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
− 𝑥7

7!
+ 𝑥9

9!
− 𝑥11

11!
+ 𝑥13

13!
− 𝑥15

15!
+ 𝑥17

17!
− 𝑥19

19!
+ 𝑥21

21!
− 𝑥23

23!
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Příklad a)
𝑓 (𝑥) = 1

𝑥
, 𝑥0 = 1

Varianta A Brutální síla - jako dříve, výpočet derivací, …

Varianta B (Chytře) Víme: +∞
∑

𝑘=0
x 𝑘 = 1

1 − x
, x ∈ (−1; 1), x 0 = 0

𝑓 (𝑥) = 1
𝑥

= 1
1 − (−𝑥 + 1)

=
x = −𝑥 + 1 = 1 − 𝑥
𝑥0 = 1 ⇒ x 0 = 0
| x | < 1, tj. |𝑥 − 1| < 1

=
+∞
∑

𝑘=0
(1 − 𝑥)𝑘 =

↑
chceme použít něco, co známe

=
+∞
∑

𝑘=0

(

(−1) ⋅ (𝑥 − 1)
)𝑘 =

+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘 ⋅ (𝑥 − 1)𝑘

↑

Taylorovy koeficienty 𝑎𝑘

|𝑥 − 1| < 1, tj. 𝑥 ∈ (0, 2) = 𝐾

Závěr:

𝑓 (𝑥) = 1
𝑥
=

+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘 (𝑥 − 1)𝑘, 𝑥 ∈ (0, 2), 𝑥0 = 1
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Příklad b)
𝑓 (𝑥) = 3

1 − 2𝑥
, 𝑥0 = 0

𝑓 (𝑥) = 3 ⋅ 1
1 − 2𝑥

=

x = 2𝑥
𝑥0 = 0 ⇒ x 0 = 0

| x | < 1, |2𝑥| < 1 ⇔ |𝑥| < 1
2

= 3 ⋅
+∞
∑

𝑘=0
(2𝑥)𝑘 =

+∞
∑

𝑘=0
3 ⋅ 2𝑘
⏟⏟⏟

𝑎𝑘

⋅ 𝑥𝑘

Závěr:

𝑓 (𝑥) = 3
1 − 2𝑥

=
+∞
∑

𝑘=0
3 ⋅ 2𝑘 ⋅ 𝑥𝑘, 𝑥 ∈

(

− 1
2
, 1
2

)

, 𝑥0 = 0

Příklad c)
𝑓 (𝑥) = 1

2 − 𝑥
, 𝑥0 = 0

𝑓 (𝑥) = 1

2 ⋅
(

1 − 𝑥
2

) = 1
2
⋅

1
1 − 𝑥

2

= 1
2
⋅
+∞
∑

𝑘=0

(𝑥
2

)𝑘
=

+∞
∑

𝑘=0

1
2𝑘+1

𝑥𝑘
|

|

|

|

𝑥
2
|

|

|

|

< 1 ⇔ |𝑥| < 2

Závěr:

𝑓 (𝑥) = 1
2 − 𝑥

=
+∞
∑

𝑘=0

1
2𝑘+1

𝑥𝑘, 𝑥 ∈ (−2, 2), 𝑥0 = 0
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Platí: Jestliže 𝑓 (𝑥) = 𝑇 (𝑥), 𝑥 ∈ ⟨𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿⟩,

potom 𝑓 ′(𝑥) = 𝑇 ′(𝑥) =

(+∞
∑

𝑘=0
𝑎𝑘 (𝑥 − 𝑥0)𝑘

)′

=
+∞
∑

𝑘=1

𝑘 ⋅ 𝑎𝑘 (𝑥 − 𝑥0)𝑘−1 pro 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).

Tj. Taylorovu řadu lze derivovat člen po členu
„derivace nekonečného součtu je nekonečný součet derivací“
Schematicky

(+∞
∑

𝑘=0

( )

)′

=
+∞
∑

𝑘=1

( )′

Příklad d)
𝑓 (𝑥) = cos 𝑥, 𝑥0 = 0

Varianta A Brutální síla - výpočet derivací, …

Varianta B (Chytře) Víme: sin 𝑥 =
+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1, 𝑥 ∈ ℝ

cos 𝑥 = (sin 𝑥)′ =

(+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1

)′

=
+∞
∑

𝑘=0

(

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
𝑥2𝑘+1

)′

=
+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!
(2𝑘+1) 𝑥2𝑘 =

+∞
∑

𝑘=0

(−1)𝑘

(2𝑘)!
𝑥2𝑘

𝑥 ∈ ℝ
rozepsáno pro kontrolu:

sin 𝑥 = 𝑥 − 1
3!

𝑥3 + 1
5!

𝑥5 − 1
7!

𝑥7 + 1
9!

𝑥9 − 1
11!

𝑥11 + …

cos 𝑥 = 1 − 1
2!

𝑥2 + 1
4!

𝑥4 − 1
6!

𝑥6 + 1
8!

𝑥8 − 1
10!

𝑥10 + …

d
d𝑥 ↶

↶

∫ d𝑥
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Poznámka: Funguje i pro integraci!

Příklad
𝑓 (𝑥) = 1

1 + 𝑥
, 𝑥0 = 0

𝑓 (𝑥) = 1
1 − (−𝑥)

=
+∞
∑

𝑘=0
(−𝑥)𝑘 =

+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘 𝑥𝑘, 𝑥 ∈ (−1, 1)

𝑔(𝑥) = ln (1 + 𝑥), 𝑥0 = 0

𝑔′(𝑥) = 1
1 + 𝑥

= 𝑓 (𝑥)

𝑔(𝑥) =

𝑥

∫
0

𝑓 (𝑢) d𝑢 =
[

𝑔(𝑢)
]𝑥
0 = 𝑔(𝑥) − 𝑔(0) = 𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥) =

𝑥

∫
0

1
1 + 𝑢

d𝑢 =

𝑥

∫
0

(+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘 𝑢𝑘

)

d𝑢 =
+∞
∑

𝑘=0

𝑥

∫
0

(−1)𝑘 𝑢𝑘 d𝑢 =
+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘

[

𝑢𝑘+1

𝑘 + 1

]𝑥

0
=

=
+∞
∑

𝑘=0
(−1)𝑘 𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
, 𝑥 ∈ (−1, 1)
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Základní Maclaurinovy řady (Taylorovy řady pro 𝑥0 = 0)
1

1 − 𝑥
=

+∞
∑

𝑛=0
𝑥𝑛 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 +… 𝑥 ∈ (−1, 1)

(1 + 𝑥)𝑝 =
+∞
∑

𝑛=0

(𝑝
𝑛

)

𝑥𝑛 = 1 + 𝑝𝑥 +
𝑝(𝑝 − 1)

2!
𝑥2 +… 𝑥 ∈ (−1, 1), 𝑝 ∈ ℝ

e𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
= 1 + 𝑥 + 𝑥2

2!
+ 𝑥3

3!
+… 𝑥 ∈ ℝ

ln(1 + 𝑥) =
+∞
∑

𝑛=0
(−1)𝑛 𝑥

𝑛+1

𝑛 + 1
= 𝑥 − 𝑥2

2
+ 𝑥3

3
− 𝑥4

4
+… 𝑥 ∈ (−1, 1⟩

sin 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0
(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 𝑥 − 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
− 𝑥7

7!
+… 𝑥 ∈ ℝ

cos 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0
(−1)𝑛 𝑥2𝑛

(2𝑛)!
= 1 − 𝑥2

2!
+ 𝑥4

4!
− 𝑥6

6!
+… 𝑥 ∈ ℝ

arcsin 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0

[(2𝑛 − 1)!!]2𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 𝑥 + 𝑥3

6
+ 3𝑥5

40
+ 5𝑥7
112

+… 𝑥 ∈ ⟨−1, 1⟩

arctg 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0
(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

2𝑛 + 1
= 𝑥 − 𝑥3

3
+ 𝑥5

5
− 𝑥7

7
+… 𝑥 ∈ ⟨−1, 1⟩

sinh 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0

𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
= 𝑥 + 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
+ 𝑥7

7!
+… 𝑥 ∈ ℝ

cosh 𝑥 =
+∞
∑

𝑛=0

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
= 1 + 𝑥2

2!
+ 𝑥4

4!
+ 𝑥6

6!
+… 𝑥 ∈ ℝ
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