M2E - MATEMATIKA 2 13. PREDNASKA

REKAPITULACE

Taylorovy rady - aproximace funkce f pomoci polynomi

o rk)
T (x) = S (xo) (x — xg)" TaylorGv polynom
n k' 0
k=0 '
+00 (k)
T(x) = liT T,(x) = Z / k(' ) (x — xo)k Taylorova fada
n—-+0oo k:() !

f(x)=T(x), xe&€ K ... obor konvergence

Fourierovy rady - aproximace funkce f sou¢tem goniometrickych funkci (f ... periodické funkce)

Dano: f : R — R periodicka funkce se zakladni periodouT > 0, o := 2?7[ (dhlova frekvence)

Fourieruv (trigonometricky) polynom funkce f radu » je definovan vztahem

a n
F,(x) := = + Y a, cos(kox) + by sin(kox) | kde
k=1

2
Fourierovy koeficienty a,,a,,a,,..., b, b,, ... jsou dany vzorci:
a+T a+T
a, = % /f(x) cos (kwx) dx, k=0,1,2,... b, = % /f(x) sin (kwx) dx, k=1,2,3,...

kde a volime tak, aby integrace byla co nejjednodussi. 123




Fourierova (trigonometricka) rada funkce f je pro dané x € R definovana vztahem

+00
a
F(x) 1= 50 + ) a cos (kwx) + by sin (kox) = lim Z,(0) =1 F(x)
k=1
\J
Plati:  Jestlize souctova funkce Fourierovy fady

(1) f je periodicka s periodou T > 0
(ii) f i f’ maji v zakladnim intervalu periody nejvyse konecny pocet bodi nespojitosti nejvyse 1. druhu (skok),

OK. | Ko.

— *

0 T = 0 T =z

e
T

potom 1
VxeR : F(x) = 5 [ lim f(u) + lim f (u)]. (%) (takto se prakticky spocitd)

Poznamky:

o Af f je spojitd v bod€ x, tj. plati, Ze f(x) =1lim f(u) = lim f(u) = ILI)ICI f ().
Potom .Z(x) = %[ fG)+ f(x)| = % 2f(x) = f(x) !

o Graf sou¢tové funkce Fourierovy fady .# lze kreslit bez znalosti hodnot Fourierovych koeficientt a,, b, .
Vse diky vztahu ()
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Definice:  Systém funkci { f1s Fos [ - } je ortogonalni na intervalu (a, b), pokud jsou funkce f, na sebe kolmé, t;.

b
/fm(x)'fn(x)dx=0 Vm,neN, m#n

Definice: Posloupnost { 1, cos wx, sin wx, cos 2wx, sin 2wx, ... } se nazyva trigonometricky systém funkci.

(w ... frekvence)

Véta: Trigonometricky systém je ortogonalni na libovolném intervalu délky T = 2—7[
@

Specialné: {1, COS X, SIn X, COS 2x, Sin 2x, ... } ortogonalni na intervalu délky T = 2x, tj. napf. ( -7, 71').

T
sinnx -cosmxdx = 0 sinnxdx = x
T
T

sinnx -sinmxdx = 0 cos’nxdx = =«
T

T

ldx = 2x

e e

T

sinnxdx = 0

cosnxdx = 0

/
/_n
[ cosnx-cosmadx = 0
/
/
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Priklad
1, e (0,
T=2r a | f(x)= *x € 0,7) a)=2—ﬂ=2—ﬂ=1
-1, x€(-x0) T 2z
% J(x)
O 1 O (D)
P 0 x o P x
OO0

F(0) 1= % ngg f@ + lim 7| = %[(—1) +11=0

... podobné v ostatnich bodech nespojitosti
Vypo&teme Fourierovy koeficienty:

T=2n, w=1

k=0 0 a+T
a, = — x)cos(Owx) dx =
0 T/a J ) \ ) a=—-1n > a+T =—-n+2r=nxn

N ——
=1

1 0 g . 1 0 T\ 1 .
;(/_ﬂ(—l)dx+/o 1dx> = ;([—x]_ﬂ+[x]0> = —O0-7+7z-0)=0

=2 / :f(x) dx

Varianta A | - ,,Brutalni sila*“

a = %/_ f(x)dx

Varianta B | - ,,Chytre*

S je liché funkce a integrujeme

aozl/f(x)dx= =l-0=9
_ T J-z T

pres interval symetricky okolo 0
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n [T T=2r, w=1 1 [~
a, = T/ f(x) cos (kwx) dx = s S atT =1 = o f(x) -cos(kx) dx = 0
_k . = — = _a\ )\ )
licha suda

licha

N v /

o) a+T 1 V1
b = = / F(x) sin(kox) dx = = | f(x) -sin(kx) dx = g(z)
— a T N—— \\
licha licha
s:dré
—Tr 0 T T
= 1-2/ L.sin(kx)dx = 2 |-SOS*0 1 _ 3.<—1>-(cos(k7z)—cos(0)) e <cos(k7r)— 1) =
T Jo /1 k 0 T k knm
) Yy
2oy = & kL diche
= < kﬂ. o k_ﬂ
_2a-n=o k ... sudé
| km — - —
+o0 +o0
F(x) = b, sin(kx) = sin ((21 — 1)x
,;1 k ; 2l — Dx ( )
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4 .
F(x) = — sin(x)
v/
o o o ) _]:1(1:)
— f(z) = sgn(sinx)
-27 - 0 ™ 27

Fs(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + 4 sin(5x)
V4 3z Sr

C/ 2 o
-1 o O o /O

, —Fs(@)
— f(z) = sgn(sinz)

RSN

-2 - 0 T 27

. + 4 sin(9x)
O

JaN N, o\ yaun —Fy(x)
— f(z) = sgn(sinx)

/

CV VO Cv VO

-2 - 0 T 27

-1 Cavs \7° Lavi \VAd

FH(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x)
Vs 3z

-

o

Fi(z)
f(z) = sgn(sinz)
2\

™

-2 - T

Fa(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + 4 sin(5x) + h sin(7x)
V4 3z Srm r

. —Fi(x)
— f(z) = sgn(sinz)

)

\v4 AW

27

1c/f\ paul o
O,

e}
|
=27 -T

3 - o

4 %sin(llx)

Ja\ Do o n, —Ful@)
— f(z) = sgn(sin )

!

-2 - 0 T 27
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N

1
-

F3(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
T 3z

+ 1;’% sin(13x)

—Flo)

VAN N N N 13

C/ ° ° ° — f(z) = sgn(sinx)

= Cv VO CV V/O
1 1 1

27 ™ 0 ™ 27

F1(x) = % sin(x) + % sin(3x) + ...

+ % sin(17x)

Fs1(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V4 3z

—Fiz(z)

Lo\ N AV N

N ° N °— f(z) = sgn(sinz)

= CV \/O CV VO
1 1 1

-2m ™ 0 ™ 27

+ % sin(51x)

g —Fs(x)

:

-2 - 0

T —f(z) = sgn(sinz)

-

'
N

F5(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V4 3z

+ % sin(15x)

—Fula)

Lo\ N N N 15

C/ ° ° ° — f(z) = sgn(sin )

= Cv VQ Cv V/O
1 1 1 1

27 ™ 0 ™ 27

Fr(x) = 4 sin(x) + 4 sin(3x) + ...
V3 3z

+ % sin(31x)

—.'Fgl(l')

:

"' |—f(z) = sgn(sinz)

=27 -;r 6 7‘r 2‘71'

o ) ) 4 .

F101(x) = —sin(x) + —sin(3x) + ... + sin(101x)
T V4 101~

N

. —Fn(z)

=27 - 0

" — f(z) = sgn(sinz)
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Gibbsiiv jev

1- —Fu() PAN
— f(z) = sgn(sin z)

\/
\ \

o
\
-1 0 1

» pokud nespojitou funkci aproximujeme spojitymi siny a kosiny, dochazi k prekmitnuti o velikosti 18% skoku

« velikost prekmitu se s rostoucim poctem pouzitych funkci v souctu neméni, pouze se zuzuje

{ '
) 9% T &
1 ] ™ | E |

100% 100% {2

——caca A VL [ ~,+_ 1

Uvazujme Fouriertiv polynom o n s¢itancich, tj.
n

T A .
Fon-1(x) = ;m-sm((ﬂ—l)x) /.%

2, sin ((2/ — D)x)

T ¥ o
. ﬂnl(x)=2 TN —Z/ cos ((21 — 1)) d =/ ; cos ((21 — 1)) d

=1

sin ((2/ — 1)x x
vime, Ze plati: 521 D ) = / cos ((2/ — l)t) dr
- 0
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Pro soucet kosinové fady plati:

n

Zcos ((21 - l)t) = cost + cos3t + cosdSt + ... + cos(2n— 1)t = cos nt.- st _ L 311?2nt
= sint 2 sint
Tedy:
/4 *1 sin2nt
= (x) = ~ - dt
g o) /0 2 sint
tj. pro lokalni extrémy musi platit:
4 1 sin2nx kr
. —_ :0 =—,k=1,2,...,
2” () = T 2 sinx X 2n "
tj. prvni extrém nabyva pro x, = 2 amé hodnotu y
2n y=2nt = t=—
n
x 1
Eo dt = —dy 4 :
2n r 2 Jo sint t=0 = y=0 7 Jo 2n-s1nz
= A = /1
2n y=
. Z Z y v / Ve D2 ’ . y y v
pro velké n a malé t = o lze pouzit priblizny vzorec | sin — ~ — |, takzZe
n n n

/ﬂdy .. =1,1789797

b ,,prekmit* o priblizné 9% velikosti skoku (= 2)
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Poznamka:

Gibbstv jev nastava u Fourierova polynomu lib. fadu .%, (x) a velikost ,,pfekmitu‘ nezavisi na po¢tu s¢itanca.

U souctové funkce % (x) = lim %, (x) jiZ Gibbsiv jev nenastava.
n—-+0o0o

(V praxi ovSem vzdy pouZijeme konecny pocet s¢itancti.)

Poznamka:

Pokud chceme sestrojit Fourierovu fadu pro lichou funkci, vypadnou vSechny ¢leny obsahujici kosinus

(suda funkce), dostaneme tzv. sinovou fadu.

Analogicky pii vypoctu Fourierovy fady sudé funkce vypadnou ¢leny obsahujici siny (liché funkce)

a dostaneme tzv. kosinovou radu.

Poznamky:

@ Co udélat v ptipad¢, Ze f neni periodicka ?

Odpovéd: udélame z ni periodickou (rdzné moZnosti, podle toho, co chci)

Priklad:

f(x) =x,

x€(0,1)
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pfimé periodické rozsifeni (prodlouzeni)

b £

_——_— 7 - ’1‘/777’73‘ - Pocitej Fourierovu fadu funkce f f , 4.
¢ I G G ', - T=1 = w = 2—]7: =2r
2 3 4 5 Z

2 -1 0o 1 1

sudé periodické rozsiteni (prodlouzeni)

A £*
2
Pocitej Fourierovu fadu funkce /7, .
T=2 = w=Z=x

(kosinova rada)

Pocitej Fourierovu fadu funkce /7, tj.

2
—= )

(sinova fada)

T
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@ Jiny zapis Fourierovy fady

ag

a n
24 Zak cos (kwx) + by sin(kwx)
2 k=1

polarni souradnice r;, @,

Dostaneme:

a, cos(kwx) + by sin(kwx) = r; sin @, cos(kwx) + r; cos @, sin(kwx) = (souctove vzorce) =

= r; sin(kox + @;)

prok=1,2,...

) 2
rk—ak+bk

) a )
Fi
b .
CosS @, = r—k < b = rising,
k
a a
¢ = - < @ = arctg o=
k k

1

sin(a + /) = sinacos f/ + cosasin f

Zaver +oo
F(x) = U r, sin(kwx + @)
2 ~ « Ci r, =~ 0 pro k - +o0
1 T .y L :
) . . harmonické funkce s vysokymi frekvencemi
amplituda fazové posunuti
. 7

h'd

harmonické funkce

maji mensi a mensi vliv
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soucet harmonickych zdroji

; |
! ~ o |=
periodicky zdroj %
(ne harmonicky)
Jo
f ma vyznam !
pravé strany ODR io(t)

popisujici dany obvod
1
feSenti i(¢r) = iy(t) + i) + i, (@) + ...

+

(~) . (~)
% N\

r, sin(wx + @) + ry Sin2wx + @,)

S + fa
! )
i(t) iH(t)

princip superpozice

Na zavér ukazeme uziti funkcnich fad pro feSeni pocatecnich a okrajovych uloh.

_|_

+
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Metoda neurcitych koeficientu

Priklad:

V'=xy, »0)=0, y'(0)=1

reSeni hledame ve tvaru mocninné rady:

+00

linearni ODR 2. fadu s nekonstantnimi koeficienty !
(neumime resit !)

y(x) = Z a,x" a, =" —  z pocatecnich podminek:
n=0
+oo ¥0) = ay = 0
y(x) = Z na,x"!
n:l y’(O) = a, = 1
(0]
y'(x) = Zn(n —1)a, x"?
n=2
+oo +oo
Zn(n— Da, x"? = xZanx”
n=2 n=0
+00 +oo
Z(n + 2) (I’l + 1)an+2 xl’l — Z an xll+l
n=0 n=0
+o0 +o00

2a, + Z(n+2)(n+1)an+2x” = Zan_l x' -

n=1 n=1

a,=0| A |(n+2)n+ a,, = a,_

=> a3=&, a4=i, a5=£=0, (g = 5o % ;
3.2 4.3 5. 6-5 6-53-2
x3 X6 X9 X4 X7 xlO
y(x)zao<1+3-2+6-5-3-2+9-8-6-5-3-2+“'>+al<x+4-3+7-6-4-3+10.9-7-6-4-3+'“
X4 X7 xlO
YO =Xt st e a3t 0976437

)
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Fourierova metoda (pro periodické a okrajové ulohy)

Priklad: y' + y = 3sin2x + 7sin5x, x € (-x,x)

x€(-r,r) = T =21, w =1

okrajova uloha, homogenni Dirichletovy podminky

reSeni hledame ve tvaru Fourierovy fady

+0o0 +0o0
a
y = EO + Zancosnx+bn sinnx - ) = Zan-(—nz)-cosnx+bn-(—n2)-sinnx
n=1 n=1
+00 a oo
2 (—n2 a, cosnx — n*b, sinnx) + EO + 2 (an cosnx + b, sinnx) = 3 sin2x + 7 sin5x
n=1 n=1

trigonometricky systém - linearné nezavisly

(1-n*a, =0 VneN b, ... libovolné

N (l—nz)b,,, =0 VneN\{25} . a, ... libovolné b =0, neN\{l,25)
(1-2%)b, = 3 a,=0,n>2 b" 7
(1-5%bs = 7 57 T

reSeni ODR: y(x) = a; cosx + by sinx — sin2x — 27—4 sin 5x

+ okraj. podm.: yr) =a - (-D+5-0-0-0=0 a, =0| | b, ... libovolné

y(—7) =a1'(—1)+b1'0—0—0=0

reSeni okraj. tlohy:

: : 7 . :
(x) = by sinx — sin2x — — sin5x, b, ... libovolné
y 1 74 1 137




Priklad:

1 xe€(@,n)
" + 2y = X =
yot =g =19 0 xe (0
y ... 2m-periodicka N
- periodicka jinde

a() +00 .
T =2, o=1 = y=3+2ancosnx+bnsmnx

n=1
Pravou stranu rozvineme ve Fourierovu radu
+o0
1 I -(=D" .
f(x) == + Z— sin nx
2 ~ nmw

Dosadime do rovnice

+00

+o0
a I —(=1)"
30 + ’; [(Z—nz)an cosnx + (2—n2)bn sinnx] = % + };# sin nx

= a, =1 (2—n2)an=0 = |a,=0, VneN
1 1 -(=1)"
2— b = — - (1=(=D") = b = ——— VneN
(2=n)b, nrw ( ( )) " (2 —n?)
Zaver
+0o0
1 I -(=D" .
- Z 4+ sin nx
i TP gy
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