Schurova véta



Podobnostni transformace

a vypocet vlastnich Cisel

Obecny princip:
o Redime-li matematickou tlohu, je asto velmi vhodné

hledat jeji ekvivalentni formulaci tak, aby se fesenf tlohy
stalo zjevnym — transformace dlohy.

Uloha:
o Uvazujme matici A € C"*" a Glohu nalezeni jejiho spektra.

o Podobnostni transformace pomoci reguladrni matice .5,
B=S"1AS,

zachovava Jordandv kanonicky tvar, tj. i spektrum.

o Jak volit regularni matici transformace 57



Praktické vypocty

o Vstupni data zatizena chybami, A obsahuje kromé
puvodnich dat A rovnéz chyby reprezentované matici chyb F,

A=A+ E.
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Hleddme podobnostni transformaci
B=ST1'AS=5"1AS+S'ES

B je podobna A a¥ na transformovanou matici chyb S71ES.

©
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Jeji normu pro jednoduchost charakterizujeme odhadem
ISTE S| < w(S)| Bl

Je-li k(S) = ||S]|[[S~!|| > 1, mize podobnostni transformace
vyrazné zvétsit chyby obsazené ve vstupnich datech.
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Jaké podobnostni transformace pouzivat?

ortogonalni, unitarni

B=S"1AS.

o P¥ k(S) > 1 mize dojit k vyraznému zvétSeni chyb.

o VIastnj Cisla B se pak mohou podstatné lisit od vlastnich
Cisel A.

o Jaké transformace pouzivat?
Ty, co velikosti chyb vyrazné nezvétsi,

k(S) ~ 1.

o Priklad: unitarni transformace.



Unitarni (ortogonalni) transformace

o Rekneme, Ze Ctvercova matice U je unitarni, jestlize
U'U=U0U"=1I.
Je-li U reélna, hovofime o ortogonalni matici.

Unitarni (ortogonalni) transformace jsou transformace
realizované unitarnimi (ortogonalnimi) maticemi.

o Je-li S unitarni, pak
IS~ ES|| = ||S*ES|| = || E]|.
o V kapitole o singularnim rozkladu ukazeme, ze

k(S)=1 <« S je nasobek unitarni matice.



Na jaky tvar transformovat matici A

abychom mohli z tvaru vydist vlastni ¢isla?
B=S"14S

o Jordaniv kanonicky tvar — podstatny prakticky problém:
S mize byt velmi Spatné podminéna.

o Postadi, kdyz B bude v hornim trojuhelnikovém tvaru —
vlastni €isla jsou na diagonale.
o Dva pozadavky:

@ Vynulovat viechny poddiagonalni prvky.

@ Transformace nesmi zvétSovat podstatné velikosti chyb —
omezime se na unitarni podobnostni transformace.

o Je to proveditelné?



Schurova véta

Schurova véta
Pro libovolnou ¢tvercovou matici A existuje unitarni matice U tak,
ze matice
R=U"AU
je horni trojihelnikova s vlastnimi Cisly matice A na diagonale
v libovolném predepsaném poradi. £

R=U"AU < A=URU".

o Rozklad A = URU* nazveme Schurovym rozkladem A.

o Velmi dilezity rozklad, zaklad algoritmi pro vypocet
vlastnich Cisel matic, funkci matic aj.

o Lze jej spodist (aproximovat) numericky stabilnim zpisobem
(pomoci unitarnich transformaci).



Vypocet Schurova rozkladu

Schuriv rozklad nelze obecné vypoditat koneénym algoritmem

o Korespondence - problémy hledani
vlastnich cisel matice <> korenii polynomu.

o Existuje vzorec, ktery pro obecny polynom libovolného fadu
uréi s pouzitim +, —, X, / a \/ ieho kofeny?

Véta (Abel, Galois)
Obecna polynomialni rovnice n-tého stupné neni pro n > 5
feSitelna v radikalech.

Dusledek: Vlastni Cisla matice fddu n > 5 nelze obecné spocist
v kone¢ném poctu kroki = ani Schuriiv rozklad obecné
vypocitat kone¢nym algoritmem.
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Disledky Schurovy véty

Spektralni rozklad pro normalni matice

Definice: Ctvercova matice A se nazyva normalni, plati-li

A*A=AA"

Véta (Spektralni véta pro normalni matice)

Matice A je normalni pravé tehdy, kdyz existuje unitarni matice U
a diagonalni matice D tak, ze

U*AU =D, neboli A=UDU".
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Disledky

o A je normélni < existuji unitarni U a diagonalni D tak, zZe
AU =UD.
o Oznaéme D = diag(A1, ..., A\n), rozepiSme po sloupcich,
Auj = \juy, ji=1,...,n.

Sloupce U jsou normalizované vlastni vektory A a prvky na
diagonéle D jsou vlastni Cisla A.

Vlastnosti spektralniho rozkladu normalni matice

A € C™*" je normalni < existuje ortogonalni baze prostoru C"
slozena z vlastnich vektorti A.
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Dyadicky rozklad (rozvoj) normalni matice

o Soucin dvou matic lze zapsat pomoci vnéjsiho soucinu. Potom
n
A=UDU" =) Nuu;,
i=1

... dyadicky rozvoj normalni matice A.
o Z definice 2-normy

o Pro Frobeniovu normu normalni matice plati

IAIE =D IAf? (cvigeni).
i=1
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Priklady normalnich matic

Unitarni a hermitovské matice

o Dilezité tfidy normalnich matic: unitarni a hermitovské.
Véta o unitarnich a hermitovskych maticich
A je unitarni < je-li
normalni a jeji vlastni Cisla lezi na jednotkové kruznici.

A je hermitovska < je-li
normalni a vSechna jeji vlastni Cisla jsou realna.

X (cvideni)

o Ttida normalnich matic je tfida matic, které lze unitarni
podobnostni transformaci pfevést na diagonalni tvar.

o A nazveme diagonalizovatelnou, jestlize existuje regularni
matice S takova, 7e ST1AS = D, kde D je diagonalni matice.
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Diagonalizovatelné matice

S71AS =D, S regularni
tj.
AS=58D.
o Vlastni vektory rovnéz tvofi bazi prostoru C".
o Tato bize miize byt Spatné podminéna.

o Lze kazdou matici libovolné blizko aproximovat pomoci
matice diagonalizovatelé?

o Ano. Mnozina diagonalizovatelnych matic je hustd v C"*".
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Aproximace libovolné matice pomoci diagonalizovatelné

Véta o hustoté diagonalizovatelnych matic

Pro libovolnou A € C™*" a pro libovolné malé ¢ > 0 existuje
diagonalizovatelna A, € C"*™ s navzajem riznymi vlastnimi Cisly
tak, ze |[A — A || <e. B8

obecné matice

diagonalizovatelné matice

normalni matice
hermitovské unitarni
matice matice
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Realny Schuriv rozklad

Véta o spektralnim rozkladu pro realné symetrické matice

Necht A je redlna symetricka matice. Potom existuji ortogonalni
matice U a readlna diagonalni matice D takové, 7e D = UT AU,

o A je redlnd symetrickd — existuje realny Schuriv rozklad.
o A redlnd — Schuriv rozklad obecné komplexni.

o Snaha prechod do komplexni aritmetiky co nejvice oddalit.
Je-li A redlnd, snazime se priblizit Schurovu rozkladu a
zéroven zachovat realné faktory.
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Realny Schuriv rozklad
Definice: Ctvercova matice T' je horni kvazi-trojihelnikova,
pokud je blokové horni trojihelnikova, kde kazdy blok na hlavni
diagonale je bud 1 x 1 nebo 2 x 2,

Tvy Tve ... Tim
0 Top 15 m

T= . _ , .
0 o 0 Tmm

)

Reélny Schuriv rozklad pro obecné pro realné matice

Necht A je redlna Ctvercova matice. Potom existuji ortogonalni U
a realna kvazi-trojuhelnikova T takové, Ze

T =UTAU.

Navic vlastni Cisla kazdého 2 x 2 diagonalniho bloku matice T tvor{
komplexné sdruzeny par.




Funkce matic
pro normalni matice
o Jak vhodné zobecnit funkci f : C — C na funkci, kterd dané
matici A € C"*" pritadi matici f(A) stejné dimenze?
o Necht A je normalni a f je analyticka. Pak je mozné definovat
funkci matice pomoci Taylorovy rady

o0 £(i) ,

=0

kde za proménnou z dosadime matici A, tj.

= FD0) o0 (i) ,
4 = Zfi—,(o)/v :U<Zfi7,(0)D’> e
i=0 P
f()
— Uf(D)U*=U .
f(An)
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Funkce matic

pro obecné matice

o Lze definovat napf. pomoci Jordanova kanonického tvaru
s r bloky velikosti ny,...,n, jako

F(A) = SF(1)S™ = Sdiag(f(Jn (A1), -, F(Jn, (M) ST

o Cojeto f(Jn;(N))?

o Pomoci Taylorovy fady rozvinuté v A; Ize ukazat

i / AR C I
fO) ') f(nji—l(;'\)
P O) = 7) |
f'(A)
I fA)




Cviéeni

2.4 Necht U € C™*" je unitarni matice. Dokazte, Ze pro vsechny
vektory x € C", y € C" plati

(Uz,Uy) = (z,y),  |Uz|| = ||

2.5 Dokazte vétu: Ctvercova matice je unitarni pravé tehdy, kdyz
je normalni a jeji vlastni Cisla lezi na jednotkové kruznici.
Ctvercova matice je hermitovska pravé tehdy, kdyZ je normalni
a vSechna jeji vlastni isla jsou redlna.

2.6 Dokazte pfimo z definice generované maticové normy, Ze pro
matice Ajuu;, plati |[Ajuul| = |\i|. Jak vypadaji prvky
matice uw;u; a jaka je jeji hodnost?
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Cviceni
2.7 Ukazte pomoci spektralni véty o normalnich maticich

aplikované na matici A*A, Ze spektralni normu libovolné
matice A € C"*™ lze vypocitat pomoci vzorce

14|l = o(A*A)"2,
kde o(B) oznaluje spektralni polomér matice B.
2.9 Ukazte, ze pro unitarni matici U € C™*" a libovolnou matici
A e C™*" plati
Ul =1, U™l =1,
[UA[ = [[All,  [[AU| = [|A],
[UAlp =lAllr,  [[AU|[F = [ AllF.

2.10 Dokazte, ze pro normalni matici A platf

n

1AlIE =D I\l

i=1
kde sp(A) = {\1,..., \n}.
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