Numericka stabilita algoritmi



Numericka stabilita algoritm{i

Pravidla v konec¢né aritmetice

o Pro pocitani v kone€né aritmetice pocitace plati urcita
pravidla, kterd jsou dilezitd z matematického hlediska.

o Standardni model kone¢né aritmetiky predpoklada
fifz o y)=(z o y)(l+e), <,

kde o zastupuje operace +, —, %,/ a fl(-) oznaluje, Ze vypolet
byl proveden v konecné aritmetice pocitace.
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P¥ima a zpétna analyza chyb

o Uvazujme algoritmus, ktery fesi dany matematicky problém.

o Pouzijeme-li tento algoritmus k vypoctu v aritmetice s
pohyblivou Fadovou Carkou, miizeme vlivem zaokrouhlovacich
chyb ziskat nepresné vysledky.

o Ukolem numerické analyzy je zjistit, jakym zptisobem
funguje dany algoritmus v prostredi konecné aritmetiky, a jak
nepresné vysledky miize algoritmus generovat.

o Jinak Feceno, ptame se, zda je algoritmus spolehlivy (zda dava
rozumné vysledky) i v ptipadé, kdy pocitd s nepfesnymi &isly.
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PY¥esnost vypoctu, absolutni a relativni chyba
o Necht f(x) reprezentuje vysledek spolteny pfesnym
algoritmem a fl(f(z)) vysledek spoclteny algoritmem v
koneéné aritmetice (x reprezentuje vstupni data).

o Pfesnost vypoltu miizeme mérit v absolutnim smyslu pomoci
I f(x) —fi(f(z))]], kde || - || je vhodnd norma, nebo v
relativnim smyslu pomoci

[1f () — 8(f ()l
IF@I

o V této prednasce budeme k méfeni presnosti algoritmu
pouzivat relativni chybu.

o Relativni chyba vypoctu v nejlepSim pripadé imérna strojové

presnosti
|1 f () — A(f ()]l
1f (@)l

= O(u).
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Vyznam O(u)

o O(u) oznaluje neurdité &islo, jehoz velikost Ize omezit pomoci
|O(u)|] < Ku.

o K nezavisi na datech, miize zaviset na dimenzi Glohy.

0 Zavislost K na dimenzi problému je obvykle linearni,
kvadraticka ¢i kubickad v nejhorsim pripadé.

o Pokud je zavislost K na n naptiklad exponencialni (napf.
K = 2") — numericka nestabilita s rostoucim n.
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Analyza chyb

o Smyslem analyzy chyb je zjistit, jaké (nejvétsi) chyby se
algoritmus mize p¥i vypoctu v konecné aritmetice dopustit.

o To, jak algoritmus v konecné aritmetice chybuje Ize mé¥it a
analyzovat dvéma zakladnimi zptisoby.
o P¥ima analyza chyb. Postupujeme podle algoritmu a snazime
se popsat Siteni elementarnich zaokrouhlovacich chyb.
Efektivni pfimy odhad chyby je vSak mozny jen zridka.

o Zpétna analyza chyb. Hleddme modifikovana vstupni data
Glohy tak, aby pFiblizné feseni spoctené algoritmem v konecné
aritmetice pocitace bylo pfesnym feSenim té samé dlohy,
avSak s modifikovanymi vstupnimi daty.

Cil: interpretovat zaokrouhlovaci chyby vzniklé pfi vypoctu
pomoci zmén vstupnich dat.
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Analyza chyb

Piima analyza Zpétna analyza
chyb chyb
f(x) Ji(f(x)) fi(f (@) = f(2)
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Priklad
P¥ima a zpétna analyza chyb pfi vypoctu skalarniho soucinu

Pokud mame posloupnost operaci jako napft.
s=aly, z,y € F",
kde F" oznaluje vektory délky n, jejichz prvky jsou Cisla v

pohyblivé Fadové Carce (x; € F, y; € F,i=1,...,n), potom
budeme vysledek spocteny algoritmem

01 s=0

02 for j=1:ndo
03 § =8+ x;y;
04 end

v kone¢né aritmetice pocitace zapisovat ve tvaru

s =fi(zTy).



Analyza chyb pri vypoctu skalarniho soucinu
Zpétna analyza chyb |

o sg =0, necht s; je hodnota s na konci j-tého cyklu,
sj =fl(sj_1 + z;y;).
o Podle pravidla o chybé vzniklé pri jedné operaci dostadvame
85 = [sj-1 + 2jy;(1 + &5)](1 + &),
kde |e;] < u, |6;] < u. Indukci plyne
n

8n = En:ﬂﬂjyj(l +e5) [T +6),

J=1 =]
pricemz 6; = 0 a kde || < u, |§;| < u.

o Definujme
n

pi = (1+¢j) H(l +0;) — L.

i=j



Analyza chyb pri vypoctu skalarniho soucinu
Zpétna analyza chyb Il

o Potom plati

n
sn = > xjy;(1+ ).
j=1

o Vypocteny vysledek jsme vyjadrili jako presny vysledek
skalarniho souéinu s perturbovanymi (modifikovanymi) daty,

kde Z = x a y ma prvky g; = y;(1 + ;).
o Toto je priklad zpétné analyzy chyb,

Vypocteny vysledek = presny vysledek na perturbovanych datech. J

o Ukolem zpétné analyzy chyb je odhadnout velikosti || a
vyjadFit relativni vzdalenosti presnych a perturbovanych dat.
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Analyza chyb pri vypoctu skalarniho soucinu

P¥ima analyza chyb
o Dale lze ukazat, ze
n
T
Sp =T Y+ 2z, z:Za:jyjuj.
J=1
o P¥ima analyza chyb: vyjadfrili jsme

Vypocteny vysledek = presny vysledek + chyba. )

o Ukolem p¥imé analyzy chyb je odhadovat velikost chyby |z|.

o PFima a zpétna analyza chyb reprezentuji dva pohledy, jak
interpretovat chyby pti vypoctech.
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Odhady chyb pfi vypoctu skalarniho soucinu

o Necht || <u,i=1,...,n anecht nu < 0.01. Potom plati

n

H(1+ai) =1+ Bn,

i=1
kde 5, < 1.01nu (Lemma (Higham 2002)).
o Pouzitim tohoto lemmatu Ize ukazat, ze plati
lpjl < 1.01nu
fi(z"y) — 2Tyl < 1.01nulzT|yl.
o Odtud jiz lehce plyne, ze plati

fi(z"y) = 277,

~

le—al _, Iy - 3l
e Iy

<10lnu.



Zpétna stabilita algoritmu

o PFfima analyza chyb nam obvykle dava odpovéd na otazku
jak presny je algoritmus v konec¢né aritmetice.

o Na zéakladé zpétné analyzy chyb dospéjeme Casto k poznani,
ze spoctené feSeni ulohy Ize interpretovat jako pfesné feseni

alohy pro modifikovana (perturbovand) pocatedni data, kterd
jsou v jistém smyslu blizkd pdvodnim pocate¢nim datim.

o Definice: Algoritmus f(x) je zpétné stabilni, pokud plati

[z — ]|

]

fi(f(x)) = f(Z) pro néjaké Z spliujici = O(u),

o Z predchoziho, vypocet skalarniho soucinu je zpétné stabilni.
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Presnost zpétné stabilniho algoritmu

Q

Q

Algoritmus f — popis, jak fesit dany problém p.

Problém p |ze pfitom vidét jako zobrazeni, které vstupnim
datim z normovaného vektorového prostoru X prirazuje
reSeni z normovaného vektorového prostoru Y, p: X — Y.

p je obvykle nelinearni, ale byva alespon spojité.
Dobie podminény problém je takovy, Ze malé zmény
vstupnich dat = vedou na malé zmény v p(x).

Spatné podminény problém je takovy, ze malé zmény
vstupnich dat = vedou na velké zmény v p(z).

Lze ukazat, ze pokud je algoritmus f FeSici problém p zpétné
stabilni a ma-li problém p(x) podminénost x(x), pak

18 (2) — F@)]
F@ < r@ow.
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