Ulohy nejmensich Ctvercl



Problémy nejmensich Ctvercl Ax ~ b

o Redeni Az = b nemusfi existovat, a pokud existuje, nemusi byt
jednoznacné.

Casto ma smysl hledat z tak, Ze

©

Ax ~ b.

V jakém smyslu ma byt Az blizké vektoru b?

©

Priklad: A reprezentuje matematicky model, b jsou
namérené hodnoty. Cil: najit pivodni data x.

©

Nepresnosti v datech (A, b) — chceme zohlednit pfi volbé
metody pro nalezeni vhodného vektoru .

©

Interpretace ~ neni jednoznacna, zavisi na typu problému.



Matematicka formulace

o Dano: A € C"™™ p e C".

n > m — preurcena Uloha
n < m — nedourcena Ulloha.

Pro zjednoduseni vykladu — n > m.

o Motivace 1: Pfredpokladdejme, Ze chybami je zatizen pouze b.
Cil: nalézt co nejmensi zménu f pravé strany b tak, ze = je

feSenim soustavy
Ax =b+ f,

velikost zmény f méfime euklidovskou normou vektoru.

o Jinak feCeno: hleddme z, které minimalizuje normu rezidua

f=b—Azx.



Problém nejmensich ¢tverch (LS)

Definice: Problém nejmensich Ctvercl

Necht A € C"*™, b € C™. Problémem nejmensich &tverci (LS)
budeme nazyvat dlohu uréeni x € C™, které minimalizuje

b — Ax]|.
Ekvivalentné

mflanH za podminky Ax=b+f.

o Zkratka LS pochéazi z anglického least squares (minimalizuje
se odmocnina ze souctu kvadratd prvkd rezidua).

o Ve statistice byva problém nejmensich ¢tvercii nazyvan dlohou
linearni regrese.



Uplny problém nejmensich &tverct (TLS)

o Casto nutné uvazovat chyby v b (pozorovani) i v A (chyba
modelu). Hleddme co nejmensi zménu E matice A a co
nejmensi zménu f vektoru b tak, ze x je feSenim soustavy

(A+E)z=b+f.

v/

o Velikost zmény méfime Frobeniovou normou matice [f, E].

Definice: Uplny problém nejmensich &tverci

Necht A € C**™, b e C". Uplnym problémem nejmensich
Ctvercl nazveme Glohu urceni x € C™ tak, aby platilo

r]rclgl If, Elllr za podminky (A+E)x=b+ f.

Total least squares, ortogonalni regrese (statistika).



Jde o unitadrné invariantni problémy

o Euklidovskd norma vektoru i Frobeniova norma matice jsou
unitarné invariantni.

o Prenasobime-li naptiklad
Ar=b+ f

unitarni P zleva pak

IPFI = A1

tj. velikost hledanych zmén pravé strany potfebnych
k dosazeni rovnosti nezméni, reSeni se nezméni.

o Dale jen problém nejmensich ¢tverch (TLS viz skripta).



Existence reseni problému nejmensich Ctvercl

o Ax =b mateSeni & b e R(A) =span{ai,...,am}.
o b¢ R(A) = soustava neni feSitelna v klasickém smyslu.

o Hledame z, které minimalizuje euklidovskou normu rezidua
||b — Az|| < hleddme nejlepsi aproximaci b v R(A).
o Tato aproximace je ddna ortogonalni projekci b na R(A) —

oznaceni b|r(4)-

Véta: Existence reSeni problému nejmensich ¢tvercl

Necht A € C™*™ b € C". Vektor z je feSenim problému
nejmensich Ctvercl pravé tehdy, kdyz

Az =blreay, 16— Az| = [1blrcan |l -




Jednoznacnost

o Sloupce A linedrné nezévislé = 3! z tak, Ze Ar = blg(4).

o Sloupce A linedrné zavislé — bl (4 Ize vyjadFit pomoci
sloupctii A nekonecné mnoha zplisoby:
x je feSeni = i x + z, z € N(A), je fedeni.

o Zahrnuti z € N(A) do feSeni problému nejmensich &tverci
neprispiva ke snizeni normy rezidua = je vhodné uvazovat
pouze feSeni, ktera slozku z N/ (A) neobsahuji.

o Nasledujici véta — takové FeSeni je pouze jedno a je ze vSech
moznych feSeni LS problému minimalnim v normé.
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ReSeni LS minimalni v normé

Véta: Reseni LS minimalni v normé
Necht A € C™*™ b e C™. Potom existuje pravé jedno feSeni x
problému nejmensich ¢tverci minimalni v normé a je dano vztahy

Az =blga)y a =€ R(AY).
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Reseni problému nejmensich ctvercli

a soustava normalnich rovnic

Véta
Necht A € C™*™ b e C™. x je FeSenim problému nejmensich
Ctvercl pravé tehdy, je-li feSenim soustavy normalnich rovnic,

A*Az = A).
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Soustava normalnich rovnic

Poznamky

o M3a-li matice A plnou sloupcovou hodnost, je matice A*A
reguldrni a soustava normalnich rovnic ma jednoznacné feseni,

z = (A*A) T A%,

neboli z = A'b.

o Jak uvidime dale, ma vyjadreni feSeni pomoci pseudoinverze
obecnou platnost.
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Prehled metod pro feseni LS

A s plnou sloupcovou hodnosti

o Predpoklad: A € C™"*"™, n > m,
rank(A) =m.

Problém nejmensich ¢tverci méa pak jednoznacné reseni
(nemusime tudiz hledat feSeni minimalni v normé).
o Tti zakladni metody:
o Regeni LS pomoci QR rozkladu.
o Reseni LS pomoci soustavy normélnich rovnic.

o Reseni LS pomoci rozsitené soustavy rovnic.
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Reseni problému nejmensich ctvercli
pomoci QR rozkladu

o LS je unitarné invariantni, je-li U unitarni
[b — Az| = [[U(b — Ax)||.
o Vyuzijeme QR rozklad matice A,

A=QR, QeC"™™ ReC"™™,

min |b — Az|| = min |b — QRz|| = min |Q*b — Rx||.

o A ma plnou sloupcovou hodnost =

we]5].

kde R € C™*™ je regularni horni trojihelnikova.
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Reseni problému nejmensich ctvercli
pomoci QR rozkladu

o Oznaéime-li
Q=1[q1,-- - @mltms1,- - qu] = [Qm|Vin],

o Hledame feseni ekvivalentniho problému,
o | Qub| [ R| | Qpnb—Ra
Qb — R = [ Vb o "™ Vb '

o Volbou z Ize ovlivnit pouze prvnich m prvki vektoru rezidua,
a hledané x je feSenim soustavy

Rx=Qpb,

min [|b — Aa|| = V2] .
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Prakticka realizace
o Aplikujeme QR rozklad na rozsitenou matici [A4, b].

o Po aplikaci m Householderovych reflexi dostavame

Hy, .. .H[Ab] = l ROH ;H ] .
H

Potom 2y = R ey a ||b— Azyl| = ||dy]|.

o Aplikaci MGS na matici [A, b] ziskdme obdobné

[Avb] = [Qm;q] l ROG Cclz 1 :

ReZeni opét ziskame jako ¢ = RZ'cq a ||b — Azg|| = de.

o Pokud pti uziti Householderovych reflexi neukladame bazi,
jsou oba postupy pFiblizné stejné drahé.

o Bjorck a Paige, prekvapujici vysledek: zpétna chyba vypoctu
matic Ry a Rg je pro oba postupy srovnatelna.



Reseni problému nejmensich ctvercli

pomoci soustavy normaélnich rovnic

o A ma plnou sloupcovou hodnost — A* A je regularni,
hermitovska, pozitivné definitni = feseni x je jednoznacné —
Choleského rozklad ¢i metoda sdruzenych gradientd.

o rank(A) = m — feSeni soustavy normalnich rovnic je
ekvivalentni s YeSenim soustavy vzniklé z QR rozkladu

A*Ax =AY <= R'Rx=R'Q"
— R'‘Rz=RQ:)b
— Rx=Qb.
R*R je Choleského rozklad matice A*A.

o Vypocet pomoci soustavy normalnich rovnic miize byt
vyhodny napt. tehdy, kdyz je n > m a m je malé.

o Pokud A velkd — iteracni metody, nasobeni A* Av
realizujeme postupné jako A*(Av).
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Reseni problému nejmensich ctvercli

pomoci soustavy normaélnich rovnic

o Nevyhoda — nérlst Cisla podminénosti,

o1(A)

W(4)= U0

pak pro matici soustavy normalnich rovnic plati

WA ()N
)= 2 e = Gaiy) =F -

o Mozné numerické problémy, vypoclet pomoci soustavy
normalnich rovnic bezpec¢ny v pripadé

1
/{2(14) < g .
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Reseni problému nejmensich ctvercli

pomoci rozsitené soustavy rovnic
o rank(A) = m — = je jednoznacné feSeni Az = bl 4) a plati
5Eb—AIL’:b—b|R(A)EN(A*) = A% =0.

o d = b— Ax Ize zapsat maticové

[1a]] ]

aesl

mame rozsSifenou soustavu rovnic, ziskali jsme soustavu se
¢tvercovou hermitovskou matici dimenze (m +n) x (m +n),
tzv. sedlobodova matice.

o Dohromady
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Reseni problému nejmensich ctvercli

pomoci rozsitené soustavy rovnic

Lemma
Uvazujme tzv. sedlobodovou matici

B A

kde B € C™™™ je hermitovska pozitivné definitni a A € C"*™,
n > m, ma plnou sloupcovou hodnost. Potom je C je regularni,
hermitovska a indefinitni.

LS
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Reseni problému nejmensich ctvercli

pomoci rozsitené soustavy rovnic - shrnuti

Véta

Necht A € C*"*™ n >m, b € C" a necht A = m. ReSeni =
problému nejmensich Ctvercil Ize nalézt feSenim rozsitené soustavy

oG

se sedlobodovou matici — je regularni, hermitovska a indefinitni.

v

o Soustavy s indefinitnimi maticemi mohou byt velmi obtizné
fesitelné. | presto mize byt tento postup vypoctu v nékterych
pfipadech Gspésny.



Reseni problému nejmensich ctvercli
obecny pripad

Singularni rozklad A umozni nalézt feSeni minimalni v normé pro
obecny problém nejmensich Ctverci.
Véta

Necht A € C"*™, be C", A=U,%, V" je ekonomicky singularn{
rozklad matice A. Pak

x=V,5,'Ufb= A"b

predstavuje feseni problému nejmensich Ctverch minimalni
v normé. KSY

v
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Cviceni

6.2 Necht ma matice A plnou sloupcovou hodnost m, A = QR je
jejil QR rozklad a R je regularni horni trojihelnikovy blok
matice R. Dokazte

A

o1(R) =01(A)  aom(R) = on(A).

6.3 Ukazte, ze sedlobodova matice

B A

kde B € C™*" je hermitovska pozitivné definitni a
A€ C"™™ 1 > m, je regulérni.
J g
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