Interpolace, ortogonalni polynomy,
Gaussova kvadratura



Uloha Lagrangeovy interpolace

o Dan omezeny uzavfeny interval [a,b] a v ném
n + 1 rGznych bodl xg, x1,...,x,.

o Necht f je spojitd funkce definovana na [a,b]. Hledame

polynom p stupné nejvysSe n tak, aby platilo

p(z;) = f(x;), i=0,...,n.

o p se nazyva Lagrangeiiv interpolacni polynom,
body z; uzly interpolace.

o Pro jednoduchost oznaéme f; = f(x;).



Elementarni Lagrangeovy polynomy

o Definujme j-ty elementarni Lagrangelv polynom /;:
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o {; je stupné n a spliiuje (;(x;) = d;j, tj.

o 1 pokudi=yj,
EJ(‘TZ){ 0 pokud i # j,

o {y,...,L, tvori bazi prostoru polynomii p, degp < n, plati
p(x) =0 lo(z) + 71 b1(x) + -+ ln(z),

kde p(x;) =, 1 =0,...,n.



Existence a jednoznacnost Lagrangeovy interpolace

Véta

Existuje pravé jeden polynom stupné nejvyse n, ktery resi tlohu
Lagrangeovy interpolace. >




Chyba

Qo

Lagrangeovy interpolace

Definujme polynom

n

Wpt1(x) = H(m — ;).
=0
Pokud f dostatec¢né hladka (n + 1 spojitych derivaci v
intervalu [a, b]), pak ke kazdému bodu z z intervalu [a, b]
existuje bod &, z otevieného intervalu (a,b) takovy, Ze plati

_ M)

f(x) = Ly(z) = (n+ 1) Wn+1(8z)-

Dikaz pomoci Rollovy véta — skripta Prager.
Ma-li funkce f omezenou n + 1 derivaci konstantou M, plati

M
max_|wpn1(2)].

@) = La(@)] = Zmsy max,



Uloha Hermitovy interpolace

o Obecnéjsi interpolace — kromé funkénich hodnot v uzlech
mizeme predepsat i hodnoty derivaci.

o Méjme v intervalu [a,b] dany body x¢, z1,...,x,. Dale necht
jsou dana prirozena Cisla «y, . . ., a,, a definujme

o= max q;.
1=0,...,n

Predpoklad, f ma v [a, b] spojité derivace az do fadu v — 1.

sV Vo

o Uloha: nalézt polynom h nejnizsiho stupné takovy, aby platilo
R (z) = fO(x), j=0,...,06—1, i=0,...,n.

Tento polynom nazveme Hermitav interpolacni polynom.

o Pro jednoduchost oznaéme fl.(j) = ) (x;).



Existence a jednoznacnost Hermitovy interpolace

Véta
Existuje pravé jeden polynom stupné nejvyse m, ktery resi Glohu
Hermitovy interpolace,




Chyba Hermitovy interpolace

o Je-li f dostatecné hladka (existuje-li m + 1 spojitych derivaci
v intervalu [a, b]), pak ke kazdému bodu z z intervalu [a, b]
existuje bod &, z otevieného intervalu (a,b) takovy, Ze plati

()

Wm+1 (‘Sx)»

kde H,,(x) je Hermitdv interpolaéni polynom.

o Dikaz viz. napt. Prager, skripta.



Dilezity priklad Hermitovy interpolace

a; =2,1=0,...,n (predepsana funkéni hodnota a hodnota prvni derivace)

o Hermitiv interpolaéni polynom Ize popsat vzorcem

n n

Honp1(z) =) fisi(z) + > fiti(x),

i=0 i=0
hodnoty f; a f/ jsou dany a polynomy s; a t; definujme jako
[1—2 (2 — ;) (i) ] £ ()
(2 — ;) ().

o Hopyq je stupné nejvyse m = 2n + 1.

~ O
ST
—~
8 8
= =
[

o Splnuje podminky? Plati

si(vj) = dij, ti(x;)=0,
si(zj) = 0,  ti(x;) =diy,

proi,j = 0,...,n. Dosazeni — Ha,41 vyhovuje podminkam.
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Definice ortogonalnich polynomi

o Interval (a,b), nemusi byt omezeny.
Necht v(z) integrovatelna, skoro vSude kladna funkce.

o V pripadé nekonecného intervalu — predpoklad, Ze
xv(z), j =1,2,... jsou integrovatelné. V piipadé
omezeného intervalu je tento pozadavek vzdy splnén.

Definice

Rikame, Ze posloupnost polynomii ¢;, i = 0,1, ... je ortogonalni
s vahou v(x), pokud deg(yp) = i a plati-li

b
/ vpipjdr =0, i#7.
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Skalarni soucin v prostoru polynomd

o Mnozina vSech polynomi tvori vektorovy prostor.
Definujme skalarni soucin mezi dvéma vektory (polynomy)
p a q vztahem

b
(0@ = / vpgdz.

Lze lehce ovéfit, ze (p, q), je skutené skalarni soucin.

o Chceme ukazat, ze pro takto definovany vektorovy prostor se
skalarnim soucinem existuje ortogonalni baze (posloupnost
polynomt ¢;, i = 0,1,...), a ukdzeme jak ji sestrojit. LS
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Vsechny koreny polynomu ¢y, jsou redlné a jednoduché

Véta

Vsechny koreny polynomu ¢y, jsou realné, jednoduché a lezi
v otevfeném intervalu (a,b). ES
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Ortogonalni polynomy Ize poditat tficlennou rekurenci

Véta
Monické ortogonalni polynomy g, ¢1, ..
triclennou rekurenci

Or1(x) = (r — o) or — Brpr—1(x),

po(z) =1,

Koeficienty ay a Bi jsou dany vztahy

Y1 =T — Q1.

L @ed@es
ffv(aj) gai(a:)d:r ’ o

b 2
6k’ = ba v(x) (’Dk(x) dr k= 1a 2a

.y pn+1 lze poditat

k=1,...

7n7
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Ortonormalni polynomy

o Uvazujme systém ortonormalnich polynomd, tedy polynomi
Y0, . .., Ppy1 S NOrmou jedna,

o= Pr(@) er(z)
O = @l = et i)

o Lze ukazat, ze spliuji rekurentni vztahy

Br1¥is1(x) = (z — ap)ty — v Brtop—1(2)
k=0,1,...,n, kde
1 b
Y1 =0, o = \/ﬁa Bo = /a v(r)dz

kde (Br a ay jsou koeficienty z rekurence pro monické
ortogonalni polynomy.



Ortogonalni polynomy a Jacobiho matice

o Triclenné rekurence lze prepsat pomoci tridiagonalnich
matic. UvaZujme napft. ortonormalni polynomy, definujme

Op(2) = [tho, 1 (@), ..., ()],

[ a0 VP ]
VB a1 VB

JnJrl =

L \/man_

o Potom lze t¥iclenné rekurence zapsat ve tvaru

2P () = Jnt1Pn () + 1/ Bn1¥nt1(T)en,
kde e,, je n-ty sloupec jednotkové matice velikosti n.

o Jnp+1 je Jacobiho matici.
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Ortogonalni polynomy a Jacobiho matice

xq)n(x) = Jn+1(1>n($) + 6n+1¢n+1(x)€na

o Pro kofen p polynomu 9,41, ¥p4+1(p) = 0, plati
p®n (1) = Jny1®nl(p).

o Protoze je 1y # 0, je @, () # 0. P, (1) je tedy vlastnim
vektorem matice J, 11 a p prislusnym vlastnim ¢&islem J,, ;.

o Koreny 1,11 jsou jednoduché, kazdy korfen je vlastnim
Cislem Jy,+1 = vlastni &isla J,,+1 jsou pravé koreny ¢p,+1 (tj. i
Pnt1)-

o Navod, jak pocitat koreny ortogonalnich polynomd: jako
vlastni Cisla pfislusnych Jacobiho matic.
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Priklady ortogonalnich polynomi

o Rizné volby vahové funkce v(z), zvykem uvadét pro interval
[—1,1], transformace na obecny interval [a, b] pomoci
linearni transformace

_2y—b-—a

- - - b.
x o velab]

v(z) =1 — Legendrovy polynomy

v(z) = \/11_7 — Cebysevovy polynomy

v(x) = e~* — Laguerrovy polynomy

o Ortogonalni baze prostoru polynomi — aproximace funkci.

Napfiklad (aproximaci) fedeni néjaké tlohy hledame jako
linedrni kombinaci ortogonalnich polynomd.
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Obecna kvadraturni formule a algebraicka presnost

o Nasim cilem je aproximovat numericky hodnotu integralu

/abv(x) f(z)dz.

v(z) je opét vahova funkce.
o Budeme aproximovat vyrazem

n

> A f(ai),

i=0
ktery se nazyva kvadraturni formule. Cisla A; nazyvame
vahy a body a;, lezici v intervalu [a, b], uzly.

o Rikdme, Ze kvadraturni vzorec ma algebraickou presnost m,
integruje-li presné polynomy az do stupné m.
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Gaussova kvadratura

o Snaha dosahnout co nejvétsi algebraické presnosti. Mame
2n + 2 parametrl (n + 1 uzld a n + 1 vah) — Ize oekavat
algebraickou presnost 2n + 1.

o Rikdme, Ze kvadraturni vzorec s n + 1 uzly je Gaussiiv, je-li
jeho algebraicka presnost rovna 2n + 1.

Véta

Kvadraturni vzorec je Gaussiiv pravé tehdy, kdyz

A = /abv(a:) ti(z) dz.

je ortogonalni polynom s vahou v(x). LS
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Gaussova kvadratura
Vahy jsou vzdy kladné

o deg(¢;) =n = deg(ﬂ?) =2n =

n

b
/a o(@) Ba)de = 3 A (a) = A;.

i=0
o Odtud je vidét, ze vSechny vahy Gaussova kvadraturniho

vzorce jsou kladné.

o Gaussiv kvadraturni vzorec vraci hodnotu integralu
z Hermitovského interpolacniho polynomu funkce f.
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Vypocet Gaussovy kvadratury

o Uzly Gaussovy kvadratury jsou kofeny ortogonalnich
polynomii. Ortogonalni polynomy — t¥i¢lenna rekurence,
jejich koteny jsou vlastni €isla prislusnych Jacobiho matic.

o Uvazujme spektralni rozklad Jacobiho matice

@

VB

U= [uo,ul,...

VB
ar VB2

VBn  om

, Up] je ortonormalni a A je redlna diagonalni.

=UAUT,
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Jacobiho matice

a uzly a vdhy Gaussovy kvadratury

o Uzly Gaussovy kvadratury jsou vlastni Cisla Jacobiho matice.

o Vahy jsou dany vztahem

2 .
Ai:ulﬂ', ZZO’...7n,

kde u1; je prvni slozka normovaného vlastniho vektoru u;, viz.

napr. kniha Gautschi 2004.

o Z Jacobiho matic vznikajicich pfi generovani ortogonalnich
polynomil dostaneme kompletni informaci o uzlech a
vahach Gaussovy kvadratury.
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