Kapitola 8

Interpolace, ortogonalni polynomy a
Gaussova kvadratura

8.1 Interpolace funkci

Uloha Lagrangeovy interpolace

Necht je dan omezeny uzavieny interval [a,b] a v ném n + 1 ruznych bodu g, x1, ..., x,. Necht f
je spojita funkce definovand na [a, b]. Hleddme polynom p stupné nejvyse n tak, aby platilo

Polynom s vlastnosti (8.1) budeme nazyvat Lagrangeuv interpolaéni polynom. Body z; se nazyvaji
uzly interpolace. Pro jednoduchost budeme déale oznacovat hodnotu funkce f v bodé z; jako f;,

fi = flai).

Elementarni Lagrangeovy polynomy I

Polynom /;

budeme nazyvat j-tym elementdrnim Lagrangeovym polynomem. Lze lehce ovéfit, Ze polynom /;
nabyvé hodnoty 1 v bodé x; a hodnoty 0 v ostatnich bodech x;, ¢ # j. Jinak Feceno, plati

N s 1 pokud i = j,
EJ(:EZ)_(;Z’]_{ 0 pokud i # j,

kde ¢;; oznacuje Kroneckerovo delta. Polynomy /g, ...,#, ndm definuji bédzi, ve které budeme
déle hledat prislusny Lagrangeuv interpola¢ni polynom. Pov§iméme si, Ze linedrni kombinaci ele-
mentarnich Lagrangeovych polynomu ziskdme polynom p,

p(z) =v0lo(z) +71l1(z) + - + Y0 bn()
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s vlastnosti p(z;) =i, i = 0,...,n, kde ~; jsou koeficienty linedrni kombinace.

Existence a jednoznacnost Lagrangeovy interpolace I

Dokazeme, ze existuje prdvé jeden polynom stupné nejvyse n ktery fesi tlohu Lagrangeovy inter-
polace. Ukazme nejdiive existenci. Definujme polynom

Lu(x) = folo(x) + frla(x) + -+ fuln(@) =D fi ().
=0

Lehce ovéfime, ze Ly (z;) = fi, tj. Ly spliuje podminku (8.1). Zéroven je L,, stupné nejvyse n.
Ukazme nyni jednoznacnost. Necht Ly, (x) a Ly () jsou dva rizné interpolaéni polynomy splitujici
podminku (8.1), tj. 3

Definujme polynom p(xz) = L,(x) — I}n(az) Tento polynom je nenulovy, je stupné nejvyse n a
spliiuje podminku p(x;) = 0,7 =0,...,n, tj. ma n+1 navziajem ruznych kofenu. Nenulovy polynom
stupné n v8ak muze mit nejvyse n ruznych korfenu. Dostavame spor.

Chyba Lagrangeovy interpolace I

Pokud je funkce f dostateéné hladka (existuje-li n + 1 spojitych derivaci v intervalu [a, b]), pak ke
kazdému bodu z z intervalu [a, b] existuje bod &, z otevieného intervalu (a,b) takovy, ze plati

(nt1)
) - Late) = L8

Wn+1(&x)-

K dukazu tohoto tvrzeni se vyuzivd Rollova véta. Tvrzeni uvddime bez dukazu, ktery lze nalézt
napf. ve skriptech Prof. Pragera [2, s. 57]. M&-li funkce f omezenou n + 1 derivaci konstantou M,
potom plati

M
max |wp41(x)].

@) = Lal@)] < gy oo

Uloha Hermitovy interpolace

Nyni probereme ponékud obecnéjsi interpolaci. Kromé funkénich hodnot v uzlech interpolace
muzeme piedepsat i hodnoty derivaci. M&jme v intervalu [a, b] dany body xg, x1, . . ., z,. Déle necht
jsou dana prirozena Cisla ag, .. ., a, a definujme

o= max ;.
1=0,...,n

Predpokladejme, ze funkce f mé v intervalu [a, b] spojité derivace az do fadu o — 1. Nasi tlohou je
nalézt polynom h nejnizsiho stupné takovy, aby platilo

(8.2) R (z) = F9D (),  j=0,...,04—1, i=0,...,n.

Polynom s vlastnosti (8.2) budeme nazyvat Hermitiv interpolacni polynom. Hodnotu j-té derivace
funkce f v bodé z; jako budeme zkracené zapisovat jako fi(] ), fi(] ) = O ().



Existence a jednoznacnost Hermitovy interpolace I

Ukéazeme, 7e existuje prdvé jeden polynom stupné nejvyse m, ktery fesi tlohu (8.2), kde

=0
Predpoklddejme polynom H,, ve tvaru
m
Hy,(x) = Z apz”
k=0
a napiSme si podminky, které ma splnovat,
m .
S a9 =f j=0,.,0-1  i=0,..n
k=0

Neznamé hodnoty v této soustavé linearnich rovnic jsou aj a matice ma prvky (:Ef)(j) (to jsou
znamé ¢isla). Kdyby byl determinant této soustavy roven nule, potom by existovalo netrividln{
feSeni homogenni soustavy. Jinak receno, existoval by netrividlni polynom p stupné nejvyse m,
ktery by spliioval podminku

(8.3) P (z)=0, i=0,....n, j=0,...,04—1.

Polynom p spliiujici tuto podminku mé n + 1 ruznych kofenu xq, ..., z, a kazdy z téchto kofent
mé nasobnost «; (to plyne z podminky (8.3)). Dohromady mé tedy polynom p

iai:m+1
i=0

korent. To je vSak spor z tim, Ze p je nenulovy polynom stupné nejvyse m.
Jelikoz je determinant matice soustavy pro vypocet koeficientl a; nenulovy, existuje pravé jedno
feSeni, tedy pravé jeden Hermituv interpola¢ni polynom stupné nejvyse m.

Chyba Hermitovy interpolace I

Pokud je funkce f dostatecné hladka (existuje-li m + 1 spojitych derivaci v intervalu [a, b]), pak ke
kazdému bodu z z intervalu [a, b] existuje bod &, z otevieného intervalu (a,b) takovy, ze plati

Fom D (g,)

Wm+1 (gac)a

kde H,,(z) je Hermituv interpola¢ni polynom spliujici podminky (8.2). Tvrzeni opét uvddime bez
dukazu, viz. napft. [2, s. 60].



Piiklad Hermitovy interpolace I

Dulezitym specidlnim piipadem Hermitovy interpolace je piipad, kdy o; = 2,7 =0,...,n. V kazdém
bodé je tedy predepsdna funkéni hodnota a hodnota prvni derivace. V tomto specidlnim piipadé
1ze popsat Hermituv interpola¢ni polynom vzorcem

n n
(8.4) Hyn1(z) =Y fisi(x)+ > flti(@),
i=0 i=0
kde hodnoty f; a f/ jsou ddny a polynomy s; a t; jsou definovény jako
si(z) = [1=2(x — @) (@) | G (2),  tiz) = (¢ —2) 6 (@),
¢; jsou elementarni Lagrangeovy interpolaéni polynomy.
Polynom Hy, 1 definovany vztahem (8.4) je stupné nejvyse m = 2n + 1. Staci tedy ovérit, ze

splnuje podminky (8.2). Dosazenim zjistime, ze s;(x;) = d; j, ti(z;) = 0, si(z;) = 0 a t)(x;) = d;;
proi,j =0,...,n. Z téchto vztahu jiz plyne, ze polynom Hy, 11 vyhovuje podminkdm (8.2).

8.2 Ortogonalni polynomy

Seznamime se stru¢né s ortogondlnimi polynomy a jejich zakladnimi vlastnostmi.

Definice ortogondlnich polynomu I

Méjme interval [a,b], na némz provedeme konstrukei ortogonalnich polynomu. Neptredpokladdme,
ze je omezeny. Necht v(r) integrovatelnd, skoro vsude kladnd funkce, kterd je navic takova, ze v
pripadé nekonec¢ného intervalu jsou vsechny souciny zPv(x), p =1,2,... integrovatelné. V piipadé
omezeného intervalu je posledni pozadavek vzdy splnén.

Definice. Rikdme, Ze posloupnost polynomi ¢;, i = 0,1,... je ortogondlni s vahou v(x), jestlize
je stupeni polynomu ¢ roven i, tj. deg(p) =i a plati-li

b
/ vpipjde =0, i#j.
a
Z linedrni algebry vime, Ze mnozina vSech polynomu tvoii vektorovy prostor (polynomy zde

hraji roli vektoru). Ve vyse popsané definici definujeme na vektorovém prostoru polynomu skalarni
soucin mezi dvéma vektory (polynomy) p a ¢ vztahem

b
(8.5) (p,q%E/ vpqde.

Lze lehce ovérit, ze (p, q), je skuteéné skaldrni sou¢in. Nyni ndm jde o to ukédzat, ze pro takto defi-
novany vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem existuje ortogonalni baze (posloupnost polynomu
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0ii=0,1,...).

Posloupnost ortogonalnich polynomiu existuje I

Dukaz provedeme indukci tak, ze budeme ortogonalizovat posloupnost mocnin. Mnozina poly-
nomu obsahujici jediny polynom ¢, rovny nenulové konstantni funkci, tvoii ortogonalni systém, tj.
splnuje podminky definice. Dale pfedpokladejme, ze polynomy g, .. ., ¢ tvori ortogonalni systém.
Zkonstruujeme 1 tak, aby i mnozina ¢, ..., g1 tvotila ortogonalni systém. Predpoklddejme
Pr+1 Ve tvaru

k
(8.6) Pk+1 = Z Cipi + Ck+133k+1 .
i=0
Pozadavek ortogonality dava podminky
k
(01, cipi + epa™ )y =0, j=0,... k.
i=0

Pomoci indukéniho predpokladu dostaneme

Cj<(,0j,g0j>v+Ck+1<(‘0j,xk+1>v:0 jZO,,k‘

a tedy
b
o et Jeatede
= T N Cktl = T 5 . Ck+l-
(@5 i) f;vcp? dz
Za koeficient cy11 vezmeme libovolnou nenulovou konstantu. O

Polynom ¢4 1 je tedy urcen az na nasobnou konstantu cg41. Tuto konstantu urc¢ime z pozadavku
normalizace. Pro jednoduchost v dalsim provedeme tuto normalizaci tak, Ze polozime cx11 = 1, tj.
koeficient u nejvyssi mocniny polynomu bude roven jedné.

Z (8.6) vidime, Ze naopak kazd4 mocnina se da vyjadrit jako linedrni kombinace prvku posloup-
nosti polynomu ortogonalnich s vahou v(x). A totéz proto plati pro polynom. Dvé nejdulezitéjsi
vlastnosti ortogonalnich polynomu jsou obsahem dalsich vét.

Vsechny kofeny polynomu ;. jsou redlné a jednoduché I

Véta 1. Vsechny koreny polynomu ¢y jsou redlné, jednoduché a lezi v otevieném intervalu (a,b).

Dikaz. Oznaéme x1, . . ., x, ty ruzné koreny polynomu ¢y, které lezi v intervalu (a,b) a maji lichou
néasobnost. Pokud zadny takovy kofen neexistuje, polozime r = 0. Protoze ¢ muze mit nejvyse k
ruznych kofent, je r < k. Definujme déle polynom p stupné r,

plx)=(r—x1)...(z — ;)

(pro 7 = 0 polozime p = 1) a uvazujme integral

b
[ o) enta) ple) sz = (oo
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Predpoklddejme nejdiive, ze r < k. Jelikoz je p stupné r < k, musi byt integral nulovy, protoze
@k je ortogondlni ke viem polynomum stupné mensiho nez k (tj. (¢k,p), = 0). Nyni je dulezité si
uvédomit, ze vSechny kofeny polynomu g p maji sudou nasobnost. Polynom ¢ p tedy neméni v
intervalu (a,b) znaménko a navic je skoro viude nenulovy. Integrovand funkce v g p je tedy také
v intervalu (a,b) skoro vsude nenulovd, neméni znaménko a tudiz je vysledny intergral nenulovy.
Dostavame spor s predpokladem r < k.

Musi tedy platit r = k, tj. ¢, mé v redlném intervalu (a, b) k ruznych kofenu. Protoze je zaroven
@ stupné k, mé pravé k kofenu, a tudiz vSechny jeho kofeny jsou jednoduché a lezi v otevieném
intervalu (a, b) (tj. jsou redlné). O

Ortogonalni polynomy lze pocitat tficlennou rekurenci I

Uvazujme zatim monické ortogonalni polynomy (koeficient u nejvyssi mocniny je roven jedné).

Veéta 2. Monické ortogondlni polynomy po, ©1,...,on+1 lze poéitat triclennou rekurenci
(8.7) ort1(x) = (x — ap)or — Brer—1(x), k=1,...,n,

pricemz

(8.8) o) =1,  pr=z—a.

S ffv(:n):ngpz(x)dzn = 0.1 i
f;v(aj)(’pz(x)d$7 s Ly PRAZ)
b 2
d
g = dr@e@de o

Drikaz. Uvazujme polynom z¢g. To je polynom stupné k + 1 a lze jej proto vyjadfit jako linedrni
kombinaci

(8.9) TP = Ch1Pk+1 + CLPE + -+ 11 + copo -

Vynésobime-li tuto rovnost polynomem ¢;, kde j =0,1,...,k — 2, vahou v(z) a zintegrujeme od a
do b, dostaneme

(8.10) (Prr TP )0 = Cht1{ P41, P )0 + Ck{Prs ©j)o + -+ c1{p1, ©j)v + co{Po, ©j)v -

Na levé strané dostavdme nulu, protoze pouzijeme ortogonality polynomu ¢j, k polynomu zp;, ktery
je, vzhledem k volbé j, nizstho stupné. Vpravo, rovnéz s vyuzitim ortogonality, dostaneme jen ¢len
ci(@j, ¢j)v. Odtud plyne, ze koeficient ¢; je roven nule pro j = 0,1,...,k — 2. V rovnosti (8.10)
jsou tedy jen tfi nenulové koeficienty, cx+1, cx, ck—1. Upravou vzorce a pouzitim oznaceni oy a S
dostaneme tvrzeni véty. Koeficient ci1 je ovSem roven jedné. Vyjadieni pro koeficienty oy a By 1ze
potom snadno nalézt. Ponechdme na ¢tendii, aby se o tom s pouzitim (8.10) presvedéil. O



Ortogonalni polynomy a Jacobiho matice I

Uvazujme nyni systém ortonormdalnich polynomu, tedy polynomu %)y, ...,%,1 s normou jedna,

oila) oila)
@l NITEPTE

Lze ukazat, ze tyto polynomy spliiuji nasledujici rekurentni vztahy

(8.11) V Bk 1¥rs1(x) = (2 — o )br — / Bror—1( k=0,1,...,n,
kde

i ()

b
-1 =0, Yo = ﬁ, Bo = /a v(x)dz

a koeficienty (i a aj jsou tytéz jako v rekurenci pro monické ortogonalni polynomy. Definujme
vektor

() = [o, Y1 (@), ., i)
Potom lze tficlenné rekurence (8.9) zapsat ve tvaru
[ a VA 1
VBl a1 VB2
xq)n(x) = (pn(x) + V /Bn—i-ll/}n—i-l(x)en:
L \/B_n Qn

kde e,, je n-ty sloupec jednotkové matice velikosti n. Vyse uvedenou matici oznac¢ime pomoci Jy, 11
a budeme ji nazyvat Jacobiho matici. Necht nyni y je kofenem ortogonalniho polynomu 1, tj.
Unt1(p) = 0. Potom plati

N(I)n(ﬂ) = n+1(I)n(,u)-

Protoze je g # 0, je ®p,() # 0. &, (1) je tedy vlastnim vektorem matice Jy,+1 a p piislusnym
vlastnim ¢islem J,, 1. Protoze navic vime, ze kofeny ortogonalniho polynomu ;41 jsou jednoduché
a kazdy kofen je vlastnim ¢islem J,41, jsou vlastni ¢isla Jacobiho matice J, 1 pravé kofeny orto-
gonalniho polynomu v,41, tedy i polynomu ,+1. Pfedchozi vztah ndm dava navod, jak pocitat
kofeny ortogondlnich polynomi: jako vlastni ¢isla prislusnych Jacobiho matic.

Priklady ortogondlnich polynomu I

Specidlni volbou vahové funkce dostaneme konkrétni typy ortogonalnich polynomu. Ortogonalni
polynomy definované na omezeném intervalu je zvykem uvadét pro interval (—1,1). Na jiny inter-
val se snadno transformuji linedrni transformaci. Uvddime je s normalizaci obvyklou v literatufe,
odlisnou od pozadavku ¢, = 1.



Legendrovy polynomy jsou ortogonalni polynomy s vdhovou funkei v(x) = 1, plati

2n+1 n

R =1 P =2  Puil) = o Pla) -

Pn_1($) .

Cebysevovy polynomy 1. druhu jsou ortogonalni polynomy s vahovou funkef v(z) = \/11_7,

To(z) =1, T (z) = x, Thi1(z) =22T,(x) — Th—1(x).
Cebysevovy polynomy 2. druhu jsou ortogonélni polynomy s vdhovou funkef v(z) = V1 — 22,
Up(x) =1, Ui(x) =2z Uni1(x) =22 Uy (z) — Up—1(z) .

Laguerrovy polynomy jsou ortogonalni polynomy na intervalu [0,00) s véhovou funkei v(x) =
e~ *. Plati

2n+1—=x n

Lo(z) =1, Li(z)=1—u, Lyyi(z) = o] L,(z)— i

Ln—l (LZ') .

Ortogonélni polynomy se pouzivaji pro aproximaci funkci. Je to aproximace analogickd aproxi-
maci pomoci trigonometrickych polynomu (Fourierovych fad). Pfipomindme, Ze je to vsak jiny typ
aproximace nez je interpolace.

8.3 Gaussova kvadratura

Nyni se budeme vénovat numerickému vypoctu integralu. Zavedeme dulezity zpusob vypoctu, tzv.
Gaussovu kvadraturu, pri jejiz analyze pouzijeme vlastnosti ortogonalnich polynomu.

Obecna kvadraturni formule a algebraicka presnost I

Nasim cilem je vypocitat numericky hodnotu integralu

/abv(a:) flx)de.

v(z) je opét vahova funkce, kterd je integrovatelnd a kladna skoro vsude. Pritomnost takové vahy
nam umozni v nékterych pripadech provést vypocet efektivnéji. Uvedeny integral se budeme snazit
aproximovat vyrazem tvaru

Z Az f(al) )
=0

ktery se nazyva kvadraturni formule. Cisla A; nazyvame vdhy kvadraturniho vzorce a body a;, lezici
v intervalu (a, b), jeho wuzly.

Abychom mohli mluvit o presnosti kvadraturniho vzorce zavedeme nésledujici pojem. Rikdme,
ze kvadraturni vzorec mé algebraickou presnost m, integruje-li pfesné polynomy az do stupné m.

Gaussova kvadratura |

Snahou Gaussovy kvadratury je dosdhnout, co nejvétsi algebraické presnosti. Protoze kvadraturni
vzorec s m + 1 uzly mé 2n + 2 parametru (n + 1 uzli a; a n + 1 vah A;) ocekdvdme, ze v
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nejlepsim piipadé dosahneme algebraické presnosti 2n+ 1, protoze polynom stupné 2n+1 mé prave
2n + 2 koeficientt. Rikdme, ze kvadraturni vzorec s n + 1 uzly je Gaussiv, je-li jeho algebraicks
presnost rovna 2n + 1. Nésledujici véta ukazuje souvislost Gaussovy kvadratury s ortogonalnimi
polynomy a umozni nam odpovédét na otdzku existence Gaussovych kvadraturnich vzorcu.

Veéta 3. Kvadraturni vzorec je Gaussuv pravé tehdy, kdyz soucin kotenovijch cinitelu

n

w(x) = H(a: —a;)

=0

je ortogondlni polynom s vahou v(x) a kdyz pro vihy kvadraturniho vzorce plati

ai= [ n .

kde £; jsou elementdrni Lagrangeovy interpolacni polynomy.

Diikaz. Bud p libovolny polynom stupné nejvyse 2n+ 1. Sestrojme pomoci Lagrangeovy interpolace
polynom p* stupné nejvyse n, ktery interpoluje polynom p, plati

p() = plag)t;(x).
5=0

Rozdil polynomu p a p* ma nulové body ve vsech uzlech (plati p(a;) = p*(a;)) proto muzeme psat

(8.12) p(z) —p(2) = w(z)q(z),

kde g je néjaky polynom stupné nejvyse n — 1.
Ukazme nyni ekvivalenci. Nejdiive predpoklddejme, ze dany kvadraturni vzorec je Gaussuv.
Pak pro libovolny polynom p, stupné nejvyse 2n + 1, plati

b n
/ v(x)p(z)de = Z A;p(aj).

J=0

Vyuzijeme-li vyjadfeni (8.12), dostaneme

n b
S Ajplag) = / o(@) [p* (@) + w(@)g(z)] da
=0 a

b n
(8.13) = / v(m)ZAjp(aj)ﬁj(a:)+v(a:)w(m)q(a:) dz.
a =0

Polynom p muzeme volit libovolné. Zvolme jej tedy tak, ze p(a;) = 0 pro vSechna i a ¢ je libovolny
polynom stupné nejvyse n — 1. Pak dostavdame z (8.13) podminku ortogonality,

b
(8.14) 0:/ v(z)w(z)g(x)dx.
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Protoze ¢ je libovolny polynom stupné nejvyse n — 1, musi byt w(z) ortogonalni polynom (w(z) je
kolmy ke vSem polynomum nizstho stupné). Dosadime-li do (8.13) postupné za integrovany polynom
p polynomy /;(x), dostaneme vyjadreni vah A;.

Naopak, necht plati podminka ortogonality a vzorec pro vahy A;. Necht p je libovolny polynom
stupné nejvyse 2n + 1. Pomoci vyjadfeni (8.12) a tvaru polynomu p*(x) snadno zjistime, ze plati

b n
/ v(x)p(z)de = Z Aip(aj)

J=0
|

Protoze vime, ze pii libovolné nezdporné vaze ma ortogonalni polynom libovolného stupné n v
intervalu (a,b) n ruznych korenu, lze je zvolit za uzly Gaussovy kvadratury a tim je jeji existence
pro libovolné n dokézana. Zaroven je vidét, ze uzly i vahy jsou urceny jednoznacné.

Vsimnéme si jesté, ze elementarni Lagrangeiv interpolaéni polynom /; je stupné n, ¢tverec 6?
je stupné 2n a musi tedy byt Gaussovym kvadraturnim vzorcem s n + 1 uzly integrovan presné.
Dostaneme

/bv(az) Kg(m)dm = En:Ai Kg(ai) =A;.
a i=0

Odtud je vidét, ze vSechny vahy Gaussova kvadraturniho vzorce jsou kladné. Gaussuv kvadraturni
vzorec lze také chapat tak, ze misto dané funkce integrujeme presné jeji Hermitovsky interpolaéni
polynom (8.4).

Vypocéet Gaussovy kvadratury I

V pfedchozim jsem si ukazali blizky vztah mezi Gaussovou kvadraturou a ortogonalnimi polynomy.

7 odstavce o ortogonalnich polynomech vime, jak pocitat jejich kofeny: jako vlastni ¢isla Jacobiho

matic, které sestavime z koeficientu tticlenné rekurence, kterou ortogondlni polynomy pocitame.
Méjme tedy Jacobiho matici a uvazujme jeji spektralni rozklad

[ a0 VB 1
VBl a1 VP

=UAUT,

L \/E Qn

kde U = [ug,uq,...,uy,] je ortogondlni matice s normovanymi vlastnimi vektory u; a A je redlnd,
diagonalni. Potom plati, ze uzly Gaussovy kvadratury jsou vlastni ¢isla Jacobiho matice a vahy
Gaussova kvadraturniho vzorce jsou dany vztahem

2 .
A; = Boug 4, 1=0,...,n,
kde u;; je prvni slozka normovaného vlastniho vektoru w;, viz. napf. [1]. Jinak feceno, z Jacobiho

matic vznikajicich pfi generovani ortogondlnich polynomu dostaneme kompletni informaci o uzlech
a vahach Gaussovy kvadratury.
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