
Kapitola 8

Interpolace, ortogonálńı polynomy a

Gaussova kvadratura

8.1 Interpolace funkćı

Úloha Lagrangeovy interpolace

Necht’ je dán omezený uzavřený interval [a, b] a v něm n+ 1 r̊uzných bod̊u x0, x1, . . . , xn. Necht’ f
je spojitá funkce definovaná na [a, b]. Hledáme polynom p stupně nejvýše n tak, aby platilo

(8.1) p(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n.

Polynom s vlastnost́ı (8.1) budeme nazývat Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Body xi se nazývaj́ı
uzly interpolace. Pro jednoduchost budeme dále označovat hodnotu funkce f v bodě xi jako fi,
fi ≡ f(xi).

Elementárńı Lagrangeovy polynomy

Polynom ℓj

ℓj(x) ≡
n
∏

i=0

i6=j

x− xi

xj − xi
, j = 0, . . . , n,

budeme nazývat j-tým elementárńım Lagrangeovým polynomem. Lze lehce ověřit, že polynom ℓj
nabývá hodnoty 1 v bodě xj a hodnoty 0 v ostatńıch bodech xi, i 6= j. Jinak řečeno, plat́ı

ℓj(xi) = δi,j =

{

1 pokud i = j,
0 pokud i 6= j,

kde δi,j označuje Kroneckerovo delta. Polynomy ℓ0, . . . , ℓn nám definuj́ı bázi, ve které budeme
dále hledat př́ıslušný Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Povšiměme si, že lineárńı kombinaćı ele-
mentárńıch Lagrangeových polynomů źıskáme polynom p,

p(x) = γ0 ℓ0(x) + γ1 ℓ1(x) + · · ·+ γn ℓn(x)
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s vlastnost́ı p(xi) = γi, i = 0, . . . , n, kde γi jsou koeficienty lineárńı kombinace.

Existence a jednoznačnost Lagrangeovy interpolace

Dokážeme, že existuje právě jeden polynom stupně nejvýše n který řeš́ı úlohu Lagrangeovy inter-
polace. Ukažme nejdř́ıve existenci. Definujme polynom

Ln(x) ≡ f0 ℓ0(x) + f1 ℓ1(x) + · · ·+ fn ℓn(x) =
n
∑

j=0

fj ℓj(x) .

Lehce ověř́ıme, že Ln(xi) = fi, tj. Ln splňuje podmı́nku (8.1). Zároveň je Ln stupně nejvýše n.
Ukažme nyńı jednoznačnost. Necht’ Ln(x) a L̃n(x) jsou dva r̊uzné interpolačńı polynomy splňuj́ıćı

podmı́nku (8.1), tj.
Ln(xi) = L̃n(xi) = fi, i = 0, . . . , n.

Definujme polynom p(x) ≡ Ln(x) − L̃n(x). Tento polynom je nenulový, je stupně nejvýše n a
splňuje podmı́nku p(xi) = 0, i = 0, . . . , n, tj. má n+1 navzájem r̊uzných kořen̊u. Nenulový polynom
stupně n však může mı́t nejvýše n r̊uzných kořen̊u. Dostáváme spor.

Chyba Lagrangeovy interpolace

Pokud je funkce f dostatečně hladká (existuje-li n+ 1 spojitých derivaćı v intervalu [a, b]), pak ke
každému bodu x z intervalu [a, b] existuje bod ξx z otevřeného intervalu (a, b) takový, že plat́ı

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(ξx).

K d̊ukazu tohoto tvrzeńı se využ́ıvá Rollova věta. Tvrzeńı uvád́ıme bez d̊ukazu, který lze nalézt
např. ve skriptech Prof. Prágera [2, s. 57]. Má-li funkce f omezenou n+ 1 derivaci konstantou M ,
potom plat́ı

|f(x)− Ln(x)| ≤
M

(n+ 1)!
max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)|.

Úloha Hermitovy interpolace

Nyńı probereme poněkud obecněǰśı interpolaci. Kromě funkčńıch hodnot v uzlech interpolace
můžeme předepsat i hodnoty derivaćı. Mějme v intervalu [a, b] dány body x0, x1, . . . , xn. Dále necht’

jsou dána přirozená č́ısla α0, . . . , αn a definujme

α ≡ max
i=0,...,n

αi.

Předpokládejme, že funkce f má v intervalu [a, b] spojité derivace až do řádu α− 1. Naš́ı úlohou je
nalézt polynom h nejnižš́ıho stupně takový, aby platilo

(8.2) h(j)(xi) = f (j)(xi), j = 0, . . . , αi − 1, i = 0, . . . , n.

Polynom s vlastnost́ı (8.2) budeme nazývat Hermit̊uv interpolačńı polynom. Hodnotu j-té derivace

funkce f v bodě xi jako budeme zkráceně zapisovat jako f
(j)
i , f

(j)
i ≡ f (j)(xi).
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Existence a jednoznačnost Hermitovy interpolace

Ukážeme, že existuje právě jeden polynom stupně nejvýše m, který řeš́ı úlohu (8.2), kde

m ≡
n
∑

i=0

αi − 1.

Předpokládejme polynom Hm ve tvaru

Hm(x) =

m
∑

k=0

akx
k

a napǐsme si podmı́nky, které má splňovat,

m
∑

k=0

ak(x
k
i )

(j) = f
(j)
i , j = 0, . . . , αi − 1, i = 0, . . . , n.

Neznámé hodnoty v této soustavě lineárńıch rovnic jsou ak a matice má prvky (xki )
(j) (to jsou

známá č́ısla). Kdyby byl determinant této soustavy roven nule, potom by existovalo netriviálńı
řešeńı homogenńı soustavy. Jinak řečeno, existoval by netriviálńı polynom p stupně nejvýše m,
který by splňoval podmı́nku

(8.3) p(j)(xi) = 0, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , αi − 1.

Polynom p splňuj́ıćı tuto podmı́nku má n + 1 r̊uzných kořen̊u x0, . . . , xn a každý z těchto kořen̊u
má násobnost αi (to plyne z podmı́nky (8.3)). Dohromady má tedy polynom p

n
∑

i=0

αi = m+ 1

kořen̊u. To je však spor z t́ım, že p je nenulový polynom stupně nejvýše m.
Jelikož je determinant matice soustavy pro výpočet koeficient̊u ak nenulový, existuje právě jedno

řešeńı, tedy právě jeden Hermit̊uv interpolačńı polynom stupně nejvýše m.

Chyba Hermitovy interpolace

Pokud je funkce f dostatečně hladká (existuje-li m+1 spojitých derivaćı v intervalu [a, b]), pak ke
každému bodu x z intervalu [a, b] existuje bod ξx z otevřeného intervalu (a, b) takový, že plat́ı

f(x)−Hm(x) =
f (m+1)(ξx)

(m+ 1)!
ωm+1(ξx),

kde Hm(x) je Hermit̊uv interpolačńı polynom splňuj́ıćı podmı́nky (8.2). Tvrzeńı opět uvád́ıme bez
d̊ukazu, viz. např. [2, s. 60].
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Př́ıklad Hermitovy interpolace

Důležitým speciálńım př́ıpadem Hermitovy interpolace je př́ıpad, kdy αi = 2, i = 0, . . . , n. V každém
bodě je tedy předepsána funkčńı hodnota a hodnota prvńı derivace. V tomto speciálńım př́ıpadě
lze popsat Hermit̊uv interpolačńı polynom vzorcem

(8.4) H2n+1(x) ≡
n
∑

i=0

fi si(x) +

n
∑

i=0

f ′i ti(x) ,

kde hodnoty fi a f
′
i jsou dány a polynomy si a ti jsou definovány jako

si(x) ≡ [1− 2 (x− xi) ℓ
′
i(xi) ] ℓ

2
i (x) , ti(x) ≡ (x− xi) ℓ

2
i (x) ,

ℓi jsou elementárńı Lagrangeovy interpolačńı polynomy.
Polynom H2n+1 definovaný vztahem (8.4) je stupně nejvýše m = 2n + 1. Stač́ı tedy ověřit, že

splňuje podmı́nky (8.2). Dosazeńım zjist́ıme, že si(xj) = δi,j , ti(xj) = 0, s′i(xj) = 0 a t′i(xj) = δi,j
pro i, j = 0, . . . , n. Z těchto vztah̊u již plyne, že polynom H2n+1 vyhovuje podmı́nkám (8.2).

8.2 Ortogonálńı polynomy

Seznámı́me se stručně s ortogonálńımi polynomy a jejich základńımi vlastnostmi.

Definice ortogonálńıch polynomů

Mějme interval [a, b], na němž provedeme konstrukci ortogonálńıch polynomů. Nepředpokládáme,
že je omezený. Necht’ v(x) integrovatelná, skoro všude kladná funkce, která je nav́ıc taková, že v
př́ıpadě nekonečného intervalu jsou všechny součiny xpv(x), p = 1, 2, . . . integrovatelné. V př́ıpadě
omezeného intervalu je posledńı požadavek vždy splněn.

Definice. Řı́káme, že posloupnost polynom̊u ϕi, i = 0, 1, . . . je ortogonálńı s vahou v(x), jestlǐze
je stupeň polynomu ϕ roven i, tj. deg(ϕ) = i a plat́ı-li

∫ b

a

vϕiϕj dx = 0, i 6= j .

Z lineárńı algebry v́ıme, že množina všech polynomů tvoř́ı vektorový prostor (polynomy zde
hraj́ı roli vektor̊u). Ve výše popsané definici definujeme na vektorovém prostoru polynomů skalárńı
součin mezi dvěma vektory (polynomy) p a q vztahem

(8.5) 〈p, q〉v ≡
∫ b

a

v p q dx.

Lze lehce ověřit, že 〈p, q〉v je skutečně skalárńı součin. Nyńı nám jde o to ukázat, že pro takto defi-
novaný vektorový prostor se skalárńım součinem existuje ortogonálńı báze (posloupnost polynomů
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ϕi, i = 0, 1, . . . ).

Posloupnost ortogonálńıch polynomů existuje

Důkaz provedeme indukćı tak, že budeme ortogonalizovat posloupnost mocnin. Množina poly-
nomů obsahuj́ıćı jediný polynom ϕ0, rovný nenulové konstantńı funkci, tvoř́ı ortogonálńı systém, tj.
splňuje podmı́nky definice. Dále předpokládejme, že polynomy ϕ0, . . . , ϕk tvoř́ı ortogonálńı systém.
Zkonstruujeme ϕk+1 tak, aby i množina ϕ0, . . . , ϕk+1 tvořila ortogonálńı systém. Předpokládejme
ϕk+1 ve tvaru

(8.6) ϕk+1 =
k

∑

i=0

ciϕi + ck+1x
k+1 .

Požadavek ortogonality dává podmı́nky

〈ϕj ,

k
∑

i=0

ciϕi + ck+1x
k+1〉v = 0, j = 0, . . . , k .

Pomoćı indukčńıho předpokladu dostaneme

cj〈ϕj , ϕj〉v + ck+1〈ϕj , x
k+1〉v = 0 j = 0, . . . , k

a tedy

cj = −〈ϕj , x
k+1〉v

〈ϕj , ϕj〉v
ck+1 = −

∫ b

a
v xk+1ϕj dx
∫ b

a
v ϕ2

j dx
ck+1 .

Za koeficient ck+1 vezmeme libovolnou nenulovou konstantu. ✷

Polynom ϕk+1 je tedy určen až na násobnou konstantu ck+1. Tuto konstantu urč́ıme z požadavku
normalizace. Pro jednoduchost v daľśım provedeme tuto normalizaci tak, že polož́ıme ck+1 = 1, tj.
koeficient u nejvyšš́ı mocniny polynomu bude roven jedné.

Z (8.6) vid́ıme, že naopak každá mocnina se dá vyjádřit jako lineárńı kombinace prvk̊u posloup-
nosti polynomů ortogonálńıch s vahou v(x). A totéž proto plat́ı pro polynom. Dvě nejd̊uležitěǰśı
vlastnosti ortogonálńıch polynomů jsou obsahem daľśıch vět.

Všechny kořeny polynomu ϕk jsou reálné a jednoduché

Věta 1. Všechny kořeny polynomu ϕk jsou reálné, jednoduché a lež́ı v otevřeném intervalu (a, b).

D̊ukaz. Označme x1, . . . , xr ty r̊uzné kořeny polynomu ϕk, které lež́ı v intervalu (a, b) a maj́ı lichou
násobnost. Pokud žádný takový kořen neexistuje, polož́ıme r = 0. Protože ϕk může mı́t nejvýše k
r̊uzných kořen̊u, je r ≤ k. Definujme dále polynom p stupně r,

p(x) ≡ (x− x1) . . . (x− xr)

(pro r = 0 polož́ıme p ≡ 1) a uvažujme integrál

∫ b

a

v(x)ϕk(x) p(x) dx = 〈ϕk, p〉v .
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Předpokládejme nejdř́ıve, že r < k. Jelikož je p stupně r < k, muśı být integrál nulový, protože
ϕk je ortogonálńı ke všem polynomům stupně menš́ıho než k (tj. 〈ϕk, p〉v = 0). Nyńı je d̊uležité si
uvědomit, že všechny kořeny polynomu ϕk p maj́ı sudou násobnost. Polynom ϕk p tedy neměńı v
intervalu (a, b) znaménko a nav́ıc je skoro všude nenulový. Integrovaná funkce v ϕk p je tedy také
v intervalu (a, b) skoro všude nenulová, neměńı znaménko a tud́ıž je výsledný intergrál nenulový.
Dostáváme spor s předpokladem r < k.

Muśı tedy platit r = k, tj. ϕk má v reálném intervalu (a, b) k r̊uzných kořen̊u. Protože je zároveň
ϕk stupně k, má právě k kořen̊u, a tud́ıž všechny jeho kořeny jsou jednoduché a lež́ı v otevřeném
intervalu (a, b) (tj. jsou reálné). ✷

Ortogonálńı polynomy lze poč́ıtat tř́ıčlennou rekurenćı

Uvažujme zat́ım monické ortogonálńı polynomy (koeficient u nejvyšš́ı mocniny je roven jedné).

Věta 2. Monické ortogonálńı polynomy ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn+1 lze poč́ıtat tř́ıčlennou rekurenćı

(8.7) ϕk+1(x) = (x− αk)ϕk − βkϕk−1(x), k = 1, . . . , n,

přičemž

(8.8) ϕ0(x) = 1, ϕ1 = x− α1.

Koeficienty αk a βk jsou dány vztahy

αk =

∫ b

a
v(x)xϕ2

k(x) dx
∫ b

a
v(x)ϕ2

k
(x) dx

, k = 0, 1, . . . , n,

βk =

∫ b

a
v(x)ϕ2

k(x) dx
∫ b

a
v(x)ϕ2

k−1(x) dx
k = 1, 2, . . . , n.

D̊ukaz. Uvažujme polynom xϕk. To je polynom stupně k + 1 a lze jej proto vyjádřit jako lineárńı
kombinaci

(8.9) xϕk = ck+1ϕk+1 + ckϕk + · · ·+ c1ϕ1 + c0ϕ0 .

Vynásob́ıme-li tuto rovnost polynomem ϕj , kde j = 0, 1, . . . , k− 2, vahou v(x) a zintegrujeme od a
do b, dostaneme

(8.10) 〈ϕk, xϕj〉v = ck+1〈ϕk+1, ϕj〉v + ck〈ϕk, ϕj〉v + · · ·+ c1〈ϕ1, ϕj〉v + c0〈ϕ0, ϕj〉v .

Na levé straně dostáváme nulu, protože použijeme ortogonality polynomu ϕk k polynomu xϕj , který
je, vzhledem k volbě j, nižš́ıho stupně. Vpravo, rovněž s využit́ım ortogonality, dostaneme jen člen
cj〈ϕj , ϕj〉v. Odtud plyne, že koeficient cj je roven nule pro j = 0, 1, . . . , k − 2. V rovnosti (8.10)
jsou tedy jen tři nenulové koeficienty, ck+1, ck, ck−1. Úpravou vzorce a použit́ım označeńı αk a βk
dostaneme tvrzeńı věty. Koeficient ck+1 je ovšem roven jedné. Vyjádřeńı pro koeficienty αk a βk lze
potom snadno nalézt. Ponecháme na čtenáři, aby se o tom s použit́ım (8.10) přesvědčil. ✷
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Ortogonálńı polynomy a Jacobiho matice

Uvažujme nyńı systém ortonormálńıch polynomů, tedy polynomů ψ0, . . . , ψn+1 s normou jedna,

ψk(x) ≡
ϕk(x)

‖ϕk(x)‖v
=

ϕk(x)
√

∫ b

a
v(x)ϕ2

k(x)dx
.

Lze ukázat, že tyto polynomy splňuj́ı následuj́ıćı rekurentńı vztahy

(8.11)
√

βk+1ψk+1(x) = (x− αk)ψk −
√

βkψk−1(x), k = 0, 1, . . . , n,

kde

ψ−1 = 0, ψ0 =
1√
β0
, β0 =

∫ b

a

v(x) dx

a koeficienty βk a αk jsou tytéž jako v rekurenci pro monické ortogonálńı polynomy. Definujme
vektor

Φk(x) ≡ [ψ0, ψ1(x), . . . , ψk(x)]
T .

Potom lze tř́ıčlenné rekurence (8.9) zapsat ve tvaru

xΦn(x) =

















α0
√
β1√

β1 α1
√
β2

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

√
βn√

βn αn

















Φn(x) +
√

βn+1ψn+1(x)en,

kde en je n-tý sloupec jednotkové matice velikosti n. Výše uvedenou matici označ́ıme pomoćı Jn+1

a budeme ji nazývat Jacobiho matićı. Necht’ nyńı µ je kořenem ortogonálńıho polynomu ψn+1, tj.
ψn+1(µ) = 0. Potom plat́ı

µΦn(µ) = Jn+1Φn(µ).

Protože je ψ0 6= 0, je Φn(µ) 6= 0. Φn(µ) je tedy vlastńım vektorem matice Jn+1 a µ př́ıslušným
vlastńım č́ıslem Jn+1. Protože nav́ıc v́ıme, že kořeny ortogonálńıho polynomu ψn+1 jsou jednoduché
a každý kořen je vlastńım č́ıslem Jn+1, jsou vlastńı č́ısla Jacobiho matice Jn+1 právě kořeny orto-
gonálńıho polynomu ψn+1, tedy i polynomu ϕn+1. Předchoźı vztah nám dává návod, jak poč́ıtat
kořeny ortogonálńıch polynomů: jako vlastńı č́ısla př́ıslušných Jacobiho matic.

Př́ıklady ortogonálńıch polynomů

Speciálńı volbou váhové funkce dostaneme konkrétńı typy ortogonálńıch polynomů. Ortogonálńı
polynomy definované na omezeném intervalu je zvykem uvádět pro interval 〈−1, 1〉. Na jiný inter-
val se snadno transformuj́ı lineárńı transformaćı. Uvád́ıme je s normalizaćı obvyklou v literatuře,
odlǐsnou od požadavku cn = 1.
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Legendrovy polynomy jsou ortogonálńı polynomy s váhovou funkćı v(x) = 1, plat́ı

P0(x) = 1, P1(x) = x, Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xPn(x)−

n

n+ 1
Pn−1(x) .

Čebyševovy polynomy 1. druhu jsou ortogonálńı polynomy s váhovou funkćı v(x) = 1√
1−x2

,

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) .

Čebyševovy polynomy 2. druhu jsou ortogonálńı polynomy s váhovou funkćı v(x) =
√
1− x2,

U0(x) = 1, U1(x) = 2x Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x) .

Laguerrovy polynomy jsou ortogonálńı polynomy na intervalu [0,∞) s váhovou funkćı v(x) =
e−x. Plat́ı

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x, Ln+1(x) =
2n+ 1− x

n+ 1
Ln(x)−

n

n+ 1
Ln−1(x) .

Ortogonálńı polynomy se použ́ıvaj́ı pro aproximaci funkćı. Je to aproximace analogická aproxi-
maci pomoćı trigonometrických polynomů (Fourierových řad). Připomı́náme, že je to však jiný typ
aproximace než je interpolace.

8.3 Gaussova kvadratura

Nyńı se budeme věnovat numerickému výpočtu integrál̊u. Zavedeme d̊uležitý zp̊usob výpočtu, tzv.
Gaussovu kvadraturu, při jej́ıž analýze použijeme vlastnost́ı ortogonálńıch polynomů.

Obecná kvadraturńı formule a algebraická přesnost

Naš́ım ćılem je vypoč́ıtat numericky hodnotu integrálu

∫ b

a

v(x) f(x) dx .

v(x) je opět váhová funkce, která je integrovatelná a kladná skoro všude. Př́ıtomnost takové váhy
nám umožńı v některých př́ıpadech provést výpočet efektivněji. Uvedený integrál se budeme snažit
aproximovat výrazem tvaru

n
∑

i=0

Ai f(ai) ,

který se nazývá kvadraturńı formule. Čı́sla Ai nazýváme váhy kvadraturńıho vzorce a body ai, lež́ıćı
v intervalu 〈a, b〉, jeho uzly.

Abychom mohli mluvit o přesnosti kvadraturńıho vzorce zavedeme následuj́ıćı pojem. Řı́káme,
že kvadraturńı vzorec má algebraickou přesnost m, integruje-li přesně polynomy až do stupně m.

Gaussova kvadratura

Snahou Gaussovy kvadratury je dosáhnout, co největš́ı algebraické přesnosti. Protože kvadraturńı
vzorec s n + 1 uzly má 2n + 2 parametr̊u (n + 1 uzl̊u ai a n + 1 vah Ai) očekáváme, že v
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nejlepš́ım př́ıpadě dosáhneme algebraické přesnosti 2n+1, protože polynom stupně 2n+1 má právě
2n + 2 koeficient̊u. Řı́káme, že kvadraturńı vzorec s n + 1 uzly je Gauss̊uv, je-li jeho algebraická
přesnost rovna 2n + 1. Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost Gaussovy kvadratury s ortogonálńımi
polynomy a umožńı nám odpovědět na otázku existence Gaussových kvadraturńıch vzorc̊u.

Věta 3. Kvadraturńı vzorec je Gauss̊uv právě tehdy, když součin kořenových činitel̊u

ω(x) =

n
∏

i=0

(x− ai)

je ortogonálńı polynom s vahou v(x) a když pro váhy kvadraturńıho vzorce plat́ı

Ai =

∫ b

a

v(x) ℓi(x) dx ,

kde ℓi jsou elementárńı Lagrangeovy interpolačńı polynomy.

D̊ukaz. Bud’ p libovolný polynom stupně nejvýše 2n+1. Sestrojme pomoćı Lagrangeovy interpolace
polynom p∗ stupně nejvýše n, který interpoluje polynom p, plat́ı

p∗(x) =
n
∑

j=0

p(aj) ℓj(x).

Rozd́ıl polynomů p a p∗ má nulové body ve všech uzlech (plat́ı p(aj) = p∗(aj)) proto můžeme psát

(8.12) p(x)− p∗(x) = ω(x) q(x) ,

kde q je nějaký polynom stupně nejvýše n− 1.

Ukažme nyńı ekvivalenci. Nejdř́ıve předpokládejme, že daný kvadraturńı vzorec je Gauss̊uv.
Pak pro libovolný polynom p, stupně nejvýše 2n+ 1, plat́ı

∫ b

a

v(x) p(x) dx =

n
∑

j=0

Aj p(aj) .

Využijeme-li vyjádřeńı (8.12), dostaneme

n
∑

j=0

Aj p(aj) =

∫ b

a

v(x) [p∗(x) + ω(x)q(x)] dx

=

∫ b

a



v(x)

n
∑

j=0

Aj p(aj) ℓj(x) + v(x)ω(x) q(x)



 dx .(8.13)

Polynom p můžeme volit libovolně. Zvolme jej tedy tak, že p(ai) = 0 pro všechna i a q je libovolný
polynom stupně nejvýše n− 1. Pak dostáváme z (8.13) podmı́nku ortogonality,

(8.14) 0 =

∫ b

a

v(x)ω(x) q(x)dx .
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Protože q je libovolný polynom stupně nejvýše n− 1, muśı být ω(x) ortogonálńı polynom (ω(x) je
kolmý ke všem polynomům nižš́ıho stupně). Dosad́ıme-li do (8.13) postupně za integrovaný polynom
p polynomy ℓj(x), dostaneme vyjádřeńı vah Ai.

Naopak, necht’ plat́ı podmı́nka ortogonality a vzorec pro váhy Ai. Necht’ p je libovolný polynom
stupně nejvýše 2n+ 1. Pomoćı vyjádřeńı (8.12) a tvaru polynomu p∗(x) snadno zjist́ıme, že plat́ı

∫ b

a

v(x)p(x)dx =

n
∑

j=0

Ajp(aj)

✷

Protože v́ıme, že při libovolné nezáporné váze má ortogonálńı polynom libovolného stupně n v
intervalu (a, b) n r̊uzných kořen̊u, lze je zvolit za uzly Gaussovy kvadratury a t́ım je jej́ı existence
pro libovolné n dokázána. Zároveň je vidět, že uzly i váhy jsou určeny jednoznačně.

Všimněme si ještě, že elementárńı Lagrange̊uv interpolačńı polynom ℓj je stupně n, čtverec ℓ2j
je stupně 2n a muśı tedy být Gaussovým kvadraturńım vzorcem s n + 1 uzly integrován přesně.
Dostaneme

∫ b

a

v(x) ℓ2j (x)dx =

n
∑

i=0

Ai ℓ
2
j (ai) = Aj .

Odtud je vidět, že všechny váhy Gaussova kvadraturńıho vzorce jsou kladné. Gauss̊uv kvadraturńı
vzorec lze také chápat tak, že mı́sto dané funkce integrujeme přesně jej́ı Hermitovský interpolačńı
polynom (8.4).

Výpočet Gaussovy kvadratury

V předchoźım jsem si ukázali bĺızký vztah mezi Gaussovou kvadraturou a ortogonálńımi polynomy.
Z odstavce o ortogonálńıch polynomech v́ıme, jak poč́ıtat jejich kořeny: jako vlastńı č́ısla Jacobiho
matic, které sestav́ıme z koeficient̊u tř́ıčlenné rekurence, kterou ortogonálńı polynomy poč́ıtáme.

Mějme tedy Jacobiho matici a uvažujme jej́ı spektrálńı rozklad

















α0
√
β1√

β1 α1
√
β2

. . .
. . .

. . .

. . .
. . .

√
βn√

βn αn

















= UΛUT ,

kde U = [u0, u1, . . . , un] je ortogonálńı matice s normovanými vlastńımi vektory ui a Λ je reálná,
diagonálńı. Potom plat́ı, že uzly Gaussovy kvadratury jsou vlastńı č́ısla Jacobiho matice a váhy
Gaussova kvadraturńıho vzorce jsou dány vztahem

Ai = β0u
2
1,i, i = 0, . . . , n,

kde u1,i je prvńı složka normovaného vlastńıho vektoru ui, viz. např. [1]. Jinak řečeno, z Jacobiho
matic vznikaj́ıćıch při generováńı ortogonálńıch polynomů dostaneme kompletńı informaci o uzlech
a vahách Gaussovy kvadratury.
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