
Numerická stabilita algoritmů

1.1 Poč́ıtáńı v aritmetice s konečnou přesnost́ı

Omezené možnosti konečné aritmetiky

Protože poč́ıtače použ́ıvaj́ı k reprezentaci reálného č́ısla pouze konečný počet bit̊u, reprezentuje
množina všech č́ısel, které lze zobrazit na poč́ıtači, pouze konečnou podmnožinu reálných č́ısel. To
s sebou přináš́ı dvě omezeńı, kterých si muśıme být při poč́ıtáńı v konečné aritmetice vědomi:

• reprezentovaná č́ısla nemohou být libovolně velká či libovolně malá,

• mezi dvěma reprezentovanými č́ısly je mezera.

V IEEE aritmetice s dvojitou přesnost́ı je největš́ı zobrazitelné č́ıslo 1.79× 10308 a nejmenš́ı 2.23×
10−308, což představuje dostatečné rozpět́ı č́ısel pro většinu výpočt̊u.

Na druhou stranu, mezery mezi č́ısly v konečné aritmetice poč́ıtače představuj́ı problém, který
se může projevit v podobě nepřesných výsledk̊u. Např́ıklad v IEEE aritmetice s dvojnásobnou
přesnost́ı je reálný interval [1, 2] reprezentován diskrétńı podmnožinou

1, 1 + 2−52, 1 + 2× 2−52, 1 + 3× 2−52, . . . , 2 .

Interval [2, 4] je reprezentován stejnou diskrétńı podmnožinou násobenou dvěmi,

2, 2 + 2−51, 2 + 2× 2−51, 2 + 3× 2−51, . . . , 4 ,

a obecně interval [2j , 2j+1] je reprezentován stejnou množinou přenásobenou 2j . Jinak řečeno, v
IEEE aritmetice s dvojitou přesnost́ı neńı mezera mezi dvěma č́ısly nikdy větš́ı v relativńım smyslu
než 2−52 ≈ 2.22 × 10−16.

Č́ısla v aritmetice s pohyblivou řádovou čárkou

Reálné č́ıslo je v konečné aritmetice poč́ıtače reprezentováno jako (racionálńı) č́ıslo s pohyblivou
řádovou čárkou ve tvaru

(1.1) z = ±
m

βt
× βe,

kde celé č́ıslo β ≥ 2 (obvykle β = 2) je nazýváno základem, celé č́ıslo t ≥ 1 určuje přesnost, celé č́ıslo
m pohybuj́ıćı se v rozsahu 0 ≤ m ≤ βt je nazýváno mantisou a celoč́ıselný parametr e exponentem.
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Čı́slo z lze přepsat v názorněǰśım tvaru

(1.2) z = ±βe ×

(
d1
β

+
d2
β2

+ . . .+
dt
βt

)
= ±βe × (0.d1d2 . . . dt)β ,

kde každá č́ıslice di lež́ı v intervalu 0 ≤ di ≤ β − 1 a (0.d1d2 . . . dt)β představuje č́ıslo zapsané v
č́ıselné soustavě se základem β. Pokud bychom nekladli žádná daľśı omezeńı, bylo by možné jedno
č́ıslo reprezentovat v uvažované aritmetice mnoha zp̊usoby, např. 0.1 = 0.01 × 101 = 0.001 × 102

atd. Proto je výhodné zavést konvenci, že prvńı č́ıslice mantisy je nenulová (d1 6= 0), je-li z ne-
nulové č́ıslo, tj. klademe omezuj́ıćı podmı́nku m ≥ βt−1 pro z 6= 0. Potom je mantisa určena
jednoznačně. Systém dodržuj́ıćı tuto konvenci nazýváme normalizovaný. Množina všech č́ısel s po-
hyblivou řádovou čárkou F je plně určena parametry β, t a horńı, resp. dolńı meźı celoč́ıselného
exponentu. Čı́sla v pohyblivé řádové čárce nejsou vzhledem k R rovnoměrně rozložena.

Zaokrouhlovaćı jednotka (strojová přesnost)

Přesnost zobrazeńı reálného č́ısla v množině F je charakterizována zaokrouhlovaćı jednotkou (stro-
jovou přesnost́ı)

u ≡
1

2
β1−t.

Toto č́ıslo je polovinou vzdálenosti mezi č́ıslem 1 a nejbližš́ım větš́ım č́ıslem z F. Strojová přesnost
má následuj́ıćı vlastnost vypov́ıdaj́ıćı o relativńı přesnosti, s jakou jsme schopni aproximovat reálné
č́ıslo pomoćı č́ısla z množiny F. Pro každé aproximovatelné reálné č́ıslo x existuje č́ıslo x′ ∈ F
takové, že plat́ı

|x− x′|

|x|
≤ u.

Aproximovatelným reálným č́ıslem rozumı́me reálné č́ıslo, které lež́ı mezi nejmenš́ım a největš́ım
zobrazitelným č́ıslem aritmetiky F. Necht’ fl : R → F je funkce, která reálnému č́ıslu přǐrazuje
nejbližš́ı č́ıslo z F. Předchoźı nerovnost lze také formulovat tak, že pro každé aproximovatelné
reálné č́ıslo x existuje ǫ, |ǫ| ≤ u takové, že

fl(x) = x(1 + ǫ).

V IEEE aritmetice s jednoduchou přesnost́ı (single precision - viz. dále) je možné zobrazit č́ısla
v rozsahu 10±38 se strojovou přesnost́ı u = 2−24 ≈ 5.96 × 10−8, v aritmetice s dvojitou přesnost́ı
(double precision) potom č́ısla v rozsahu 10±308 se strojovou přesnost́ı u = 2−53 ≈ 1.11 × 10−16.

IEEE aritmetika

IEEE aritmetika použ́ıvá β = 2 a rozlǐsuje dva základńı formáty č́ısel v pohyblivé řádové čárce:
č́ısla s jednoduchou a dvojitou přesnost́ı (single and double precision). V prvém př́ıpadě je k uložeńı
č́ısla použito 32, ve druhém 64 bit̊u. Uložeńı jednotlivých parametr̊u je patrné ze schematu na
obrázku 3.1. V př́ıpadě jednoduché přesnosti je na exponent vyhrazeno 8 bit̊u, do kterých je možné
uložit celé č́ıslo v rozmeźı 0 až 255. Čı́sla 0 a 255 maj́ı speciálńı význam. Zbylá č́ısla 1 až 254 určuj́ı
hodnotu veličiny e + 126, tj. hodnota exponentu e se pohybuje v rozmeźı −125 ≤ e ≤ 128. Na
mantisu je vyhrazeno zbývaj́ıćıch 23 bit̊u, přičemž se standardně využ́ıvá normalizace, cifra d1 = 1
se přitom nezapisuje.
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Je-li řetězec mantisy i exponentu nulový (tj. znaménkový bit je 0 nebo 1, všechny ostatńı bity
jsou nulové) dostaneme reprezentaci č́ısel ±0 (+0 a −0 maj́ı odlǐsnou reprezentaci, samozřejmě je
zajǐstěno, že plat́ı +0 = −0). Je-li řetězec exponentu roven (1111 1111)2 = 255 a mantisa je nulová,
pak zobrazené č́ıslo je definováno jako±Inf (±∞). Je-li řetězec exponentu roven (1111 1111)2 = 255
a řetězec mantisy je nenulový (jeho hodnota je libovolná nenulová), pak je obsah interpretován jako
NaN (Not a Number).

Jednoduchá přesnost

0 8 31

±
exponent
(g1...g8)

mantisa
(d2...d24)

Dvojitá přesnost

0 11 63

±
exponent
(g1...g11)

mantisa
(d2...d53)

Obrázek 1.1: Uložeńı parametr̊u IEEE standardni aritmetiky
pro jednoduchou a dvojitou přesnost.

Standardńı model konečné aritmetiky z matematického hlediska

Pro poč́ıtáńı v konečné aritmetice poč́ıtače plat́ı určitá pravidla, která jsou d̊uležitá z matematického
hlediska. Standardńı model konečné aritmetiky předpokládá platnost vztahu

fl(x ◦ y) = (x ◦ y)(1 + ǫ), |ǫ| ≤ u,

kde ◦ zastupuje operace +,−, ∗, / a fl(·) označuje, že výpočet byl proveden v konečné aritmetice
poč́ıtače. Podrobněǰśı informace lze nalézt v knihách [1, 2, 3].

1.2 Př́ımá a zpětná analýza chyb

Uvažujme nějaký algoritmus, který řeš́ı daný matematický problém. Použijeme-li tento algoritmus
k výpočtu v aritmetice s pohyblivou řádovou čárkou, můžeme vlivem zaokrouhlovaćıch chyb źıskat
nepřesné výsledky. Úkolem numerické analýzy (či analýzy zaokrouhlovaćıch chyb) je zjistit, jakým
zp̊usobem funguje daný algoritmus v prostřed́ı konečné aritmetiky, a jak nepřesné výsledky může
algoritmus generovat. Jinak řečeno, ptáme se, zda je algoritmus spolehlivý (zda dává rozumné
výsledky) i v př́ıpadě, kdy poč́ıtá s nepřesnými č́ısly.

Přesnost výpočtu

Necht’ f(x) reprezentuje výsledek spočtený přesným algoritmem a fl(f(x)) výsledek spočtený al-
goritmem v konečné aritmetice poč́ıtače, tj. výsledek je ovlivněný zaokrouhlovaćımi chybami (x
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reprezentuje vstupńı data). Přesnost výpočtu můžeme měřit v absolutńım smyslu pomoćı ‖f(x)−
fl(f(x))‖, kde ‖ · ‖ je vhodná norma, nebo v relativńım smyslu pomoćı

(1.3)
‖f(x)− fl(f(x))‖

‖f(x)‖
.

V této přednášce budeme k měřeńı přesnosti algoritmu použ́ıvat relativńı chybu (3.3). Je zřejmé, že
při poč́ıtáńı v konečné aritmetice je relativńı chyba výpočtu v nejlepš́ım př́ıpadě úměrná strojové
přesnosti (lepš́ı relativńı přesnosti nelze obecně dosáhnout),

‖f(x)− fl(f(x))‖

‖f(x)‖
= O(u),

kde O(u) označuje neurčité č́ıslo úměrné strojové přesnosti. V praxi však občas bývá problém f
špatně podmı́něn, a špatná podmı́něnost se poté samozřejmě promı́tne i do přesnosti spočteného
výsledku.

Význam O(u)

Přesněji řečeno, výraz O(u) označuje neurčité č́ıslo, jehož velikost lze omezit pomoćı

|O(u)| ≤ Ku,

kde K je konstanta. Konstanta K je nezávislá na konkrétńıch datech, ale může být závislá na
dimenzi úlohy. Jsou-li např. vstupem algoritmu čtvercová matice A řádu n a vektor b, pak kon-
stanta K nezáviśı na A a b, ale může záviset na n. Vliv zaokrouhlovaćıch chyb se obecně zvyšuje,
pokud se zvyšuje dimenze problému. Tento r̊ust souvisej́ıćı s dimenźı bývá obvykle velmi pomalý
a nezp̊usobuje vážné problémy. Závislost konstanty K na dimenzi problému je obvykle lineárńı,
kvadratická či kubická v nejhorš́ım př́ıpadě. Vznikaj́ıćı chyby jsou pro většinu dat mnohem menš́ı
(d́ıky kráceńı - kancelaci - zaokrouhlovaćıch chyb) než předpov́ıdá odhad omezuj́ıćı chybu v nejhorš́ı
možném př́ıpadě. Pokud je však závislost konstanty K na dimenzi problému exponenciálńı, např.
K = 2n, potom může být algoritmus velmi citlivý na dimenzi problému, a omezeńı chyb výrazem
2nu přestává s rostoućım n poskytovat užitečnou výpověd’ o velikosti chyb (s takovým př́ıpadem
se setkáme v daľśı kapitole).

Analýza chyb

Smyslem analýzy chyb je zjistit, jaké (největš́ı) chyby se algoritmus může při výpočtu v konečné
aritmetice dopustit. To, jak algoritmus v konečné aritmetice

”
chybuje“ lze měřit a analyzovat dvěma

základńımi zp̊usoby.

• Př́ımá analýza chyb. Postupujeme podle algoritmu a snaž́ıme se popsat š́ı̌reńı elementárńıch
zaokrouhlovaćıch chyb. Na základě tohoto popisu odhadujeme př́ımo velikost výsledné chyby.
Efektivńı př́ımý odhad chyby je však možný jen zř́ıdka (v př́ıpadě jednoduchých výpočt̊u jako
je např. skalárńı součin vektor̊u, násobeńı matice vektorem, apod.).

• Zpětná analýza chyb. Hledáme modifikovaná vstupńı data úlohy tak, aby přiblǐzné řešeńı
spočtené algoritmem v konečné aritmetice poč́ıtače bylo přesným řešeńım té samé úlohy, avšak
s modifikovanými vstupńımi daty. Cı́lem zpětné analýzy je interpretovat zaokrouhlovaćı chyby
vzniklé při výpočtu v aritmetice s konečnou přesnost́ı pomoćı změn vstupńıch dat.
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Pojem př́ımé a zpětné analýzy chyb budeme demonstrovat na př́ıkladu skalárńıho součinu.

Př́ımá a zpětná analýza algoritmu na výpočet skalárńıho součinu

Pokud máme posloupnost operaćı jako např.

(1.4) s = xT y, x, y ∈ Fn,

kde Fn označuje vektory délky n, jejichž prvky jsou č́ısla v pohyblivé řádové čárce (xi ∈ F, yi ∈ F,
i = 1, . . . , n), potom budeme výsledek spočtený algoritmem

01 s = 0
02 for j = 1 : n do
03 s = s+ xjyj
04 end

v konečné aritmetice poč́ıtače zapisovat ve tvaru

s = fl(xT y).

Necht’ s0 = 0 a necht’ sj je označuje hodnotu s na konci j-tého cyklu,

sj = fl(sj−1 + xjyj).

Podle pravidla (3.4) dostáváme

sj = [sj−1 + xjyj(1 + εj)](1 + δj),

kde |εj | ≤ u, |δj | ≤ u. Indukćı plyne

sn =
n∑

j=1

xjyj(1 + εj)
n∏

i=j

(1 + δi),

přičemž δ1 = 0 a kde |εj | ≤ u, |δj | ≤ u. Definujme

µj ≡ (1 + εj)

n∏

i=j

(1 + δi)− 1.

Potom plat́ı

(1.5) sn =
n∑

j=1

xjyj(1 + µj).

Ve (3.5) jsme vyjádřili vypočtený výsledek jako přesný výsledek skalárńıho součinu s perturbo-
vanými (modifikovanými) daty. Konkrétněji,

sn = x̂T ŷ,

kde x̂ = x a ŷ má prvky ŷj = yj(1 + µj). Toto je př́ıklad zpětné analýzy chyb,

Vypočtený výsledek = přesný výsledek na perturbovaných datech.
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Úkolem zpětné analýzy chyb je nyńı odhadnout velikosti perturbaćı |µj | a vyjádřit relativńı vzdálenosti
přesných a perturbovaných dat.

Dále lze ukázat, že

(1.6) sn = xT y + z, z =
n∑

j=1

xjyjµj.

V (3.6) jsme vyjádřili vypočtený výsledek jako přesný výsledek plus nějaká chyba, která záviśı na
počátečńıch datech a zaokrouhlovaćıch chybách. Toto je př́ıklad př́ımé analýzy chyb,

Vypočtený výsledek = přesný výsledek + chyba.

Úkolem př́ımé analýzy chyb je odhadovat velikost chyby |z|. Př́ımá a zpětná analýza chyb repre-
zentuj́ı dva pohledy, jak interpretovat chyby při výpočtech.

Odhadněme nyńı velikosti chyb. Bez d̊ukazu použijeme následuj́ıćı lemma, které lze nalézt např.
v knize N. Highama [2].

Lemma. Necht’ |αi| ≤ u, i = 1, . . . , n a necht’ nu < 0.01. Potom plat́ı

n∏

i=1

(1 + αi) = 1 + βn,

kde βn ≤ 1.01nu.

Použit́ım tohoto lemmatu lze ukázat, že plat́ı

|µj | ≤ 1.01nu

a
|fl(xT y)− xT y| ≤ 1.01nu |x|T |y|.

Odtud již lehce plyne, že plat́ı

(1.7) fl(xT y) = x̂T ŷ,

kde

(1.8)
‖x− x̂‖

‖x‖
= 0 a

‖y − ŷ‖

‖y‖
≤ 1.01nu .

Zpětná stabilita algoritmu

Pomoćı analýzy zaokrouhlovaćıch chyb se popisuj́ı a odhaduj́ı velikosti zaokrouhlovaćıch vznikaj́ıćıch
při výpočtu algoritmu. Zaokrouhlovaćı chyby přitom můžeme interpretovat r̊uzným zp̊usobem, jak
jsme viděli na př́ıkladu př́ımé a zpětné analýzy chyb. Př́ımá analýza chyb nám obvykle dává od-
pověd’ na otázku jak je algoritmus přesný v konečné aritmetice. Na základě zpětné analýzy chyb
dospějeme často k poznáńı, že spočtené řešeńı úlohy lze interpretovat jako přesné řešeńı úlohy
pro modifikovaná (perturbovaná) počátečńı data, která jsou v jistém smyslu bĺızká p̊uvodńım
počátečńım dat̊um. Algoritmus s touto vlastnost́ı budeme nazývat zpětně stabilńı.
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Definice. Algoritmus f(x) je zpětně stabilńı, pokud plat́ı

fl(f(x)) = f(x̂) pro nějaké x̂ splňuj́ıćı
‖x− x̂‖

‖x‖
= O(u),

Jinými slovy, algoritmus je zpětně stabilńı, jestliže se chyby výpočtu zp̊usobené zaokrouhlováńım
v pr̊uběhu algoritmu promı́tnou do malých změn vstupńıch dat. Na základě vztah̊u (3.7) a (3.8)
vid́ıme, že výpočet skalárńıho součinu je zpětně stabilńı.

Přesnost zpětně stabilńıho algoritmu

Algoritmus f můžeme vidět jako popis, jak řešit daný problém p (představme si pod problémem
např. systém lineárńıch rovnic a pod algoritmem, který daný problém řeš́ı, např. Gaussovu elimi-
naci). Problém p lze přitom vidět jako zobrazeńı, které vstupńım dat̊um z normovaného vektorového
prostoru X přǐrazuje řešeńı z normovaného vektorového prostoru Y , p : X → Y . Zobrazeńı p je ob-
vykle nelineárńı (dokonce i v lineárńı algebře), ale bývá alespoň spojité. Dobře podmı́něný problém
je takový, že malé změny vstupńıch dat x vedou na malé změny v p(x). Špatně podmı́něný problém
je takový, že malé změny vstupńıch dat x vedou na velké změny v p(x).

Lze ukázat, že pokud je algoritmus f řeš́ıćı problém p zpětně stabilńı a má-li problém p(x)
podmı́něnost κ(x), pak lze o přesnosti algoritmu v konečné aritmetice ř́ıci následuj́ıćı

(1.9)
‖fl(f(x))− f(x)‖

‖f(x)‖
≤ κ(x)O(u).
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