Numericka stabilita algoritmu

1.1 Pocitani v aritmetice s koneénou presnosti

Omezené moznosti konecné aritmetiky I

Protoze pocitace pouzivaji k reprezentaci redlného ¢isla pouze koneény pocet bitu, reprezentuje
mnozina vSech ¢isel, které lze zobrazit na pocitaci, pouze konetnou podmnozinu realnych ¢isel. To
s sebou prindsi dvé omezeni, kterych si musime byt pfi pocitani v konecné aritmetice védomi:

e reprezentovand c¢isla nemohou byt libovolné velka ¢i libovolné mala,

e mezi dvéma reprezentovanymi ¢isly je mezera.

03%8 a nejmensi 2.23 x

V IEEE aritmetice s dvojitou presnosti je nejvétsi zobrazitelné ¢islo 1.79 x 1
107398, coz piedstavuje dostatecné rozpéti ¢isel pro vétsinu vypoctii.

Na druhou stranu, mezery mezi ¢isly v kone¢né aritmetice pocitace predstavuji problém, ktery
se muze projevit v podobé nepiesnych vysledku. Napiiklad v IEEE aritmetice s dvojndsobnou

presnosti je redlny interval [1, 2] reprezentovan diskrétni podmnozinou
1, 1427 1+42x27% 143x27% ..., 2.
Interval [2,4] je reprezentovan stejnou diskrétni podmnozinou nésobenou dvémi,
2, 2427°% 2492x27% 243x27% . 4,

a obecné interval [27,2771] je reprezentovan stejnou mnozinou piendsobenou 2/. Jinak Feceno, v
IEEE aritmetice s dvojitou presnosti neni mezera mezi dvéma ¢isly nikdy vétsi v relativnim smyslu
nez 2772 ~ 2.22 x 10716,

Cisla v aritmetice s pohyblivou fddovou &arkou I

Redlné ¢islo je v konec¢né aritmetice pocitace reprezentovano jako (raciondlni) ¢islo s pohyblivou
radovou ¢arkou ve tvaru

m
B
kde celé ¢islo B > 2 (obvykle 8 = 2) je nazyvano zdkladem, celé ¢islo t > 1 urcuje presnost, celé ¢islo
m pohybujici se v rozsahu 0 < m < ¢ je nazyvano mantisou a celociselny parametr e exponentem.

(1.1) r=4— x 3¢,



Cislo z lze pfepsat v nazornéjsim tvaru

d d d

F1+5_Z+"'+5_tt) = £8° x (O.dydy .. . dy)g,

kde kazda cislice d; lezi v intervalu 0 < d; < f—1 a (0.didy...d:)s predstavuje ¢islo zapsané v
Ciselné soustavé se zakladem (. Pokud bychom nekladli zadné dalsi omezeni, bylo by mozné jedno
¢islo reprezentovat v uvazované aritmetice mnoha zptisoby, napi. 0.1 = 0.01 x 10' = 0.001 x 102
atd. Proto je vyhodné zavést konvenci, ze prvni ¢islice mantisy je nenulovd (d; # 0), je-li z ne-
nulové é&islo, tj. klademe omezujici podminku m > p! pro z # 0. Potom je mantisa uréena
jednoznacné. Systém dodrzujici tuto konvenci nazyvame normalizovany. Mnozina vsech ¢isel s po-
hyblivou fadovou ¢arkou F je plné urcena parametry (3, t a horni, resp. dolni mezi celo¢iselného
exponentu. Cisla v pohyblivé fadové ¢arce nejsou vzhledem k R rovnomérné rozlozena.

(1.2) z =48 x (

Zaokrouhlovaci jednotka (strojova presnost) I

Presnost zobrazeni redlného ¢isla v mnoziné F je charakterizovana zaokrouhlovaci jednotkou (stro-
jovou presnosti)

Toto ¢islo je polovinou vzdalenosti mezi ¢islem 1 a nejblizs§im vétsim Cislem z F. Strojové presnost
ma nasledujici vlastnost vypovidajici o relativni presnosti, s jakou jsme schopni aproximovat realné
¢islo pomoci ¢isla z mnoziny F. Pro kaZdé aproximovatelné rediné cislo x existuje c¢islo 2/ € F

takové, Ze plati
|z — 2|

u.
]

Aproximovatelnym redlnym ¢islem rozumime redlné cislo, které lezi mezi nejmensim a nejvétsim
zobrazitelnym ¢islem aritmetiky F. Necht fl : R — F je funkce, kterd redlnému éislu prifazuje

VVVVVV

redlné ¢islo z existuje ¢, |¢| < u takové, ze
fi(z) = z(1 +¢).

V IEEE aritmetice s jednoduchou pfesnosti (single precision - viz. dile) je mozné zobrazit ¢isla
v rozsahu 10738 se strojovou presnosti u = 2724 ~ 5.96 x 1078, v aritmetice s dvojitou presnosti
(double precision) potom &isla v rozsahu 107308 se strojovou piesnosti u = 2753 ~ 1.11 x 10716,

IEEE aritmetika |

IEEE aritmetika pouziva S = 2 a rozliSuje dva zdkladni forméaty ¢isel v pohyblivé fadové carce:
¢isla s jednoduchou a dvojitou presnosti (single and double precision). V prvém piipadé je k ulozeni
¢isla pouzito 32, ve druhém 64 bitt. Ulozeni jednotlivych parametru je patrné ze schematu na
obrazku 3.1. V pripadé jednoduché presnosti je na exponent vyhrazeno 8 bitli, do kterych je mozné
ulozit celé ¢islo v rozmezi 0 az 255. Cisla 0 a 255 maji specidlni vyznam. Zbyla ¢isla 1 az 254 urcuji
hodnotu veli¢iny e + 126, tj. hodnota exponentu e se pohybuje v rozmezi —125 < e < 128. Na
mantisu je vyhrazeno zbyvajicich 23 biti, pficemz se standardné vyuziva normalizace, cifra d; = 1
se pfitom nezapisuje.



Je-li fetézec mantisy i exponentu nulovy (tj. znaménkovy bit je 0 nebo 1, vSechny ostatni bity
jsou nulové) dostaneme reprezentaci ¢isel 0 (+0 a —0 maji odliSnou reprezentaci, samoziejmé je
zajisténo, ze plati +0 = —0). Je-li Fetézec exponentu roven (1111 1111)s = 255 a mantisa je nulové,
pak zobrazené ¢islo je definovéno jako £Inf (+00). Je-li fetézec exponentu roven (1111 1111)y = 255
a fetézec mantisy je nenulovy (jeho hodnota je libovolnd nenulovd), pak je obsah interpretovén jako
NaN (Not a Number).

JEDNODUCHA PRESNOST

exponent mantisa
(91---98) (da...d24)

[ | )
0 8 31

DVOJITA PRESNOST

+ exponent mantisa
(g1...g11) (dg...d53)

[ | |
0 11 63

Obrézek 1.1: Ulozeni parametru IEEE standardni aritmetiky
pro jednoduchou a dvojitou pfesnost.

Standardni model konecné aritmetiky z matematického hlediska I

Pro pocitani v konecné aritmetice pocitace plati urcita pravidla, ktera jsou dulezitd z matematického
hlediska. Standardni model konecné aritmetiky predpokldda platnost vztahu

fifz o y)=(xr oy)l+e), <,

kde o zastupuje operace +,—,x, / a fl(-) oznacuje, ze vypocet byl proveden v konetné aritmetice

pocitace. Podrobnéjsi informace lze nalézt v knihéch [1, 2, 3].

1.2 Prima a zpétna analyza chyb

Uvazujme néjaky algoritmus, ktery fesi dany matematicky problém. Pouzijeme-li tento algoritmus
k vypoc¢tu v aritmetice s pohyblivou fadovou ¢arkou, muzeme vlivem zaokrouhlovacich chyb ziskat
nepresné vysledky. Ukolem numerické analyzy (¢ analyzy zaokrouhlovacich chyb) je zjistit, jakym
zpusobem funguje dany algoritmus v prostiedi konecné aritmetiky, a jak nepresné vysledky muze
algoritmus generovat. Jinak feCeno, ptame se, zda je algoritmus spolehlivy (zda déva rozumné
vysledky) i v pfipadé, kdy pocitd s nepfesnymi ¢isly.

Piesnost vypoctu I

Necht f(z) reprezentuje vysledek spocteny presnym algoritmem a fi(f(z)) vysledek spocteny al-
goritmem v konecné aritmetice pocitace, tj. vysledek je ovlivnény zaokrouhlovacimi chybami (x



reprezentuje vstupni data). Presnost vypoétu muzeme méfit v absolutnim smyslu pomoci || f(z) —
fi(f(x))||, kde || - || je vhodna norma, nebo v relativnim smyslu pomoci

[1f () = A(f ()]
IF@1

V této prednasce budeme k méreni presnosti algoritmu pouzivat relativni chybu (3.3). Je zfejmé, ze
pri pocitani v konecné aritmetice je relativni chyba vypoctu v nejlepsim piipadé tmeérnd strojové
presnosti (lepsi relativni presnosti nelze obecné dosdhnout),

I (@) 8 @I _
1f (@)l
kde O(u) oznacuje neurcité ¢islo imeérné strojové presnosti. V praxi vSak obcas byva problém f
Spatné podminén, a Spatnd podminénost se poté samoziejmé promitne i do pfesnosti spocteného
vysledku.

(1.3)

(w),

Vyznam O(u) I

Pfesnéji feceno, vyraz O(u) oznacuje neurcité ¢islo, jehoz velikost 1ze omezit pomoci
|O(u)| < Ku,

kde K je konstanta. Konstanta K je nezdvisla na konkrétnich datech, ale muze byt zavisld na
dimenzi dlohy. Jsou-li napf. vstupem algoritmu ¢tvercovd matice A fadu n a vektor b, pak kon-
stanta K nezavisi na A a b, ale muze zdviset na n. Vliv zaokrouhlovacich chyb se obecné zvysuje,
pokud se zvySuje dimenze problému. Tento rust souvisejici s dimenzi byva obvykle velmi pomaly
a nezpusobuje vazné problémy. Z&avislost konstanty K na dimenzi problému je obvykle linedrni,
kvadraticka ¢i kubickd v nejhorsim piipadé. Vznikajici chyby jsou pro vétSinu dat mnohem mensi
(diky kraceni - kancelaci - zaokrouhlovacich chyb) nez predpovidd odhad omezujici chybu v nejhorsi
mozném piipadé. Pokud je vSak zévislost konstanty K na dimenzi problému exponencialni, napft.
K = 2" potom muze byt algoritmus velmi citlivy na dimenzi problému, a omezeni chyb vyrazem
2™u prestavd s rostoucim n poskytovat uzitecnou vypovéd o velikosti chyb (s takovym pifpadem
se setkdme v dalsi kapitole).

Analyza chyb I

Smyslem analyzy chyb je zjistit, jaké (nejvétsi) chyby se algoritmus muze pii vypoctu v konecné
aritmetice dopustit. To, jak algoritmus v kone¢né aritmetice ,,chybuje* lze métit a analyzovat dvéma
zakladnimi zptusoby.

e Piima analyza chyb. Postupujeme podle algoritmu a snazime se popsat sifeni elementarnich
zaokrouhlovacich chyb. Na zakladé tohoto popisu odhadujeme ptrimo velikost vysledné chyby.
Efektivni pfimy odhad chyby je vSak mozny jen ziidka (v pfipadé jednoduchych vypoétu jako
je napt. skaldrni sou¢in vektortu, ndsobeni matice vektorem, apod.).

e Zpétna analyza chyb. Hledame modifikovand vstupni data tlohy tak, aby priblizné reSeni
spoctené algoritmem v koneéné aritmetice pocitace bylo presngm feSenim té samé tlohy, avsak
s modifikovanymi vstupnimi daty. Cilem zpétné analyzy je interpretovat zaokrouhlovaci chyby
vzniklé pfi vypoctu v aritmetice s kone¢nou pfesnosti pomoci zmén vstupnich dat.



Pojem piimé a zpétné analyzy chyb budeme demonstrovat na piikladu skaldrniho soucinu.

Piima a zpétna analyza algoritmu na vypocet skaldarniho soucinu I

Pokud méame posloupnost operaci jako napf.

(1.4) s=a'y, xyeF"

kde F™ oznacuje vektory délky n, jejichz prvky jsou ¢isla v pohyblivé fédové ¢arce (z; € F, y; € F,
i=1,...,n), potom budeme vysledek spocteny algoritmem

01 s=0

02 for j=1:ndo

03 5 =5+ x;y;

04 end

v kone¢né aritmetice pocitace zapisovat ve tvaru
s =fl(zTy).
Necht sy = 0 a necht s; je oznacuje hodnotu s na konci j-tého cyklu,
sj = fl(sj-1 +z;y;).
Podle pravidla (3.4) dostdvéame
sj = [sj-1 4 25y (1 + &;)](1 + &),
kde |e;| < u, |§;| < u. Indukei plyne
n

sn= > zyi(1+e;) [J(1+6),

J=1 =]
pricemz 6; = 0 a kde |¢;]| < u, |0;| < u. Definujme
n

pi= 1+ [J+6) -1

i=j
Potom plati
n
(1.5) sn=>_ iy (1 + ;).
j=1

Ve (3.5) jsme vyjadiili vypocteny vysledek jako presny vysledek skaldrniho soucinu s perturbo-
vanymi (modifikovanymi) daty. Konkrétnéji,

AT
Sp =2 Y,

kde Z = = a y ma prvky y; = y;(1 + ;). Toto je piiklad zpétné analyzy chyb,

VYPOCTENY VYSLEDEK = PRESNY VYSLEDEK NA PERTURBOVANYCH DATECH.




Ukolem zpétné analyzy chyb je nyni odhadnout velikosti perturbaci |pu;| a vyjadrit relativni vzdalenosti
presnych a perturbovanych dat.
Dale 1ze ukazat, ze

n
(1.6) sn=alytz, 2= wyn
j=1

V (3.6) jsme vyjadiili vypocteny vysledek jako presny vysledek plus néjakéd chyba, kterd zdvisi na
pocatecnich datech a zaokrouhlovacich chybach. Toto je priklad piimé analyzy chyb,

VYPOCTENY VYSLEDEK = PRESNY VYSLEDEK + CHYBA.

Ukolem pifmé analyzy chyb je odhadovat velikost chyby |z|. Piim& a zpétna analyza chyb repre-
zentuji dva pohledy, jak interpretovat chyby pfi vypoctech.

Odhadnéme nyni velikosti chyb. Bez dikazu pouzijeme nésledujici lemma, které lze nalézt napf.
v knize N. Highama [2].

Lemma. Necht |o;| <u,i=1,...,n a necht nu < 0.01. Potom plati

n

[[Q+ ) =148,

i=1
kde 8, < 1.01nu.

Pouzitim tohoto lemmatu lze ukazat, ze plati

lpi| < 1.01nu

]ﬂ(xTy) — xTy\ <1.0lnu \x!T\yl
Odtud jiz lehce plyne, ze plati

(L.7) fitz"y) = 2"7,
kde
(1.8) le=2 oy =01y 1.
] [yl
Zpétna stabilita algoritmu I

Pomoci analyzy zaokrouhlovacich chyb se popisuji a odhaduji velikosti zaokrouhlovacich vznikajicich
pii vypoctu algoritmu. Zaokrouhlovaci chyby pfitom muzeme interpretovat ruznym zpusobem, jak
jsme vidéli na piikladu pfimé a zpétné analyzy chyb. Pfiméa analyza chyb ndm obvykle davé od-
povéd na otdzku jak je algoritmus piesny v konecné aritmetice. Na zdkladé zpétné analyzy chyb
dospéjeme casto k pozndani, ze spoctené feSeni ulohy lze interpretovat jako pfesné feseni tlohy
pro modifikovand (perturbovand) pocateéni data, kterd jsou v jistém smyslu blizkd puvodnim
pocateénim datim. Algoritmus s touto vlastnosti budeme nazyvat zpétné stabilni.



Definice. Algoritmus f(x) je zpétné stabilni, pokud plati

[z — 2| _

E

Jinymi slovy, algoritmus je zpétné stabilni, jestlize se chyby vypoctu zpusobené zaokrouhlovanim
v prubéhu algoritmu promitnou do malych zmén vstupnich dat. Na zdkladé vztahu (3.7) a (3.8)
vidime, ze vypocet skaldrniho soucinu je zpétné stabilni.

A(f(z)) = f() pro néjaké T splnugjict

Presnost zpétné stabilniho algoritmu I

Algoritmus f muzeme vidét jako popis, jak fesit dany problém p (predstavme si pod problémem
napf. systém linearnich rovnic a pod algoritmem, ktery dany problém fesi, napt. Gaussovu elimi-
naci). Problém p lze pfitom vidét jako zobrazeni, které vstupnim datiim z normovaného vektorového
prostoru X prifazuje feSeni z normovaného vektorového prostoru Y, p : X — Y. Zobrazeni p je ob-
vykle nelinedrni (dokonce i v linedrni algebie), ale byva alespon spojité. Dobre podminény problém
je takovy, ze malé zmény vstupnich dat x vedou na malé zmeény v p(z). Spatné podminény problém
je takovy, ze malé zmény vstupnich dat x vedou na velké zmény v p(x).

Lze ukazat, ze pokud je algoritmus f Fesici problém p zpétné stabilni a mé-li problém p(x)
podminénost x(x), pak lze o presnosti algoritmu v kone¢né aritmetice ¥ici nésledujici

18/ () — £(2)]
@ S r@om)

(1.9)
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