UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTfj 2 PREDNASKA

Aproximace ve vypoctové matematice

Pokud pro vypocet povrchu Zemé pouzijeme vzorec S = 4mr?,
kde r je polomér Zemé, pouzili jsme nékolik aproximaci:

- povrch Zemé neni presné sféra
Priklad: .

- hodnota poloméru je vypoctena

- m ma nekonec¢ny rozvoj

- pri vypoctu jsou data i vysledky operaci zaokrouhlovany

Datova a vypoctova chyba

Typicky problém: Uréit hodnotu funkce f : R — R v daném bodé =z.

plesny vstup: pfesny vystup: f(z)
nepfesny vstup: T nepfesny vystup: f()
Celkova chyba:  f(z) — f(z) = (f&@)— /@) + (f(@)—[f(z))
—_— —_—
vypoctova chyba datova chyba
Priklad: Priblizné vycislete hodnotu sin g
T . T
presny vstup: z = i 0,39270 pfesny vystup: f(z) = sin — = 0, 38268
L -~ 3,1 . . 3,14 ~_.
nepresny vstup: r = 3 = 0,39250 nepresny vystup: sin 3 = 0,38250 = f()
3,14 3,14
Celkova chyba: 0,38250 — 0,38268 = (0, 38250 — sin 78 ) + (sin ,8 — sin g)
Vypoét(;\jé chyba datovgurchyba

Vypoctova chyba: Chyba vycisleni funkéni hodnoty pro pevny argument

Datova chyba: Rozdil funkénich hodnot presného a priblizného vstupu

Vypoctova chyba mé 2 slozky

- chyba metody (aproximace)

- zaokrouhlovaci chyba
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Absolutni a relativni chyba

x ... teoretickd (presna) hodnota

T ... aproximace

Absolutni chyba:

€= |7 — x|
T — bsolutni chyb
Relativni chyba (z # 0): 0= @ = )] = aVSOLT L eyDa
|| pfesna hodnota
Pr.:
0,0003
3,1418 — 3,1415| = 0,0003 ’ = 0,0001
| Y Y | Y 3’ ]3415 )
1418 — 31415| = —_— = 1
31418 — 31415 =3 3TATE 0,000
(Absolutni chyby) (Relativni chyby)
Plati: f— T =x(140)
x

Poznamka: V praxi potifebujeme odhadnout chybu

estimate

bound

Priklad:

8
Q
NN

absolutni chyba:

|chyba| ~ .
|chyba| < ...

T
Vypocet hodnoty funkce kosinus pro argument blizky 5

h >0 ... mala perturbace (chyba)

2e0+h . h h
cos(x 4+ h) — cos(x) = —2sin v Sin§ ~ —2sinx - 5= —h-sinx ~ —h
relativni chyba:
cos(z + h) — cosx —hsinz

=|— htanz| ~ co

|

COS X COS ™

= mald zména x na vstupu vyvola velkou relativni zménu na vystupu

a to nezavisle na pouzité metodé vypoctu.
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Vypocet hodnoty funkce f(x)=cos(x) pro hodnotu argumentu
x blizkou pi/2. Uvazujeme, ze se ve vyjadreni x dopoustime
male chyby (perturbace) h>0.

1.57078
0.00001

Zadej hodnotu argumentu x (blizke pi/2)
Zadej hodnotu male zmeny (perturbace) h

Absolutni chyba (na vystupu)
cos(x+h) = 0.00000633
cos(x) = 0.00001633
cos(x+h) - cos(x) = -0.00001000

Absolutni chyba (na vstupu)
(xth) - x = h = 0.00001000

Relativni chyba (na vystupu)
( cos(x+h) - cos(x) ) / cos(x)

-0.612490

Relativni chyba (na vstupu)
( (xth) - x) / x = 0.00000637

Pomer Absolutni chyby na vystupu / Absolutni chyby na vstupu
je 1.00000000

Pomer Relativni chyby na vystupu / Relativni chyby na vstupu
je 96208.717628

Pozn.: Posledni pomer nazyvame cislo podminenosti.

[relativni chyba na vystupu|  0,61249

¢islo podminénosti = =0,96-10°

[relativni chyba na vstupu| 0,637 - 105

Predchozi problém byl Spatné podminény, nebot ¢islo podminénosti bylo > 1, tj. malé
relativni zména vstupnich dat zptusobila velkou relativni zménu vystupnich dat.
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Podminenost alohy resit SLAR

Uvazujeme soustavu  Ax =b, A ... n xn regularni, b € R".
Oznaceni:

AA ... malid zména matice A

Ab ... mald zména vektoru b

Ax ... odpovidajici zména vektoru neznamych

x* ... presné feSeni soustavy Ax = b
Plati:

(A + AA)(x* + Ax) = b+ Ab

Uvazujme situaci AA =0, tj. A je zadéna presné

Otézka: Jakou zménu feSeni vyvola zména pravé strany?
Ax*+ AAx=b+ Ab

AAx =Ab
Ax = A" 'Ab

Z vlastnosti maticové normy plyne:

1l

Ax"=b = [b] < [A[l- x| = <
(1= (bl

Ax=A"'Ab = |Ax|| < AT [|Ab]

1Ax] _ [JAZH] - [Ab]| - [|A]

[x*[| — bl
il
X
C, = < JA7Y - [|A
»=qap) < A7 1Al
bl

Pripad, kdy Ab = 0, tj. b je zadana pfresné, i obecny piipad Ab # 0, AA # 0 vede na
stejné vyjadreni ¢isla podminénosti.

Poznamka: Pro symetrické matice je ¢islo podminénosti podil nejvétsi a nejmensi absolutni
hodnoty vlastniho ¢isla (pro symetrické matice plati, Ze maji realné vlastni ¢isla).
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Geometricki interpretace - dobfe podminéna tiloha
(malé relativni zména vstupnich dat vyvola malou relativni zménu vystupnich dat)

r+y=3 y=3—=x =2
= feSeni
r—y=1 *

4
N

5|

Pl

0

Al

[ 0 1 2 3 4 5

Cp = AT [|A]]

o o5 057
A _{075 _075}_0,51&

1
C, =1-2 =2 (fadkova, sloupcova norma); C, = —=+/2 = 1 (spektralni norma)

V2

7. 120 B _1 _ b
(ara= 2 ] 1aller =B A7 s~
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1. zména pravé strany  (zmeéna matice AA = 0)

0,1 IER!

zménéna soustava y=3,1 —x;y =0 — 1.2

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0,1

AA:{Q2 0

y A+AA:{1 Lq

1,2 —1

zméndéna soustava Y = i(?) —z);y=12x—-1

)
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Geometricki interpretace - Spatné podminéna dloha
(malé relativni zména vstupnich dat vyvola velkou relativni zménu vystupnich dat)

rT+y=2 y=2-= =1
= reseni

Cp=[[AT] - [[A]
o [1n =10
A= [—10 101

Cp,=2,1-21 =441 (fadkov4, sloupcova norma);
Cp, =2,0512 - 20,5125 = 42,07 (spektralni norma)
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1. zména pravé strany  (zmeéna matice AA = 0)

0,2

2,3

Ab — [0’1}, b+ Ab = {2’1}

1
zménéna soustava y =21 —z; y = ﬁQ' 3—1x)

2. zména matice soustavy  (zména pravé strany Ab = 0)

0 0 11
AA:{O —0,05}’ A+AA:[1 1,05}

]
1,05

zménéné soustava  y =2 —x; 1y — (2,1 —x)
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Prakticky vypocet ¢isla podminénosti

Ax=Db

AA

zmeéna na vstupu

vyvola zménu na vystupu Ax
(A+AA)(x+Ax)=Db
|Ax]

%

9
|

Piklad
50 —100
A= [50 —101] , b= [—1

zména matice soustavy

@)
[
»

I
—
— N
7

0 0,1 ~ C[50 —99,9
AA = {0,2 0} - A=ATAA= [50,2 —101}
< [2,8527
Xx=A"b= [1,4278
A xx [2] _[2.8527) _[-0,8527
FTETET ] 7 1,4278) T | —0,4278
1|1l 1.vektorové /sloupcova | maximova/fadkova | euklidovska/spektralni
—0, 8527
Ax = [—0,4278] 1,2805 0,8527 0,9539
2
X = {J 3 2 2,2361
0 0,1
AA = [072 ; } 0,2 0,2 0,2
50 —100
A= [50 _101} 201 151 158,7479
C, 428,97 321,89 338,6
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Il =3 lil elloe = max ] [ixllo = /342
i [

1
[A[ls = m]?XZ |air],  [[Allr = mZTdXZ jairls | Allsp = max A} (A" A)
) k

(Pfi pouziti riznych norem dostdvame obecné rizné ¢isla podminénosti. )

Teoretické Cislo podminénosti

Cp = (A7 - lIA]

1 [2,02 -2
A _{1 1

C, =151 - 4,02 = 607,02 (fadkova ||.|));
C, =201 - 3,02 =607,02 (sloupcova ||.||);

C, = 158,7479 - 3,1750 = 504,03 (spektralni ||.|)
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Prima a zpetna chyba

r— f(z)=y f:R—=R
z oo U= f(z) ... pfesné
A A
zpétna abs. chyba prima abs. chyba
Y Y
z° U ... vypoctené

Otazka: ¥ je pfesnym obrazem f jakého bodu z ?

pfimé chyba (abs) A —y
—x

SIS
I
B) )

zpétné chyba (abs) A

Jaka je priméa a zpétné chyba pro tato data:

Priklad:
$:2, f(x):\/E, y:\/ia @\:174?

prima chyba:
Ayl =y —y| = 1,4 — 1,41421| = 0,01421

zpétna chyba:
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Vysvetleni pojmu prima a zpetna chyba na uloze
vypoctu hodnoty funkce f(x)=sqrt(x) pro x = 2.

Zadej, na kolik platnych cifer n budeme zaokrouhlovat
Presne x = 2.000000
Presne y=f(x) = 1.414214
Nepresne (zaokrouhlene) Y = 1.400000
PRIMA absolutni chyba, tj |Y - y| = 0.014214
PRIMA relativni chyba, tj |Y - y| / |yl = 0.010051
Jake X se presne zobrazi na Y 7
X =Y"2=1.960000
ZPETNA absolutni chyba, tj |X - x| = 0.040000

ZPETNA relativni chyba, tj |X - x| / |x| = 0.020000

Podminenost a stabilita

[(@)—f(z)
g lrel. zména TeSeni| ‘ f() rel. pfimé chyba
con —_= —_= — —_=
| rel. zména vstup. dat| | ==| rel. zpétna chyba

Stabilita algoritmu je analogickd s podminénosti. Algoritmus je stabilni, je-li vysledek
relativné malo citlivy na chyby vzniklé béhem vypoctu.

Ptesnost vysledku je blizkost vypocteného a piimého feseni

Stabilita algoritmu sama o sobé negarantuje presnost.

e Presnost zavisi na stabilité algoritmu stejné tak jako na podminénosti problému.

stabilita algoritmu + dobra podminénost Glohy = presnost vysledku
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Vratme se k pifkladu, ve kterém jsme Fesili kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ =0
s koeficienty a = 0,05010, b = -98,78, ¢ = 5,015.

koreny kvadraticke rovnice s koeficienty
a=0.0501; b=-98.78; c=5.015;
x=roots([a b c])

x1 = 1971.605916
x2 = 0.050771
aa=ax1.001

xa=roots([aa b c])
xal = 1969.636229
xa2 = 0.050771
rel_zmena_vystup=(xa-x)./x
-9.9903e-04
2.5752e-08
bb=b*1.001
xb=roots([a bb c])
xbl = 1973.577623
xb2 = 0.050720
rel_zmena_vystup=(xb-x)./x
1.0001e-03
-9.9905e-04
cc=c*1.001
xc=roots([a b ccl)
xcl = 1971.605865
xc2 = 0.050821
rel_zmena_vystup=(xc-x)./x
-2.5752e-08
1.0000e-03

Uloha najit kofeny této kvadratické rovnice je dobife podminéna, nebot pro relativni
chybu na vstupu 0.001 doslo k relativni chybé na vystupu nejvyse ve stejnych fadech, tj.
le-3 (¢islo podminénosti ~ 1).

Pfipomenme vysledky dvou raznych vzorecku (algoritmii) v aritmetice se 4 ciframi.

—bEVb*—dac 98,78 £ 98,77 { 1972

Standardni formule ;9 = —

2a 0,1002 0,0998 !!!
- . _ 2c _ 10,03 1003 !!!
Modifikovand formule 12 = e 08,78 798,77 { 0,05077

Kazdy z obou algoritmt byl nestabilni pro vypocet jednoho ze dvou koten.
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Ciselné soustavy

Motivace: Pro zobrazovani ¢isel v pocitaci neni vhodnéa desitkova soustava. pouziva se
dvojkova soustava. Pripomenme si tedy, jak se prevadi ¢isla mezi rtiznymi soustavami.

e zapis v desitkové soustave:

1563 = (1-10%) + (5-10%) + (6 - 10") + (3 - 10°)
obecné

N = (ay, - 10%) + (ap_1 - 107N + ... + (ay - 10Y) + (ag - 10%)
NeN, a €{0,1,...,8,9}

e zapis ve dvojkové soustave:
1563 = (1-2'%) + (1-27) +(0-2%) + (0-27) + (0-2°) + (0 - 2°) + (1 - 2") + (1 - 2%)+

+(0-2%) + (128 + (1-2%

(1563)10 = (11000011011),

Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo 139 do dvojkové soustavy.

Prevod cisla 139.000000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 8 desetinnych mist

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 139
Desetinna cast ...... 0.000000

139 : 2=69 : 2=34 :2=17 : 2=8 :2=4:2=2:2=1
0 0 0

Cislo 139 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 10001011.

Zbytky zapiseme odzadu: (139);0 = (10001011)s.
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1
Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo 10 do dvojkové soustavy.

Prevod cisla 0.100000 z 10-soustavy do 2-soustavy na 6 desetinnych mist

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 0
Desetinna cast ...... 0.100000

Cislo 1.000000e-01 v 10-soustave prevedeno do 2-soustavy je 0.000110.

Pokud vysledek byl vétsi nez 1, zapsali jsme jednicku, ¢islo ofizli a pokracovali dal.

Znovu se opakuje 0,2 - 2 = ve dvojkové soustavé jde o periodické ¢islo (méa nekoneény
rozvoj).

(0,1)10 = (0,00011),

Mnoho redlnych cisel, které lze v desitkové soustaveé zapsat pomoci

kone¢ného poctu cifer, pro zapis ve dvojkové soustavé vyzaduje cifer

P dmka:
oA nekoneéné mnoho.
Do dvojkové soustavy prevedte z desitkové soustavy napt. ¢islo 0, 7.
(0,710 =(0,10110), =1 21 Z 1.9~ (+ak) 4 Z 1. o-(4k) _
k=0 k=0
T SICR R S
8 16
k=0 k=0
1 L1 2 1
=0,5+ . L S I
8 1-5 16 1—1 5 15
=0,7
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Priklad: Prevedte z desitkové soustavy ¢islo (= 1440, 3) do sedmickové soustavy.

Prevod cisla 1440.333333 z 10-soustavy do 7-soustavy na 4 desetinne mista

Znamenko ............ +
Cela cast ........... 1440
Desetinna cast ...... 0.333333

prevod_cele_casti =

1440 : 7 =205 : 7 =29 : 7 =4
5 2 1

Cislo 1440 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je 4125.

prevod_desetinne_casti =

0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333 * 7 = 0.33333
2 2 2 2

Cislo 3.333333e-01 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je 0.2222.

Cislo 1.440333e+03 v 10-soustave prevedeno do 7-soustavy je
na 4 desetinne mista 4125.2222.

Pokud vysledek byl vétsi nez 1, zapsali jsme celou ¢ast, ¢islo ofizli a pokracovali dal.

Znovu se opakuje 0,33333 - 7 = v sedmickové soustavé jde také o periodické ¢islo (m4
nekoneény rozvoj).

(1440,3) 0 = (4125,2),

Do desitkové soustavy prevedeme c¢islo ze soustavy se zédkladem N velmi jednoduse.
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Priklad: 7 dvojkové soustavy pievedte do desitkové soustavy ¢islo 10110010.1001101.

Prevod cisla 10110010.1001101 z 2-soustavy do 10-soustavy.
Cela cast ........... 10110010
Desetinna cast ...... 1001101

Vysledek = 1 * 277 + 0 * 276 + 1 * 275 + 1 x 274 + 0 * 273 + 0 *x 272 +
+ 1 %271 +0*%x2°0+ 1% 2°(-1) + 0 % 27(-2) + 0 *x 2°(-3) + 1 x 2~(-4) +
+ 1 % 27°(-5) + 0 x 2°(-6) + 1 *x 2°(-7)

Vysledek je 178.601562

Priklad: Ze ¢tyikové soustavy prevedte do desitkové soustavy ¢islo 2130.211.

Prevod cisla 2130.211 z 4-soustavy do 10-soustavy.
Cela cast ........... 2130
Desetinna cast ...... 211

“3 4+ 1 % 4°2+ 3% 4°1 +0 % 470+ 2 *%x 4~(-1) +
~(-2) + 1 % 4~(-3)

Vysledek je 156.578125

Priklad: Z Sestkové soustavy pievedte do desitkové soustavy ¢islo 12345.54321.

Prevod cisla 12345.54321 z 6-soustavy do 10-soustavy.

Cela cast ........... 12345
Desetinna cast ...... 54321
Vysledek =

1 %674 +2 %6"3+3%x6"2+4%x6"1+5x%6"0+5=x%6"(-1) +
+ 4 % 67(-2) + 3 % 67(-3) + 2 *x 67(-4) + 1 *x 6°(-5)

Vysledek je 1865.960005
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