UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 5 PREDNASKA

Metoda prosté iterace

Uvazujeme tzv. Glohu o pevném bodé

r = p(x).

Regeni dlohy se nazyva pevnym bodem zobrazeni (funkce) .

Pro nalezeni feseni jsme zvolili iterac¢ni postup, kde jsme na zacatku zvolili pocatecni
aproximaci xy a nasledujici iterace pocitali podle vzorce

Tp+1 = 90(951«)

Polozme si otazku, kdy bude proces konvergovat?
Ukazeme si nékolik piikladi:
Priklad 1: The1 =30 — 2, zog=1,1

Regen{ musi spliiovat rovnici * =3x —2, tj. 2e =2 = x=1.

S pocatecni volbou jsme velmi blizko, vypoc¢teme nékolik iteraci:

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.1 a zastavovaci podminku
Ix(k)-x(k-1)<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcelO.m takto:

function out=fcel0(x);

out=3*x-2;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) |
| 0 | 1.100000 | | |
| 1 | 1.300000 | 0.200000 | |
| 2 | 1.900000 | 0.600000 | 3.000000 |
| 3 | 3.700000 | 1.800000 | 3.000000 |
| 4 | 9.100000 | 5.400000 | 3.000000 |
| 5 | 25.300000 | 16.200000 | 3.000000 |
| 6 | 73.900000 | 48.600000 | 3.000000 |
| 7 | 219.700000 | 145.800000 | 3.000000 |
| 8 1| 657.100000 | 437.400000 | 3.000000 |
| 9 | 1969.300000 | 1312.200000 | 3.000000 |
110 | 5905.900000 |  3936.600000 | 3.000000 |
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Vidime, Ze se od pfesného feSeni vzdalujeme a pomoci tohoto vztahu jej neurcime.

Grafické zobrazeni: M4 platit rovnost x = p(z), tj. pfesné feseni odpovida prisecéiku

grafii funkei y = x a y = p(z).

Nejen, ze se iterace vzdaluji od piesného feSeni, ale také se zvétsuji rozdily mezi nimi !
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Pokud chceme fesit rovnici x = 3x — 2, miizeme zkusit jiny tvar

Priklad 2: pfepisu z = ¢(x). . )
i =z + 2, zp=1,1
napr.  Tpy1 3$k+3, Zo )
1
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Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=1.1 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1) [<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcell.m takto:

function out=fcell(x);
out=1/3*x+2/3;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 1.100000 | | |
| 1 | 1.033333 | -0.066667 | |
| 2 | 1.011111 | -0.022222 | 0.333333 |
| 3 | 1.003704 | -0.007407 | 0.333333 |
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Vidime, 7e posloupnost klesa k presnému feseni (blizi se k 1).

Déle je vidét, ze se iterace zahustuji a absolutni hodnota rozdilu |z — x,_1| s rostoucim
k klesa k nule, tj. pro Vk (> ko) by mélo platit:

|Thto — Thra] < |Tps1 — xp|-

Pokud vyuzijeme iteracni piedpis, mizeme vyraz na levé strané nahradit:
lp(zrr1) — o(@n)]| < [Try1 — il

Nerovnici vydélime |z — x| #0 (pokud by xp1 — 2 = 0, pak by 2,1 = 2 a jednalo
by se o pfesné feSeni zj = 11 = p(2x)) a dostaneme
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|90($k+1) - @(xk)’ |Ik+2 - Ik+1|

<1 *
|l‘k+1 - $k| ( )

<1 .
O e — ]

Aby proces konvergoval, je vhodné zajistit splnéni podminky (x).

Geometricky vyznam:

O(Trs1)

p(Tx)

Pokud bude pro funkci ¢ platit nasledujici podminka (%x) mame splnéni podminky (x)
zaruceno:

Ve,y el o) —e(y)] <z —yl, (%)

kde I je néjaky interval obsahujici feSeni, na kterém ho hledame.

Analogicky zapis:

[p(z) — o(y)

<1.
lz —yl

Ve,ye I :

Pokud funkce ¢ spliuje (xx), fikime o ni, ze je kontrahujici nebo zZe jde o kontrakeci.

Vratme se k pfikladu 1 a 2 a ovéfme, zda byla piislusna funkce ¢ kontrahujici
(pro jednoduchost na R).
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ad 1) o(x) =3z — 2
Pokud vezmeme libovolna 2 rizna ¢isla x,y € R dostaneme:
p(x) = ()| = Bz = 2) = By = 2)| = [3z = 3y — 2+ 2| = [3z — 3y[ = 3|z — ¢

= ¢ neni kontrakce.

1 2
d?2 = — =
ad 2) () 3x+ 3
Opét pro libovolné 2 rizné ¢isla x,y € R plati:
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1
@)= = |G+ 3) = G+ )| = o= =3+ 3| =52 - 39| = 3l

= ¢ je kontrakce.

Geometricky to znamen4, Ze zména funkce ¢ z jednoho bodu do druhého musi byt mensi
nez vzdalenost téchto bodi, tj. funkce ¢ nemize mit velké “rusty” a “poklesy” (zmény).
Ve srovnani s piimkou x = y musi mit mensi “rust” v absolutni hodnoté.

Priklady funkci p = ¢(z), které jsou kontrakei:
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(x) = arctg (z/2) 4+ 1 na intervalu (1, 5) o(z) = e=*/? na intervalu (0,1)
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i

(), které nejsou kontrakc

Priklady funkei ¢
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2 cosz na intervalu (0, 2)

p(z)

2%/2 — 1 na intervalu (2,7)

o(z)
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Otéazka: Co ovliviiuje rychlost konvergence (zhustovani bodi)?

Priklad: Uvazujeme piedpis xxi1 = 0,992, + 1, 2o = 0. Posudte zhustovani iteraci.

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zastavovaci podminku
|x(k)-x(k-1)<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel6.m takto:

function out=fcel6(x);
out=0.99%x+1;

| k | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 ] 1.990000 | 0.990000 | 0.990000 |
| 3 | 2.970100 | 0.980100 | 0.990000 |
| 4 | 3.940399 | 0.970299 | 0.990000 |
| 5 | 4.900995 | 0.960596 | 0.990000 |
60 Zo Tt i) T3 Ty Ty

T1—Tg = 1, To—XT1 = 0, 99, T3— Ty = 0,9801

|zo — 21| se oproti |1 — xo| moc nezménilo

o 0 2 w0 4 o e 70 w0 % 10 |z — x| se oproti |zo — 1| moc nezménilo

Thio — T
tj. ¢im vic bude M blize k 1 (zdola), tim pomaleji bude proces konvergovat.
Tp+1 — Tk

Pokud by byl tento podil roven 1, pak proces nekonverguje (napi.: x4 = xx+1, o = 0).

Thyo — T
Oznac¢me podil: ¢ = M v tomto piipadé plati, ze ¢, = 0,99.

B \$k+1 - $k|
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Priklad: Uvazujeme piedpis xpi1 = 0,12 + 1, 2o = 0. Posudte zhustovani iteraci.

Metoda proste iterace pro reseni nelinearni rovnice x=phi(x)
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zastavovaci podminku
Ix(k)-x(k-1) [<0.01

Funkce funkce_phi(x) je zadana v souboru fcel7.m takto:

function out=fcel7(x);
out=0.1%x+1;

| k | x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 | 1.100000 | 0.100000 | 0.100000 |
| 3] 1.110000 | 0.010000 | 0.100000 |
| 4 | 1.111000 | 0.001000 | 0.100000 |
08 ii o 1 l'“;l'g

0.6

041

ZEl—ZEO:l, I2—5E1:O,17 1'3—1132:0,01

0.2

|z — 21| je 10x mensi nez |x; — x|

12 |zg — 29| je 10x mensi nez |xy — 2|

. X — T ..
tj. ¢im vic bude M blize k 0, tim rychleji bude proces konvergovat.

|9Ck:+1 - xk’

Pokud by byl tento podil roven 0, pak mame presné feSeni, protoze musi platit, ze

Tpyo — Tppr = 0, ). Tpgpo = Tpy1, b ©(Tpg1) = Teg1 @ Tpqq je plesné TeSen.

Podil ¢, je v tomto piipadé roven 0,1.
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Vratme se ke vztahu (%x).

Definice:
Necht f: I — R. Potom plati, 7e existuje q > 0: |f(z) — f(y)| < q - |x —y| Vz,ye I

Rikéme, Ze funkce f je lipschitzovska funkce.

Otérk Jaka je souvislost chyby priblizného feSeni a velikosti rozdilu dvou
tazka:
po sobé jdoucich iteraci?

« ... pfesné feSeni T Ti—1 Tk_2

T — o > |z — xR

Ty « ... presné reSeni Th_1 Th_2

T — a! < |l’k — Tk

Odpoveéd:  Mohou nastat obé situace, tj. kdy je chyba |xy —a| mnohem vétsi nez

vzdélenost dvou poslednich iteraci |z — x,_1]|, ale i naopak mnohem mensi.
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Odhad chyby metody prosté iterace
e Mame konvergentni proces 1z = p(zr_1), k=1,2,...
e Presné feseni a spliiuje vztah o = ¢(«), klim Tp = o
—00
e Po odecteni dostaneme 1z — o = p(r5_1) — ()
tj. ok — af = |p(zr-1) — (o) «
e Piedpokladame, ze ¢ je lipchitzovska s konstantou ¢ € (0, 1), tj. musi platit:
[p(xr-1) — ()] < q - |zp—1 — @ “
e Dale pouzijeme A nerovnost:
|z 1 — o] = |k —ap + 2 — ) < |axp — x| + |2e — @ —
e Dostaneme:

|z — o <q-|Tp—1 — 2k + ¢ |z — @

1
(I=q)|lek—al <q-|opmr—au| /- 7—>0
1—gq

q
|z, — a| < T |zk_1 — x|

Hodnota konstanty ¢ velmi ovlivituje odhad chyby, ale také, jak jsme

Poznamka: 1ot Awen s A .
vidéli diive, i rychlost “zhustovani” iteraci.

Priklad:  Opét xpe1 =0,992, + 1, g =0

plati také: x50 =0,992,1 + 1

po odec¢teni ziskdme:  |rpio — Tpi1| = 0,99 |2k — 2] = ¢ =0,99
0,99

h hyby: —a < ————
odhad chyby: |z —a] < 0,99

’xk,1 — l‘kl =99 |.I'k,1 — .CL'k|

Tj. chyba mize byt 99x vétsi nez tolerance e pouzita pro zastaveni procesu: |z —xzx| < €.

Priklad: Opét xp; =01z, + 1, 29 =0

plati také: 0 =0,1mp1 + 1

po odecteni: |zpio — k1| =0, 1|21 — x| = ¢=0,1

0,1 1
|Ik—1 - $k| = § |Ik—1 - $k|

dhad chyby: —al <
odhad chyby: |z, Oél_l_o’1

Tj. chyba je 9x mensi nez tolerance € pouzita pro zastaveni procesu: |z5_; — 2x| < €.
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Odhad chyby metody proste iterace pro reseni nelinearni rovnice
x = phi(x) = 0.99*x+1

| k| x (k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx(k)/dx(k-1) I
| 0 | 0.000000 I I I
|1 | 1.000000 I 1.000000 | I
| 2| 1.990000 I 0.990000 | 0.990000 I
| 3| 2.970100 I 0.980100 | 0.990000 I
| 4 | 3.940399 I 0.970299 I 0.990000 I
| 5 | 4.900995 I 0.960596 I 0.990000 I
| 6 | 5.851985 I 0.950990 I 0.990000 I
| 7 | 6.793465 I 0.941480 | 0.990000 I
| 8 | 7.725531 I 0.932065 | 0.990000 I
| 9 | 8.648275 I 0.922745 I 0.990000 I
| 10 | 9.561792 I 0.913517 I 0.990000 I
| 11 | 10.466175 I 0.904382 I 0.990000 I
| 12 | 11.361513 I 0.895338 | 0.990000 I
| 13 | 12.247898 I 0.886385 | 0.990000 I
| 14 | 13.125419 I 0.877521 | 0.990000 I
| 15 | 13.994165 I 0.868746 I 0.990000 I
| 16 | 14.854223 I 0.860058 I 0.990000 I
| 17 | 15.705681 I 0.851458 | 0.990000 I
| 18 | 16.548624 I 0.842943 | 0.990000 I
| 19 | 17.383138 I 0.834514 | 0.990000 I
| 20 | 18.209306 I 0.826169 I 0.990000 I

Odhad chyby :
| x_20 - x_presne | <= q / (1-@) * | x_20 - x_19 |

| 18.209306 - x_presne | <= 0.99 / (1-0.99) * 0.826169 = 81.790694
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Odhad chyby metody proste iterace pro reseni nelinearni rovnice
x = phi(x) = 0.1%x+1
pro pocatecni aproximaci x0=0 a zast. podminku |x(k)-x(k-1)[<0.01

| k | x(k) | dx(k)=x(k)-x(k-1) | dx (k) /dx(k-1) |
| 0 | 0.000000 | | |
| 1 | 1.000000 | 1.000000 | |
| 2 | 1.100000 | 0.100000 | 0.100000 |
| 3 | 1.110000 | 0.010000 | 0.100000 |
| 4 | 1.111000 | 0.001000 | 0.100000 |

Odhad chyby :
| x_4 - x_presne | <=q/ (1-q) * | x_4 - x_3 |

| 1.111000 - x_presne | <= 0.1 / (1-0.1) * 0.001000 = 0.000111
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