UVOD DO MATEMATICKYCH VYPoCTt’J 7 PREDNASKA

Fraktaly

Mereni délky pobrezi

Jak mam zmétit délku pobiezi?

Zkusime 2 mozZnosti:

1)

Vytvorime miizku (¢tvercovou) s ur¢itou velikosti ¢tverce.
Obarvime ty ¢tverce, ve kterych lezi jak pevna zem, tak mofte.

Vysledna délka je dana poctem obarvenych ¢tverci x jejich pocet
(strana, thlopiicka).

Uréime si délku méridla (kruzitkem).
Zactneme v jednom krajnim bodé.
Urcujeme dalsi bod pobftezi, ktery lezi pravé tak daleko od predchoziho.

Vysledna délka je souc¢tem vzdalenosti ziskanych bodi, tj. jejich
pocet x délka méridla.
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add 1)
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add 2)
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Cim mensi budu mit méridlo tim vétsi namérime délku pobtezi !
Pozorovani: (Richardsonuv efekt)

Clenitost pobfezi charakterizuje neceloc¢iselna dimenze.

add 1)

Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 10

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 10.000000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 17 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 17 x 10.000000 = 170.000000.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 20

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 5.000000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 35 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 35 x 5.000000 = 175.000000.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci ctvercove site.

Zadej pocet ctvercu na stranu
(doporuceno 5,10,20,40) = 40

Pokud by mapa predstavovala uzemi 100 x 100 km,
zvoleny ctverec by mel stranu delky 2.500000 km.

Pocet oznacenych ctvercu je 73 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu ctvercu a
delky strany ctverce, tj. 73 x 2.500000 = 182.500000 .
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add 2)

Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.
Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,
Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku

(doporuceno 5 az 50 km) = 40

Pocet namerenych usecek je 2.764138 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a
jejich delky, tj. 2.764138 x 40.000000 = 110.565503.
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Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.

Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,

Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku
(doporuceno 5 az 50 km) = 20

Pocet namerenych usecek je 6.215058 .

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a

jejich delky, tj. 6.215058 x 20.000000 =

124.301163.

91




Ukazka mereni delky pobrezi pomoci kruzitka.

Predpokladame, ze mapa predstavuje uzemi 100 x 100 km,

Zadej delku, kterou nastavime na kruzitku
(doporuceno 5 az 50 km) = 10

Pocet namerenych usecek je 12.801561

Celkova delka pobrezi je tedy soucinem poctu usecek a

jejich delky, tj. 12.801561 x 10.000000 =

128.015610.
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Uvazujeme nasledujici fraktalovou strukturu (Kochova k¥ivka).

e Nejprve uvazujeme tsecku délky jedna.

e Prostredni tretinu tusecky nahradime dvéma stejné velkymi useckami, takze s pu-
vodni ¢asti tvori rovnostranny trojihelnik.

e Nad kazdou stranou této lomené ¢ary provedeme stejnou operaci a neustéale opaku-
jeme.

atd.
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Jak dlouha je lomena ¢ara 7
Otéazky:
- Jak velky obsah nad piivodni tseckou vymezi tato lomena ¢ara ?
Pro délku v jednotlivych krocich dostavame:

1

) Na pocatku: 1 usecka o délce jedna
2) Po 1. kroku: 4 tsecky o délce 1/3
)
)

3) Po 2. kroku: 16 tusecek o délce 1/9
4) Po 3. kroku: 64 tusecek o délce 1/27

n) Po n krocich: 4" tsecek o délce 1/3"

Limitni pfechod:

\" 4\"
Celkova délka lomené ¢ary je  lim 4" - (5) = lim (—) = 00

n—oo

Pro obsah plochy v jednotlivych krocich dostavame:

1) Na pocatku zadny obsah

2) Po 1. kroku pfibude 1 trojihelnik o strané 1/3

3) Po 2. kroku pfibude 4 trojihelniky o strané 1/9
4) Po 3. kroku ptibude 16 trojthelniki o strané 1/27

n) Po n krocich ptibude 4" trojuhelniki o strané délky 1/3"

1 1 3 3
(obsah rovnostranného trojihelnika o strané a je Sa = Z V=30 ga = %

Limitni pfechod pro celkovy obsah plochy pod lomenou ¢arou:

Oonfl\/g 12n_oo\/§ n 111_00\/g 4n
>4 'T'(g) —;E"l '(5) —Z—‘(g)

n=1

4
= (soucet nekone¢né geometrické fady s koeficientem ¢ = g2 prvnim ¢lenem %) =

V3 1 V3 9_ V3. sse0oss

36 1—-2 36 5 20

Zéavér:  Objekt ma konecny obsah, ale nekoneény povrch!

Poznamka: Podobné je tomu v pfipadé méreni délky pobiezi.
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Definice dimenze krivky

- Uvazujeme méteni délky pomoci métidla délky r.

- Aproximace délky kiivky je dana poc¢tem krokt méfidla podél kiivky (N) vynéaso-
bené délkou méfidla E(r) = N - r

- Pro hladké kiivky konverguje E(r) pro r — 0, ke kone¢nému ¢islu .. . délce kiivky
...dimenze 1 (sta¢i popsat pouze vzdalenost od n&jakého pevného bodu).

- Pro fraktaly E(r) diverguje k +0o = dimenze je vétsi nez 1.

- Chceme najit hodnotu Dy takovou, ze N - rP# je konetné nenulové &slo.

Dy ... fraktalni dimenze kiivky (Hausdorfova dimenze).

Pror — 04 a N — co ma platit (0 < ¢ < o0):

N .rPr = ¢ /log
log(N - 7P#) =loge
log N + Dylogr =loge

D logc —log N
e logr

pro r — 0, rovno nule

log N —logec log N log ¢
Dy = g i ge _ g1 n g
log < log < log r
——

=0 pro r—oy

log N
DH = lim 08 1
r—04, N—oo log -
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Priklady:

1) Usecka délky 1

meéridlo délky r | pocet krokt méreni N
r=1 N =1
r=1/2 N =2 0 i
r=1/4 N=14
logN  log2"

gl ~log2" 1 ...(dimenze je 1)

2) Vyplnény &tverec o strané délky 1

méridlo délky r | pocet krokt méreni
r=1/2 N =141
r=1/2" N =4"

logN  log2*"
log% ~ log2r

.. (dimenze je 2)

3) Kochova kiivka

r"'{ﬁ‘
J“L.Lgu Gt
5 8
by i
% ~5 {b} S ™n,
RN Lod G

ot

n
v n—tém kroku jsme méli 4" tsecek o délce (—)
~—~
=N

) log N . log4™ log4 .
Dy = lim - = lim =
N—oor—04 log = n—oo log3™  log3

(necelociselna hodnota dimenze)
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Jiny priklad jednoduché fraktélové struktury:

4) Cantorovo diskontinuum

Na pocatku vezmeme tsecku.

1
V 1. kroku vypustime prostiedni 3

1
V kazdém dalsim kroku vypoustime prostiedni 3 z kazdé tsecky.

S ] Iniciator
= = =
— - - k=2
EEm == - mm k=3
i i i i n i n k = 4
délka | pocet tisecek | délka tisecky
na pocatku 1 1 1
po 1. kroku 2/3 2 1/3
po 2. kroku (2/3)? 4 1/9
po 3. kroku (2/3)? 8 1/27
po n—tém kroku || (2/3)" 2" (1/3)"

Otazka:

Dy =

3

Jaka je fraktalova dimenze?

lim

n—00 log 3n

log2™  log2

~ log3

97

(—) =0 = délkaje0

=0,6309



Juliovy mnoziny

Vytvareny pomoci itera¢niho ptredpisu pro z, € C:

2
Zn+1 = 2, + ¢, Zn,c € C
Zn ... reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné
¢ ... lib. zvolené konstanta, ktera je pro konkrétni obrazec stejna
Juliova mnozina J={z€C: lim z, # oo}
n—oo

Prahovy polomér divergence z

P1i praktickém pocitani mame pouze konecny pocet iteraci, ze kterych musime usoudit,
zda posloupnost konverguje ¢i nikoliv.

Plati: Pokud 3n € N : |z,| > r(c) = max{|c|,2}. Potom posloupnost diverguje.
Diikaz:

lzn] >2 a |zz| > ] = Fe>0:|z]=2+¢

Déle pouzijeme A nerovnost:

|22 =zt +ce—c < |z +cl+1d = |24 >z -]
Potom
|2n+1| = |Z721 +cf > |Z721| — [c] > |Zn|2 - |C| > |Zn|2 — |zn| = |2n|(|zn| —1) > [z, - (1 +¢)

|Zn+1| > 2 + 2e

v dalsim kroku se abs. hodnota z, vice zvétsila (> nez ), tj. po dosazeni dostaneme

|zn| > (14+€)" - |20] = 2z, diverguje .

Vykresleni

- urc¢ime oblast v komplexni roviné
a<Rez<b c<Imz<d

- zvolime diskretiza¢ni krok a pro zadanou konstantu ¢ a postupné pro kazdy bod
2z pocitdme podle iteraéni formule 2,1, = 22 + c. Jestlize |2,| prekroé hodnotu
max{|c|,2} Fekneme, Ze posloupnost diverguje. Pokud po zadaném poctu iteraci
neptekrodi |z,| hodnotu max{|c|, 2}, rozhodneme, Ze posloupnost konverguje. Body v
komplexni roviné obarvime podle toho zda posloupnost konvergovala ¢i divergovala.
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Juliovy mnoziny pro ruzné hodnoty c

Priklady: _

- na oblasti —2 < Rez <2, —2<Imz < 2.
1) Juliova mnozina pro ¢=-0.097-0.64872i

2) Juliova mnozina pro ¢=-0.504+0.50197i
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Juliova mnozina pro ¢=0.37688+0.21646i

Juliova mnozina pro ¢=-0.3555-0.62008i
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Juliova mnozina pro ¢=0.060124-0.62423i

Juliova mnozina pro ¢=-0.7515-0.072i
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Mandelbrotova mnozina

Opét vyuzivame itera¢ni predpis

2
Zn+1 = 2, + ¢, Zn,c € C

ovsem zde volime zy = 0 a konstanta c reprezentuje pozici bodu v komplexni roviné

Mandelbrotova mnozina M={ceC: lim z, # oo}
n—oo

Priklad: Mandelbrotova mnozina na oblasti —2 < Rez <2, —2 <Imz < 2.
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Priklad: Mandelbrotova mnozina na oblasti —0.65 < Rez < —0.42, 0.51 <Imz < 0.74.
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