UVOD DO MATEMATICKYCH VYPOCTIDJ 8 PREDNASKA

Motto: “Matematika je schovana vsude,
ovsem ne kazdy ji vidi”’

Cilem prednasky je ukazat nékolik abstraktnich matematickych vysledku, které
se pouzivaji pti feseni praktickych problémi. Nékteré matematické véty ovsem
nasly uplatnéni az mnoho desitek ¢i stovek let po svém vzniku.

Samoopravny kéd (diskrétni matematika)

Slouzi k detekci a opravovani chyb vzniklych pii pFenosu dat.

Predstavme si situaci, 7ze potifebujeme poslat data po telekomunikac¢ni lince, kterd neni
prilis spolehliva, takze pii pfenosu miize vlivem Sumu dojit k fadé chyb. Pro nas je dilezité
zajistit, aby ptijemce obdrzel data bez chyb, a proto jsme ochotni poslat i vice informaci,
pokud to pomuze pripadné chyby eliminovat. Protoze je prenos drahy, chceme, aby celkovy
objem dat byl co mozna nejmensi.

Data, ktera odesilame ... posloupnost n biti.

Pravdépodobnost chyby v pfenosu jednoho bitu ...p (chyby jsou navzéjem nezavislé).

1. pristup:

Data posleme bez jakékoliv upravy. Pravdépodobnost, Ze budou piijata bez chyby, tj. u
vSech biti nedojde k chybé, je (1 — p)". Pokud bude n = 100 a p = 0,01 (1%) vychéazi
pravdépodobnost bezchybného piijmu 37%.

Testovani posilani zprav bez uprav
Zprava o 100 bitech je opakovane 100 krat poslana,
8 pravdepodobnosti 0.010000 nastane chyba pri prenosu 1 bitu.

Prumerny pocet chyb pri prenosu jedne zpravy je 1.020000
Z 100 prenosu bylo 33 bezchybnych,
tj. 33.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,
8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p je
pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy:

(1-p)°n = (1-0.010000)~100 = 0.366032
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2. ptistup:

Kazdy bit posleme vicekrat (lichy pocet), napf. 3z, a pfi piijmu zvolime vétsinovou hod-
notu.

Bit 0 odesleme jako 000 Bit 1 odesleme jako 111
Pti prijmu dekdédujeme trojice podle pravidel
000, 001, 010, 100 — O 111, 110, 101, 011 — 1

Spocteme pravdépodobnost spravného dekdédovani. Jednotlivy bit se dekdduje praveé tehdy,
kdyz pfi pfenosu piislusné trojice nastava nejvyse jedna chyba:

1-p° + 3 - p(1 —p)? = (1—p)*(1 +2p)
——— ———
bezchybny pfenos prenos i-té slozky s chybou

Pravdépodobnost spravného dekédovani n biti ziskime umocnénim pifedchoziho vztahu
na n. Pron =100 a p = 0,01 vychézi pravdépodobnost bezchybného pifjmu 97%.

Testovani posilani duplicitnich zprav
Puvodni zprava ma 100 bitu.
Kazdy bit zpravy je poslan 3 krat za sebou.
Pravdepodobnost chyby pri prenosu jednoho bitu je 0.01.
Pri testovani cely proces opakujeme 100 krat.

Prumerny pocet chyb pri prenosu jedne zpravy je 0.040000
Z 100 prenosu bylo 96 bezchybnych,

tj. 96.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,

8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p, pricemz
kazdy bit posilame o krat, je pravdepodobnost bezchybneho
prenosu opakovane poslaneho bitu dano souctem:

(1-p)~0 ... v o-tici zadna chyba
= (1-0.010000)"3 = 0.970299

(o nad 1) p~1 (1-p)~(o-1) ... v o-tici 1 chyb
= (3 nad 1) 0.010000"1 (1-0.010000)"~(3-1) = 0.029403

v souctu pro jeden bit: 0.999702

Pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy:
0.999702"°n = 0.9997027100 = 0.970635
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3. piistup: Hammingtv kéd
Uvazujeme tzv. hypergraf Fanovy roviny:

7 vrcholi (bodi) a 7 hran

Kazda hrana obsahuje 3 body a kazdé dvé hrany se protinaji pravé v jednom bodé.

Body: 1,2,3,4,5,6,7.
Hrany: {1,2,4}, {1,3,7}, {1,5,6}, {2,3,5}, {2,6,7}, {3.4,6}, {4,5,7}.

Kazdé hrané pritadime tzv. charakteristicky vektor, tj. vektor o sedmi slozkach tak, Ze
je-li i—ty bod bodem hrany bude na i—té pozici charakteristického vektoru 1 jinak 0.

{1,2,4} — [1101000]
{1,3,7} — [1010001]
{1,5,6} — [1000110]
{2,3,5} — [0110100]
{2,6,7} — [0100011]
{3,4,6} — [0011010]
{4,5,7} — [0001101]

Téchto 7 charakteristickych vektori doplnime jejich 7 dopliky:
[0010111],[0101110],[0111001], [1001011], [1011100], [1100101], [1110010]

a dale vektory [1111111], [0000000].

106



Dostaneme 16 vektort, tzv. kodova slova. Plati zajimava vlastnost:

Véta:

Kazda 2 rtzna kodova slova se lisi alespon ve 3 soutadnicich.

Poznamka:

A

F

Vezmu-li si libovolné 2 hrany v ptvodnim hypergrafu,
maji vzdy spoleény pravé jeden bod, a tudiz zbylé 2
body na kazdé hrané jsou navzajem ruzné, tj. zbyvaji
dva body, které nejsou ani v jedné ze zadanych hran.
= Pro libovolné 2 rizné hrany puvodniho hypergrafu \
plati, ze se jejich charakteristické vektory shoduji pravée

ve 3 soufadnicich a zbylé 4 maji odliSné.

~
7

Pokud budeme uvazovat skupinu 7 doplikovych vektort, bude pro né platit stejna
vlastnost jako pro skupinu puvodnich vektori.

Pokud vezmeme libovolny vektor z ptvodnich 7 a pridame libovolny vektor z do-
plitkovych, potom muzeme urc¢it vzor doplitkového vektoru a pro néj a pro vybrany
vektor z puvodnich opét musi platit, Ze maji shodné 3 soutadnice a zbylé 4 maji
odlisné, nebo jde o stejny vektor. Pokud se opét vratime k dopliikovému vektoru,
potom bude platit, ze na zacatku zvolené vektory se budou shodovat na 4 pozicich
a lisit se budou na 3 pozicich nebo se 1isi na vSech pozicich.

Pokud uvazime 2 posledni doplnéné vektory [1111111] a [0000000], ty se lisi na vSech
pozicich.

Pokud budu srovnéavat lib. vektor z piivodnich 7 vektori s vektorem [1111111],
budou se lisit ve 4 pozicich, protoze kazda hrana méla pravé tii body (tj. vektor
mél vzdy 3 jednicky); analogicky pokud budu srovnavat lib. vektor z pavodnich 7 s
vektorem [0000000], budou se lisit ve t¥ech pozicich.

Pro srovnani skupiny doplitkovych vektora s [1111111] a [0000000] plati analogicky
jako v E.
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Ukazali jsme, zZe lib. dvojice vektort ze v8ech 16 vektora splhuje to, ze se 1iSi minimalné
ve 3 soutfadnicich.

Podivejme se na problém z druhé strany: Uvazujeme lib. vektor o 7 slozkach, kde na kazdé
pozici miZe byt 0 nebo 1. Téchto vektort je 27 = 128 a mezi nimi i téch 16 nasich.

Ptedchozi véta se da upresnit takto:

Ve skupiné nagich 16 vektoru se lib. 2 z nich 1isi bud na 3, 4 nebo 7 pozicich.

(Dokazeme, projdeme-li body A, B, ..., F.)

Disledek:  Pokud ke kazdému z naSich 16 vektori pfifadime 7 vektoru tak, Ze se tyto
budou lisit praveé v jedné ze 7 pozic, dostaneme celkem 8- 16 = 128 vektorti, to jsou ovsem
vSechny moznosti, které mame, protoze ke kazdym 2 rtiznym vektortim ze 16 ptivodnich
jsou pfifazeny rizné “modifikované vektory”.

A, B ...vektory ze “16”
A ... modifikujeme na A (v 1 pozici)
B ... modifikujeme na B (v 1 pozici)
A a B se 1isi minimalné ve tfech pozicich = A a B se lis{ minimalng v 1 pozici.
Dostaneme silné tvrzeni:
Pro kazdy vektor délky 7 (obsahujici 0 nebo 1) existuje pravé jeden vektor z nasi “16”
tak, ze se bud shoduji nebo se lisi pravé na jedné pozici.

= Pokud se pfi pfenosu porusi nejvyse jeden bit, lze ho opravit.

Vyuziti: Vratime se k problému prenést n—tici bitid. Tu rozdélime na bloky o ¢tyfech
bitech. Potom kazdy blok je dvojkovym zapisem jednoho ¢isla od 0 do 15 (16 moznosti).
Misto, abychom posilali tyto bloky, budeme posilat nase kodové vektory ze “16”, které
jednoznacné priradime ¢islum 0 a 15.
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Priklad:

Chceme poslat posloupnost 01001101111100110101.
Ziskdme bloky 0100 1101 1111 0011 0101.

Misto abychom posilali tyto bloky, posleme piislusné kodové vektory, tj.

0100011 | 1101000 | 1111111 | 0011010 | 0101110 .

Vsimnéme si, ze pro kazdou Ctvefici ¢islic existuje pravé jeden vektor z nasi “16”, ktery
takto zac¢ina.

Zprava vyuzivajici Hamminguv kod

Zadej zpravu v binarnim tvaru = 01001101111100110101

Zpravu rozdelime na bloky po 4 bitech:
0100 [1101 [1111 0011 10101 |

Bloky doplnime na kodova slova:
0100011/1101000/1111111/0011010/0101110]|

. e 3 T
Ptenasena posloupnost je delsi nez n biti, konkrétné n+-n = —n biti. Pravdépodobnost,

ze pii prenosu jednoho bloku (kédového vektoru) nastane nejvyse jedna chyba je:

(1=p)"+7-p-(1—p)°=(1-p)°1+6p).

n
Kodovych slov je T a proto celkova pravdépodobnost, Ze se data spravné dekoduji je

(1=p)°(1+6p))* = (1—p)¥ - (1+6p)t.

Pro nas piipad n = 100 a p = 0,01 vyjde ~ 95%.

To je skoro stejné vysoka pravdépodobnost jako, kdyz jsme informaci posilali 3x za sebou.

Objem prenaSenych dat ale neni 3n, ale pouze Zn, tj. sta¢i pienéaset ~ 58% dat.
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Testovani posilani kodovanych zprav
Puvodni zprava ma 100 bitu.
Pravdepodobnost chyby pri prenosu jednoho bitu je 0.010000.
Pri testovani cely proces opakujeme 100 krat.

Prumerny pocet chybnych bloku pri prenosu jedne zpravy je 0.040000

Z 100 prenosu bylo 96 bezchybnych,
tj. 96.0 procent prenosu bylo bezchybnych.

Teoreticky plati, ze pri posilani zpravy o n bitech,

8 pravdepodobnosti chyby pri prenosu 1 bitu p, pricemz
posilame n + 3/4 n bitu (doplnili jsme kodova slova),
je pravdepodobnost bezchybneho prenosu jednoho bloku
(mohla nastat nejvyse jedna chyba):

(1-p)~7 + 7p(1-p)~6 = (1+6p) (1-p)~6 =
= (1+6%0.010000) (1-0.010000)"6 = 0.997969

Kodovych slov je posilano n/4, proto
pravdepodobnost bezchybneho prenosu cele zpravy je

( (1+6p) (1-p)~6 )~ (n/4) = 0.950442

Poznamky: Kontrolni mechanismy se pouzivaji v fadé pripadi, naptiklad pii pridélovani
rodného ¢&isla (v jinych statech se pouzivaji rizné alternativy identifika¢niho ¢isla).

https://cs.wikipedia.org/wiki/Rodné_ ¢islo

850916/1573

Dalsim ptikladem je konstrukce ISBN, tj. identifika¢niho ¢isla pro knihy,
https://cs.wikipedia.org/wiki/International _Standard Book Number

podobné zabezpeceni ma v sobé i ¢arovy kdéd, ktery je dnes vlastné na kazdém vyrobku,

https:/ /cs.wikipedia.org/wiki/Carovy kod

ISBN 978-0-7334-2609-4

97

dale QR kéd, atd. atd.
https://cs.wikipedia.org/wiki/QR_kod

80733426094

https: / /ipadvetride.cz/tag/qr-kod

https://www.qrgenerator.cz/
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Rodn%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo
https://cs.wikipedia.org/wiki/International_Standard_Book_Number
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C4%8C%C3%A1rov%C3%BD_k%C3%B3d
https://cs.wikipedia.org/wiki/QR_k%C3%B3d
https://ipadvetride.cz/tag/qr-kod
https://www.qrgenerator.cz/

Teorie grafi

Oby¢ejny graf je dvojice (V, E), kde V je mnozina vrchola (uzli) a E je mnozina hran a
kazdé 2 vrcholy spojuje nejvyse 1 hrana.

Graf je rovinny, jestlize existuje takové jeho nakresleni, 7Ze se zadné 2 hrany nekiizi. Je-li
navic “souvisly” (pro kazdé 2 vrcholy existuje spojeni), pak plati tzv. Eulertav vztah:

v+u=e+2,

v ... pocet vrcholi, e ... pocet hran, wu ... pocet stén.

e V roce 1976 byl vyfeSen problém 4 barev, tj. dokazalo se, ze kazdou mapu lze
obarvit nejvyse 4 barvami tak, ze zadné dva sousedni staty nemaji stejnou barvu.

e Néavrh integrovanych obvodu a desek s plosnymi spoji.

Pi.: Schéma obvodu pro dvouzarovkovy blika¢ a odpovidajici graf.

3

|

Otazka: Existuje takové nakresleni grafu, ze se zadné 2 vodicCe nekiizi?

Reseni vychézi z néasledujici véty.
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Véta: Obycejny graf je rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje ¢ast izomorfni s délenim
grafu K33 nebo K;. (1930 Kuratowsky, slozity diukaz)

3

o

Snadno ovéfime, 7e pokud budeme uvazovat pouze oc¢islované uzly a vynechame tenké
hrany, dostaneme presné graf K 3.

= Graf nenf rovinny.
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