VZOR

ReSeni 1. pisemné prace z Numerickych metod

Jménoaprijmeni: ................. ................. Osobnicislo: .................

Cast 1.

A) ProfeSeni soustavy rovnic Ax = b, kde

3
A=|1
0

— s =

0
0, b=|2
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mame pouzit metodu SOR.
Pro rucni pocitani je vhodné nejprve najit pfedpis pro Gauss-Seidelovu metodu.

GS:
xf(ﬂ = zl)) (1 — xf)
xf“ = i (2 — xf“)
$§<+1 _ ; (3 _ lé(-&-l)

Vztahy pro metodu SOR ziskame pomoci faktu, 7e K -+ 1-ni iterace vektoru feseni x**! je
linearni kombinaci predchozi K-té iterace a ' + 1 iterace ziskané Gauss-Seidelovou metodou,

.

X =woxE + (1 —w)xF.
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Cisla budeme zapisovat na 4 desetinnd mista. V nésledujici tabulce jsou ziskané iterace.

K XK XK_XK—I ||XK_XK—1||
0 | 0.0000
0.0000
0.0000
110.3500 0.3500 0.5390
0.4331 0.4331
0.5390 0.5390
21 0.1809 —0.1690 0.1690
0.4558 0.0227
0.5073 —0.0317
3 10.1814 0.0004 0.0018
0.4545 —0.0012
0.5091 0.0018

Pro jednoduchost byla pouZita maximova norma, tj.

1] = [[x[loc = max ;]

Piiblizné feseni je x® = [0.1814, 0.4545, 0.5091]".

B) Aitkenova extrapolacni formule slouZi k urychleni konvergence iteracnich metod, které
maji linedrni rychlost konvergence, tj. plati

d¢€(0,1),L>0: ||XK+1—X*|| < q ||XK—X*”7 VK > L.
—_— —_——
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Po vydéleni dostaneme
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Predpokladejme, Ze je tento podil priblizné konstantni pro K > L. Potom lze odvodit vztah
(pro jednotlivé slozky - pro jednoduchost neuvadime index 7, pfislu§na slozka pfesného feSeni je
oznacena «)
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Cast 2.
C) Pro nalezeni feSeni miZeme pouZit pfipravené algoritmy v Matlabu. Zaddme data:

>> A=[9 3 1; 4 2 1; 1 3 6]

A =
9 3 1
4 2 1
1 3 6

>> x0=[0 0 0]’

x0 =

(@)

>> epsilon=0.001

epsilon =
1.0000e-03

>> max_iter=50

max_iter =
50




A spustime algoritmus Jacobiovy metody:

>> jacobi (A, b, x0, epsilon, max_iter);
1. iterace = [ 0.333333], rozdil iteraci [ 0.333333]
[ 1.000000], [1.000000]
[ 1.166667], [1.166667]
2. iterace = [ -0.129630], rozdil iteraci [ -0.462963]
[ -0.2500007, [-1.250000]
[ 0.611111], [-0.555556]
3. iterace = [ 0.348765], rozdil iteraci [ 0.478395]
[ 0.953704], [1.203704]
[ 1.313272], [0.702160]
4. iterace = [ -0.130487], rozdil iteraci [ -0.479252]
[ -0.3541677, [-1.307870]
[ 0.631687], [-0.681584]
5. iterace = [ 0.381201], rozdil iteraci [ 0.511688]
[ 0.945130], [1.299297]
[ 1.365498], [0.733811]
6. iterace = [ —-0.133432], rozdil iteraci [ -0.514634]
[ -0.4451527, [-1.390282]
[ 0.630568], [-0.734930]
49, iterace = [ 1.305159], rozdil iteraci [ 2.210049]
[ 3.041675], [5.802555]
[ 2.697922], [3.161710]
50. iterace = [ -0.980327], rozdil iteraci [ -2.285486]
[ -2.9592797, [-6.000954]
[ -0.5716977, [-3.269619]




Nyni spustime algoritmus Gauss-Seidelovy metody:

>> gauss_seidel (A, b,

1. iterace

2. lterace =

3. iterace =

4. iterace =

5. iterace =

6. iterace =

18. iterace =
19. iterace =
20. iterace =

x0,

.3333331,
.3333331,
.94444471,

.1172847,
.2932107,
.0005147,

.124428]7,
.2508861],
.020486],

.1363171,
.2171227,
.0353861,

.145916],
.1904747,
.04711017,

.153496],
.1694527,
.056358]7,

[ 0.180173],

[ 0.0954717],
[ 1.088902],

[ 0.180521]7,

[ 0.094508]7,
[ 1.089326],

[ 0.180795]7,

[ 0.093748]7,
[ 1.0896607,

epsilon,
rozdil iteraci
rozdil iteraci
rozdil iteraci
rozdil iteraci
iteraci

rozdil

rozdil iteraci

rozdil iteraci

rozdil iteraci

rozdil iteraci

max_iter);

[ 0.333333]
[0.333333]
[0.944444]

[ -0.216049]
[-0.040123]
[0.056070]

[ 0.007144]
[-0.042324]
[0.019971]

[ 0.011889]
[-0.033764]
[0.014900]

[ 0.009599]
[-0.026648]
[0.011724]

[ 0.007580]
[-0.021022]
[0.009248]

[ 0.000440]
[-0.001221]
[0.000537]

[ 0.000347]
[-0.000963]
[0.000424]

[ 0.000274]
[-0.000760]
[0.000334]




A na zavér spustime algoritmus metody SOR, kde zvolime relaxacni parametr napt. w = 1.3:

sor (A, b,

iterace

iterace

iterace

iterace

iterace

iterace

iterace

iterace

iterace

(@)

1.3,

.4333331,
.1733331,
.3101117],

.0389847,
.2950707,
.923392],

.160396],
.1942457,
.0786371,

.1452387,
.1629921,
.055662],

.166647],
.13163917,
.078296],

.1705427,
.1162077,
.0806927,

0.1804457],
0.0941527],
1.0896947,

[ 0.181000],
0.0928527,
1.0901887,

[ 0.181326],
0.0920757,
1.0904747,

epsilon,

rozdil

rozdil

rozdil

rozdil

rozdil

rozdil

rozdil iteraci

rozdil iteraci

rozdil iteraci

max_iter)

iteraci

iteraci

iteraci

iteraci

iteraci

iteraci

[ 0.433333]
[0.173333]
[1.310111]

[ -0.394349]

[0.121736]

[-0.386719]
[ 0.121412]
[-0.100824]
[0.155246]

[ -0.015157]
[-0.031253]
[-0.022975]
[ 0.021409]
[-0.031353]
[0.022634]

[ 0.003894]
[-0.015431]
[0.002397]

[ 0.000883]
[-0.002150]
[0.000770]

[ 0.000556]
[-0.001300]
[0.000494]

[ 0.000325]
[-0.000777]
[0.000286]




Nyni budeme interpretovat ziskané vysledky.

Jacobiova metoda ukoncila vypocet po 50-ti iteracich a vypsala
X50 = [—0.980327, —2.959279, —0.571697]"

a pro rozdil poslednich dvou iteraci
X50 — X490 = |—2.285486, —6.000954, —3.269619]",

je tedy ziejmé, Ze vypocet byl ukoncen podminkou na maximalni pocet iteraci a ne pii splnéni
zastavovaci podminky nebot’ ||x50 — X49]|cc = 6.000954 > 0.001.

Z posloupnosti rozdili dvou po sobé jdoucich iteraci je ziejmé, Ze se hodnoty slozek v abso-
lutni hodnoté zvétSuji a Jacobiova metoda nekonverguje.

Pro kontrolu si samoziejmé miZeme nechat vypsat feSeni ziskané piimo Matlabem

>> A\Db

ans =
0.181818181818182
0.090909090909091
1.090909090909091

Gauss-Seidelova metoda ukoncila vypocet po 20-ti iteracich a vypsala
Xg0 = [0.180795,0.093748, 1.089660]"

a pro rozdil poslednich dvou iteraci
Xg0 — X19 = [0.000274, —0.000760, 0.000334]%,

je tedy ziejmé, Ze vypocet byl ukoncen zastavovaci podminkou nebot’
%20 — X192 ~ 8.74203.10* < 0.001

a posloupnost norem rozdili dvou po sob¢ jdoucich iteraci se zmensovala, tj. Gauss-Seidelova
metoda konverguje.

Metoda SOR ukoncila vypocet po 12-ti iteracich a vypsala
X2 = [0.181326,0.092075, 1.090474]"
a pro rozdil poslednich dvou iteraci

X19 — X1; = [0.000325, —0.000777,0.000286]" .

Podobné jako v Gauss-Seidelové metodé byl vypocet ukoncen zastavovaci podminkou
%12 — X112 ~ 8.89466.10* < 0.001



a posloupnost norem rozdili dvou po sob¢ jdoucich iteraci se zmenSovala, tj. metoda SOR
konverguje.

Lze tedy konstatovat, Ze pro nase zaddni Jacobiova metoda nekonvergovala a Gauss-Seidellova
metoda konvergovala pomaleji nez metoda SOR pro volbu parametru w = 1.3.

Pro odhad chyby pfiblizného feSeni ziskaného pomoci Gauss-Seidelovy metody potfebujeme
znat tvar iteracni matice Hgg. Tu neni tfeba odvozovat, protoze je vypsana v okné Matlabu po
spusténi metody:

0 -0.333333333333333
0 0.666666666666667
0 =0.277777777777778

-0.111111111111111
=0.277777777777778
0.157407407407407

Miéme za tikol odhadnou chybu ziskaného ptiblizného feseni pro Gauss-Seidelovu metodu,
pokud pouZijeme zastavovaci podminku ||x; — Xj_1|lc < 1072, tj. pouZit maximovou normu
[0 = max]ri|.

Z vypsané posloupnosti rozdilti dvou po sob€ jdoucich iteraci je patrné, Ze zastavovaci pod-
minka s touto normou je splnéna jiz v 19. iteraci (pozn. v algoritmu je implementovédna zastavo-

vaci podminka s Euklidovskou normou |[r[j> = [ 72, a proto byl vypocet ukoncen aZ ve 20.
7

iteraci).

Pro odhad chyby plati nasledujici vztah:
H]]

I = Xl < A = x|
1 — [[H]]
Pro vektory mame pouZit maximovou normu, tudiZ pro matici H musime pouZit fddkovou
maticovou normu || H||g = max ) _ |hy;], kterd je maximovou vektorovou normou generovéna:
(2 .
J

>> max (sum(abs (H)’))

ans =
0.944444444444445




nebo jinak

>> norm (H, inf)

ans =
0.944444444444445

Dostdvame tedy

IH]|

H 19 HOO =1_ HHHR

HX19 - X18Hoo,
N——
<0.001

t.
0.944444444444445

— X ||o < -0.001 = 17. 171-0.001 = 0.017.
310 = X" lloo < T 00 s 0001 = 17.000000000000171 - 0.001 = 0.017

Tento odhad Ize interpretovat tak, Ze priblizné feSeni X9 se v kazdé sloZce miiZe od presného
reSenf liSit az o +0.017.



