NUMERICKA ANALYZA — SEMESTRALNI PRACE

1. Ortogonalni podobnostni transformace.

Necht A je ¢tvercova matice, A € R™*™. Napiste program v Matlabu, ktery pievede matici A pomoci
ortogonélnich podobnostnich transformaci na matici v hornim Hessenbergové tvaru, tj. bude platit

QAQ" = H,

kde @ je ortogonélni matice a H je matice ve tvaru
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Ke konstrukci matice ) pouzijte Householderovy reflexe. Vstupem do funkce bude matice A, vystupem
budou matice @ a H. Otestujte funkénost programu na nahodnych maticich. [4 body]
. Ortogonalni podobnostni transformace symetrické matice.

Co se stane, kdyz pouZijeme program z 1. dlohy na matici A, kterd je symetrickd? Jakou strukturu
bude mit matice H? Zdavodnéte teoreticky. [2 body]|
. Ortogonalni transformace.

Necht A je &vercova matice fadu n, A € R™™". Napiste program v Matlabu, ktery prevede matici
A pomoci ortogonalnich transformaci aplikovanych zprava a zleva, na matici v hornim bidiagonalnim
tvaru, tj. bude platit

UTAV = B,

kde U a V jsou ortogonalni matice a matice B je ve tvaru
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Ke konstrukci matic U a V pouzijte Householderovy reflexe. Vstupem do funkce bude matice A,
vystupem budou matice U, V' a B. Otestujte funkénost na ndhodnych maticich. [4 body]|

. Priprava k6dt na vypocet QR rozkladu.

Necht je dana obdélnikova matice A € R™ ™. Napiste funkci v Matlabu, ktera spocte QR rozklad
matice A pomoci Householderovych reflexi, tj. bude platit

A=QR,

kde Q € R™" je ortogonalni matice a matice R € R™™ je horni trojthelnikova matice. Vstupem do

matlabovské funkce bude matice A, vystupem budou matice Q a R. Déle si prostudujte matlabov-
ské funkce, které spoc¢tou QR rozklad matice A pomoci (iterované) verze klasického Gram-Shmidtova
procesu (CGS) a (iterované) verze modifikovaného Gram-Shmidtova procesu (MGS). [4 body]



5. Test numerické stability vypoctu QR rozkladu.

Uvazujte Lauchliho matici
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velikosti 21 x 20 s parametrem § = 10~7. Tuto matici ziskate matlabovskym pitkazem
A=gallery(’lauchli’,20,1e-7);

Pouzijte predchozi algoritmy (QR rozklad spocteny pomoci Householderovych reflexi, QR rozklad po-

moci 4 variant Gram-Schmidtova procesu - CGS, MGS, iterovany CGS, iterovany MGS) ke spo¢teni

QR rozkladu Lauchliho matice. Pro kazdy algoritmus spoctéte ztratu ortogonality ||I —QT Q|| a normu

rezidua ||A — QR)||. Vysledky komentujte. [4 body]|
6. Test rychlosti a presnosti algoritmi.

Na dostatec¢né velkych ndhodnych maticich porovnejte vysledky spoc¢tené Vasimi programy s vysledky
spo¢tenymi matlabovskym piikazem
[Q,R]=qr(A)

z néasledujicich hledisek
(a) cas vypoctu

(b) presnost vypotu méfena ztratou ortogonality ||[I — QT Q|| r a normou rezidua ||A — QR)|.

Vysledky komentujte. K mé&feni vypocetniho ¢asu lze v Matlabu pouzit bud funkce tic a toc, tj.
tic vypocet toc
nebo funkci cputime, napft.
t=cputime; surf(peaks(40)); e=cputime-t

[3 body]

7. ReSeni soustav linearnich rovnic.

Uvazujte nasledujici postup. Pro danou regularni matici A € R™*" zvolte vektor x (presné feseni) jako
nadhodny vektor, x = randn(n,1) a dopoc¢téte pfislusny vektor pravé strany b = Ax. Spoctéte ¢islo
podminénosti dané matice (piikaz cond(A) ) a feSte systém linearnich rovnic pomoci:

(a) LU rozkladu s ¢astecnou pivotaci (Navod: pouzijte piikaz [L,U,P] = 1u(A) , kterym ziskate LU
rozklad matice PA, kde P je vhodna permutacni matice. matice. Z piedchoziho zname rozklad
matice PA = LU.

(b) LU rozkladu s ¢aste¢nou pivotaci a itera¢niho zptfesnéni, pouzijte LU rozklad spoé¢teny v bodé (a)
a provedte dvé iterace itera¢niho zpfesnéni,

(¢) QR rozkladu matice A (ke spocteni QR rozkladu pouzijte ptikaz [Q,R]=qr(4)),

(d) singularniho rozkladu matice A (ke spocteni singularniho rozkladu pouzijte ptikaz [W,S,V]=svd (A)).



Pfi feSeni soustav nezapomeiite vyuzit toho, Ze inverze ortogonalni matice () je matice Qr.

Ozna¢me x presné feSeni uvazované soustavy (to jste zvolili na poc¢atku) a & FeSeni spo¢tené uvazovanym
algoritmem. Pro jednotlivé zpusoby feSeni soustavy rovnic spo¢téte nasledujici charakteristiky, pomoci
nichz Ize hodnotit kvalitu spoc¢teného feSeni:

. . |b — Azl
e relativni normu reziduua 7”17H ,
e relativni normu chyby ||33||_|$H’
x
. : 16— AZ|
e velikost normované relativni zpétné chyby ——————
[Allzll + llo]
U
e v piipadé pouziti LU rozkladu spoctéte velikost ristového faktoru, tj. ¢islo ”’ AHOO'
o0
Predchozi postup provedte pro dvé konkrétni testovaci matice,
e matici
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kterou ziskate piitkazem A = hilb(10);
Vysledky ziskané z numerického experimentu komentujte. [7 body]
Poznamka.
Charakteristika .
[Allz]l + llo]

se nazyva normovand relationi zpétnd chyba a muze byt interpretovana nasledujicim zpisobem. Spoc-
tenou aproximaci feSeni & si lze predstavit jako presné reSeni perturbované soustavy

(A+AA)i = b+ Ab.

Ptame se, jak moc musime zménit ptivodni soustavu, aby bylo spoc¢tené feSeni presnym fesenim mo-
difikované soustavy. Piesnéji, ptame se na velikosti nejmensich moZnych zmén vstupnich dat A a b
takovych, Ze & je pfesnym FeSenim perturbované soustavy, pricemz velikosti zmén méfime v relativnim
smyslu pomoci podili
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Lze ukazat, ze tyto velikosti nejmensich moznych zmén vstupnich dat lze spocist pravé pomoci ¢&isla
B(z). Jinak feceno, B(Z) predstavuje nejmensi ¢islo S, pro né&jz existuji zmény AA a Ab spliujici
IAA] < B||All, [|Ab]| < B]b|| takové, Ze & je pfesnym TFeSenim perturbované soustavy.



8. Numerickd hodnost matice.

e Pomoci singularniho rozkladu zjistéte numerickou hodnost r matice ZENIOS. Zjisténou numeric-
kou hodnost porovnejte s vysledkem piikazu rank (A) ; Ndvod: Numericka hodnost matice je pocet
singularnich ¢isel vyrazné vétsich nez strojova presnost. V tomto piikladu povazujte za numerickou
hodnost pocet singularnich ¢isel vétsich neZ tolerance

nul|Al,

kde u ~ 2.2 x 1071%, n je velikost matice. Matici nactéte do prostFedi Matlabu pitkazy
load zenios; A = full(spconvert(zenios));
Ke spocteni singularnich ¢isel pouzijte prikaz svd.
e Pouze ze znalosti spoc¢tenych singularnich ¢isel urcete velikost ||A — A, ||, kde A je pivodni matice

ZENIOS a A, je jeji nejlepsi aproximace hodnosti r, kde r je vami uréend numerickd hodnost.
Poté ovéfte numericky, tj. spoctéte ||A — A, || pomoci piikazu norm.

[4 body]
9. Aproximace matice pomoci singularniho rozkladu.

e Pomoci piikazu [A,map]=imread(’obrazek.bmp’); A=double(A); naltéte obrazek do matice A.
Potom piikazem svd spoctéte jeji singularni rozklad. Necht Ay je nejlepsi aproximace matice A
hodnosti k,

k

%

Ak: E Jju]'vj,
J=1

kde u; a v; jsou levé a pravé singularni vektory matice A, o; jsou piislusna singularni ¢isla.
Urcete k tak, Ze se obrazek uloZeny v matici Ay prilis nelisi od obrazku ulozeného v matici
A (podle Vageho subjektivniho dojmu). K vykresleni obrazku uloZeného v matici X lze pouzit
piikaz imagesc(X), axis image, colormap(map).

e Jako testovaci obrazek pouzZijte bud ¢ernobily obrézek strom.bmp nebo jiné vami zvolené ob-
razky. Pokud je vami zvoleny obrazek barevny, je nutné s nim zachazet trochu slozitéji. Vyse
zminénym piikazem pouZitym na barevnou fotografii ziskate matici A, kterd mé tii rozméry. V
matici X=A(:,:,1) je uloZen Cerveny kanal obrazku, v Y=A(:,:,2) je uloZen zeleny kanal obrizku
avZ=A(:,:,3) je ulozen modry kanal obrazku. Misto jedné matice tak musite pracovat se tfemi
maticemi, spocist singularni rozklady matic X, Y, Z, jejich nejlepsi aproximace X, Yi a Zj.
Pfed zobrazenim je nutné tyto tii matice poskladat opét do jedné trojrozmérné matice napt. B,
a zobrazit ji napt. piikazem image (uint8(B)).

8 bodi]



