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Predmluva

Kniha, kterou dostava ¢tenar do ruky, vznikla na zakladé t¥i svazki skript S. Miky
a P. Prikryla [58]-[60], které vysly na Zapadoceské univerzité v Plzni pfed vice nez deseti
lety a byly vénovany numerickému feSeni diferencialnich rovnic. Je uréena predevsim tém,
ktefi se chtéji hloubéji seznamit s numerickymi metodami feSeni okrajovych a okrajové-
pocatecnich tloh pro diferencialni rovnice. Jde tedy predevsim o studenty magisterskych
a doktorskych obori orientovanych na matematiku a jeji aplikace.

Cely text knihy je rozdélen do tii kapitol, kapitoly jsou rozdéleny na celkem 17
¢lankt, tyto clanky se dale déli na odstavce. Vzorce jsou v kazdém odstavci ¢islovany
samostatné. Na konci kazdého ¢lanku jsou zarazena cviceni (s vysledky nebo navody
k feSeni). Jejich cilem neni pouze poskytnout ¢tenafi materidl k procviceni vyloZzené
problematiky, ale také mu umoznit rozsifujici pohled na ty otazky, které predevsim
z rozsahovych divodu vylozeny byt nemohly nebo musely byt vylozeny velmi struc¢né.
Poznamenavame jesté, ze v souladu s predchozimi publikacemi S. Miky, P. Piikryla a
M. Brandnera [24] a [37] vénovanymi numerické matematice oznac¢ujeme v ptikladech
pismenem D pocet desetinnych mist, na ktera je vypocet provadén, symbolem = ozna-
c¢ujeme rovnost po zaokrouhleni a symbolem ~ oznacujeme jakoukoli jinou pribliznou
rovnost.

Kapitola I (¢l.1 az 5) pojednava o numerickém feSeni okrajovych tloh pro obycejné
diferencialni rovnice. (Numerickymi metodami feSeni pocateénich tloh pro obycejné di-
ferencialni rovnice a jejich soustavy se zabyva kapitola III v publikaci [37].) Kapitola
je pomeérné rozsahla a skutecnost, ze problematice numerického feseni okrajovych tloh
pro obycejné diferencialni rovnice se vénujeme dosti podrobné, je dana tim, Ze prave
na téchto ulohach vykladame principy numerickych metod pro feseni okrajovych tloh
viitbec. Metody pro numerické feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic maji s numeric-
kymi metodami pro feseni rovnic obyc¢ejnych velmi mnoho spoleéného a zda se nam, ze
obecné problematika diskretizace okrajovych (a poc¢ateéné-okrajovych) tloh se da snaze
a nazorné&ji vysvétlit (a také pochopit) pravé na okrajovych tlohéch pro obycejné dife-
rencialni rovnice. Studium této kapitoly tak tvori s vyjimkou ¢lanku 2, ktery je zaméren
vyhradné na obycejné diferencialni rovnice, nezbytnou pripravu pro studium zbyvaji-
cich dvou kapitol. Poznamenavame jesté, ze teoretické ivahy o konvergenci numerickych
metod pro obycejné diferencialni rovnice a pro parcialni diferencialni rovnice eliptického
typu jsou souhrnné zarazeny do ¢lanku 11 na konci kapitoly II vénované numerickym
metodam pro feseni parcialnich diferencialnich rovnic eliptického typu.

Prvni ¢lanek kapitoly I (a podobné je tomu i v ostatnich kapitolach) shrnuje pte-
hledné zakladni teoretické vysledky tykajici se okrajovych tiloh pro obycejné diferencialni
rovnice, jejichz znalost je pro porozuméni vykladu numerickych metod zadouci. Podrob-
n&jsi informace ¢tenaf nalezne napiiklad v [25]. Clanek 2 je ponékud specialni, zabyva
se totiz moznosti pfevést numerické feseni okrajové tlohy na numerické feseni poca-
tecnich tuloh pro obycejné diferencialni rovnice ¢i jejich soustavy. Motivaci pro zarazeni
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této tématiky byla skutecnost, ze kvalitni matematicky software pro reseni takovych
pocatecnich tloh je dnes bézné k dispozici. (Numerickému feseni poc¢atecnich uloh pro
obycejné diferencialni rovnice je vénovana celd fada publikaci. Pro porozuméni vykladu
v predkladané knize je plné postacujici znalost prislusné c¢asti skript P. Piikryla a M.
Brandnera [37].) Clanek 3 obsahuje vyklad metody koneénych diferenci a metody in-
tegralnich identit a pojednéva také o metodéach FeSeni soustav sitovych rovnic, které
pii pouziti téchto dvou typu diskretizacnich metod vznikaji. Zbylé dva ¢lanky kapitoly
jsou vénovany metodam Galerkinova typu, zejména pak metodé konecnych prvka. Me-
todu konecnych prvki jsme do kapitoly o obycejnych diferencidlnich rovnicich zaradili ne
proto, ze by zde patfila k ¢asto pouzivanym metodam, ale proto, Ze na obycejnych dife-
rencidlnich rovnicich se nejlépe vylozi jeji principy (véetné pojmu slabého feSeni okrajové
ulohy).

Kapitola IT (¢l.6 az 11) je vénovana numerickym metodam feseni okrajovych tloh
pro parcialni diferencialni rovnice eliptického typu. S eliptickymi parcidlnimi diferencial-
nimi rovnicemi se setkavame predevsim pii popisu stacionarnich, tj. na case nezavislych,
jevi. Okrajové tulohy pro obycejné diferencialni rovnice, jimz byla vénovana prvni ka-
pitola, lze velmi Casto chapat jako specidlni pripady tloh pro eliptické rovnice. Proto
predstavuji vysledky prvni kapitoly velmi uzitecnou motivaci pro vyklad v této druhé
casti. Podobnost problematiky zdtraznujeme celkovym pojetim vykladu, véetné nazvi
jednotlivych ¢lanki a odstavcei.

Sesty, tivodni ¢lanek této kapitoly mé opét shrnujici charakter. Uvadime v ném
formulaci zékladnich tloh pro stacionarni (eliptické) rovnice a stru¢né pojednavame
o jejich feSitelnosti. Opirdme se pfi tom o poznatky uvedené v [26]. Clanky 7 az 9
jsou vénovany konkrétnim diskretiza¢nim metodam. Jsou zde vyloZeny principy metody
konec¢nych diferenci, metody integralnich identit a metod Galerkinova typu pro uvedené
parcidlni diferencialni rovnice. U metod Galerkinova typu je dtraz polozen opét na
metodu konec¢nych prvki. Nekladli jsme si za cil vylozit vSechny varianty téchto metod,
ale soustfedili jsme se na jejich kli¢ové momenty. Ctenaf zde napiiklad nenajde vyklad
metody konecénych prvki s kvadratickymi, kubickymi ¢i nekonformnimi prvky, najde
zde vSak upozornéni, kde podrobnéjsi informace hledat. Clanek 10 dopliiuje odstavec
3.5 a pojednava o iteracnich metodach pro feSeni soustav sifovych rovnic. Posledni,
jedenacty clanek je vénovan otazkdm konvergence a stability numerickych metod pro
feSeni obycejnych a eliptickych diferencialnich rovnic.

V posledni, tfeti kapitole (¢l. 12 az 17) se vénujeme numerickym metodam pro feSeni
evolucnich rovnic, tedy parcialnich diferencialnich rovnic parabolického a hyperbolického
typu, které popisuji vyvoj urcitych jevt v zavislosti na case. Protoze problematika nume-
rického feseni rovnic parabolického a hyperbolického typu je vyrazné odlisna, studujeme
ji oddélené. Parabolickym rovnicim jsou vénovany c¢lanky 12 az 14, hyperbolickym rov-
nicim a soustavam pak ¢lanky 15 az 17.

Vyklad stejné jako v predchozich dvou kapitolach vzdy zacina kratkym prehledem
teoretickych vysledka (¢lanky 12 a 15). Pokud jde o feSeni pocatecéné-okrajovych tloh
pro evolu¢ni rovnice, vénujeme pozornost predevsim diferenénim metodam. O meto-
dach Galerkinova typu pro feSeni parabolickych rovnic se kratce zminujeme v ¢lanku
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14, kde popisujeme priblizné feseni pocatecné-okrajovych tloh pro parabolické rovnice
pfevodem na pocatecni nebo okrajové tlohy pro obycejné diferencialni rovnice ¢i jejich
soustavy. Pokud jde o parcialni diferencialni rovnice hyperbolického typu, zaméfujeme
zde pozornost predevsim na numerické feseni tloh pro rovnice prvniho radu. Kromé
diferen¢nich metod vykladame také specifickou numerickou metodu vhodnou pravé pro
hyperbolické rovnice, metodu charakteristik (¢lanek 16). Na zavér poznamenéavame, Ze
problematiku tloh pro evolu¢ni (a zejména hyperbolické) rovnice a jejich numerického
feSeni nelze dost dobte studovat bez znalosti prislusného fyzikalniho zakladu. V této
souvislosti upozornujeme ¢tenéare napiiklad na publikace [12], [13], [41], [43], [47].
cidlni rovnice je dnes nemyslitelné bez pouziti pocitacti. Velmi uzitecnym cvi¢enim pro
¢tenate proto bude, pokusi-li se vlastnim nebo ziskanym programem vyftesit na pocitaci
nékteré ulohy, jejichz presné feseni zna. Takové tilohy se daji vzdy snadno sestrojit. Cte-
nalr pak muze sam sledovat vliv volby konkrétni metody ¢i zmén jejich parametri na
ziskané vysledky.

Prestoze jsme se snazili v této knize odstranit chyby, které se vyskytovaly v textech,
z nichz vznikla, nemtzeme vyloucit, ze se pti nasich tipravach mohly vloudit chyby nové
a ze nékteré staré chyby jsme prehlédli. Budeme proto ¢tenariim vdécni za upozornéni
na jakékoli nedostatky v tomto textu.

Plzen—Praha 2006 Stanislav Mika
Petr Prikryl
Marek Brandner

P. Prikryl byl pri prdaci na této publikaci cdstecne podporen z prostredku vyzkummného
zdméru Akademie ved CR ¢. AV0Z10190503. M. Brandner byl ¢dstecné podporen z pro-
stredku vyzkumného zdméru Zapadoceskée univerzity v Plzni ¢. MSM 4977751301.






Kapitola I

Numerické reseni okrajovych uloh

pro obycejné diferencialni rovnice



1. Okrajové ulohy pro obycejné
diferencialni rovnice

1.1. Priklady okrajovych tloh V knize [25] je uvedena fada piikladi,
z nichz je patrna odlisnost problematiky pocatecnich a okrajovych tloh. Nékteré typické
skutec¢nosti zde pripomeneme.

1.1.1.  Obecny tvar feseni diferencialni rovnice druhého fadu pro realnou funkci
u realné proménné x

(1.1.1) v’ +7?u =0

je dan vzorcem u(z) = Cy cosmz+Cy sinz (Cq, Cq jsou libovolné konstanty). Pocate¢ni
uloha

(1.1.2) '+ m?u=0, w0)=mn;, u(0)=n

mé pro libovolné hodnoty 7y, 12 pravé jedno feSeni u(z) = 7y cosma + m inysinwx
(ovéite). Naproti tomu okrajova tloha

(1.1.3) v +7?u=0, u(0)=0, wu(l)=1

FeSeni nema (tj. zadnou volbou C7, C5 nelze docilit splnéni obou okrajovych podminek),
kdezto tloha

(1.1.4) ' +7?u=0, u0)=0, u(l)=0

ma nekone¢éné mnoho fesSeni tvaru u(z) = Cosinmz, kde Cy je libovolnd konstanta.
Konecné uloha

(1.1.5) ' +7m*u=0, u(0)=0, u(i)=1

ma pravé jedno feSeni u(x) = sinmz. V této souvislosti hovoiime o fesitelnych a ne-
resitelnych okrajovych tulohdch. Vyjasnéni otazek feSitelnosti je jednim z predpokladu
uspésného uziti numerické metody.
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1.1.2.  Resitelnost okrajové tlohy

(1.1.6) —u" — (A7) ’u = f(z), W'(0)=0, wu(1)=0,
kde f je dana funkce, zavisi také na vlastnostech funkce f. Pro f(z) = cosZnz je
tloha (1.1.6) fesitelnd a jejim FeSenim jsou vSechny funkce tvaru u(z) = Ccos 37z +

+ 1772 cos 37z s libovolnou konstantou C. Naproti tomu pro f(z) = z tloha (1.1.6)
FeSitelnd neni.

Z teoretickych rozbort okrajovych tloh vyplyva [25], Ze podminkou FeSitelnosti
ulohy (1.1.6) je platnost vztahu

(1.1.7) /0 f@)y(z)dz =0,

kde funkce y je nenulovym feSenim piislusné homogenni alohy —y"' — (%7‘(‘) 2y =0,y (0) =
=0, y(1) = 0. Ctenai snadno ovéri, Ze funkce f(z) = cos 2wz podminku (1.1.7) splituje,
kdezto funkce f(z) = z nikoliv. Je totiz y(z) = C cos iz, kde C je libovolna nenulové

2
konstanta.

1.1.3. Ve vsech vyse uvedenych prikladech jsme fesenim ulohy rozuméli funkci
u, ktera byla spojitd v uvazovaném intervalu (a,b), méla spojitou prvni a druhou de-
rivaci, spliiovala okrajové podminky a v kazdém bodé x € (a,b) spliiovala pfislusnou
diferencialni rovnici. Uvazujme nyni okrajovou tulohu

(1.1.8) —u" = f(x), u(0)=0, u(l)=0,
kde
1, ze€ <0, %) ,
f(.fC) = 0, z= %7
-1, ze€(3,1).

D4 se ukéazat, ze neexistuje funkce u, kterd by rovnici (1.1.8) splnila v kazdém bodé in-
tervalu (0, 1). Ulohy typu (1.1.8) s nespojitymi pravymi stranami mohou vsak ptesto byt
rozumnym modelem problémi z praxe. M4 proto smysl zabyvat se i takovymi tlohami,
musime ale snizit pozadavky na kvalitu jejich feSeni. Tak napt. tloha (1.1.8) pfejde
v jednoznacné feSitelnou tlohu tehdy, jestlize nebudeme zadat splnéni rovnice v bodé
T = %, ale zachovame pozadavek spojitosti v a v’ na celém uvazovaném intervalu.
Skutecné, funkce
u(z) = {

x, T € <0,%),

»oowe(sl),



je spojitd a ma spojitou derivaci v’ pro z € (0,1). Druhé derivace u” je spojita vsude
v 2 € (0,1) kromé bodu z = . Rovnici (1.1.8) funkce u splituje pro kazdé = # %
a vyhovuje také okrajovym podminkam. Tuto funkci budeme proto povazovat za feseni
ulohy (1.1.8), i kdyZ v bodé = = % nemuzeme o splnéni rovnice hovofit. S obdobnymi
problémy se miizeme setkat také u rovnic tvaru

(1.1.9) ~(plap) = f(x)
s nespojitou funkci p.

Je tedy nutné predem se rozhodnout, jaké funkce u budeme (jesté) za feSeni pova-
zovat, tj. jaky obsah dame terminu 7resitelnost ulohy z hlediska kvality funkce u. V této
souvislosti se muzeme setkat s terminy klasické (hladké), silné a slabé feSeni. Jejich
presnou definici uvedeme pozdéji.

Je tfeba si uvédomit, ze pozadavky na funkci u mé smysl zeslabovat jen u téch
uloh, u nichz rovnice a okrajové podminky nejsou ve vzajemném rozporu. Tak napt. Te-
Sitelnost tlohy (1.1.3) nezachranime snizenim pozadavkt na hladkost funkce u. P¥i¢inou
neftesitelnosti jsou zde zadané okrajové podminky.

1.2. Formulace okrajovych tiloh Ptejdeme nyni k obecnym formulacim
okrajovych tloh, jejichz numerickym fesenim se v této kapitole budeme zabyvat.

1.2.1. Néktera oznaceni. V niasledujicich odstavcich budeme casto pracovat
s funkcemi jedné realné proménné definovanymi na néjakém intervalu (a, b). Proménnou
znacime obvykle pismenem z. Pokud hovoiime o skaldrni funkci u, méame na mysli funkci
u: {a,b) — R; pokud hovotime o vektorové funkci u, madme na mysli u: (a,b) — R",
n 2 2, a zapisujeme
uy ()
us () T
u(z) = : = [wi(z),u2(2),...,un ()] ;
uir (a,b) =R, i=1,2,... ,n.

Symbolem f(x, z) oznac¢ujeme zobrazeni f: R""* — R™, n > 2. Rikame, 7e f je vektorova

funkce o n skalarnich slozkach f;, i = 1,2,...,n, a kazda z téchto slozek je funkci n 4 1
realnych proménnych x, z1, 29, . . ., z,. Vektorové pak piseme
fi(x, 21,29, ..., 2n)
fQ(xa 21y %2y« - 7Zn)
f(z,z) = : ,
oz, 21,29, .., 2n)

x € (aby, z€R, i=1,2,...,n,
nebo také
T
f(ﬁ[},Z) = [fl(xazl722a"'7Zn)af2(x7 Zl,ZQ,...,Zn),.-.,fn(CL', Zl,ZQ,---,Zn)] .
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1.2.2. Pocéatecni uloha. Pocdtecni ilohou pro soustavu n obycejnych diferen-
cidlnich rovnic prvniho fadu (ve vektorovém zépisu)

(1.2.1) u' =f(z,u), z€a,b),

s pocdtecni podminkou

(1.2.2) u@)=mn, ¢{e(ab), neR,
rozumime tlohu najit redlnou vektorovou funkci

T

u(z) = [ur (@), ua(z), ..., un(z)] ",

ktera spliiuje (1.2.1) v kazdém bodé x € (a,b) a v bodé z = £ vyhovuje podmince (1.2.2)
(viz téz cvifeni 1.3.1). O numerickém Feseni pocatecnich tloh se lze poucit v knize [37].

Ctenai se patrné jiz setkal s pocateénimi tilohami, v nichz bod £ je poc¢ated-
n im bodem intervalu (a,b), na kterém danou tlohu studujeme, tj. £ = a (odtud také
nazev pocatecni tloha). Po¢atec¢ni podminka (1.2.2) pak ma tvar u(a) = 7. Teorie a praxe
pocatecnich tloh v nasi obecnéjsi formulaci je zcela podobna teorii a praxi poc¢atec¢nich
uloh s £ = a a neni samoucelna. V této knize se setkdme napt. s pocatecnimi tlohami,
v nichz jsou dodate¢né podminky pro feseni zaddny v. kon c ovém bodé intervalu
(a,b), na némz hleddme feSeni, tj. v bodé & = b. Terminologie je tu ponékud nedusledna,
ale ¢tenar by se tim nemél nechat zmast.

V ¢l. 2 budeme popisovat metody pro feseni okrajovych tloh pfevodem na ulohy
pocatecni. Budeme pfitom predpokladat, ze vzniklé pocatecni tilohy jsou jednoznacné
fesitelné. Je znamo [32], Ze existenci a jednozna¢nost FeSeni pocate¢ni ulohy (1.2.1),
(1.2.2) na celém intervalu (a,b) 1ze dokézat napt. za predpokladu, ze vektorova funkce
f(z,u) je spojitd na mnoziné S = (a,b) x R"™ a spliiuje na S Lipschitzovu podminku
v proménné u. To znamena, Ze existuje konstanta L nezavisla na z,u, v takova, ze pro
vSechna z € (a,b), u,v € R" plati

(1.2.3) [f(z,u) = f(z,v)[| = Llu—v],

kde ||. || zna¢i nékterou vektorovou normu v R".

Diferencialni rovnice vyssich fa4dii muzeme prepsat jako soustavy rovnic prvniho
fadu. Tak napf. rovnici (1.1.1) lze pfi oznaeni u = u;, u' = ug pFepsat na soustavu
u) = ug, uh = —m2uy, resp.

u = Au, u—{uz], A_[_W2 O]

Funkce f(z,u) = Au je zfejmé spojita pro vSechna x € R a spliiuje v R x R? podminku
(1.2.3) s konstantou L = ||A||, nebot ||[A(u — v)|| < ||A].|ju — v|. Odtud plyne, zZe
pocatecni loha (1.1.2) ma préaveé jedno feSeni na libovolném intervalu (a, b) obsahujicim
bod ¢ = 0.
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1.2.3. Obecna dvoubodova okrajova tuloha. V fadé fyzikalnich nebo tech-
nickych problémii dochazime k tiloze hledat takovou funkci u, ktera je fesenim soustavy
(1.2.1) a ktera spliiuje podminky zadané pro dvé hodnoty proménné x, jez jsou krajnimi
body intervalu, na némz se feSeni hleda. Dospivame tak k obecné dvoubodové okrajove
uloze pro soustavu rovnic 1. rddu

=f(z,u), = €(a0),
( a),u )

kde zobrazeni r: R” x R" — R" vyjadiuje n okrajovych podminek pro 2n hrani¢nich
hodnot u(a) = [u1(a),uz(a),. ..,un(a)]T a u(b) = [ui(b),uz(b),. .. ,un(b)]T feSeni u
dané soustavy diferencialnich rovnic (viz cviceni 1.3.2 a 1.3.3).

Specialnim pfipadem okrajovych podminek v (1.2.4) jsou linedrni okrajové pod-
minky

(1.2.4)

(1.2.5) Cu(a) + Du(b) = c,

kde C a D jsou dané ¢tvercové matice fadu n a c je dany n-slozkovy vektor. Je-li ¢ = 0,
fikdme ze (1.2.5) jsou homogenni okrajové podminky.
Linedrni okrajovou ulohou rozumime okrajovou tlohu pro soustavu

(1.2.6) u' = A(z)u + g(x)

s okrajovymi podminkami tvaru (1.2.5). Mame zde f(z,u) = A(z)u + g(z), kde A(x)
je pro kazdé x € (a,b) Etvercovd matice fadu n a g(x) je n-slozkova vektorova funkce.
Je-li v soustavé (1.2.6) g(x) = 0, fikdme, Ze soustava je homogenni. Homogenni okrajo-
vou ulohou nazyvame okrajovou ulohu pro homogenni soustavu (1.2.6) s homogennimi
podminkami (1.2.5).

Daji-li se okrajové podminky v (1.2.4) psat ve tvaru

(1.2.7) ri(u(a)) =0, ry(u(d)) =0,

kde ry je ni-slozkova, ry je no-slozkové vektorova funkce n proménnych (r;: R" — R",
ro: R" — R"2), ny 4+ ng = n, fikdme, Ze okrajové podminky jsou separované.
V linearnim pfipadé maji separované okrajové podminky tvar

Clu(a) = Cy, Cgu(b) = Co,

pricemz C; je matice typu ni X n, Cs matice typu ne X n, n1 +ns =n ac;, i = 1,2 jsou
n;-slozkové vektory.

Pokud jde o diferencialni rovnice vyssich fadd, je znamo, ze je lze zavedenim novych
funkci pfevést na soustavy rovnic prvniho fadu. Protoze vSak predevsim rovnice druhého
radu se v praxi casto vyskytuji, vénujeme jim zvlastni pozornost.
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Obecna dvoubodovad okrajovd uloha pro rovnici druhého rddu méa tvar

(1.2.8) u' = f(x,u,u), € (a,_b)o,

r(u(a),u'(a), u(b),u' (b))

kde f: R® = R, r: R?xR? — R?. V rovnici (1.2.8) je explicitné vyjadiena druh4 derivace
u”.
Casto se setkame také s linedrnimi diferenciadlnimi rovnicemi druhého ¥adu tvaru

ar(z)u” + az(z)u’ + as(x)u = g(x),

kde ay, as, ag a g jsou dané realné funkce. Tyto rovnice nejsou rozieseny vzhledem k v,
Znacnou pozornost budeme v tomto sesité vénovat numerickému feseni okrajovych tloh
pro linearni diferencialni rovnice druhého tadu v tzv. samoadjungovaném tvaru

~(p(@)y') + g(w)u = (@),

kde p, q, f jsou dané realné funkce. Divodem pro to je skutecnost, ze v tomto tvaru je
pfirozené matematicky zapisovat nékteré zakladni fyzikalni principy (zdkony zachovani,
podminky rovnovahy atd.) nebo jejich disledky.

Dulezitym specidlnim piipadem okrajové tlohy (1.2.8) je tloha

u' = f(z,u), x€(a,b),

(1.2.9) u(a) = c1, u(b) = cy

s pravou stranou rovnice nezavislou na v’ a se separovanymi linedrnimi okrajovymi
podminkami.

1.2.4. Standardni okrajova uloha. V této kapitole budeme standardni okra-
jovou ulohou nazyvat linearni okrajovou tlohu pro diferencialni rovnici

(1.2.10) —(p(x)d) + q(z)u = f(x), = e(0,1),

s okrajovymi podminkami

(1.2.11) agu(0) — Bop(0)u'(0) = go,

kde p # 0%, ¢, f jsou dané funkce, go, g1 dané konstanty a aq, Bo, a1, f1 jsou dané
konstanty takové, ze plati |ag| + |Go| # 0, |a1| + B1| # 0.

*) Oznagenim p Z 0 zde i v dalsim myslime funkci, kterd neni na uvazovaném intervalu (zde (0,1))
identicky rovna nule.
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Specialnimi pfipady podminek (1.2.11) jsou okrajové podminky

a)  u(0)=go, u(l)=g,
b) = p(0)u'(0) = go, p(L)u'(1) = g1,
c) aou(0) — p(0)u’(0) = go,
oru(l) +p(L)u'(1) = g1, 00 #0, o1 #0.

(1.2.12)

Okrajovym podminkdm (1.2.12a) se ¥ik& Dirichletovy podminky; (1.2.12b) jsou Neu-
mannovy, (1.2.12c) Newtonovy podminky. Mezi standardni okrajové ulohy zahrnujeme
i takové, v nichz na jednom konci intervalu (0,1) je kladena podminka jednoho z uve-
denych tii typt a na druhém konci podminka jiného typu. To, Ze standardni okrajové
ulohy vySetfujeme na intervalu (0, 1), neni jisté na Gjmu obecnosti, nebot obecny interval
(a,b) lze linearni substituci x = (§ —a)/(b—a), £ € {(a,b), na interval (0, 1) prevést.

1.2.5. Klasické fesSeni okrajové tulohy. Funkci u = u(x), = € (a,b), nazyvame
klasickym tesenim obecné dvoubodové okrajové tulohy (1.2.4), mé-li tyto vlastnosti:

(i) je spojitd na intervalu (a,b) a vyhovuje rovnici u’ = f(z,u) v kazdém bodé
x € (a,b), tj. pro vSechna z € (a,b) existuje koneéna derivace u’(z) a plati

u'(z) = f(z, u(z));

(i) spliiuje okrajové podminky, tj. r(u(a),u(b)) = 0.

Hladkost klasického feSeni u zavisi na hladkosti pravé strany f. Ma-li f spojité
parcidlni derivace az do fadu k = 0 (podle vSech n + 1 proménnych), pak u mé na (a, b)
spojité derivace az do fddu k+ 1. Termin k 1l a s i c k é Teseni se zde uziva proto, aby se
definovany pojem odlisil od pojmu feSeni okrajovych tloh v obecnéjsim smyslu, o kterém
jsme se jiz zminili v odst. 1.1.3. Nebude-li hrozit nedorozumeéni, budeme slovo , klasické“
vynechavat.

U standardni okrajové ulohy (1.2.10), (1.2.11) definujeme klasické reseni jako funkci
u=u(x), x € (0,1), kterd ma tyto vlastnosti:

(i) u a pu’ jsou spojité na (0, 1),

(i) w vyhovuje rovnici (1.2.10) v kazdém bodé z € (0,1),

(iii) w spliiuje okrajové podminky (1.2.11).

Hladkost klasického feseni standardni alohy zavisi na hladkosti funkci p, ¢ a f vystu-
pujicich v rovnici (1.2.10). Postacujici podminky existence klasického feSeni standardni
okrajové tlohy uvadi nésledujici véta, ktera plyne z vysledku obsazenych v [25].

1.2.6. Véta. Budiz dana okrajova tuloha (1.2.10), (1.2.11) a predpokladejme, zZe

funkce p je na intervalu (0, 1) spojité diferencovatelna, funkce q a f jsou na (0, 1) spojité
a ze pro vSechna x € (0,1) plati

(1.2.13) p(z) >0, g¢(x)=0.



Okrajové podminky (1.2.11) necht jsou takové, ze

ap20, a1 20, =20, (20,

(1.2.14)
ag+ 6o >0, a1+ 3 >0.
a) Necht q(x) # 0. Pak existuje pravé jedno resSeni okrajové ilohy (1.2.10), (1.2.11).
b) Necht q(x) = 0 a necht alespori jedna z konstant ag, oy je nenulova. Pak existuje
pravé jedno FeSeni okrajové ulohy (1.2.10), (1.2.11).
c¢) Necht q(x) =0, ag = a3 = 0. Pak k tomu, aby existovalo Feseni okrajové ulohy

—(p(x)’) = f(z), —Bop(0)u'(0) = go, Bup(L)u/(1) = g1,

je nutné a staci, aby platilo

1
(1.2.15) /O fla)de + % + % = 0.

Kazda dvé takova reseni se pritom od sebe lisi aditivni konstantou.

1.2.7. Poznamka. K tomu, aby standardni okrajova tloha byla jednozna¢né fe-
sitelnd, neni nut né, aby spliiovala predpoklady véty 1.2.6. Klasické feseni okrajové
ulohy (1.2.10), (1.2.11) ve smyslu odst. 1.2.5 mize existovat napi. i tehdy, je-li funkce p
v nékterych bodech intervalu (0, 1) nespojitd. Fyzikalné to zpravidla odpovida situaci,
kdy prosttedi charakterizované funkci p se sklada z riznych materiali. Body nespojitosti
funkce p pak odpovidaji rozhranim mezi jednotlivymi materidly. Podminkam spojitosti
funkci u a pu’ (z definice klasického FeSeni) v bodech téchto rozhrani se fika prechodové
podminky.

Jestlize zp € (0,1) je takovym bodem rozhrani, maji tedy uvazované prechodové
podminky tvar

(1.2.16) u(zp—) = u(zp+),
(1.2.17) pzp—)u'(rp—) = p(zp+)u'(zp+),

kde symboly F(xp—) a F(zp+) oznacuji jednostranné limity funkce F' v bodé xp zleva
a zprava.

1.2.8. Priklad. Uvazujme standardni okrajovou ulohu
(1.2.18) —(p(x)v') =1, u(0) =u(1) =0,

kde

{1 prox€<0,%),

2 prozx € <%,1>.
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Integraci rovnice (1.2.18) dostaneme postupné

{—x—i—A pr0x€<0,%),

—32+C proze (3,1),

1
{—§w2—|—Ax+B pro z € (0,
u(z) =

N[

)

—32>+Cz+ D proz e (3,1),

kde A, B, C', D jsou integracni konstanty.
Z okrajovych podminek dostavame pro A, B, C', D dvé rovnice

1
B=0, —+C+D=0.

Aby byly splnény prechodové podminky v bodé x = %, musi dale platit

1 1 1 1
2+ -A+B=—-—+-C+D
gttt 6 " aC T
1 1
-4+ A=-Z+2C.
3" 3"

Odtud nakonec dostaneme

L (52 — 622 ro T 1
(1.2.19) u(x) = { 13 (57 — 6) pro.z € (0,3),

2 (1 + 5z — 62?) proz € (3,1).

Je vidét, ze pro x € (0,1) plati p(z)u/(z) = —z + 3 a rovnice (1.2.18) je tedy skute¢né
splnéna v kazdém bodé x € (0,1).

1.2.9. Jiné okrajové tulohy. V odst. 1.2.4 jsme zavedli termin ,standardni
okrajova uloha“ pro tlohy s jistym specialnim tvarem diferencialni rovnice druhého fadu
a jemu odpovidajicim specidlnim tvarem okrajovych podminek. V dalsim textu se ale
budeme zabyvat také numerickym fesenim okrajovych tloh pro rovnice druhého fadu,
které ke standardnim tulohéam nepatri. Pijde tu napt. o okrajové ulohy pro diferencialni
rovnici

(1.2.20) —(p(a:)u’)/ +v(2)u + q(x)u = f(z),
kde v je nenulova omezena funkce. S touto rovnici se setkame napft. v odst. 3.4.
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1.3. Cviceni

1.3.1  Rozepiste dlohu (1.2.1), (1.2.2) pro n = 3 do slozek. [Navod: Polozte u =
= [u1,u2,u3]T, n = [n1,m2,m3]7 a uzijte oznaceni z odst. 1.2.1.]

1.3.2.  Rozepiste okrajovou ulohu (1.2.4) pro n = 2 do slozek.[Navod: Po-
lozte u = [ug, us]?, r(v,w) = [rl(vl,vz,wl,wg),rg(vl,vg,wl,wg)]T. Vysledek: u} =
= fi(z,u1,u2), uh = fa(z,u1,us). Okrajové podminky jsou r2(ui(a), us(a), ui(b),
uz(b)) =0, ra(u1(a), uz(a), u1(b), uz(b)) =0.]

1.3.3.  Zapiste okrajovou tlohu v} = sinwuy +sinug + 22, uh = ugug, ug (0)uz(1) =
= 1, cosuz(1) = 0 ve vektorovém tvaru (1.2.4). [Je n = 2, u = [ug,us]?, f(z,u) =
= [sinuy + sinug + 22, uruz|?, r(v,w) = [viws — 1, cos ws] 7]

1.3.4.  Okrajovou tlohu —(p(x)u’)/ + q(z)u = f(x), p(0)u'(0) = go, or1u(l) +
+ p(1)u/(1) = g1 prepiste jako okrajovou tlohu pro soustavu rovnic 1. fadu a vyjadiete
maticovym zapisem. Co musite pfedpoklddat o funkci p? [Navod: Volte u; = u, ug = pu’.
Je tfeba piedpokladat, ze p(z) # 0, z € (0,1).]

1.3.5.  Okrajovou tlohu v’ = f(z,u,u’), r(u(a), v (a),u(d),u'(b)) = 0 prevedte
na okrajovou ulohu pro soustavu rovnic 1. fadu. [Néavod: Polozte u; = u, us = u’.

Vysledek: u) = ug, ub = f(x,uy,us), T(U1(a),UQ(CL),Ul(b),UQ(b)) =0.]

1.3.6. Obdobné jako v prikl. 1.2.8 se pokuste stanovit klasické reseni okrajové
ulohy —u” = f(z), u(0) = u(1) = 0, kde

{2 pr0x€<0,%>,

fla) = —2 prox € <%, 1>.

[Navod: Pouzijte prechodové podminky u(3—) = u(3+), v/(3—) = v/'(3+). Vysledek:
Uloha nema klasické feseni. Zobecnéné feseni, které nespliiuje diferencialni rovnici v bodé
T = %, je dé{lo vzorci u(r) = —x? + %x, x € <0, %), u(x) = 2% — %x + %, x € <%,1>.

V bodé z = 5 nema v druhou derivaci].

1.3.7. Formulujte obdobu standardni okrajové tlohy (1.2.10), (1.2.11) na obec-
ném intervalu (a, b) a provedte jeji pfevod na interval (0, 1).
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2. ResSeni okrajovych tloh pievodem
na ulohy pocatecni

2.1. Numerické metody reseni okrajovych uloh Jak jsme jiz na-
znacili v ¢l. 1, je teorie okrajovych tloh pro obycejné diferencialni rovnice komplikova-
néjsi a méné ucelena nez teorie pocatecnich tloh. Tato situace se obrazi i v numerickych
metodach pro feseni okrajovych tloh, kde se nedaii vytvafet tak univerzalni metody
a algoritmy jako u tuloh s poc¢atecnimi podminkami.

ReSenim pocateénich tloh pro obyécejné diferencidlni rovnice se dosti detailné za-
byvé kniha [37]. Jak lze studiem piislusné kapitoly této knihy zjistit, existuje celd fada
osvédcenych metod pro numerické reseni pocatecnich tloh a jejich teorie i vypocetni
praxe jsou v soucasné dobé ve velmi uspokojivém stavu (viz napf. [2], [16], [49], [55]).
Bézné pouzivané numerické metody pro feseni pocatecnich tiloh maji spolecné to, ze se
postupné hledaji hodnoty priblizného feseni pro posloupnost hodnot nezavisle proménné
xg, T1, T2, ..., piifemz xg je bod, v némz jsou zadany pocateéni podminky (zg = & pro
ulohu (1.2.1), (1.2.2)). Numerické feseni poc¢atecnich uloh pak vlastné spoc¢iva v opako-
vaném vypoctu hodnot piiblizného feseni z vice ¢i méné komplikovanych rekurentnich
vztaht.

U okrajovych tloh je situace zcela jina. Podivejme se napt. na pomérné jednoduchou
ulohu (1.2.9). Je zfejmé, ze samotnou okrajovou podminkou v bodé =z = a (¢éi z = b)
neni jesté reseni tilohy jednoznac¢né urceno. Informace, kterou na zakladé formulace tilohy
mame v bodé z = a k dispozici, proto také nestaci k tomu, abychom hodnoty ptiblizného
fesSeni mohli pocitat postupné krok po kroku tak, jak je to mozné pri numerickém feseni
uloh pocatecnich. Abychom mohli numericky fesit okrajové tlohy, je tudiz tieba bud
najit zptisob, jak urcit chybéjici pocatecni podminky v nékterém z koncovych bodu
intervalu (a,b) (a ulohu tak pfevést na tlohu pocatecni), nebo pouzit metody jiného
typu nez u pocatec¢nich uloh. Tyto metody ve své konecné fazi vedou zpravidla na feseni
soustav linearnich ¢i nelinearnich algebraickych rovnic.

Numerické metody pro feseni okrajovych tiloh pro obycejné diferencidlni rovnice lze
v zasadé rozdélit do ¢ty skupin:

1. Metody prevadéjici okrajové tllohy na tlohy pocatecni.

2. Diferen¢ni metody.

3. Varia¢ni metody neboli metody Galerkinova typu.

4. Jiné metody, jako je napf. kolokac¢ni metoda, metoda kvazilinearizace atd.

V tomto ¢lanku se nadale budeme zabyvat metodami pfevodu okrajovych tloh
na ulohy pocatec¢ni. Predpokladame pritom, ze ¢tenar je alespon rdmcové obeznamen
s problematikou numerického reseni pocatecnich tloh a feseni tlohy s pocatec¢nimi pod-
minkami pokladame za elementarni operaci. Nebudeme zde proto konkrétné popisovat
numerické metody, jimiz se fesi pocatecni ulohy tvorici ¢asti algoritmii pro feSeni tloh
okrajovych.
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Metodam druhé a tteti skupiny jsou vénovany ¢l. 3 az 5 této kapitoly. O dalsich
numerickych metodéach pro feseni okrajovych tloh pro obycejné diferencialni rovnice se
1ze poucit rovnéz v [11], [30], [55].

2.2. Metoda strelby Klasickou metodou zalozenou na prevodu fegeni okra-
jové ulohy na posloupnost tloh pocatecnich je metoda stfelby. Jeji zakladni mysSlenka
je velice jednoducha a popiSeme ji nejprve na prikladé okrajové tlohy pro jednu
diferencialni rovnici druhého f4&adu se separovanymi okrajovymi
podminkami.

2.2.1. Princip metody strelby. Méjme okrajovou tlohu

(2.2.1) v = f(z,u,u’), =z € (a,b),
r1(u(a),v/(a)) =0,
(2.2.2) o (u(8), 4/ (5)) — 0.

kde f = f(z,y,2), 11 = r1(y, 2), r2 = r2(y, z) jsou dané spojité funkce. Pfedpokladejme,
ze tloha (2.2.1), (2.2.2) méa feSeni a ze funkce f je dostatecné hladki, takze jsou na
(a,b) jednozna¢né feSitelné pocatecni tlohy pro rovnici (2.2.1) s libovolné zadanymi
pocatec¢nimi podminkami v bodé x = a, tj. ilohy s podminkami

(2.2.3) u(@) =n, u'(a)=p,

pro libovolné zadané hodnoty n a p.

Nasim cilem je stanovit hodnoty 1 a u tak, aby feSeni pocateéni ulohy (2.2.1),
(2.2.3) bylo zéroven hledanym fesenim okrajové tlohy (2.2.1), (2.2.2). Jakmile takovéa
1 a p ur¢ime, mizeme pak priblizné reseni dané o kr a j o v é tlohy vypocitat pomoci
nékteré numerické metody pro feSeni po c¢atecnich dloh.

Hledané hodnoty 1 a p musi v prvé fadé spliiovat okrajovou podminku (2.2.2) pro
T = a, tj. musi pro né platit

(2.2.4) r1(n, n) = 0.

Abychom toho dosahli, zvolime pevné jednu z nich a druhou z rovnice (2.2.4) vypocitame,
a to bud exaktné (je-li to proveditelné) nebo nékterou numerickou metodou pro feseni
algebraickych rovnic (viz napt. [24], [35]).

Je-li tedy leva okrajovd podminka napf. tvaru u(a) — u'(a) =5 (tj. r1(y,2) =y —
— z — 5), zvolime tfeba néjakou hodnotu n v podmince u(a) = n a pak jiz z okrajové
podminky vypocitdme u'(a) = u(a) —5 = n — 5 a polozime p = n — 5. Tim zaruc¢ime,
ze n a p splnuji okrajovou podminku v bodé x = a. Je-li v bodé © = a zadéna napr.
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okrajova podminka u(a) = 1(r1(y, 2) = y — 1 a nezavisi tedy na druhé proménné z), je
ptirozené volit u'(a) = p libovolné a klast n = 1, takze opét plati (2.2.4).

ProtoZe v obecném zapisu vystupuji v (2.2.4) obé hodnoty 1 a p, budeme v dalsim
vykladu pro konkrétnost predpokladat, zZe splnéni levé okrajové podminky zajistime
tak, ze hodnotupu volime libovolné an stanovime pro kazdé zvolené p
vyFeSenim rovnice (2.2.4).

Re$me nyni pocateéni tlohu (2.2.1), (2.2.3) s takto ziskanymi hodnotami 1 a u
v pocatecnich podminkach, kde tedy n zavisi na p prostfednictvim (2.2.4). Podle nasich
predpokladi m4 tato pocéate¢ni tloha pro kazdou hodnotu pu, kterou zvolime, na (a,b)
feSeni, a to jediné. Protoze toto TeSeni zavisi na tom, jakou hodnotu p jsme zvolili,
oznac¢ime je u(x; p). Funkce u(x; p) tedy spliiuje diferencialni rovnici (2.2.1) a okrajovou
podminku (2.2.2) pro z = a. Spliiuje ovSem také pocateéni podminky (2.2.3), kde 7
a p jsou vazany vztahem (2.2.4), a jeji hodnoty na (a,b) lze proto (pfiblizné) stanovit
nékterou numerickou metodou pro feseni pocatecnich tloh.

Pokud pfi nasi volbé hodnoty p spliiuje funkce u(x;p) také druhou z okrajovych
podminek (2.2.2), tj. pokud plati

(2.2.5) ra (u(bs ), ' (bs ) = 0,

je u(x; p) ziejmé hledanym FeSenim dané okrajové tlohy. Pfi ndhodné volbé hodnoty u
vSak funkce u(z; 1) obecné okrajovou podminku v bodé = = b splilovat nebude.

Budeme-li systematicky ménit p a popsany postup opakovat, ziskame tak jednopa-
rametricky soubor {u(z; )} feSeni poc¢atecnich tloh pro rovnici (2.2.1) takovy, Ze tato
FeSeni vesmés spliiuji levou okrajovou podminku (2.2.2). Nasim cilem vlastné je vybrat
z tohoto souboru funkci tu, ktera splnuje rovnéz pravou okrajovou podminku. To se da
provést rtiznymi zpisoby.

Jedna z moznosti spo¢iva v tom, ze budto ndhodné, nebo podle uréitého systému
volime hodnoty  tak dlouho, aZ pro néjaké dvé hodnoty 1*~1 a (%) budou odpovidajici
funkéni hodnoty funkce r5 na levé strané (2.2.5) mit opa¢né znaménka. Pouzijeme-1i nyni
pro nazornost délostieleckou terminologii a divame se na p jako na smérnici ,,vystielu®
smérujiciho od bodu z = a k bodu z = b, znamené to, ze jsme cil, tj. hodnotu ro =
= 0, ,zaramovali“ a mizeme ve ,strelbé“ pokracovat a snazit se jej ,,zasdhnout®, tj.
splnit podminku (2.2.5). Protoze z teorie diferencialnich rovnic plyne ([32]), Ze za nasich
predpokladi jsou u(z; ) a v’ (z; 1) spojité funkce p, zavisi levé strana (2.2.5) na p rovnéz
spojité a hledana hodnota p tudiz nutné lezi mezi p*~1) a ). Nazev metoda stielby
ziskal popsany postup pravé diky uvedené nazorné predstave.

Pro pfipad Dirichletovych okrajovych podminek u(a) = 0, u(b) = 0 (kdy tedy
r1(y,z) =y, r2(y, z) = y) je celd situace znazornéna na obr. 1. Na obrazku je oznaceno
u®) = y(z; u®), rék) = ro(u(b; u™), u' (b; u*))) a podobné pro k — 1.
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Obr. 1. Metoda stfelby pro Dirichletovu tlohu s okrajovymi
podminkami u(a) = 0,u(b) = 0.

Z toho, co jsme dosud fekli, je ziejmé, ze metoda stielby vlastné prevadi kol resit
okrajovou tlohu (2.2.1), (2.2.2) na feSeni (obecné nelinearni) rovnice

(2.2.6) F(u) =0,
kde funkce F' je dana vztahem
(2.2.7) F(p) = r2(u(b; p), u'(b; p)).

Kazdou hodnotu F(u) funkce F' pfitom muzeme vypocitat vyfesenim jedné pocatecéni
ulohy tvaru (2.2.1), (2.2.3). Po vyfeSeni rovnice (2.2.6) (vyjimec¢né analyticky, zpravidla
vhodnou numerickou metodou) ziskdme funkci u(x; 1), kterd je feSenim okrajové tlohy
(2.2.1), (2.2.2).

K numerickému feSeni rovnice (2.2.6) 1ze pouzit rizné metody itera¢niho charakteru
uréené k feseni nelinedrnich algebraickych rovnic (viz [24], [35]). Tak napi. pro p(F—1)
a u® takové, ze F(p*~1) a F(u®) maji opaéna znaménka, ziskime metodou
puleni intervalu (bisekce) jako novou aproximaci kofene p rovnice (2.2.6) ¢islo

(2.2.8) D) = L) 4y (k=1)y
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Metoda regula falsi nam da

F(u®)
Y Gy ) ¢

Jak plyne z vét o zavislosti feSeni pocate¢nich tloh na parametru ([32]), bude pfi
dostatecné hladkosti funkci f, r1, ro mit funkce F' spojitou derivaci podle u. K feSeni
rovnice F(u) = 0 lze tudiz pouziti Newtonovu metodu, tj. pocitat puk+1)
iterac¢né podle vzorce

(k) _

(2.2.9) p ) = (k=1)),

1L

F(u™)

F/(p®))°

Hodnota F(u(®)) se zde uréi stejné jako v piedchozich dvou piipadech, navic je ale t¥eba
stanovit F”(pu(*)).

Hodnotu derivace F’(u(*®)) lze ziskat vyfeSenim dalsi pomocné pocateéni tlohy,
kterd ma vsSak pomérné slozity tvar, coz vede ke zvySeni pracnosti celého algoritmu
(podrobnosti viz [14], [49], [55]). Obvykle se proto F”(u*)) ve vzorci (2.2.10) aproximuje
diferen¢nim podilem

(2.2.10) pD) = k)

F(u™ + hy) = F(u®)
h '

Vznika zde tak navic problém volby vhodného hy, ([30], [49]). Volime-li totiz pFirustek hy,
pilis velky, dostavame Spatnou aproximaci derivace F’(u(%)) a konvergence itera¢niho
procesu (2.2.10) se vyrazné zpomali. Zvolime-li naopak hy, ptili§ malé (vzhledem k poctu
desetinnych mist v hodnotach funkce F'), budou v ¢itateli vzorce (2.2.11) vystupovat
skoro stejna ¢isla a pri vypoctu diferencniho podilu dojde k velké ztraté platnych ¢islic,
a tudiz opét ke $patné aproximaci F'(u(®)) (viz téz [37]). Je tedy mozné ucinit piedeviim
ten zavér, ze pro uvazovanou modifikaci Newtonovy metody je nezbytné tieba pocitat
hodnoty funkce F' (tj. Fesit prislusné pocateéni tlohy) s co nejvétsi presnosti. Dluzno
poznamenat, Ze existujici programy pro feseni pocatecnich tloh to za inosnou cenu
dovoluji. Jako hrubé orienta¢ni voditko pro volbu hy lze (pfi plk) £ 0) brat hy =~
~ 107t/24(®) kde t je pocet dekadickych ¢éislic, na néz provadime vipoéet hodnot funkce
F'. Pro metodu bisekce ¢i regula falsi naproti tomu alespon na zac¢atku itera¢niho procesu
neni presnost vypoc¢tu hodnot funkce F' tak kriticka.

Dalsim problémem je volba poéateéniho p¥iblizeni (%) (p¥ip. 1© a 1M pro iteraéni
metody typu (2.2.8) a (2.2.9)) a otazka konvergence pouzité itera¢ni metody. Je zndmo
[24], Ze pokud pocéteéni pFiblizeni 19 neni dostateéné blizko hledaného kofene funkce F,
mize Newtonova metoda divergovat. Konvergence metody regula falsi ¢i metody bisekce
je zaru¢ena pouze pii poc¢atecnich piiblizenich p(®) a (M takovych, ze F(u(®)F(uM) <
< 0. Tyto problémy vedly ke zkouméani variant Newtonovy metody, jez maji jisté globalni
konvergen¢ni vlastnosti (viz odst. 2.2.5 a [35]). Podrobny rozbor problematiky metody
stielby s fadou praktickych pokynt pro jeji realizaci 1ze nalézt v [30], [42] a [49].

U linearnich okrajovych tloh ztraci metoda strelby itera¢ni charakter. Metodou
stfelby pro linearni tlohy se budeme zabyvat v odst. 2.2.7.

(2.2.11) F' (™) ~
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2.2.2. Algoritmus metody strelby. Shrneme vysledky odst. 2.2.1. a stru¢né
popiSeme algoritmus metody stfelby pro feseni okrajové tlohy (2.2.1), (2.2.2). K FeSeni
rovnice (2.2.6) pouZijeme modifikovanou Newtonovu metodu (2.2.10) s aproximaci de-
rivace podle (2.2.11). Volime hy, = 107%/24*) | kde t je poéet dekadick§ch ¢islic, na néz
provadime vypocet hodnot funkce F' z (2.2.6), pfipadné jiné ¢islo zadané uzivatelem
algoritmu. Hodnoty funkce F' ziskdvame fesenim pocatecnich tloh pro rovnici druhého
fadu (2.2.1). Tyto tlohy miZeme Fesit napt. tak, Ze rovnici pfepiSeme na soustavu dvou
rovnic prvniho fddu a pouzijeme nékterou z metod popsanych v [37]. I zde predpoklé-
ddme, Ze v bodé x = a volime v'(a) (= ©) a hodnotu n v pocateéni podmince u(a) = n
stanovime tak, Ze pro zvolené p vyfesime algebraickou rovnici (2.2.4). Pokud by to ne-
bylo mozné (napi. je-li v bodé z = a zaddna okrajovd podminka u'(a) = ¢, kde ¢ je
néjaké dané ¢islo), je tfeba algoritmus vhodnym zptisobem modifikovat (cviceni 2.4.2).

Krok 1. Zvolime poc¢ate¢ni piiblizeni ;(0) a stanovime n(?) z rovnice 1 (n(®, u(9)) =
= 0. Polozime k = 0.

Krok 2. Na intervalu (a, b) vyfesime pocate¢ni tlohu

v = f(z,u,u’), x€(a,b),

u(@) =n™,  W(a) = p®.

(2.2.12)
Polozime F(u®) = ro(u(b; p®), v/ (b; u®))). Pokud |F(u®))| < € (tolerance zadana
uzivatelem), povazujeme wu(x;u(®)) za pfiblizné feseni ulohy (2.2.1), (2.2.2) na (a,b)
a algoritmus konc¢i. V opacném pripadé pokracujeme dalsim krokem.

Krok 3. Polozime f*) = p® 4 107t/24®) (pii u*) = 0 je nutna jina volba!)
a z rovnice (7%, i(®)) = 0 stanovime 7(*). Na intervalu (a,b) vyfesime pocatecni
ulohu

(2.2.13)

Polozime F(i®) = ry(u(b; a®),u'(b; 2®))). Pokud |F(a®)| < e, algoritmus konéf
a hledanym piibliznym feSenim tlohy (2.2.1), (2.2.2) je u(z; i*)). V opaéném piipadé
pokracujeme dale.

Krok 4. Vypocitame

F(u™)

107120,
F(E®) = Fu®) = F

(2.2.14) pFHD = (k)

Z rovnice 1 (n**tD | (*+1)) = 0 stanovime n**1). Dosadime k + 1 za k a pokracujeme
od kroku 2.
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2.2.3. Piiklad. Re$me metodou stielby okrajovou tlohu

3
(2.2.15) u’ = §u2, z € (0,1),

(2.2.16) w(0) =4, u(l)=1.

V oznaceni odst. 2.2.1 tedy mame f(z,y,z2) = %y2, ri(y,z) =y —4,r2(y,2) =y — 1.

Budeme postupovat stejné jako v odst. 2.2.2 az na to, ze jako iteracni metodu uzi-
jeme metodu regula falsi (2.2.9). Okrajova podminka v bodé x = 0 ndm déva prvni poc¢a-
teéni podminku u(0) = 4, druhou poéatecéni podminku volime libovolné jako u'(0) = p.
Chceme dosahnout toho, aby feseni pocatecni tlohy s témito pocate¢nimi podminkami
u(zx; p) spliiovalo okrajovou podminku v bodé = = 1. Funkce F' z (2.2.7) ma v uvazova-
ném pripadé tvar

(2.2.17) F(u) = u(l;p) — 1.

Integraci po¢atec¢nich tloh pro rovnici (2.2.15) provedeme Eulerovou metodou s kon-
stantnim krokem A ([37]). Nejprve polozime v = u’ a poéate¢ni tilohu pro rovnici (2.2.15)
prevedeme na tlohu pro soustavu rovnic prvniho fadu

3
(2.2.18) u =v, v ==z=u?, xc(0,1),

s pocatecnimi podminkami
(2.2.19) u(0) =4, v(0) = p.
Vzorce Eulerovy metody maji v piipadé ulohy (2.2.18), (2.2.19) tvar

Um—|—l = Um + hvma
(2.2.20) 3
Vel :vm+§hU;, m=0,1,...,M —1,
kde h =1/M, U,, = u(zy,), Vi, = v(Tm) a 2, = mh. Po¢ateéni podminky pro vypocet
podle (2.2.20) jsou Uy = 4, Vi = p (viz (2.2.19)). Pribliznou hodnotu u(1; ) potfebnou
v (2.2.17) vypocitame jako Uyy.

w]n] 0] 1 2 3 4 5

olUn| 4 4 4,96| 6,88]10,3 | 16,5
Vol o] 48] 9,6 | 17,0 | 31,2

0|0 4] 2 0,96 0,16]—0,584] —1,33
V,|-10|-5,2| -4 |-3,72|-3,71

Tab. 1. ReSeni podate¢nich tloh z pfikladu 2.2.3 Eulerovou metodou.
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Protoze jde pouze o instruktivni piiklad, volime hruby krok h = 0,2 (M = 5)
a vypocet provadime na tii platné cifry. Vysledky jsou sestaveny do tab. 1. Nejprve jsme
zvolili p = 0 a v bodé = = 1 vypoditali u(1;0) ~ 16,5, takze F(0) ~ 15,5. Protoze
u(0;1) > 1 (,prestielili jsme*), volime jako druhy pokus mensi u, konkrétné p = —
—10. V bodé = = 1 obdrzime u(1;10) = —1, 33, F(—10) ~ —2.33, takze mizeme pouzit
metodu regula falsi. Podle vzorce (2.2.9) jako novou aproximaci poc¢ateéni hodnoty v(0)
(= 4/(0)) obdrzime ¢islo

-2,33

S T e
H —233-15,5

(—10) = -8, 69.
Dalsi iterac¢ni krok by tedy spoé¢ival v pfiblizném feseni pocateéni tlohy (2.2.18), (2.2.19)
s u = —8,69.

Snadno se ovéii, Ze funkce u(x) = 4/(1 + x)? je piesnym fesenim tlohy (2.2.15),
(2.2.16). Hledana pocateéni podminka pro pfesné fesenijetedy v(0) =u'(0) =
=—-8 Priblizné T esenispocatecni podminkou Vy = —8 vypocitané Eulerovou
metodou (nebo jinou numerickou metodou) nemusi ov§em pravou okrajovou podminku
spliiovat presné. V nasem pfipadé pro Vj = —8 dostaneme Us = 1,38 (cviceni 2.4.3).
Pritom pro Vy = —8, 27 dostavame Us = 1,00. Je tedy vidét, ze pozadavek na presnost
splnéni pravé okrajové podminky je nutno sladit s presnosti pouzité numerické metody
pro integraci pocatec¢nich tloh.

Poznamenejme na zavér, ze okrajova tuloha (2.2.15), (2.2.16) ma jesté jedno fe-

Seni ([49]). Skuteéné, volime-li Vj = —40, dostaneme Us = 2,82, takze na intervalu
(—40, —10) ma funkce F' jesté jeden kofen (cviceni 2.4.4). Pfesné feSeni v tomto piipadé
spliiuje poc¢ateéni podminku u'(0) = —35,858 55. Metodou stielby tedy miizeme fesit

i ilohy, které maji vice feseni.

2.2.4. Metoda stielby pro obecnou okrajovou ulohu. Pfi feSeni obecné
dvoubodové okrajové tlohy pro soustavu n rovnic prvniho fadu

(2.2.21) u' =f(z,u), =z € (a,b),
(2.2.22) r(u(a),u(b)) =0,
kde u = (uy,ug,...,u,)7, f: R"™ — R r: R"xR"™ — R", Ize postupovat obdobné jako

v odst. 2.2.2 (v ptikl. 2.2.3 jsme vlastné FeSenou ulohu stejné upravili na tvar (2.2.21),
(2.2.22)). Zvolime libovolny n-dimenzionalni vektor 1 = [11,72,...,7,|7 a fesime poca-
te¢ni ulohu pro soustavu (2.2.21) s poc¢ateéni podminkou

(2.2.23) u(a) = 1.

Tato tloha ma za znamych predpokladi pravé jedno feseni ([37]), které je funkci (vekto-
rového) parametru 1. Oznacdime je u(x;n) (takze u(a;n) = n). Princip metody stielby
spociva v tom, Ze hledame takové 1 = n*, ze vektorova funkce u(z;n*) splituje okrajové
podminky, tj.

r(u(a;n*),u(b;n*)) = 0.
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Hledame tedy vlastné feseni n* soustavy n obecné nelinearnich rovnic pro n neznamych
N, M2, -+ Tn

(2.2.24) F(n) =0,

kde (viz(2.2.23))

(2.2.25) F(n) = r(n,u(b;m)).

Hodnoty funkce F pocitame jako v odst. 2.2.2 feSenim pocatecnich tloh pro soustavu
(2.2.21).
Jsou-li okrajové podminky separované, tj. tvaru (viz (1.2.7))

ri(u(a)) =0, ra(u(d) =0,

kde ry je ni-slozkova, ro je na-slozkova funkce n proménnych a ni +ny = n, volime vektor
pocatec¢nich podminek n v (2.2.23) specidlnim zptsobem, totiz tak, aby pro néj platilo
r1(n) = 0 a byly tak splnény okrajové podminky v bodé x = a. Funkce F v (2.2.24) bude
nyni tvaru F(n) = ry (u(b; n)), bude mit pouze ns slozek a soustava F(n) = 0, kterou je
tfeba fesit, bude mit méné (totiz no = n — n) rovnic nez v obecném piipadé. Takovym
zpusobem jsme také postupovali v odst. 2.2.2 a 2.2.3.

Reseni soustavy algebraickych rovnic (2.2.24) se provadi nékterou itera¢ni meto-
dou, nejcastéji Newtonovou. Vznika zde tudiz opét otazka volby pocatecniho priblizeni
a konvergence pouzité metody. Tato problematika je pomérné komplikované (viz napf.
[30], [35], [49]).

Newtonova itera¢ni metoda pro Feseni soustavy rovnic (2.2.24) je dana pfedpisem

([24])
(2.2.26) k) = k) _ [F’(n(k))]le(n(k)),

kde F’(n) je Jacobiova matice [0F;/0n;], i,j =1, 2, ..., n. Prakticky se (2.2.26) realizuje
ve tvaru

(2.2.27) [Fm™)] ™D —n®) = —Fm®),

coZ je soustava linearnich algebraick§ch rovnic pro korekci w = n**1) — n(¥) Matice
soustavy je F'(n(®)). Po vypoctu w z (2.2.27) ziskdme nové iteracni ptiblizeni n(++1)
jako n(®) + w.

V jednom kroku Newtonovy metody je tedy zapotfebi vypoéitat hodnotu F(n(*))
(vyfesit jednu pocateéni tilohu (2.2.21), (2.2.23)) a stanovit matici F/(n(®)). Jacobiovu
matici je sice mozné ziskat opét na zakladé vyreseni n pomocnych pocatecnich tloh
([49], [55]), ale cela procedura je do té miry komplikovana, Ze se matice F'(1n) vétsinou
aproximuje pomoci diferenc¢nich podili matici

(2.2.28) AF(m) = [ALF(M),...,A0F(m)],
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kde vektor A;F(n) tvorici j-ty sloupec matice AF(n) je dan rovnici

F e i1 AT M _
(2:2.29) ASF(n) = PO i1y TS ) = F(n).
n;

K uréeni matice AF(m(®)) je tak tfeba vyfesit n po¢ate¢nich tiloh pro soustavu (2.2.21).
Problematika volby prirtstkt An;, j =1, 2, ..., n, je stejnd jako v odst. 2.2.1.

Snaha zdokonalit popsanou metodu tim, Ze se zmensi jeji citlivost na volbu poca-
te¢niho piiblizeni n(°), vedla ke studiu celé fady rtznych variant Newtonovy metody
([30], [35], [49]). Jedna dosti uspésnd modifikace spociva v zavedeni relaxa¢niho para-
metru A\ voleného tak, aby se norma vektoru F(n) na kazdém kroku itera¢niho procesu
zmenSovala. Pfedpis (2.2.26) se tak zméni na

1
(2.2.30) n*HD = — X [0 ®)] T Fm®)

a A (zpravidla < 1) se snazime volit tak, aby platilo [|[F(n®*+1)|| < |[F(n™)||. Protoze
podstatnou ¢ast prace potiebné k vypocétu n¥+1) predstavuje uréeni Jacobiovy matice
(¢i jeji aproximace), postupuje se velmi Casto také tak, ze se pii dostatecné rychlosti
konvergence hodnota F/(n(*)) pouzivé beze zmény v nékolika po sobé jdoucich itera¢nich
krocich, tj. namisto hodnot F/(n+1), F/(n(*+2)) atd.

2.2.5. Algoritmus metody strelby pro obecnou okrajovou tulohu.

V knihovné standardnich matematickych programi NAG se pouziva pfi feSeni okra-
jovych tloh metodou stfelby nasledujici varianta Newtonovy metody [30]:

Krok 1. Zada se po¢ateeni piiblizeni n(® a polozi se k = 0.

Krok 2. Vypocita se (feSenim piislusnych poc¢ateénich tiloh) matice F/(n(®)) nebo
jejil aproximace a Gaussovou elimina¢ni metodou s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku
se provede LU-rozklad této matice [24]. Ziskame tak trojihelnikové matice Ly, Uy a per-
mutacni matici Py, pro néz plati

P.F(n™) = L Uy.
Krok 3. Urc¢ime vektory z a w jako fesSeni rovnic
Liz=—P,Fm™), Uw =z

(Jde v podstaté o zpétny chod Gaussovy eliminace pro feSeni soustavy (2.2.27)).
Krok 4. Proi=1,2,... se vypocita

n, ="+ \w, A=

Jakmile |[F(n,)|| < [[FM™)||, kde ||. || znaéi euklidovskou normu vektoru, polozi se
n* D = 5. a prejde se ke kroku 5.
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Krok 5. Pokud |[n®) —n*+D|| .. < € a zaroven ||[F(n*+Y| < e, v¥podet kondi
a za hledanou poc¢ateéni podminku se bere n = n*+1 . (Pfitom ||. ||max 0znacuje v ab-
solutni hodnoté maximalni slozku vektoru a €1, €3 jsou tolerance zadané uzivatelem
algoritmu.) Pokud tomu tak neni a [|[F(n,)[|? < 0,1 [|[FMm®¥)||?, polozi se Px1 = Py,
Lit1 = Ly, Uk = Uy, k se zvétsi o 1 a prejde se opét ke kroku 3 (dalsi krok Newtonovy
metody s nezménénou Jacobiovou matici). V ostatnich pfipadech se dosadi k + 1 za k
a pokracuje se od kroku 2.

V kroku 4 se mohou projevit problémy s konvergenci. Pii nevhodné vybraném po-
cateénim piiblizeni () se také nemusi podafit vypoéitat vektor w.

2.2.6. Poznamka. Neni obecné zadny duvod k tomu, abychom pocateéni pod-
minky pro ulohy fesené v metodeé stielby zadavali v bodé x = a a pocatecni tlohy tesili
»zleva doprava“. Zcela stejné miizeme pocatecni podminky zadat v bodé x = b ve tvaru
u(b) = 1 a pocatecéni tlohy na intervalu (a, b) Fesit ,,zprava doleva“. Funkce F v rovnici
(2.2.24) pak ovSem bude

(2.2.31) F(m) =r(u(a;m),n)

(viz cviceni 2.4.5). Jsou-li okrajové podminky separované, mtzeme postupovat také
nasledujicim zptisobem. Zvolime uvniti intervalu (a,b) bod x = X a vybereme n-
dimenzionalni vektory n,, n, libovolné, ale tak, aby (viz (1.2.7))

rimy) =0, ra(my)=0.

Pak na intervalu (a, X') fesime ,zleva doprava® pocatecéni ilohu s podminkou u(a) = n,
a na intervalu (X, b) feSime ,zprava doleva“ tlohu s poc¢ateéni podminkou u(b) = ns,.
Dostavame tak feseni u(x;n;), € (a,X) a u(x;ny), x € (X,b). Nasim cilem nyni je
dosahnout toho, aby

(2.2.32) F(n1,m2) = u(X;ny) —u(X;m,) = 0.

Volba bodu X, v némz se formuluje rovnice typu (2.2.24) ¢i (2.2.32), mize byt pro
uspéch metody strelby vyznamna.

2.2.7. Metoda strelby pro linearni okrajové ulohy. V pfipadé linearni okra-
jové ulohy pro soustavu n rovnic prvniho radu

(2.2.33) u' = A(z)u+f(z), =€ (a,b),

(2.2.34) Cu(a) + Du(b) =c,

se obecny algoritmus popsany v odst. 2.2.5 vyrazné zjednodusi a ztraci itera¢ni charakter.
Piedpokladame, ze A(x) je ¢tvercovd matice fadu n, jejiz prvky jsou funkce spojité na

(a,b), a ze f(z) je n-dimenzionalni vektor se spojitymi slozkami. O maticich C a D
predpokladame, ze to jsou ¢tvercové matice fadu n, c je n-slozkovy vektor.
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Pfipomerime nejprve nékteré pojmy z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic. Necht
®d(z) je Gtvercova matice Fadu n, jejiz prvky jsou funkce spojité a diferencovatelné
na {(a,b). Derivace matice ®(x) je pak ¢tvercovd matice ®'(x), jejiz prvky vzniknou
derivovanim odpovidajicich prvka matice ®@(x). Maticovd diferencidlni rovnice

(2.2.35) @' = A(zx)D + F(x),

kde A(x) a F(z) jsou étvercové matice fadu n, pak vlastné predstavuje soustavu n?
diferencialnich rovnic pro prvky matice @ (srov. vektorovy zapis soustavy diferencialnich
rovnic (2.2.33)). Oznacime-li sloupce matice @ jako @1, @2,..., @, a sloupce matice
F(x) jako fi(z),f3(x),...,f.(z), mizeme se na (2.2.35) divat po sloupcich jako na n
soustav n obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

(2.2.36) ¢, = A(@)@; +fi(z), i=12,... n

Podle vét znamych z teorie oby¢ejnych diferencialnich rovnic ([32]) lze feSeni u(z; 1)
soustavy (2.2.33) spliujici poc¢ateéni podminku (2.2.23) neboli u(a;n) = n vyjadiit ve
tvaru

(2.2.37) u(z;n) = ®(x)n + u(zx; 0),

kde u(z;0) je feSeni nehomogenni soustavy (2.2.33) spliiujici homogenni poc¢ateéni pod-
minku u(a;0) = 0 a D (x) je tzv. fundamentdlni matice soustavy diferencidlnich rovnic
(2.2.33). Je to takova matice, kterd je feSenim homogenni maticové diferencialni rovnice

(2.2.38) D' =A(z)P
a spliluje pfitom (maticovou) pocateéni podminku
(2.2.39) D(a) =1,

kde | zna¢i jednotkovou matici. Vztahy (2.2.38), (2.2.39) reprezentuji n linedrnich po-
¢atecnich tloh pro jednotlivé sloupce matice @ a vyfeSenim téchto tloh na (a,b) lze
také matici @ stanovit. Sloupce matice ® jsou tedy tvoreny linedrné nezavislymi fese-
nimi prislusné homogenni soustavy diferencialnich rovnic; pritom -ty sloupec @; splituje
pocateéni podminku @;(a) = e;, kde e; je i-ty sloupec jednotkové matice.

Z (2.2.37) vidime, ze funkce u(x;n) zavisi nyni na parametru 1n linearné. Protoze
i okrajové podminky (2.2.34) jsou linearni, ma v tomto specialnim pfipadé také zavislost
funkce F z (2.2.25) na 1 linearni charakter. Skute¢né, podle (2.2.25), (2.2.34) a (2.2.37)
mame

F(n) = Cu(a;n) + Du(b;m) — ¢
(2.2.40) =Cn+ D[®(b)n +u(b;0)] — c
= [C+ D®(b)|n + Du(b;0) — c.
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Soustava rovnic F(1) = 0 je proto nyni soustavou n linearnich algebraickych rovnic
(2.2.41) [C+D®(b)]n = c— Du(b;0),

z niz muzeme — pokud je matice na levé strané regularni — napt. Gaussovou eliminac¢ni
metodou stanovit pocatecni podminky 1 pro hledané Feseni okrajové tlohy (2.2.33),
(2.2.34). Abychom ziskali matici a pravou stranu soustavy linearnich algebraickych rov-
nic (2.2.41), musime vyfesit n + 1 pocéatecnich tloh pro soustavu linedrnich diferenci-
alnich rovnic (2.2.33) (a ziskat tak matici ®@(b) a vektor u(b;0)). Uchovame-li hodnoty
@D (z) a u(zx;0) ziskané béhem Feseni téchto pocateénich tloh v paméti pocitace, lze pak
hodnoty FeSeni okrajové tlohy (2.2.33), (2.2.34) pocitat ze vzorce (2.2.37).

Linearni okrajové tlohy vsak miizeme fesit také prfimo postupem popsanym v odst.
2.2.4. Da se totiz ukazat [49], Ze v linedrnim piipadé je F'(n) = AF(n) = C+D®(b) a ze
hledané pocatecni podminky dostaneme — alespon teoreticky — presné po provedeni
jednoho kroku Newtonovy metody ¢i metody regula falsi.

Pokud jsou okrajové podminky (2.2.34) separované, lze algoritmus metody déle
zjednodusit (viz [14], [30], [42]).

2.2.8. Priiklad. Na dvou jednoduchych, ale pomérné typickych ptikladech osvét-
lime v odst. 2.2.8 a 2.2.9 algoritmus metody strelby v linedrnim pfipad€ a naznacime
nékteré problémy spojené s numerickou realizaci metody. Tyto problémy maji obecny
charakter a setkdvame se s nimi i pri feSeni nelinearnich tloh. Numerickymi problémy
vznikajicimi pfi realizaci metody stfelby se budeme zabyvat systematic¢téji v odst. 2.2.10.

Postupem popsanym v odst. 2.2.7 budeme nejprve tesit llohu

(2.2.42) W' = —25u, z€(0,5),
(2.2.43) u(0) =1, wu(5)=1.

Danou tlohu pieformulujeme na tlohu tvaru (2.2.33), (2.2.34). Polozime u = (u,v)?,
kde v = u'. Rovnici (2.2.42) tak pfevedeme na soustavu rovnic

(2.2.44) {ﬂlz {_22 H [ﬂ ;2 € (0,5),

a okrajové podminky (2.2.43) zapiSeme jako

(2.2.45) C {7;(0)1 D {u(5)1 _ [11 |

(0) w3) | = |1
kde
(2.2.46) c- [(1) 8} D- [‘1) 8}
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ProtozZe je rovnice (2.2.42) (a soustava (2.2.44)) homogenni, je u(z;0) = 0 a vztah
(2.2.37) pro feSeni soustavy (2.2.44) spliujici poc¢ateéni podminku u(0) = n, kde n =
= (n, )", ma tvar

(2.2.47) [“(‘“’7’“)] = @(z) m .

v(x;n, 1) @

Sloupce fundamentalni matice @ (z) dostaneme feSenim pocéatec¢nich tloh pro sou-
stavu diferencidlnich rovnic (2.2.44) s pocateénimi podminkami u(0) = 1, v(0) = 0
(= ¥/(0)) a u(0) = 0, v(0) =1 (= «/(0)). Diky specidlnimu tvaru soustavy (2.2.44)
(linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty) lze v tomto jednoduchém piikladu @ (x)
stanovit pfesné. Snadno lze ovérit, ze

5

cosbr  isinbx
(2.2.48) D(x) = {—5 sinbr  cosdx } '

Soustava linedrnich algebraickych rovnic (2.2.41) pro hledané poc¢ate¢ni podminky
n, 1 feSené okrajové ulohy mé vzhledem k (2.2.46) tvar

22 ([5 o]+[% o]ew) 1] =[]

neboli

n=1
(2.2.50) 1.
(cos 25)n + £ (sin25)u = 1.

Predpokladejme nyni, Ze jsme k uréeni @ (x) museli pouzit nékterou numerickou metodu
a ze prvky této matice zndme pouze na 3 platné ¢islice. V prvnim radku takto stano-
vené matice @ (5) pak mohou misto presnych hodnot cos25 = 0,99120 a ésin 25 =
= —0,026 470 vystupovat napt. ¢isla 0,991 a —0,0265, takze misto soustavy (2.2.50)
budeme fesit soustavu linearnich rovnic

(2.2.51) n=1
0,991n — 0,0265u = 1.
Reseni soustavy (2.2.51) je n = 1, u = —0, 340.

Ptiblizné feseni okrajové tlohy (2.2.42), (2.2.43) nyni stanovime bud tak, ze nume-
ricky vyfesime pocéate¢ni tlohu pro soustavu diferencidlnich rovnic (2.2.44) s po¢ateénimi
podminkami u(0) = 1, v(0) = —0, 340, nebo (pokud jsme hodnoty @ (z) na intervalu
(0, 5) pouzité pfi numerickém vypocétu matice ®@(5) uchovali v paméti) dosazenim n = 1,
p = —0,340 do vztahu (2.2.47). Za nasich pfedpokladi o vypoc¢itané matici ®(5) nam
tak pro x = 5 vyjde

u(5;1; —0, 340) = 1, 00.
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Dana okrajova tloha byla zamérné volena tak, abychom elementarnimi metodami
mohli stanovit jeji pfesné feseni. Timto feSenim je funkce (ovéite!)

1 —cos2b
2.2.52 = ———— i .
(2.2.52) u(x) = cosbx + i or sin bz

Pfesné Feseni (2.2.52) spliiuje v bodé x = 0 pocateéni podminky
w(0) =1, v(0) = u/(0) = —0,33234

a v bodé z = 5 ovSem okrajovou podminku u(5) = 1. Nami ziskané pfiblizné feSeni
je s témito hodnotami v ramci dané presnosti ve velmi dobré shodé. U této okrajové
ulohy tedy pfi numerické realizaci metody stfelby k zadnym podstatnym problémim
nedochazi.

2.2.9. Piiklad. Re$me metodou st¥elby podobnou okrajovou tlohu

(2.2.53) v’ =25u, x¢€(0,5),
(2.2.54) w(0) =1, u(5)=1

~—

Na&s postup bude zcela stejny jako v prikl. 2.2.8. Nejprve pfevedeme tlohu (2.2.53),
(2.2.54) na okrajovou tlohu pro soustavu dvou rovnic prvniho Fadu, kterd bude opét
tvaru (2.2.44) s tim rozdilem, Ze matice soustavy bude nyni

(2.2.55) A— {2(5’ H

(misto —25 je 25). Okrajové podminky budou zapsany stejné jako v prikl. 2.2.8 pomoci
vztahil (2.2.45), (2.2.46). Pfipomindme jesté, ze klademe v = u’.

Hledame parametry 7, p v poc¢ateénich podminkach u(0) = n, v(0) = u takové, ze
feSeni pocatecni ulohy s témito podminkami je zaroven feSenim dané okrajové ulohy.
I zde je rovnice (2.2.53) homogenni, takze vztah (2.2.47) ztstava v platnosti, zmeéni se
ovSem (diky zméné matice A) fundamentalni matice @ (x). Protoze jde v tomto piipadé
opét o linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, lze @ (z) stanovit presné
a je (ovérte!)

1 e—5x e5m 1 _e—5m e5m
(2.2.56) @ (z) = (e )l ter)
g(_e—5m 4 e5m) %(6—5::: + e5m)

Soustava linearnich algebraickych rovnic pro hledané poc¢ateéni podminky 7, u feSeni
dané okrajové tlohy ma i tentokrat tvar (2.2.49). Dosadime-li sem za @ (5) z (2.2.56),
mame

(2.2.57)



Za stejnych predpokladi jako v prikl. 2.2.8 ndm ale pouzitd numerickd metoda da misto
(2.2.57) soustavu

= ]_,
(2.2.58) " )
3,60.10%) +7,20.10% = 1,
jejiz feSeni v rAmci uvazované presnosti (tj. na 3 platné ¢islice) je n = 1, u = —5, 00.

Podle (2.2.47), kam jsme dosadili vypocitané hodnoty 7, p a na 3 platné ¢islice
stanovenou hodnotu @ (5), nyni mame pro x =5

u(5; 1; —5,00) = 3,60.10'° — 5.7,20.10° = 0,

coz viubec nesouhlasi s okrajovou podminkou u(5) = 1 z (2.2.54). Kdybychom se ziska-

nymi po¢ateénimi podminkami n = 1, u = —5 fesili po¢atecni tlohu u” = 25u, u(0) =7,
u'(0) = p pFesné, bez pouziti néjaké numerické metody, dostaneme FeSeni ve tvaru
(2.2.59) u(z) = e %,

takze u(5) = e~2% = 1,39. 107! a okrajova podminka v bodé x = 5 opét nebude splnéna.
Pfitom ale pfesné feseni okrajové ulohy (2.2.53), (2.2.54) je (ovéite!)

25 —25
e” —1 —5x l1—e 5x

(2.2.60) u(z) = peERp—T e a—— 6_256

a splnuje prakticky tytéz pocatecni podminky, jako jsou ty, které jsme stanovili metodou
stielby. Skuteéné, z (2.2.60) plyne

u(0) =1,

(2261) 10(1 _ e—25)
u'(0) = =5+ S

V bodé z = 5 pro funkci u z (2.2.60) zfejmé plati u(5) = 1.

Porovname-li piesné feseni okrajové tlohy s (2.2.59), zjistime, Ze funkce u z (2.2.60)
a (2.2.59) se v pocatecnich hodnotach prakticky nelisi, kdezto v hodnotach v bodé = =
= 5 ano. Ptiblizné feSeni okrajové tlohy (2.2.53), (2.2.54) ziskané metodou stielby nema
v daném piipadé s pfesnym FeSenim na vétsi ¢asti intervalu (0, 5) nic spoleéného.

I kdyz tedy z teoretického hlediska neni v algoritmu metody stfelby mezi tilohami
z prikl. 2.2.8 a 2.2.9 zadny rozdil, je praktickd realizace metody strelby pro druhou
z téchto tloh znac¢né komplikovana a vyzaduje moznost provadét vypocty na velky pocet
desetinnych mist. Pokud bychom napi. byli schopni vypocitat pocateéni podminku p na
11 mist piesné, tj. u = —5+1,4.107 1% bylo by piesné feseni pocateéni ulohy u” = 25u,
uw(0) = n, v (0) = p tvaru u(x) = (1 —1,4.107 e + 1,4.107 15, V bodé z = 5
bychom pak obdrzeli u(5) = 1,008, coz je jiz pFijatelnéjsi vysledek.

Situace, kterou jsme na prikl. 2.2.9 predvedli, neni pii feSeni okrajovych tiloh meto-
dou stfelby nijak zv1ast vyjimecéna. Metoda stielby je sice jednoduché a v fadé pripadt
uzitecna, cetné okrajové tlohy se vSak soudobou vypocetni technikou takto fesit nedaji
(viz téz [49], [55] a cviceni 2.4.8).

~—5+1,4.1071°,
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2.2.10. Numerické problémy pfi realizaci metody strelby. Pric¢inou jevu,
demonstrovaného v piikl. 2.2.9, je skutecnost, Ze pocate¢ni tlohy pro rovnici (2.2.53)
jsou mnohem hiife podminéné (tj. vice citlivé na zmény dat [24]) neZ tlohy okrajové.

Vratme se k prikl. 2.2.9. Okrajové tloha (2.2.53), (2.2.54) je dobfe podminéné v tom
smyslu, zZe jeji feSeni neni citlivé na malé zmény v zadanych okrajovych podminkéach.
Skutec¢né, uvazme okrajovou tlohu

(2.2.62) w” = 25w, z€(0,5),

(2.2.63) w(0) =146, w(d) =1+ ds.

Rozdil y = w — u FeSeni ulohy (2.2.62), (2.2.63) a feSeni ulohy (2.2.53), (2.2.54) fesi
okrajovou tulohu

(2.2.64) y"' =25y, xz€(0,5),

(2.2.65) y(0) =01, y(5) = da.

Obecny tvar feseni rovnice (2.2.64) je y(z) = Ae™>® + BeS a fesenim okrajové tilohy
(2.2.64), (2.2.65) je funkce

25 —25
. 516 — 52 —5z (52 — (516 5
e25 _ g—25 e25 _ g—25

x

(2.2.66) y(x)

Odtud snadno odhadneme, Ze pro 0 < x < 5 plati

01 — 526_25 ’ )(52 — (516_2

5
1—e50 1—e50 ‘ ~ [01] +102]

(2267  |y@)| = w(@) - u()| £ |

(viz cviceni 2.4.9). Poruchy 41, d2 v okrajovych podminkach (2.2.63) tedy vyvolaji v fe-
Seni dané okrajové tlohy zménu, jejiz velikost nepievysi zhruba éislo |01| + [d2].
U pocatecnich tuloh pro rovnici (2.2.53) je situace zcela jina. Uvazujme tlohu

(2.2.68) W' =25u, z€(0,5),
(2.2.69) uw(0) =n, u(0)=p,

a porusSme pouze druhou z pocatecnich podminek o §, takze misto (2.2.68), (2.2.69)
dostaneme pocatecni llohu

(2.2.70) w” = 25w, x€(0,5),
(2.2.71) w(0)=mn, w(0)=p+0.

Pro rozdil y = w—u feSeni tloh (2.2.68), (2.2.69) a (2.2.70), (2.2.71) nyni mame pocatecni
ulohu

(2.2.72) Yy =25y, =«
(2273) J(0) =0, §(0) =6,



jejiz feseni je (viz cvieni 2.4.10)

(2.2.74) y(z) = %5(&“ ey,

Pro x = 5 odtud méme y(5) = w(5) — u(5) = 7,2.10%; je vidét, Ze vliv poruchy
v poc¢atecéni podmince se na konci intervalu (0, 5) pronikavé zesiluje.

Vsimnéme si navic toho, ze pfi vypoctech s konec¢nou presnosti bude fundamentalni
matice (2.2.56) mit pro x = 5 tvar

(2.2.75) ®(5) ~ [

a diky zaokrouhlovacim chybam bude (témé¥) singularni, i kdyz teorie diferencialnich
rovnic takovou situaci vylu¢uje [32]. Navic mize u podobnych okrajovych tloh pfi vy-
po¢tu @ (x) dochazet k prekroceni ¢iselného rozsahu pocitace (pfeplnéni). Tato situace
je pro nékteré linearni tlohy charakteristickd (viz [30], [42]).

Celkové se pro linedrni tlohy tvaru (2.2.33), (2.2.34) da fici [30], ze pokud
ma matice A(z) pro vSechna x € (a,b) alesponi jedno kladné vlastni ¢islo a poc¢ateéni
ulohy se integruji ve sméru rostouciho z, mize dochazet pri metodé strelby k nestabilité,
ktera znemozni jeji numerickou realizaci. V nékterych pripadech miize problémy vyftesit
vypocet na vyssi pocet platnych ¢islic (uziti dvojndsobné aritmetiky, srov. poznamku na
konci prikl. 2.2.9), popfipadé zména sméru integrace pocatecnich tloh (od bodu x = b
k bodu = = a, viz téZ cvifeni 2.4.5 a 2.4.11). V fadé pfipadi se vSak vyskytnou u feSené
soustavy diferencidlnich rovnic feSeni exponencialniho typu rostouci jak ve sméru vpred
od x = a, tak ve sméru vzad od = = b (srov. ptikl. 2.2.9). Problémy pak nékdy zmirni
postup zaloZeny na (2.2.32).

Iu nelinearnich uloh byva casto presnost vypoc¢tu faktorem rozhodujicim
o proveditelnosti algoritmu metody stielby. V praxi se navic vyskytuji okrajové tlohy
(2.2.21), (2.2.22) s funkei f(z, u) takovou, ze FeSeni u(x; 1) pocéatecni tlohy u’ = f(z, u),
u(a) = 1, je definovano jen v uréitém okoli bodu = = a, jehoz velikost zavisi na konkrétni
volbé 1. Hodnotu u(b; n) vystupujici ve (2.2.25) je pak mozno stanovit jen pii hodnotach
N z jisté mnoziny M, kterd zpravidla neni pfedem znama. P volbé n ¢ M je vSak
algoritmus metody stfelby neproveditelny (projevi se to pfeplnénim p#i vypoctu).

Citlivost feSeni na poruchy ve vypocitanych pocatecnich podminkach lze také po-
suzovat metodou experimentéalnich perturbaci [37], tj. analyzou vlivu ndhodné volenych
poruch o charakteristické velikosti, provadénou opakovanym reSenim pocatecnich tloh
s porusenymi podminkami na pocitaci.

2.2.11. Metoda strelby na vice cilu. Ve snaze odstranit obtiZe spojené s nu-
merickou realizaci metody stielby byla vyvinuta fada jejich variant [42]. Jednou z nich
je metoda strelby na vice cili zvané téz metoda paralelni strelby (Mehrzielmethode, mul-
tipoint shooting method). Zakladni myslenkou tu je snaha zkratit délku intervali, na
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nichz se integruji poc¢atecni tlohy, a tim snizit vliv pfipadné nestability téchto tloh (viz
téz [33] a [37]).

Interval (a,b) se pfi metodé paralelni stfelby rozdéli na N — 1 subintervalii pomoci
bodi a = x1 < 92 < ... < xy = b a dimyslnou iteracni procedurou se soucasn €
stanovi vektory n, K = 1,2,..., N, hodnot feSeni okrajové tlohy (2.2.21), (2.2.22) ve
v § e ¢ h téchto bodech.

Princip celého postupu je vcelku prosty. Oznacime u(x;zk,m;) FeSeni pocateéni
ulohy (k=1,2,...,N —1)

(2.2.76) u' =f(z,u), u(z)=mn,.

Nasi tlohou je stanovit vektory n, tak, by funkce

) < — _
(2.2.77) u(z) = { u(z; xg, Ny) prozy S <y, k=1,2,....N—1,
Ny prox =xn = b,
sestavend z feSeni tloh (2.2.76) pro k = 1,2,..., N —1, byla spojita (a fesila tudiz rovnici

u’ = f(z,u)) a spliiovala okrajové podminky (2.2.22). To vede k soustavé algebraickych
rovnic

u(xk+1;xk7nk)_nk+1:07 k:1727"'7N_17

(2.2.78) (e M) =0

pro neznamé vektory ny,mn,, ..., Ny, kterd se resi iteracné, pricemz se vyuziva jeji spe-
cidlni tvar. Zpravidla se pouzivaji jisté modifikace Newtonovy metody. Hodnoty levé
strany soustavy (2.2.78) se opét ziskavaji integraci pfislusnych pocateénich tloh, tento-
krat se ovSem kazda tloha integruje pouze na odpovidajicim dil¢im intervalu. Soucasti
algoritmii byva také procedura pro vhodnou volbu délicich bodt xy, k =2,3,...,N —1
(tak, aby nevznikaly problémy se stabilitou), a stanoveni dobrého pocéateéniho pfibli-
zeni pro pouzitou iteracni metodu. Podrobny popis metody stfelby na vice cilt a jeji
algoritmické realizace lze nalézt v [30], [49], a [55].

Metoda stielby na vice cilti je typickd metoda pro feseni neline arnich uloh.
Pro linearni okrajové tlohy bychom (pokud nechceme ¢i nemtizeme uzit metodu sttelby)
dali spise pfednost jinym metoddam popsanym v této knize, napf. metodé presunu (odst.
2.3) nebo metodé koneénych diferenci (¢l. 3).

2.3. Metoda presunu okrajové podminky Tato metoda pfevodu
okrajovych tloh na tlohy s pocatecnimi podminkami je urcena predevsim pro feseni
lineadarnich okrajovych tiloh se separovanymipodminkami. Z technickych
dtvodi popiseme metodu presunu pro ponékud specialnéjsi ilohu nez je obecna tloha
tvaru (2.2.33), (2.2.34) se separovanymi podminkami. Budeme totiz pfedpokladat, ze
slozky Teseni dané tulohy lze rozdélit do dvou skupin takovym zplisobem, ze fesena tloha

nabude tvaru
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U/ = Al(I)U + AQ(I)V + fl(ZL‘),

(2.3.1) vV = As(2)u+ Ag(z)v +f(2), = € (a,b),

u(a) + Cyv(a) = cq,

(2.3.2) Cou(b) + C3v(b) = ca.

Pritom u, f; a c; jsou vektory o n; slozkach, v, f a cy jsou vektory o ns slozkach,
ni +ng =n, a Ay, Ay, Az, Ay, C;1, Cy, C3 jsou matice odpovidajicich typi.

Metoda pfesunu okrajové podminky vychazi z nasledujici véty dokézané J. Tauferem
[51].

2.3.1. Véta. Necht jsou vSechny prvky matic A;(x), i = 1,2, 3,4, a slozky vektort
fi(x), fo(xz) lebesgueovsky integrovatelné na intervalu (a,b). Necht existuje absolutné
spojita matice G(x), kterd skoro vSude na intervalu (a, b) vyhovuje maticové diferencialni
rovnici

(233) G = A:G—-GA; +GA3G — A,
a splnuje pocatecni podminku
(2.3.4) G(a) = C;.

Necht déle absolutné spojity vektor g(x) vyhovuje skoro vSude na (a,b) diferencialni
rovnici

a splnuje pocatecni podminku
(2.3.6) g(a) =cy.

Pak kazdé absolutné spojité reseni {u, v} soustavy (2.3.1), které spliiuje levou okra-
jovou podminku (2.3.2) (pro x = a), spliiuje v kazdém bodé x € (a,b) podminku

(2.3.7) u(z) + G(z)v(z) = g(z)
a skoro vsude na (a, b) vyhovuje soustavé diferencidlnich rovnic

(2.3.8) v = (A4 — A3G)V + fy + Asg.

D i k a z véty provadét nebudeme; lze jej pro mnohem obecnéjsi pripad okrajové
ulohy nalézt v [51]. Ovéfime pouze platnost nasledujiciho tvrzeni.
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2.3.2. Véta. Necht na intervalu (a,b) existuji funkce G a g popsané ve vété 2.3.1.
Necht vektory u, v tvoii feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic

u+ G(b)v = g(b),

2.3.9
( ) Cou + C3v

Co.

Necht v je na intervalu (a,b) FeSenim rovnice (2.3.8) s pocatecni podminkou v(b) = v
zadanou v bodé x = b. Pak je dvojice funkci

(2.3.10) {u(z) = g(x) — G(z)v(x),v(z)}
feSenim okrajové ulohy (2.3.1), (2.3.2).

D 1 k a z. Skutec¢né, pro x = a podle (2.3.7), (2.3.4) a (2.3.6) plati u(a)+Cyv(a)
= c;. Splnéni okrajové podminky v bodé = = b plyne ihned z toho, Ze vektory u(b) =
a v(b) = Vv jsou Fesenim soustavy (2.3.9). Dosadime-li do (2.3.8) z (2.3.10) za g — Gv =
obdrzime

u
u7

V/ = Ag(g — GV) + A4V + f2 = A3U + A4V + f2,
coz je druhé z rovnic (2.3.1). Kone¢né mame podle (2.3.10), (2.3.3) a (2.3.5)*)

U/ = g/ — G/V — GV/ = (Al + GAg)g + fl + Gfg — (AlG — GA4+
+ GAgG — A2)V — G(A4 — A3G)V — Gf2 — GA3g =
= Al(g — GV) + A2V + fl = A1u + AQV —+ fl,

coz je prvni z rovnic (2.3.1).

2.3.3. Presun okrajovych podminek. Smysl véty 2.3.1 spociva tedy v tom,
ze nam dovoluje tvrdit, ze spliiuje-li dand dvojice vektorovych funkei {u,v} soustavu
diferencialnich rovnic (2.3.1) a prvni z okrajovych podminek (2.3.2), pak u a v spliuji
podminku téhoz typu, totiz (2.3.7), v kazdém bodé x € (a,b). Na podminku (2.3.7) se
tudiz lze divat jako na prvni okrajovou podminku (2.3.2) pfesunutou do bodu z.

To je diavod, pro¢ se metoda feSeni okrajovych tloh zalozena na vété 2.3.2 nazyva
metoda presunu okrajoveé podminky. Poznamenejme, ze koeficienty v presunuté podmince
dostavame fesenim tuloh s pocatec¢nimi podminkami.

Vsimnéme si jesté toho, Ze prendsobime-li podminku (2.3.7) v kazdém bodé = €
€ (a, b) regularni matici K(z), dostaneme ekvivalentni podminku tvaru Ku + G;v = g;.
Neni proto nutné hledat koeficienty v presunuté podmince pravé tak, aby K =1, ma to
vSak vyznam z hlediska dobrych numerickych vlastnosti vysledného algoritmu. Pfesunu
okrajové podminky podle véty 2.3.1 se proto také presnéji fika metoda normalizovaného
presunu (volbou K = I, viz téz [55]).

*) Pro derivaci soucinu AX, kde A je matice a X vektor, plati (AX’) = A’X + AX’ (plyne to ihned
z definice soucinu matice a vektoru).
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2.3.4. Algoritmus metody presunu. Linedrni okrajovou tlohu (2.3.1), (2.3.2)
se separovanymi okrajovymi podminkami mizeme s prihlédnutim k vysledktim odst.
2.3.1 a 2.3.2 fesit algoritmem sestavajicim z néasledujicich ¢tyt krokii.

Krok 1. Na intervalu (a,b) vyfesime pocatecéni tlohu pro maticovou diferencialni
rovnici (2.3.3) s poc¢ateéni podminkou (2.3.4) zadanou v bodé z = a.

Krok 2. Na intervalu (a, b) vyfesime poc¢atecni tlohu pro soustavu linearnich dife-
rencidlnich rovnic (2.3.5) s poc¢ateéni podminkou (2.3.6) zadanou v bodé z = a.

Krok 8. Stanovime feSeni 0, v soustavy linedrnich algebraickych rovnic (2.3.9).

Krok 4. Na intervalu (a,b) vyfesime ve sméru od x = b k x = a pocateéni tlohu
pro soustavu linearnich diferencidlnich rovnic (2.3.8) s pocate¢ni podminkou v(b) = v
zadanou v bodé x = b.

Hledanym feSenim tlohy (2.3.1), (2.3.2) jsou pak funkce u(z) = g(z) — G(z)v(z)
a v(zx).

2.3.5. Poznamky. Ze soustavy linearnich algebraickych rovnic (2.3.9) feSené
v kroku 3 Ize vyloucit i a hledat pouze v jako feseni soustavy.

(2311) [Cg — CQG(b)]\A/ = Cg — CQG(b)

Z teorie metody presunu plyne [51], Ze existence a jednoznacnost feSeni soustavy
(2.3.9) je ekvivalentni s existenci a jednoznacnosti feseni okrajové tulohy (2.3.1), (2.3.2)
(za predpokladi véty 2.3.1). Metoda presunu tak vlastné dava i odpovéd na otazku
o Tesitelnosti dané okrajové tlohy.

Nebude-li splnén predpoklad véty 2.3.1 o tom, Ze feSeni maticové diferencialni rov-
nice (2.3.3) existuje na celém intervalu (a,b), projevi se to prakticky tak, Ze uvnitf
intervalu (a,b) bude existovat bod, v némz nékteré prvky matice G(z) budou mit pdl
a pri vypoc¢tu dojde k prekroceni ¢iselného rozsahu pocitace. Algoritmus metody pre-
sunu lze upravit i pro tento ptipad (viz [51], [55]), vede to ovSem k jeho vétsi slozitosti.
Pro fadu okrajovych tloh lze existenci feSeni rovnice (2.3.3) v metodé pfesunu zarudit
predem.

Numericka realizace metody normalizovaného presunu se chova velmi stabilné a ne-
dochazi pii ni k problémim, s nimiz jsme se setkali u metody strelby. Je vsak tfeba
vidét, Ze metoda presunu je pomérné pracné a hlavné narocnéa na pamét pocitace, pro-
toze hodnoty funkci G a g v dostateéném poc¢tu bodu z intervalu (a, b) je tfeba po cely
vypocet uchovavat v paméti. Tyto funkce totiz vystupuji jako koeficienty v diferencialni
rovnici (2.3.8) feSené v poslednim kroku algoritmu.

Néaroky na pamét se daji v zdsadé snizit tim, Ze spojime kroky 1 a 2 algoritmu me-
tody pfesunu a soustavy diferencidlnich rovnic (2.3.3), (2.3.5) fesime jako jediny systém
a ze krok 4 nahradime nésledujicim krokem:

Krok 4’. Na intervalu (a, b) vyFesime ve sméru od x = b k = a pocatecni tlohu pro
p i v o d n isoustavu diferencidlnich rovnic (2.3.1) s po¢ateénimi podminkami u(b) = a,
v(b) = v zadanymi v bodé z = b.

Smyslem metody presunu bylo vSak vyhnout se integraci poc¢atecnich tuloh pro sou-
stavu (2.3.1) a s tim spojenym numerickym obtizim. Krok 4’ je v tomto sméru opét
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krokem zpét k metodé stielby. Podrobnéjsi rozbor metody presunu i jeji algoritmické
realizace najde ¢tenadf v [23], [30], [51] ¢i [55]. Upozornujeme jesté na to, ze v zahra-
ni¢ni literatufe se zcela stejny algoritmus odvozuje tzv. metodou invariantniho vnorent
(invariant imbedding).

2.3.6. Metoda presunu pro rovnici druhého radu. PopiSeme pouziti me-
tody presunu k feSeni okrajové tlohy pro linearni diferencialni rovnici druhého radu
v samoadjungovaném tvaru

(2.3.12) —(p(z)’) + q(x)u = f(z), =€ (a,b),

s okrajovymi podminkami

agu(a) — Bop(a)u'(a)
aru(b) + fip(b)u'(b) =

Jde tu vlastné o standardni okrajovou tlohu z odst. 1.2.4, kterou uvazujeme na obecném
intervalu (a,b). O konstantach «;, 3; predpokladame, ze o; =2 0, 3; = 0, a;; + 3; > 0,
i=0,1.

Piedpokladame, ze funkce p, ¢, f a p’ jsou na (a, b) spojité a ze na (a, b) plati p(z) >
> 0, ¢g(z) 2 0. Jsou-li tyto predpoklady splnény a vylouc¢ime-li pfipad, Ze ag = a3 =0
a ¢(z) = 0, ma tloha (2.3.12), (2.3.13) pravé jedno klasické feSeni (viz téz odst. 1.2.5
a vétu 1.2.6).

Rovnici (2.3.12) pfevedeme na soustavu rovnic prvniho fadu substituci v = p(x)u’.
Substituce v = u’, kterd se snad muze zdat prirozenéjsi, by se dala pouzit také, ale

vvvvvv

(2.3.13) 90
1.

(2.3.14) p(z)

a okrajové podminky (2.3.13) pro funkce u, v prepiSeme jako

agu(a) — Bov(a) = go,

(2.3.15) aru(d) + fiv(b) = g1.

Dalsi vyklad provedeme za predpokladu «g > 0. Postup pti By > 0 by byl zcela
obdobny (viz cvifeni 2.4.12). Prvni z podminek (2.3.15) upravime na tvar

(2.3.16) w(a) — P2p(a) = L2

%] Qg

a pouzijeme vétu 2.3.1. Pfihlédneme-lik (2.3.1), (2.3.2), vidime, Ze nyni (vSechny veli¢iny
jsou ovsem skalarni) A;(x) = 0, Az(x) = 1/p(x), f(x) =0, As(x) = q(x), As(x) = 0,
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fa(z) = —f(x). Dale mame C; = —fy/ag, c1 = go/aw, Co = a1, C3 = B1, ca =
= ¢1. Algoritmus metody piesunu pro FeSeni tlohy (2.3.12), (2.3.13) s ap > 0 je tudiz
nasledujici:

Krok 1. Na intervalu (a, b) vyfesime pocéateéni tlohu pro Riccatiovu rovnici

1
2.3.17 G =q(2)G* - —
(2:3.17) @06~
s pocatecni podminkou
(2.3.18) Gla) = -2
Qg

Krok 2. Na intervalu (a, b) vyfesime pocéate¢ni tlohu pro linearni diferenciélni rovnici

(2.3.19) 9 = q(z)G(z)g — G(z)f(z)
s pocatecni podminkou

)
(2.3.20) g(a) = o

Krok 3. Ze soustavy linearnich algebraickych rovnic
u+ G(b)o = g(b),
(2.3.21) -G =g(0)
a1l + 10 = g1

stanovime 4 a 0.
Krok 4. Na intervalu (a, b) feSime zprava doleva pocatecni tlohu pro linearni dife-
rencialni rovnici

(2.3.22) v =—q(2)G(z)v — f(z) + q(z)g(x)
s pocatecni podminkou
(2.3.23) v(b) = 0.

Hodnoty FeSeni u okrajové ulohy (2.3.12), (2.3.13) se pak stanovi ze vztahu u(z) =
= g(z) — G(x)v(z). D4 se ukazat [51], ze za predpokladi, které jsme o FeSené okrajové
uloze ucinili, je popsany presun okrajové podminky vzdy proveditelny, tj. po-
¢atecni uloha (2.3.17), (2.3.18) ma feSeni na celém intervalu (a,b) a matice soustavy
(2.3.21) je regularni. Poznamenejme jesté, ze zde popsany algoritmus lze nalézt (spolu
s dal$imi jeho modifikacemi) také v [2] pod ndzvem metoda faktorizace.

Skalarni Riccatiovy rovnice (2.3.17) vznikajici pfi feSeni okrajovych tloh (2.3.12),
(2.3.13) lze v nékterych pfipadech vyfesit analyticky. Obecné pokyny pro analytické
feSeni Riccatiovych rovnic a fadu konkrétnich vysledki nalezne ¢tenar napfi. v [15].
K numerickému feseni rovnic metody pfesunu doporucuje G. H. Meyer [23] lichobéznikové
pravidlo, které jak pro skalarni Riccatiovu rovnici, tak pro linearni diferencialni rovnice
ma obzvlast jednoduchou strukturu (viz [37]). Kombinace analytického feseni Riccatiovy
rovnice s lichobéznikovym pravidlem pro feseni rovnic (2.3.19) a (2.3.22) ¢asto vede na
velmi efektivni algoritmy pro feseni okrajovych tloh.
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2.3.7. P¥iklad. ReSme metodou pfesunu okrajovou tilohu (2.2.53), (2.2.54), kte-
rou se nam metodou stielby nepodarilo vyresit. Pfi¢inou byla — zhruba feceno — sku-
tecnost, ze obecny tvar feseni rovnice (2.2.53) Ae™5% + Be®® v sobé obsahuje jak ¢len,
ktery exponencialné roste pii integraci poc¢atecnich tloh pro (2.2.53) zleva doprava (s po-
¢ateénimi podminkami zadanymi v bodé = = a), tak ¢len, ktery exponenciélné roste pii
integraci pocatec¢nich tloh s podminkami v bodé x = b zprava doleva.

Porovnanim (2.2.53), (2.2.54) s (2.3.12), (2.3.13) vidime, ze je p(z) = 1, q(z) = 25,
fz)=0,a0=1,00=0,90 =1, a1 =1, f1 =0, g1 = 1. Riccatiova rovnice (2.3.17) méa
tedy tvar

(2.3.24) G' =25G* — 1

a TeSeni vyhovujici pocateéni podmince (viz (2.3.18)) G(0) = 0 je ([15]) G(z) = —
—1 tgh5z a na intervalu (0,5) pro ngj plati —+ < G(z) < 0. Rovnice (2.3.19) ma nyni
tvar

(2.3.25) g = 25G(x)g

a jeji TeSeni s rostoucim x exponencialné klesaji (viz napf. [37], odst. 16.5). Totéz plati
pro integraci rovnice (2.3.22), tj.

(2.3.26) v = —25G(x)v + 25¢9(x),

zprava od bodu x = 5 doleva k bodu x = 0.

Metodou presunu se tudiz zcela vylouci vliv exponencidlné rostoucich feSeni, zne-
moznujicich numerickou realizaci metody stielby. Pro uplnost dodejme pfece jen jedno
varovani. Pfi feseni Riccatiovych rovnic typu (2.3.24) s velkymi koeficienty v ¢lenu s G2
numerickymi metodami mohou vznikat problémy dané tim, ze v okoli bodu x = a méa
hledané feseni velmi strmy pribéh, coz vyzaduje jemny krok (viz [37]). Po¢ateéni tlohy
pro fesené diferencialni rovnice se mohou také chovat jako tlohy s velkym tlumenim
([37]) a vyzadovat pii numerickém fFeSeni zvlastni péci. (Je zndmo, ze lichobéznikové
pravidlo je jednou z vhodnych numerickych metod pro feseni takovych tloh.)

2.4. Cvicéeni

2.4.1.  [7] Pii feSeni okrajové tlohy
1 2u’ 2
u”ziu— (Z) , x€(0,1),

u(0) =1, wu(1l)=1,5,

byly metodou stfelby ziskany tyto vysledky: Pro «/(0) = p = 0 vyslo u(1) = 1,543 081
a pro p = —0,05 bylo u(1) = 1,425560. Jakou hodnotu p zvolite pro dalsi ,vystiel“?
[Metoda bisekce: = —0,025. Metoda regula falsi: © = —0,018 33. Newtonova metoda
podle (2.2.11) s hy, = 0,05 da stejny vysledek (jde vlastné o metodu secen).]
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2.4.2. Popiste modifikaci metody stfelby z odst. 2.2.1 a jeji algoritmus pro pripad,
kdy za libovolné volenou pocateéni podminku v bodé x = a bereme n(= u(a)). [Névod:
Misto (2.2.6) nyni fesime rovnici F'(n) =0 a je F(n) = r2(u(b;n), v (b;n)).]

2.4.3. Reste metodou stelby okrajovou tilohu z piikl. 2.2.3. K feseni po¢atecnich
uloh uzijte Eulerovu metodu s konstantnim krokem h = 0,2. Volte y = Vo = -8 a = —
—8,27. Vypocet provedte na 3 platné ¢islice. [Pro u = —8 je U5 = 1,38. Pro p = —8,27
je Us = 1,00.]

2.4.4. Jako cviCeni 2.4.2, ale volte pn = Vp = —40. [Us = 2, 82.]

2.4.5. Reste metodou stfelby okrajovou tlohu z piikl. 2.2.3. Postupujte tak, Ze
zadate pocatecni podminky v bodé x = 1 a pocatecni tlohy resite zprava doleva od bodu
x =1 k bodu z = 0 Eulerovou metodou s konstantnim krokem h = —0,2. Volte pu =
= Vo =0 a u = —2. Vypocet provedte na 3 platné ¢islice. [Navod: Uzijte vzorce (2.2.20)
sh=-0,2. Proup=0je Us =1,64(~ u(0)). Pro p = —2 je Us = 4, 37. Metodou regula
falsi jako dalsi pfiblizeni pro p dostaneme p = —1,7. Pro toto u je Us = 3,93.]

2.4.6. Popiste metodu strelby pro feseni linedrni okrajové tilohy pro rovnici dru-
hého fadu (2.3.12), (2.3.13). Predpokladejte oy > 0 a vyuzijte toho, Ze podminky jsou
separované. [Navod: Reste poc¢atecni tilohu pro rovnici (2.3.12), jejiz feSeni u; spliuje
podminky u1(a) = go/ao, uj(a) = 0. Déle stanovte feSeni ug pocatecni tlohy pro pii-
slusnou homogenni rovnici s podminkami ug(a) = Bop(a), uy(a) = ap. Reseni okrajové
ulohy hledejte jako linearni kombinaci u = Cug + ;.

2.4.7. Reste metodou stfelby okrajovou tilohu pro rovnici (2.2.42) z ptikl. 2.2.8,
ale s okrajovymi podminkami u(0) = 1, u(2w + ) = 1. Vysvétlete, pro¢ pro mala € bude
pii vypocétu dochazet k numerickym potizim. [Matice C + D®(b) bude blizka singularni
matici. Soustava (2.2.49) bude mit feseni n = 1, p libovolné. (Pro ¢ = 0 ma feSena tloha
nekoneéné mnoho feseni. )]

2.4.8. Reste metodou stielby okrajovou tlohu z piikl. 2.2.9, kde koeficient 25
v rovnici zménite na 100. Posudte feSitelnost tlohy na pocitaci pracujicim s 15 dekadic-
kymi ¢islicemi mantisy. [Navod: VysSetfete vliv poruchy v poc¢atec¢ni podmince pro v’ na
feSeni (viz téz odst. 2.2.10).]

2.4.9. Odvodte odhad (2.2.67). [Navod: UZijte trojihelnikovou nerovnost a to,
zepro0 <z <5jee ™ <1, e < e?0]

2.4.10.  Odvodte vztah (2.2.74). [Navod: Obecny tvar feSeni rovnice (2.2.72) je
Ae™5% + Be5® ]
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2.4.11. Ukazte, ze zménou sméru integrace pocatecnich uloh (od z =5k z = 0)
se problémy s numerickym feSenim tlohy (2.2.53), (2.2.54) neodstrani. [Navod: Stanovte
feSeni pocateéni ulohy s podminkami u(5) =7, v/(5) = p a ukazte, Ze citlivost na p ma
i nadale stejny charakter jako v piikl. 2.2.9.]

2.4.12.  Odvodte metodu pfesunu pro feseni ulohy (2.3.12), (2.3.13) za ptedpo-

kladu, ze By > 0. [Navod: Prvni z podminek (2.3.15) upravte na tvar v(a)— (oo /fo)u(a) =
= —go/ o, zaménte roli u a v a pouzijte vétu 2.3.1.]
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3. Diskretizace okrajovych uloh
diferen¢nimi metodami

3.1. Principy diskretizace okrajovych uloh

Diferencialni rovnice vyjadiuje pozadavek rovnosti mezi jistymi funkcemi a jejich
derivacemi na intervalech (u obycejnych diferencialnich rovnic) nebo oblastech (u parcial-
nich diferencidlnich rovnic). Takové rovnice tudiz vlastné predstavuje nekoneéné mnoho
rovnic pro nekonec¢né mnoho neznamych funkénich hodnot. Na pocitaci mizeme vsak
modelovat (naprogramovat) pouze FeSeni takovych tloh, u nichZ je soubor vstupnich
a vystupnich dat konecny. Proto i pfi feSeni okrajovych tloh pro diferencialni rovnice
postupujeme jako pti modelovani jinych iloh matematické analyzy na pocitaci [37], a na
zékladé ptvodni diferencialni tlohy konstruujeme konecny systém rovnic pro konecny
pocet neznamych, jehoz vyresenim pak dospivame k hledanému ptibliznému reseni dané
okrajové ulohy. Procesu takové konstrukce fikdme diskretizace diferencialni tlohy.

Metody diskretizace predstavuji celou skalu navzajem podobnych postupti, které
1ze zhruba rozdélit do dvou tiid:

A. Diferencni metody. Jde o metody, které aproximuji pavodni di-
ferencidlni tlohu samotnou Vysledkem diskretizace je tu soustava al-
gebraickych rovnic pro hodnoty priblizného feseni v konec¢né siti bodu g, x1,...,ZN.
Této soustavé algebraickych rovnic se proto ¢asto riké soustava sitovych rovnic. Pro di-
feren¢ni metodu se také uziva termin metoda siti. Konstrukci sitovych rovnic miZeme
v zasadé provadét dvéma postupy:

a) metodou konecnych diferenci, kdy derivace v diferencidlni rovnici a okrajovych
podminkach pfimo nahrazujeme vhodnymi pomérnymi diferencemi (sitovym rovnicim
se pak 1ika diferencni rovnice);

b) metodou integralnich identit, kdy aproximujeme jisté integralni vztahy, které plati
pro FeSeni dané diferencialni rovnice.

B. Metody Galerkinova typu. Jde o metody, které aproximuji pfimo
fesSeni dané okrajové tlohy pomoci konecnych linearnich kombinaci vhodné zvole-
nych linedrné nezavislych funkci. Vysledkem diskretizace je tu soustava algebraickych
rovnic pro koeficienty linearni kombinace urcujici hledané priblizné feseni.

Vysledné soustavy algebraickych rovnic jsou pro obé t¥idy metod linearni, pokud je
dana diferencidlni tloha linearni, a nelinearni, pokud tomu tak neni.

Af uz k diskretizaci okrajové tlohy pouzijeme diferenéni metodu nebo metodu Galer-
kinova typu, sestrojenim soustavy algebraickych rovnic pro hodnoty priblizného feseni
nebo koeficienty hledané linearni kombinace neni problematika diskretizacnich metod
zdaleka vycCerpana. Abychom ziskali numerickou metodu, ktera se da k feseni dané okra-
jové ulohy skute¢né pouzit, musime nejprve zodpovédét tii otazky:

1. M4 soustava algebraickych rovnic ziskana diskretizaci okrajové tulohy fesSeni a je
toto feseni jediné?
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2. Jaka numerickd metoda algebry je vhodna k feseni ziskané soustavy rovnic a jaké
jsou vlastnosti této soustavy? (Sem patii napf. otdzka konvergence u itera¢nich metod
apod.). Numerickymi metodami pro feseni soustav algebraickych rovnic se — zejména
pokud jde o linedrni soustavy — dosti podrobné zabyva [24]. Vzhledem k tomu, Ze
soustavy vzniklé diskretizaci okrajovych tloh maji fadu specidlnich vlastnosti, uzivaji
se Casto pro jejich feSeni specidlni metody. V odst. 3.5 stru¢né popiseme nejuzivanéjsi
primé metody a v ¢l. 10 dalsi ¢asti nasi série se budeme zabyvat itera¢nimi metodami
(viz téz [2], [46], [6], [55], 18] aj.).

Zde je tfeba upozornit na to, ze nehledame pouze vhodnou metodu pro reseni odvo-
zené soustavy sitovych rovnic, ale snazime se také danou diferencialni llohu aproximovat
takovym zplisobem, aby ziskana soustava algebraickych rovnic méla vhodnou strukturu
a dala se existujicimi metodami efektivné resit.

3. S jakou presnosti aproximuje ziskané pfiblizné feSeni presné feSeni dané okra-
jové ulohy? Konverguje priblizné reseni v néjaké vhodné normé k feSeni presnému,
zjemnujeme-li sit ¢i zvétSujeme-li pocet ¢lent v uvazovanych linedrnich kombinacich?

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat diskretizaci okrajovych tloh diferenénimi me-
todami. Metodam Galerkinova typu je vénovan ¢l. 4.

3.2. Metoda koneénych diferenci pro Dirichletovu ulohu
Principy metody kone¢nych diferenci vylozime nejprve na jednoduché modelové tloze
pro linearni diferencidlni rovnici druhého radu s Dirichletovymi okrajovymi podmin-
kami.

3.2.1. Diskretizace metodou kone¢nych diferenci. Méjme Fesit okrajovou
ulohu
—u" +q(x)u = f(z), z€(0,1),
o) @)= f(@), € ©1)
u(0) = go, u(l) = g1,

kde g a f jsou dané funkce definované a spojité na intervalu (0, 1), ¢(z) = 0 a gg, g1 jsou
dand ¢isla. Za téchto predpokladii mé tuloha (3.2.1) pravé jedno (klasické) feseni (véta
1.2.6).

Interval (0,1) rozdélime na N ¢asti pomoci zvolenych boda z;, ¢ = 0,1,..., N,
takovych, ze

O=2p<r1 <2< ... <72 <Tip1 <...<zNy_1 <z2Ny =1
Mnozina
S:{l‘i,izo,l,...,N,ZL’O:O,IL'N:1}

se nazyva sit, ¢isla h; = x; 11 — x; kroky sité a bodum z; fikdme uzly sité. Body xg, xn
jsou hraniéni uzly, body 1, z2, ..., xN_1 vniting uzly. Volime-li h; = h = 1/N, hovofime
o rovnomérné nebo ekvidistantni siti a znacime

Sp={x;=ih,i=1,2,...,N —1},
S, ={z; =ih,i=0,1,...,N}.
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P¥iblizné feseni okrajové tlohy (3.2.1) budeme konstruovat jako funkci diskrétniho argu-
mentu x;. Takové funkci se fik4 sitovd funkce. P¥iblizné feSeni tedy urcéujeme vektorem
U= (U,U1,...,Un_1,Un). Slozky U;, i =0,1,..., N —1, N, aproximuji hodnoty u(z;)
presného feseni v uzlech sité.

Klasické feseni u spliiuje rovnici (3.2.1) v kazdém bodé = € (0,1), tj. pro vSechna
x € (0,1) plati rovnost

(3.2.2) —u"(z) + q(z)u(z) = f(2).

Na intervalu (0, 1) zvolime rovnomérnou sif Sj,. V kazdém vnitinim uzlu z; € Sj, tedy
plati

(3.2.3) —u"(x;) + q(z)u(x;) = f(x;), i=1,2,...,N—1.

Druhou derivaci nahradime (aproximujeme) druhou pomérnou diferenci podle vztahu

([37))

1 i +h) —u(x; i) —u(w; —h 1
Soustavu rovnosti (3.2.3) nahradime soustavou p¥ibliznych rovnosti
1

—— [u(z; — h) = 2u(x;) + u(z; + h)| + q(z:)u(z;) = f(z;),
h2
ktera je vychodiskem k sestaveni soustavy sitovyjch rovnic.
Priblizné teseni tlohy (3.2.1) je sifova funkce, jejiz hodnoty U;[~ u(x;)] spliuji
rovnice

1
(324) —E(Ui_l - QUvZ + Ui—i—l) + q(:lfz)UvZ == f(:lfz), 1= 1, 2, ceey N — 1,

Uo=90, Un=01.

Rovnice (3.2.4) tvofi soustavu /N —1 linearnich algebraickych rovnic pro N —1 nezndmgych
Uy,Us,...,Un_1 (hodnoty Uy, Uy jsou uréeny okrajovymi hodnotami gg, g; presné).
Této soustavé se také ¥ika soustava diferencnich rovnic. Nékdy se pro soustavu (3.2.4)
uziva termin sitovd uloha nebo diferencni iloha (pokud je uziteéné zdiraznit, ze byla
ziskédna diferenéni metodou).

Do sitové rovnice pro i = 1 dosadime Uy = gg, do sifové rovnice pro i = N — 1
dosadime Uy = g; a prevedeme ¢leny obsahujici gy a g1 (znamé konstanty) na pravou
stranu. Dostaneme tak soustavu rovnic

h_2 (2 + hzq(xl))Ul — h_2U2 = f(:l?l) + h_ZQo,
—h72Uy + b2 (2 + hPq(a2)) Uy — h™2Us = f(x2),

—h?Un—_3+h 7?2+ h*q(an—2))Un—2 — R *Un-1 = f(zN_2),
—h™?Un_s+ h7?(24+ h’q(zn-1))Un—1 = flzn_1) + h g1
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Oznac¢ime-li

(3.2.5) U, =[U,Us,...,Un_1]7,
Fh = [fl + h_2907 f27 R fN—27 fN—l + h_zgl]T7
2+ h2qq ~1 0 0
-1 2 + h2qy —1 0
A =h?| 0 1 24 o |
O 0 O e 2 —|— h2qN_1
kde ¢; = q(x;), fi = f(x;), miZeme soustavu diferen¢nich rovnic (3.2.4) zapsat ve tvaru
(3.2.6) AL, = F.

Prvni otazkou, kterou si po sestaveni diferenéni aproximace (3.2.6) okrajové ulohy
(3.2.1) klademe, je otézka feSitelnosti ziskané soustavy linedrnich algebraickych rov-
nic. Zabyvejme se tedy nejprve algebraickymi vlastnostmi matice A,. Z (3.2.5) ihned
vidime, ze matice Aj je tfidiagonalni a sy metricka. Symetrie matice A, obrazi
podstatnou vlastnost fesené okrajové ulohy, totiz skute¢nost, ze tloha (3.2.1) je v sa-
moadjungovaném tvaru. Je jisté prirozené snazit se o to, aby soustava sitovych rovnic
(3.2.6) a okrajova uloha (3.2.1) mély co nejvice spole¢nych vlastnosti. Pfi FeSeni soustav
sitovych rovnic se symetrickymi maticemi se kromé toho snizuje pocet potfebnych arit-
metickych operaci a klesaji naroky na pamét pocitace. Symetrie matice A, je v naSem
pripadé disledkem symetrie pouzité diferen¢ni aproximace druhych derivaci a vyznam-
nou roli tu hraje i oéislovani uzlu sité. Pokud bychom totiz rovnice (3.2.4) sestavili do
soustavy (3.2.6) v jiném pofadi, nemusela by vyslednad matice byt symetricka. Pouzité
potadii=1,2,..., N —1 je ovSem v pripadé okrajovych tloh pro obycejné diferencialni
rovnice zcela prirozené. Problematika ocislovani uzli sité hraje vyznamnou roli teprve
pri feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Matice Ay jenavic pozitivné definitni. Opéttak obrazi vlastnosti ilohy
(3.2.1) (viz [26], odst. 13.8). Pokud ¢; > 0,7 =1,2,..., N — 1, dokdzZe se pozitivni defi-
nitnost snadno podle Gersgorinovy véty o lokalizaci vlastnich ¢isel [24]. Protoze vlastni
¢isla matice Ay, jsou realnd (plyne ze symetrie), lezi tato vlastni ¢isla ve sjednoceni in-
tervali <qi,qi + 4h_2>, 1 =1,2,...,N — 1, a jsou proto vSechna kladna. To zarucuje,
ze matice Ay, je pozitivné definitni. Dtikaz pozitivni definitnosti matice A pro ¢; = 0,
i=1,2,...,N — 1, lze najit napf. v [49]. Z pozitivni definitnosti vyplyva, ze matice Ay
je regulérni, asoustava (3.2.6) proto mé pravé jedno feseni. Efektivni numerickou
metodu pro vypocet Feseni soustavy (3.2.6) popiSeme v odst. 3.5 (metoda faktorizace).

V odst. 3.1 jsme si dale polozili otazku, s jakou presnosti ziskané priblizné reseni
aproximuje presné feSeni a zda se chyba pfiblizného FeSeni zmensuje, zjemnujeme-li sit,
tj. kdyz h — 0. Odpovéd na tuto otazku v souvislosti s lohou (3.2.1) ddme v odst. 3.2.3.
Obecné problematice konvergence numerickych metod pro feseni diferencidlnich rovnic
vénujeme ¢l. 11 druhé casti nasi série.
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3.2.2. Priklad. U jednoduché okrajové ulohy

—u" =% x¢€(0,1),

(3.2.7) 4(0) = u(l) = 0

chceme porovnat hodnoty presného feseni u(z) = (1 — z*) s hodnotami piiblizného
feseni ziskanymi diferen¢ni metodou. Abychom ziskali podrobnéjsi predstavu o zavislosti
chyby feseni na velikosti kroku sité, budeme diskretizaci provadét na dvou sitich. Pro
hrubsi sit zvolime N = 4 a pro jemnéjsi sit N = 8. Hrubsi sit sestava z uzla o = 0; 1 =
= 0,25;29 = 0,5;23 = 0,75;24 = 1 a jemnéjsi sit z uzlt 9 = 0;21 = 0,125;25 =
= 0,25;23 = 0,375;24 = 0,5;25 = 0,625;2¢ = 0,75;27 = 0,875,235 = 1. Hodnotu
priblizného teseni v uzlu x; ziskanou metodou konec¢nych diferenci s krokem h budeme
oznacovat U (z;, h) = U;. V porovnani s odst. 3.2.1 je v tiloze (3.2.7) q(x) = 0, f(x) = 22,

go = g1 = 0 a odpovidajici diferen¢ni tloha ma tvar

1

—(U;_1 —2U; + Uipq) =22, i=1,2,...,N—1,
(3.2.8) pz (Uit FUi) =i,

Pro N =4, tj. h = 0,25, pfedstavuje (3.2.8) (po dosazeni za Uy, Uy ) soustavu 3 line-
arnich rovnic (pro neznamé U; = U (0, 25;0,25), U = U(0, 5;0,25), Us = U(0, 75; 0, 25))
tvaru

2 -1 0] [ 0,062 500
(3.2.9) 16x | -1 2 —1| |Uy| =]0,250000
0 -1 2| |Us 0,562 500

Pro N =8, tj. h = 0,125, pfedstavuje (3.2.8) soustavu 7 linearnich rovnic (pro neznamé
Uy = U(0,125;0,125), Uy = U(0,25;0,125), Us = U(0, 375;0,125), Uy = U(0, 5; 0, 125),
Us = U(0,625;0,125), Us = U(0,75;0,125), Uy = U(0,875; 0, 125)) tvaru

-2 -1 17017 [0,0156257

-1 2 -1 0 Uy 0, 062 500

-1 2 -1 Us 0,140 625

(3.2.10) 64 x -1 2 -1 Us | = | 0,250000
-1 2 -1 Us 0,390 625

0 -1 2 -1 |Us 0, 562 500

I -1 2] Lu;l Lo, 765625.

Vysledky (na 6 D) ziskané feSenim obou soustav (3.2.9) a (3.2.10), véetné hodnot
presného feseni u ve vnitinich uzlech uzitych siti, jsou uvedeny v tab. 2. Snadno zjistime,
ze v uzlech hrubsi sité plati

max |u(z;) — U;| =1,3.107°
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€Ty ’LL(iL‘Z) Uz = U(xi;0,25) Uz = U($1;0,125)
0,125|0,010396 0,010254
0,25 |0,020508 0,019531 0,020 263
0,375 0,029 602 0,029 297
0,5 0,036 458 0,035 156 0,036 133
0,625 | 0,039 368 0,039 062
0,75 ]0,036133 0,035 156 0,035 889
0,875]0,024068 0,023 926

Tab. 2. Hodnoty pfesného a ptiblizného Feseni tlohy (3.2.7).

a v uzlech jemnéjsi sité plati

max |u(z;) — U;| = 3,25.107%.

3.2.3. Chyba metody. Zustanme u tlohy (3.2.1). Metodou kone¢nych diferenci
jsme tuto tlohu nahradili soustavou diferen¢nich rovnic (3.2.4). Sloupcovy vektor nezné-
mych hodnot presného feseni u ve vnitinich uzlech sité oznac¢ime

T
u, = [u(ml), u(za),. .. 7u(acg\/,l)}

Déle oznacime

dn = [d(z1,h),d(xa, h), ..., d(xn_1,h)]"

sloupcovy vektor, jehoz slozky jsou chyby aproximace diferencialni rovnice v kazdém
vnitinim uzlu. Jsou to nepfesnosti, s nimiz presné feSeni u spliuje diferencni rovnice
(3.2.4). Pro dj, se také uziva termin vektor diskretizacni chyby. Soustavu podminek (3.2.3)
mizeme zapsat ve tvaru (nebot v’ (x;) = h=2[u(z; — h) — 2u(x;) +u(x; + h)] + d(z;, h))

(3.2.11) Apup, = Fp +dp,

kde matice A a vektor Fj, jsou dany v (3.2.5).
Chybou metody nebo téz chybou priblizného resent v uzlu xz; je ¢islo ey, ; = u(x;)—Us;.
Vektor
e, =up —Up

pak nazyvame vektorem chyby metody nebo vektorem chyby priblizneho reseni. U kazdé
priblizné metody je pfirozeny pozadavek, aby bylo mozné chybu metody libovolné zmen-
Sovat. Proto nas zde zajimaji podminky, kdy pro h — 0 bude e;, — 0.
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Odectenim (3.2.11) a (3.2.6) dostaneme

(3.2.12) Anen = dp,
a tedy
(3.2.13) e, = A, 'dy,.

Oznacime-li

len|| = max |ep;
1<iSN-1

a ||A; '] je odpovidajici fadkova norma matice A; ' ([24]), potom z (3.2.13) plyne ne-
rovnost
lenll < AL lldn]l-

Pokud je ||A; || £ K s konstantou K nezévislou na h, dostavdme odhad vektoru chyby
ve tvaru

(3.2.14) lenl| = Kld]|-

Urcit konstantu K, resp. prokazat jeji existenci, nemusi byt vzdy jednoduché zélezi-
tost. V nasi konkrétni situaci lze nerovnost (3.2.14) jednoduse odvodit, kdyz q(z) >
> 0 pro x € (0,1). Uvazujme tu slozku vektoru chyby pfiblizného feSeni e; =
= len1,ena,---,enn—1]7, kterd mé nejvétsi absolutni hodnotu. Necht je to k-t4 slozka.
Plati tedy

(3215) M = max |€h,7j| = |6h,k:’ = ||eh|]
1<iSN-—-1

Polozime-li pro ucely této tvahy formalné ej o = e ny = 0, miZeme ziejmé i-tou rovnici
soustavy (3.2.12) zapsat jako

(3.2.16) —€h,i—1 + (2 + hzqi)eh,i —€hitl = h2d(.’L’Z‘, h),
1=0,1,...,N.

Odtud ihned méame

(3217) (2 -+ hzqi)ehﬂ- = €n,i—1 -+ €h,i+1 + h2d(1‘i, h),
i=01,... N

Uvézime-li, ze pro vSechny slozky vektoru e, plati |ep ;| = M, dostavame
(3.2.18) (2—i—h2qk)\eh,k| < M—i—M—i—hz’d(SCk,h)‘.
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S ptihlédnutim ke (3.2.15) odtud plyne (kdyz g > 0)

\d(a:k,h)] 1
3.2.19 =M< ———— < max — |||dy][,
( ) el - qr - (xe(%,l) q(x))” nl

coz je konkrétni podoba nerovnosti (3.2.14).
Pokud mé pfesné feseni u v intervalu (0, 1) spojitou ¢tvrtou derivaci, plati (viz [37])

o (x) — u(zy — h) — 2u(zg) + u(zk + h) ‘

2
(3.2.20) h

1
< —h? max |u®(z)|.
Z (3.2.19) a (3.2.20) tedy pro chybu metody dostavame odhad

1
(3.2.21) len|| = max |u(z;) — U] £ h? max

1<iSN—1 2 z€(0,1)

u®(z)

Protoze prava strana nerovnosti (3.2.20) je typu O(h?)*), iikdme, ze 7dd chyby apro-
zimace (resp. diskretiza¢ni chyby) je roven dvéma. Vzhledem k platnosti nerovnosti
(3.2.21) je 7ad chyby metody (resp. chyby pfiblizného feSeni) také 2. D4 se ukazat, ze
fad chyby metody ziistava roven dvéma i za ponékud obecnéjsiho predpokladu ¢(z) = 0
([49]). Poznamenejme jesté, ze ke spojitosti u(*) staci, aby byly spojité druhé derivace
funkci ¢ a f z (3.2.1). Pro méné hladké koeficienty v rovnici (3.2.1) se fad chyby snizuje.

Hlavni vysledek tohoto odstavce je dan platnosti nerovnosti (3.2.14) resp. (3.2.19),
kterou mizeme interpretovat takto: Je-li aproximace okrajové tlohy diferencni tlohou
takova, ze dj, — 0 pro h — 0 (v nasem pfipadé zaruceno nerovnosti (3.2.20)) a je-li
A £ K, kde K nezavisi na h (v nagem piipadé zaruéeno tvarem matice Ay, a vlast-
nostmi funkce ¢), potom e, — 0 a pfiblizné feseni U, konverguje k pfesnému
feseni u dané ulohy. Navic jsme v nasem pripadé ukazali, Ze pro tlohu s dostatecné
hladkymi koeficienty ¢ a f konverguje ||e,|| k nule (pfi h — 0) alespon tak rychle jako
h2.

Za dodatecnych predpokladii o hladkosti pfesného feSeni w lze v pripadé tulohy
(3.2.1) odvodit asymptotické vyjadreni chyby metody (pro h — 0) ve tvaru

(3.2.22) eni = cih® + O(h?),

kde ¢; je konstanta nezavisla na h (viz napt. [20], [30]). Existence asymptotického vyja-
dfeni chyby umoziuje zpfesnovat priblizné feseni Richardsonovou extrapolaci ¢i odhad-
nout jeho chybu metodou poloviéniho kroku ([37], [20], [21]).

*) Rikame, Ze funkce g(h) je pro h — 0 typu O(h®) nebo velikosti O(h®), a piseme g(h) = O(h?®), kdyz
pro dostate¢né mala h plati |g(h)| £ Ch®, kde C je konstanta nezavisla na h.
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3.3. Metoda koneénych diferenci pro obecnou okrajovou
ulohu V odst. 3.2 jsme na modelové tiloze vylozili princip metody koneéngch di-
ferenci. Diskretizace méla tii faze:

1. Oblast (interval) spojité zmény argumentu byla nahrazena diskrétni mnozinou
— siti uzli.

2. Funkce v diferencialni rovnici byly nahrazeny funkcemi diskrétniho argumentu
— sitovymi funkcemi.

3. Derivace v uzlech sité byly nahrazeny pomérnymi diferencemi a byla sestavena
soustava diferen¢nich rovnic pro neznamé hodnoty ptiblizného reseni. Pocet rovnic byl
dan poctem uzlt sité, v nichz jsme aproximovali derivaci.

3.3.1. Aproximace derivaci diferenénimi podily. Ma-li funkce u = u(z)
definované na intervalu (a,b) v bodé = € (a,b) derivaci a lezi-li z + h, h > 0, v (a,b),
plati

(3.3.1) o (z) = L8 F h})L —UD) | (a, m),

kde d(z,h) — 0 pii h — 0. Jsou-li tudiz z; = x, ;41 = = + h dva uzly sité na (a,b)
a oznaCime-li jesté u; = u(z;), uir1 = w(wiy1), mizeme derivaci u'(z;) aproximovat
pomoci vztahu

(3.3.2) o (x;) ~ l(uiJrl — ;).

>

Chyba aproximace je ptitom u'(x;) — (1/h) (w01 — u;) = d(x;, h).

Méme-li o funkci u podrobnéjsi informace, mizeme d(zx, h) charakterizovat presnéji.
Vime-li napf., ze na (a, b) je v’ spojita a ze pro vSechna z € (a, b) existuje derivace u” (z),
pak se pomoci Taylorovy véty da ukazat [37], Ze existuje ¢islo £ € (x,z + h) takové, ze

(3.3.3) d(z, h) = —%hu”({).

Je-li tedy u” na (a,b) omezend, pak d(z,h) = O(h) a Fad chyby aproximace je roven
jedné.

Ma-li funkce u spojité derivace az do ¢tvrtého fadu, mizeme opét pomoci Taylorova
rozvoje odvodit, ze

h) — —h
RCARO R T RTCRL) B WEN T

€ (x—h,z+h).

(3.3.4) u(z)
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Chyba diferen¢ni aproximace druhé derivace, kterou jsme pouzili v odst. 3.2, je
proto

(3.3.5) d(z, h) = —%hzu(‘“(é), ¢ = &(w),

a jde o aproximaci druhého radu.

Aproximacemi derivaci jsme se dosti podrobné zabyvali v [37]. Ukazali jsme tam,
ze pomoci hodnot funkce u ve vice bodech muzeme ziskat aproximace vyssiho fadu
presnosti. Upozornili jsme také ¢tenadfe na skutecnost, ze numericky vypocet derivace
z funkénich hodnot je Spatné podminéna tuloha. V souvislosti s tim je tfeba si uvédomit,
ze v metodé konecnych diferenci se aproximace derivaci pouzivaji ve zcela jiné situaci.
Zde totiz nepocitame priblizné hodnoty derivaci ze zadanych funk¢énich hodnot. Apro-
ximace derivaci diferen¢nimi podily tu pouzivame naopak k sestaveni rovnic, z nichz
chceme priblizné funkéni hodnoty stanovit. Obecné proto nejde o Spatné podminéné
ulohy.

V tab. 3 uvadime pfehled nékterych ¢asto pouzivanych vztahti pro aproximaci prvni
a druhé derivace na ekvidistantni siti. U kazdé aproximace udavame odhad chyby apro-
ximace a uvadime ptredpoklad, za néhoz lze takovy odhad odvodit. Zapisem u € C"
pritom méame na mysli, ze n-ta derivace funkce u je spojitd v jistém uzavieném in-
tervalu, ktery obsahuje vSechny uzly sité vystupujici v pouzitém vzorci. Neni-li tento
predpoklad splnén, fad aproximace se obecné snizuje. Uvadime také schematicky zapis
aproximaci pomoci tzv. vypocetni sablony znazornujici uzly sité pouzité v daném vzorci
a koeficienty u funkénich hodnot v téchto uzlech. V tabulce uzivame oznaceni u; = u(z;),
uir1 = u(x; + h) atd.

3.3.2. Diskretizace ulohy s derivaci v okrajové podmince. Je-li na nékte-
rém z konct intervalu (0, 1) zaddna Neumannova nebo Newtonova okrajovd podminka,
musime postup z odst. 3.2.1 ponékud modifikovat, nebot nezname hodnotu «(0) nebo
u(1). V takovém piipadé musime sestavit také diferen¢ni aproximaci piislusné okrajové
podminky a pripojit ji k soustavé diferencnich rovnic, jez ve vnitinich uzlech aproximuji
diferencialni rovnici. Ukazeme tfi takové mozné aproximace; pro konkrétnost budeme
predpokladat, ze mame pii g(x) = 0 Fesit tlohu

—u + Q('r)u = f(ﬂl'), HANS (O’ 1)7
aou(0) — Bou'(0) = go, u(l) =g1, fo>0,

jejiz fesitelnost (v klasickém smyslu) je zarucena (véta 1.2.6).
Stejné jako v odst. 3.2.1 zvolime rovnomérnou sit

Sp={x;=ih,i=0,1,...,N},Nh=1.

(3.3.6)

Ve vnitinich uzlech sité aproximujeme diferencialni rovnici (3.3.6) diferen¢nimi rovnicemi

1

(3.3.7) _ﬁ(Ui—l —2U; + Uiy1) +q(x)U; = f(z4), i=1,2,...,N—1
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V téchto rovnicich vystupuji neznamé Uy, Uy, ..., Un_1, Un. Abychom dostali stejny
pocet rovnic jako nezndmych, musime tedy (na zdkladé okrajovych podminek) k ziska-
nym N — 1 rovnicim jeSté 2 rovnice pripojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy
okrajové podminky v bodé x = 1 tak, ze polozime Uy = g;. Levou okrajovou podminku
(v bodé z = 0) mizeme zuzitkovat riznymi zpusoby.

Aproximujeme-li u'(0) podle (3.3.2), dojdeme k diferenéni rovnici

(3.3.8) aoUp — 50@ =go (Bo#0),

kterou klasické feseni spliiuje s chybou velikosti O(h). Rovnici (3.3.8) vynasobime ¢islem
1/(hBo) a upravime na tvar

(3.3.9) i [(1 + 20}, - Ul] -~

tuto tpravu délame proto, aby vyslednd matice soustavy sitovych rovnic byla symetricka.
Pfidame-li nyni rovnici (3.3.9) k jiz ziskanym diferen¢nim rovnicim (3.3.7) a dosadime-

li g1 za Uy, dostaneme opét soustavu linearnich algebraickych rovnic AyU;, = Fj, se
symetrickou tfidiagonalni matici, kterd se od soustavy (3.2.6) lisi, nebof nyni mame

(3.3.10) Uy, = [Uo, Us, ..., Un-1]",

Fh = [(h’BO)_lgmflaf% .. '7fN—27fN—1 + h_zgl]T7

1+ 35 tagh —1 0 0

-1 24 h%qq —1 0

A, = h 2 0 —1 2+h%q ... 0
0 0 0 oo 24 h2qN_1

Matice Ay, je tadu N a lze dokazat, Ze za predpokladi véty 1.2.6 je regularni. Pfiblizné
feSeni lze proto jednoznac¢né stanovit a da se ukazat ([2], [55]), ze jeho chyba je velikosti
O(h).

Tato skutecnost, tj. snizeni fadu chyby metody oproti odst. 3.2.3, ¢tenafe mozna
prekvapi, nebot sifova rovnice pro vSechny uzly s vyjimkou xy aproximuje diferencialni
rovnici s diskretiza¢ni chybou O(h?). Pfesto vSak okolnost, Ze jsme se v jediné rovnici
(3.3.8) dopustili diskretiza¢ni chyby velikosti O(h), ovlivni velikost chyby metody nejen
v blizkosti bodu x(, ale ve vSech bodech sité. Jde tu o jev, ktery je pro uziti diferencni
metody typicky a ukazuje, ze chceme-li vyuzit presnosti, s niz jsme aproximovali dife-
rencialni rovnici samotnou, musime stejné presné aproximovat i okrajové podminky.

Bezprostiedni moznost presnéjsi nahrady hodnoty derivace v okrajové podmince
spocCiva v uziti aproximaci uvedenych ve ¢tvrtém a patém radku tab. 3. Tyto aproximace
maji pro u € C? diskretiza¢ni chybu O(h?). Vznikla soustava diferenénich rovnic viak
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jiz neni tridiagonalni, neni symetricka a navic se pii jejim feSeni standardnimi metodami
z odst. 3.5 mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporucujeme.

Tfeti moznosti aproximace u'(0) v okrajové podmince tlohy (3.3.6) je vyuziti vzorce
ve tretim rfadku tab. 3. Volime

u'(0) ~ T [u(z1) — u(z_1)],

kde z_; = —h. Chyba aproximace je druhého Fadu. Okrajovou podminku agu(0) —
— Bou/(0) = go tak nahradime diferenéni rovnici

U

(3.3.11) aglUp — ﬁoUI;T =go (Bo #0).

Mame zde vsak oproti (3.3.8) navic dalsi nezndmou U_; a potfebujeme proto pripojit
jesté jednu rovnici. Nejjednoduseji to provedeme tak, ze zadame platnost rovnice (3.3.7)
i pro hrani¢ni uzel xq, tj. platnost rovnice

(3.3.12) U_4 —2U0—|—U1) + qoUo = fo-

h2(

(Jde vlastné o aproximaci diferencialni rovnice v bodé z¢ = 0). Fiktivni hodnotu U_;,
kterd nema vyznam aproximace presného feSeni nasi okrajové ulohy (nebot toto FeSeni
uvazujeme pouze na intervalu (0, 1)), nyni z rovnic (3.3.11) a (3.3.12) vylou¢ime. Nakonec
dospéjeme k diferen¢ni rovnici

1 Uy — U
(3.3.13) (a0 + §5oth)U0 - ﬁo%

1
= 90 + 500l fo,
ktera aproximuje okrajovou podminku v bodé zy = 0 a kterou dostatecné hladké presné
feseni nasi okrajové tlohy splituje s chybou fadové velikosti O(h?). Dalsi postup je po-
dobny jako u aproximace (3.3.8). Upravime rovnici (3.3.13) na tvar

3.3.14 (14+ 22 + S0 U — Us | =
( ) [ + B + 500 ) Uo 1} o + fo
a pripojime ji k diferenénim rovnicim (3.3.7). Vyslednd soustava AU, = Fj se od

soustavy uréené vztahy (3.3.10) 1isi pouze tim, Ze v prvni slozce vektoru Fy, je nyni navic
¢len 1 fo a v prvku matice Ay, v pozici (1, 1) je navic élen 2h2go. D4 se ukazat ([2], [55]),
7e chyba piiblizného feseni je v tomto piipadé velikosti O(h?).
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3.3.3. Priklad. Ukazeme, Ze aproximace okrajové podminky podle (3.3.8) sku-
te¢né muze zpisobit, ze chyba pfiblizného feseni je fadu h, pfestoze diferencidlni rovnici
samotnou aproximujeme dokonce pfesné.

Méjme okrajovou tlohu

u'=2 x€(0,1),
w(0) — 4/ (0) =0, wu(l)=1,
jejimz feSenim je ziejmé funkce u(x) = x?. Aproximujme tuto tilohu na rovnomérné siti

o kroku h = 1/N postupem z odst. 3.3.2 a jako aproximaci okrajové podminky volme
(3.3.8). Dostaneme tak soustavu diferen¢nich rovnic pro pfiblizné feseni

U, — U
Uy — % =0,
1
(3.3.15) (Ui =20+ Uim) =2, i=1,2,..,N — 1,
Uy =1.
Chyba ptiblizného feseni je e; = u; — U; = 22 — U, i = 0,1,..., N; pfitom z; = ih,
1=0,1,...,N. Snadno se ovéri, ze presné feseni u; = xf spliuje rovnice
U — Ug
_ - _h
Uo h )
1
(3316) ﬁ(qu—Qui—i—ui,l) :2, 1= 1,2,...7N—1,
unN = 1

Odectenim rovnic (3.3.16) a odpovidajicich rovnic (3.3.15) dostaneme pro chybu e; rov-
nice (po drobné upraveé)

(1 + h)eo — €1 = —h2,
(3.3.17) i1 —2ei+ei1=0, i=01,...,N—1,
EN = 0.
Lze se snadno presvédéit (uvazte, ze N = 1/h; viz téz [24]), Ze TeSenim této diferencéni

okrajové tlohy je e; = 1h(ih — 1) = 1h(x; — 1). V libovolném pevném bodé z (= z;)
intervalu (0,1) je tedy chyba priblizného feseni veli¢ina fadové velikosti O(h).

3.3.4. Diskretizace Neumannovy ulohy. Metodou kone¢nych diferenci bu-
deme aproximovat Neumannovu tlohu

—u" = f(x), z€(0,1),

(3.3.18) —u/(0) =go, v(1)=g.
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Jiz ve vété 1.2.6 jsme uvedli, ze tato tlloha je fesitelna pouze tehdy, je-li splnéna podminka
(1.2.15). Jednoznaénost FeSeni vSak jiz zarucit nelze. Zajima nés, jak se tyto skutecnosti
projevi v odpovidajici sifové tloze.

Diferencialni rovnici v tloze (3.3.18) aproximujeme stejné jako v odst. 3.2.1 a okra-
jové podminky aproximujeme postupem pouzivajicim fiktivni hodnoty U_; a Uny1. Vy-
sledkem diskretizace je (ovéite!) soustava rovnic, z nichz prvni mé tvar (3.3.14) s ag = 0,
Bo =1, qo = 0, dalsich N — 1 rovnic m4 tvar (3.3.7) s ¢; = 0, a kone¢né posledni rovnici
ziskame tak, Ze z diferenc¢ni rovnice

1
—33(Un—1 = 2UN + Un41) = f(zn)

vylouc¢ime pomoci aproximace okrajové podminky

Uny1—Un-a
2h

fiktivni hodnotu Uy 41 a vysledny vztah upravime podobné jako v odst. 3.3.2.
Dostaneme tak soustavu linearnich algebraickych rovnic (jejiz matice je symetricka,
ale neni pozitivné definitni)

1 -1 0 ... 01[ U 1 [sfoth'go-
-1 2 -1 . Uy fi
(3.3.19) e T S :
: -1 2 -1 Un_1 Fno1
. 0 ... 0 -1 1] [ Uy | _%fN—kh_lgl_
Oznacime-li r;, i = 0,1,..., N, fadkové vektory matice soustavy (3.3.19), snadno zjis-

time, ze plati
ro+r+r+...+rny_1+ry =0,

tj. fadky jsou linedrné zavislé a matice soustavy je tedy singularni.
Aby soustava (3.3.19) byla feSitelnd (byt nejednozna¢né), musi se anulovat stejna
linearni kombinace pravych stran. To vede k podmince

1 1
(3.3.20) slotfitfat 4 vatgiv+thg+h"g =0

Podminka (3.3.20) neni ale nic jiného nez diskrétni obdoba podminky fesitelnosti (1.2.15)
z véty 1.2.6

1
(3.3.21) / flx)yde+go+g1 =0,
0
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kterou dostaneme integrovanim rovnice (3.3.18) pfes interval (0, 1). Podminku (3.3.20)
muzeme totiz také dostat aproximovanim integralu v (3.3.21) lichobéznikovym vzorcem
(ktery je aproximaci stejného fadu jako sestrojena diskrétni uloha (3.3.19), viz [37]).

Hodnost matice soustavy (3.3.19) je rovna N. Plyne to z toho, Ze napf. prvnich
N Fadkti rg,ry,...,ry_1 je jiz linedrné nezavislych. Reseni soustavy (3.3.19) proto hle-
dame naprt. tak, ze zvolime pevné hodnotu jedné neznamé, tieba Uy, dosadime a feSime
upravenou soustavu pro neznamé Uy, Us, ..., Un.

3.3.5. Diskretizace standardni okrajové ulohy. Uvazujme nyni standardni
okrajovou tuloh z odst. 1.2.4

—(p(x)u') +gq(x)u = f(z), =€ (0,1),
(3.3.22) apu(0) — Bop(0)u’(0) = go,
aqu(l) + Bip(1)u' (1) = g.

Predpokladame, ze jsou splnény predpoklady véty 1.2.6 a chceme provést diskreti-
zaci tlohy (3.3.22) na rovnomérné siti s krokem h = 1/N postupem popsanym v odst.
3.3.2 ¢i v odst. 3.2.1 (kdyz By =0 a (1 = 0).

Diskretizaci diferencialni rovnice (3.3.22) se zda nejpfirozenéjsi provést tak, ze pro-
vedeme v rovnici naznacené derivovani, ¢imz dostaneme

(3.3.23) —p(@)u” —p'(2)u’ + q(x)u = f(z), = €(0,1),

a pak aproximujeme u” (jiz tradi¢né) podle (3.3.4) (6. fadek v tab. 3) a v/ nahradime
centralni diferenci (3. fadek v tab. 3). Diskretiza¢ni chyba tak bude velikosti O(h?).
Timto postupem piejdeme od diferencialni rovnice (3.3.23) k diferen¢ni rovnici (zna-

¢ime p; = p(x;), p; = 0'(x3), ¢ = q(xs), fi = f(x;))

Ui1—2U;i+ U1 U1 — Ui B
(3.3.24) pi 2 E Cm——> +qUs = fi,
kterou upravime na tvar
(3.3.25) —(pi — %hp;)Ui_l + (2p; + h2qi)U¢ — (pi + %hp;)Ui—f—l = h2fi.

Pfipojenim diferenénich rovnic ziskanych aproximaci okrajovych podminek (odst. 3.3.2)
obdrzime soustavu sifovych rovnic, o niz se pro dostateéné malé h da dokéazat (s vyjimkou

pfipadu a9 = a3 = 0, g(z) = 0), Zze méa pravé jedno feSeni. Matice soustavy bude
tfidiagonalni, ale obecné nebude symetricka. K tomu by totiz muselopro: =1,2,..., N—
— 1 platit

1y 17,7
+ §hpi =Pi+1 — §hpi+17
coz nemusi byt (a vétsinou také nebude) splnéno. Ziskana diferenéni tloha tak neodrazi

podstatnou vlastnost diskretizované diferencialni tilohy, totiz samoadjungovanost. Uve-
deny postup proto nelze doporucit.
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Symetrickou diskretizaci s chybou ¥adové velikosti O(h?) lze metodou koneénych
diferenci ziskat tak, Ze poloZime pu’ = v a uzijeme aproximaci v'(z;) ~ [v(z; + 3h) —
— v(z; — 3h)]/h ([55]). Podrobnosti tohoto postupu neuvadime, protoze ke stejnému
vysledku lze dospét uzitim metody integralnich identit (odst. 3.4), kterd navic do dis-
kretizace zcela prirozenym zptisobem zahrne i okrajové podminky a umoznuje uspokojiveé
diskretizovat i ulohy s nespojitymi koeficienty.

3.3.6. Nelinearni uloha s Dirichletovymi podminkami. PopiSeme diskreti-
zaci okrajové tulohy pro jednoduchou nelinearni diferencialni rovnici

' = f(x,u), x € (a,b),

(3.3.26) u(a) = go, u(b) = g1.

(Uloha m4 pii dostateéné hladké pravé strané f = f(z,y) a za predpokladu, ze plati
fy(z,y) 2 0, pravé jedno feseni [49].)
Zvolime rovnomérnou sit s krokem h = (b —a)/N

Sp={x;i=a+ih,i=1,2,...,.N—1}, x9=a, zy =0.

Aproximujeme-li druhou derivaci funkce u obvyklym zptisobem, dostaneme (obecné ne-
linearni) diferen¢ni rovnice

1
(3.3.27) ﬁ(Uz’—l —2U;i +Uig1) = f(2,U;), i=1,2,...,N -1,
UO = go, Un = g1,

jejichz diskretiza¢ni chyba je pro dostate¢nd hladké funkce velikosti O(h?) stejné jako
v linedrnim ptipadé. Dirichletovy okrajové podminky zuzitkujeme obvyklym zpisobem.
Po jednoduché tupravé pak dospéjeme k nelinearni soustavé N — 1 rovnic

(3.3.28) BU), = —h*F;,(Uy),
kde
(3.3.29) Uy =[U1,0s,...,Un-a]",

Fr(Upn) = [f(z1,U1) — K %go, f(22,U2), ..., flan—2,Un—2), f(zn-1,Un-1) — R 2q1]",

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 :

B=1| o9 . . - 0
. -1 2 -1

0 ... 0 -1 2]
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Soustavu (3.3.28) budeme Fesit Newtonovou metodou [24]. Upravime ji proto nejprve na
tvar

(3.3.30) ®(U;,) = BUy, + h®F,(Uy) = 0.
Iterace Newtonovy metody jsou pak dany predpisem

(3.3.31) U —u® — (o' U)oU), k=o0,1,...,

pricemz U;o) je vhodné zvolené pocatecéni piiblizeni. Pro Jacobiovu matici ®'(Uy,) plati
jednoduchy vzorec

(3.3.32) ®'(U;,) = B + h*F},(Uy),
kde F}, (Uj,) je diagondlni matice,

F%(Uh) = diag[fu(afl, Ul), fu(l‘g, UQ), ey fu(l'N—la UN—I)]-

Zde of( )
. i, U
fu(xl7U’L) - au u:UZ .
Jeden krok Newtonovy metody (3.3.31) tedy spociva v feSeni soustavy N — 1 rovnic pro
N — 1 nezndmych

(3.3.33) ©' (U — U] = —o(u?)

se symetrickou tfidiagonalni matici d)'(U;lk)). Pri¢tenim ziskané korekce Ugﬁ—l) — U,(lk)
k stavajici aproximaci Uglk) obdrzime novou aproximaci UELkH) priblizného reseni a po-
stup opakujeme. Podminky jednoznaé¢né fesitelnosti ulohy (3.3.26) zarucuji, ze soustava
(3.3.33) m4 pravé jedno feSeni. Matice @' je totiz pozitivné definitni.

K diskretizaci okrajové ulohy (3.3.26) se misto (3.3.27) ¢asto uzivaji diferenéni rov-
nice

1 1
(3.3.34) ﬁ(Uiﬂ —2U; + Uiy1) = E[f(xifla Ui—1) + 10f(zi, Us) + f(@it1, Uig1)],

které pro dostatec¢né hladkou funkeci f davaji podstatné presnéjsi vysledky (diskretizacni
chyba je velikosti O(h*)). Komplikuje se ovSem poné&kud struktura Jacobiovy matice
®'(Uy,) ve (3.3.32) (F;(Up) zde jiz neni diagonélni). Diferenéni metodé zalozené na
(3.3.34) se fikd Numerovova metoda.

Numerické feseni Dirichletovy okrajové tlohy pro obecnou nelinedrni rovnici dru-
hého ¥adu u” = f(z,u,u’) je popsano v [55]. Resenim nelinedrnich okrajovych tloh se
zabyva rovnéz monografie [30].
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3.3.7. Volba pocéatec¢niho piiblizeni. V mnoha numerickych metodach pro
feSeni okrajovych tloh mtze volba dobré pocatecni aproximace pro néjaky iteracni proces
podstatné ovlivnit celkovou efektivitu pouzitého algoritmu. Tykéa se to také diferen¢nich
metod pro feSeni nelinearnich okrajovych tloh. Za ,,dobrou®“ pocatecni aproximaci tu
povazujeme takovou funkci, kterad ,,ma alespon zhruba stejny prubéh jako pfesné reseni“.

Jednou z moznosti, jak takovou aproximaci ziskat, je pouzit diferenc¢ni metodu na
nékolika postupné stale jemnéjsich sitich; priblizné feseni vypocitané na hrubé siti slouzi
ke stanoveni poc¢atecniho priblizeni pro iterac¢ni proces na jemnéjsi siti. Tato myslenka
se uziva v tzv. metoddch vice siti pro feSeni eliptickych okrajovych tloh.

Mizeme také pouzit metodu homotopie, v niz se rovnice v” = f(z,u) v tloze (3.3.26)
nahradi rovnici u” = f(x,u, \) takovou, Ze hodnoté parametru A = 1 odpovida ptivodni
rovnice, kdezto pro A\ = 0 umime vzniklou okrajovou tlohu snadno fesit (je napt. li-
nearni). Danou numerickou metodou pak postupné fesime posloupnost okrajovych tloh
pro rovnice ull, = f(Z, U, Am), kde 0 = Ag < A1 < ... < Ay = 1, a pfitom piiblizné fe-
Seni aproximujici u,, uzivame jako pocatecni ptiblizeni v numerické metodé pro priblizny
vypocet Uy, 11.

Je-li napt. diferenciélni rovnice (3.3.26) tvaru v” = Au + f(u), zavedeme parametr
A vztahem u” = Au + Af(u). Pak zvolime dostatecné velké M, polozime napi. A\, =
= m/M, m = 0,1,..., M, a postupné fesime okrajové tlohy pro rovnice u” = Au,
u'=Au+ (1/M)f(u),...,v" = Au+ f(u).

3.4. Metoda integralnich identit V tomto odstavci popiseme obecny
a efektivni postup, kterym lze diskretizovat standardni okrajové tlohy pro linearni di-
ferencialni rovnici druhého fadu v samoadjungovaném tvaru. Protoze vsak se zminény
postup diskretizace d& bez zasadnich problémi aplikovat i na ponékud obecnéjsi ulohy,
budeme se rovnou zabyvat okrajovou tlohou pro rovnici

(3.4.1) —(pla)) + (@)’ +q@)u = f@), @€ (a,b),
s okrajovymi podminkami tvaru

aou(a) — Bop(a)u’(a) = go,

aju(b) — Bip(d)u' (b) = g1.

Budeme predpokladat, ze funkce p, q, v a f jsou omezené a po castech spojité. Dale
predpokladame, ze

(3.4.3) p(z) >0, q(z)=20, z¢€a,b),

(3.4.2)

a ze plati (1.2.14) (srov. s predpoklady véty 1.2.6; pro cely postup nejsou vsechny pted-
poklady nezbytné nutné). V fadé uloh technické praxe koeficienty nebo prava strana
rovnice (3.4.1) skuteéné maji na intervalu (a,b) koneény pocet skoki. Na tlohy s ne-
spojitostmi v koeficientu funkce p jsme ¢tenafe upozornili v odst. 1.2.7. a 1.2.8. Stejné

jako tam budeme i zde pozadovat, aby v bodech nespojitosti byly splnény prechodové
podminky (1.2.16), (1.2.17).
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3.4.1. Princip metody. Diskretizaci tlohy (3.4.1), (3.4.2) provedeme postupem,
ktery popisuje R.S. Varga v [53], a ktery budeme nazyvat metoda integralnich identit.
Na intervalu (a, b) nejprve zvolime sit S o N + 1 uzlech

(3.4.4) a=20< 21 <...<xTNny_1<xN =D

Sit & muze byt zcela libovolnd (nikoliv nutné rovnomérnd), pozadujeme pouze, aby
veskeré body nespojitosti funkci p, ¢, v a f (pokud existuji) byly v uzlech sité. Oznacime
hi =241 —x;,1=0,1, ..., N —1; v pripadé ekvidistantni sité se ovSem vsSechny tyto
veli¢iny rovnaji kroku sité h = (b —a)/N. Stiedy intervall (z;, z;41) oznacime x;,1 /9 =
= x; + %hi, 1 = 0,1,...,N — 1. Je-li y néjakd po castech spojita funkce definovana
na (a,b), pak v téch bodech, ve kterych je y spojita, pouzivime oznaceni y; = y(x;),
Yir12 = y(x; + 2h;). Oznaceni y(z;+) a y(z;—) znamend limitu funkce y v bodé z;
zprava a zleva; je-li y v bodé x; spojita, je ovsem y(z;+) = y(z;—) = y;.

Zakladni myslenka metody integralnich identit spociva v tom, Ze se nediskretizuje
primo rovnice (3.4.1), ale vychazi se ze vztaht, které vzniknou integrovanim této rovnice
na jednotlivych podintervalech, na néz uzly sité S a stfedy intervali (z;, z;y1) rozdéluji
interval (a,b). Uvazujme nejprve interval <x¢,xi+1/2>, kde 0 < ¢ £ N — 1. Integraci
rovnice (3.4.1) na tomto intervalu dostaneme rovnici

Tit1/2

~Pirapptiprgo + oot k) + [ (e () dat

Zq

s [ gty as = [ @ a.

2 2

(3.4.5)

Na intervalu <xi_1/2, xi>, kde 1 £ 4 < N, obdobné dostéavame

Tq

_ p(xz_)ul(xz_) —|— pi—1/2u2—1/2 + / ’y([]j)u/([]j‘) dx+
Ti—1/2

o + L Y @) ds = / Y ) da

i—1/2 Ti—1/2

Je-liz; vnitini uzelsité, 1 <i< N—1, pak pro néj mizeme psat jak rovnici
(3.4.5), tak (3.4.6). Sec¢teme-li oba tyto vztahy a uvazime-li, Ze v bodé z; musi byt splnéna
prechodova podminka p(z;+)u’(x;4+) = p(x;—)u'(z;—) (odst. 1.2.7), dospé&jeme k rovnici

Tit1/2
- pz‘+1/2u;+1/2 + pi—l/zu;_l/z + / v(@)u' (z) do+
(3.4-7) [L',L'+1/2 [L',L'+1/2 Ii71/2
+/ q(z)u(x)dx :/ f(z)de.

i—1/2 Ti—1/2

Tento integralni vztah bude pro néas vychodiskem k odvozeni sifové rovnice pro vnitini
uzel x;, 1 £i < N — 1, sité S.
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Derivace u; 5 a u}_, ;, budeme aproximovat centralnimi diferencemi (viz 3. fadek
v tab. 3, odst. 3.3.1). Integralni ¢leny lze aproximovat riznymi zptsoby (viz [53]), pro
jednoduchost se omezime na obdélnikové pravidlo ([37], odst. 11.1). Protoze integrované
funkce mohou byt v uzlu x; nespojité, rozdélime nejprve integralni ¢leny na dva sc¢itance
a klademe tedy

(3.4.8) | i
[ t@ar= [ p@des [ s de s b floe) + bhf ),
Ti—1/2 Ti—1/2 Ty

Tit1/2
/ V(@) (z) dz &~ $hi_1y(@;—)u (2,—) + Shiy(@+)u (2 +),

i—1/2

/%HI/2 g()u(z)dz ~ [Shi—1q(zi—) + $hig(zi+)]u(z;),
Li—1/2
, oul@ion) —u() (@) —u(@ioa)
u'(zi+) ~ » , u(ri—) = o :

Pro sitovou funkci s hodnotami U; ~ u(x;) dostaneme ve vnitinim uzlu sité z integralni
identity (3.4.7) po aproximaci jednotlivych ¢lenti pomoci (3.4.8) siftovou rovnici

Uis1 = U; U—-U- | _U—-U-~
BT tPi-1/2 It +% 2 +

(3.4.9) X )
U1 —U; U hic1q s +hiq;  hioaf] +hif™

+
% 2 2 2 )

v niz jsme oznadiling = y(zi—), v = y(zi+), ¢; = q(zi—), ¢ = q(i+), fi = f(zi-),
fi¥ = f(x;4). V této rovnici tedy stejné jako v sifové rovnici (3.3.24) ziskané metodou
kone¢nych diferenci vystupuji 3 hodnoty pfiblizného feseni: U;_1, U;, U;41. Celkové (ve
v8ech vnitinich uzlech) vztahy (3.4.9) predstavuji N —1 podminek pro N + 1 neznamych

Uy, Uy, ..., Uny_1, Uyn. Upravime je jesté na tvar
(3.4.10)
- -+ - +
_ (Pi—1)2 ﬁ)U‘ <pi—|—1/2 Di-1/2 Y — % hi—1q™ i + hig, )U—
( IR At G Py P R 2 '

i ; hio1f7 + hif
_(p;j/Q_%>UZ+1: 1fz 2+ fz , 12172,,N—1

Chybéjici dvé podminky dostaneme vyuzitim okrajovych podminek.

3.4.2. Aproximace okrajovych podminek. PopiSeme zpusob, jak se v metodé
integralnich identit vyporadame s okrajovymi podminkami. Pro konkrétnost budeme po-
drobnéji uvazovat pouze podminku v bodé a = x¢, podminka v bodé b = x se vyuzije
obdobné. Je-li tedy v bodé z = a predepsana Dirichletova okrajovd podminka, tj. je-li
v (3.4.2) By =0, je u(a) = Uy = go/a a postupujeme stejné jako v odst. 3.2.1. Do sifové
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rovnice (3.4.10) pro @ = 1 dosadime za Uy a ¢leny obsahujici go pfevedeme na pravou
stranu. Je-li ve (3.4.2) By > 0, pak Uy nezndme a musime postupovat jinak. PouZijeme
integralni identitu (3.4.5) pro interval (xg, zo + ho/2), kde provedeme podobnou diskre-
tizaci jako v piipadé vnitinich uzli a za p(xo+)u’(z¢+) dosadime z okrajové podminky
(3.4.2) psané ve tvaru agUy — Bopo(xo+)u' (xo+) = go. Vysledkem bude sitova rovnice

U, — U Uy — U, — U hog™ ho fiF
1 0+Oéoo 90_|_+01 0+UOOQO_OfO

3.4.11 - —
(3.4.11) P2+ 2 i 2 2 2

kterou po upravé na tvar

aoho  hovy | hdag ) (ho%+ ) _ho .., 9o
o 5 + 5 Uy + 5 p1/2 )U1 _2f0+ﬁo

1
(3.4.12) h_o {(pl/z +

pripojime k rovnicim ziskanym pro ¢ = 1,2,..., N — 1. VSimnéme si, jak se v metodé
integralnich identit okrajové podminky s derivaci zcela pfirozené vyuziji ve spojeni s da-
nou diferencialni rovnici, aniz by bylo tfeba zavadét fiktivni hodnoty priblizného feseni
jako v odst. 3.3.2 (srov. (3.3.14) a (3.4.12)). Na pravém konci intervalu (a,b) bychom
pfi B1 > 0 obdobnym zpisobem dospéli k sitové rovnici

1 hn_ ~hn— h2_ . qx
. [(pN—1/2 N OélﬂN L YN 2N L 1\121(11\7>UN+
(3.4.13) N1 ! - .
N-17N ) _ N1, 5
+ <—2 PN-1/2 UN—l] 5 In+ 3,

3.4.3. Sestaveni soustavy sifovych rovnic. Z podminek (3.4.12), (3.4.10),

(3.4.13) sestavime soustavu
(3.4.14) AU, = F,,

kde Uh = [Uo,Ul,...,UNfl,UN]T, Fh = [F(),Fl,.
gonalni a pro By > 0, #1 > 0 je fadu N + 1:

.., Fx_1,Fy]T. Matice A}, je tiidia-

[apo ap1 O 0
aip| a1 a2
0 | az1 a2 a3
A, =
0
GN-1,N-2 OQGN—-1,N—-1| aN-—-1,N
L 0 0 AN, N—1 anN
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kde (i = 0; prvni fadek matice)

+ +
_ P2 %, hogg | @
&()()——hO 9 + 5 +507
+
P12 0
apr = ——— t —/;
ho 2
proi=1,2,...,N —1:
Di—1/2 P
=222 ),
i
G — Piv1/2 n Pi—1/2 " Vi —’7,-+ n hi—1q; + hiqf
" h; hi_1 2 2 ’
Pit1/2 72~+
o= (2222
(2
(1 = N; posledni fadek matice)
PN-1/2 N
AN, N—-1 = — h-/ + VTN;
_bN-1/2 YN, hvoigy | g
ANN = 1 + 5 +—2 +ﬁ1'
Pro slozky vektoru F; méame:
ho 9o
Fo=—f+>
hi 1~ + h. ft
F, = ki ; i 19 N-1

hn_
Fy = —]\; L fR, + %

Pokud je na nékterém z konct intervalu (a,b) zaddna Dirichletova okrajova pod-
minka (5y = 0 nebo 31 = 0), fad soustavy se snizi (viz naznacené ,,oramovani“ v matici
A},). Rovnice (3.4.12) pro Sy = 0 nebo (3.4.13) pro 5, = 0 odpadd a ¢leny v (3.4.10) s Uy
(pro i = 1) nebo s Uy (pro i = N — 1) se pfevedou na pravou stranu, takze se zméni F7,
resp. Fy_1. Kdyz 89 = 0, bude

hofi + ha fi -
_ hofy ‘2f‘ 1/ _|_<p1/2+7_1>90’

F
! ho 2

kdyz (31 = 0, bude

hy-ofy 1 +hyvo1fy _ +
Py, = 2fy_1 Fhvafy +<pN 1/2 _’YN_1>91,

2 hn-1 2

71



(¢islo go, resp. g1 je ddno podminkou u(a) = go, resp. podminkou u(b) = g1). Zbyvajici
slozky vektoru Fj se nezméni.

Pro dostateéné malé kroky sité h;, i = 0,1,..., N — 1, md matice Ay, z (3.4.14)
podobné vlastnosti jako matice v (3.2.5) vznikla pfi diskretizaci metodou kone¢nych di-
ferenci. Jeji diagonalni prvky jsou kladné, kdezto prvky lezici mimo hlavni diagonalu
jsou nekladné. Neni obecné symetricka, coz ovSem neni prekvapivé, protoze diferencialni
rovnice (3.4.1) neni v samoadjungovaném tvaru. Pokud ovSem ~(z) = 0 a p’ a ¢ jsou
spojité funkce, jde o standardni samoadjungovanou okrajovou tlohu a symetri¢nost ma-
tice Ay, je zfejma. Da se pak navic ukazat, ze Ay je pozitivné definitni. Tyto vlastnosti
nezévisi na tom, jakou sit jsme pouzili, coz je vyhoda oproti metodé koneénych diferenci,
kde tomu tak obecné byt nemusi.

Odhad diskretizac¢ni chyby je vzhledem k moznym nespojitostem koeficientti a ne-
rovnomeérnosti sité obtizny a pracny. Spokojime se proto pouze s konstatovanim, ze pro
spojité koeficienty a rovnomeérnou sif je chyba priblizného feSeni ziskaného metodou
integralnich identit z tohoto odstavce velikosti O(h?).

Radu dalsich praktickych informaci o soustavach linearnich algebraickych rovnic,
které vznikaji pti diskretizaci okrajovych tloh (jak pro obycejné, tak parcialni diferen-
cialni rovnice), ¢tenaf nalezne v odst. 3.5.

3.4.4. Priklad. Metodou integralnich identit budeme diskretizovat okrajovou
ulohu

(3.4.15) —(p(x)w') =1, u(0) =u(1) =0,
1 pro x 0, % ,
p(z) = { proz € {02)

2 prox € <%, 1>.

Volime rovnomérnou sit S s krokem h = 1 (N = 6).
Protoze jde o Dirichletovu tlohu, zajimaji nas pouze sifové rovnice (3.4.10) pro

vnitini uzly, které v nasem pripadé maji tvar

Di—1/2 Di—1/2 T Dit+1/2 U Dit1/2
_ .

h h
Hodnoty Uy = 0, Ug = 0 zname z okrajovych podminek a hodnoty koeficientt p; 12,
1=0,1,2,3,4,5, jsou patrné z obr. 2.
V maticovém zapisu dostavame z (3.4.16) po Gpravé soustavu
2 —1 0O 0 0 Uy
1 2 -1 0 ol
A2 0 -1 3 -2 0| |Us| =
0o 0 -2 4 -2 U,
0 0 0 -2 4 Us

jejimz FeSenim obdrzime (na 6D) vektor

U, = [0,055556; 0,083 334; 0,083 334;0, 069 445; 0, 041 667]~ .

(3.4.16)

U,_1+

Ups1 =h, i=1,23,4,5.

[ i =y
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i
p(x)
2T ¢ *
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
| I
1 ? |
[ I
[ I
[ I
[ I
[ I
Xy X3, Xsy, I X7 Xy, X414y, |
. . l ® ® i -
_ _1 _
0= Xy X X5 X3=7% Xy Xg Xg= 1 X

Obr. 2. Funkce p a uzly sité v tloze (3.4.15).

Snadno se presvédéime, Ze aZz na zaokrouhlovaci chyby je U; = u(z;), nebot presné
feSeni ulohy (3.4.15) je

u(z) =

(5 — 6x), z€(0,3),
5 (1+5z—62?), we(3,1),

a tedy
/(1 _ 1 (1 _ 1
u(z—)=-1 v(E+)=-u
Pfechodovou podminku bychom v nasi tloze psali ve tvaru 2u'(3+) = v/(3—) a jeji
aproximace je zahrnuta do tfeti rovnice sestrojené soustavy.

3.5. Soustavy sifovych rovnic V tomto odstavci pojedndme o Fesi-
telnosti soustav linearnich algebraickych rovnic vzniklych diskretizaci okrajovych tloh
a shrneme zakladni poznatky o pifimych metodéch pro feseni takovych soustav ([24],
[46]). Itera¢nim metodam pro feSeni soustav sitovych rovnic bude vénovan ¢l. 10 druhé
casti nasi série.

Jak jsme vidéli napf. v odst. 3.2.1, maji matice soustav sifovych rovnic specilni
strukturu. Soustavy linearnich sifovych rovnic lze proto fesit specidlnimi algoritmy, které
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dovoluji snizit jak pocet aritmetickych operaci potiebnych k vyreseni soustavy, tak na-
roky na kapacitu paméti pocitace.

3.5.1. Resitelnost soustavy sifovych rovnic. O regularité matice soustavy
sitovych rovnic se ¢asto d4 rozhodnout na zékladé dvou vlastnosti, které tyto matice
mivaji — nerozlozitelnosti a prevladani prvkt na diagonale.

Ctvercova matice A ¥adu n je reducibilni neboli rozloZitelnd, jestlize je ve vztahu
Au = v jistych n; slozek (n; < n) vektoru u jednoznacéné uréeno néjakymi n; slozkami
vektoru v. Jinymi slovy, existuje permutacni matice P takova, ze

T —1 A, 0

(3.5.1) PAP" = PAP " = {Az AJ ,
kde A; je Ctvercovd matice fadu ny, As ctvercova matice fadu n — ny a As matice
typu (n — ni,nq). Piipomindme, Ze permuta¢ni matice P ma prvky rovné bud 0 nebo 1,
pricemz v kazdém radku a kazdém sloupci je pravé jeden jednotkovy prvek. Specialné
mize byt P = I. Nasobeni permutac¢ni matici P zleva znamend provést permutaci radkt
matice A, nasobeni P? zprava predstavuje odpovidajici zaménu sloupcii. Extrémnim
ptripadem reducibilni matice je matice diagonalni. Neni-li matice A reducibilni, fikame,
ze je ireducibilnt nebo nerozloZitelna. O reducibilité matice se v praxi casto rozhoduje
nikoli hledanim vhodné matice P, ale vySetfenim orientovaného grafu matice A ([49],
[55]). Tiidiagonalni matice A je reducibilni tehdy a jen tehdy, je-li néktery z prvki a;_1 ;
(pod diagonélou) ¢i a; ;41 (nad diagonalou) roven nule. Matice Ay, z (3.2.5) a (3.3.10)
jsou tedy priklady ireducibilnich matic.

Ctvercovd matice A = [a;;] Yadu n je diagondlné dominantni (mé& previddajici dia-
gonalu), jestlize pro i = 1,2,...,n plati

n

(3.5.2) |ai| 2 Z |aij]-

j=1
i

Jestlize v (3.5.2) plati vesmés ostré nerovnosti, fekneme, ze A je ostie diagondlné domi-
nantni. Ostie diagonalné dominantni matice ma podle Gersgorinovy véty pouze nenulova
vlastni ¢isla, a je tedy regularni. Matice Ay z (3.2.5) jepfiq; >0,i=1,2,...,N—
— 1, ostfe diagonalné dominantni.

Ctvercovd matice A = [a;;] fadu n je ireducibilné diagondiné dominantni, jestlize
a) je ireducibilni, b) je diagonalné dominantni a c¢) alespon pro jeden index i = i plati
v (3.5.2) ostra nerovnost. Da se ukézat [53], Ze ireducibilné diagondlné dominantni matice
jevzdy regularni. Matice Ay z (3.2.5) jepfiq; =20,i=1,2,..., N—1, ireducibilné
diagonalné dominantni (ovéite to).

D4 se dokonce ukézat [53], ze symetrické ¢tvercové matice, které maji na diagonale
kladné prvky a jsou ostfe ¢i ireducibilné diagonalné dominantni, jsou vzdy pozitivné
definitni.
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3.5.2. Metody rozkladu. Uvazujme soustavu

(3.5.3) Ay = F,
kde matice A jetadun a F = [Fy, Fy, ..., )T,y = [y, y2, - - -, yn] T

Metodou LU-rozkladu ([24]) rozumime postup, pfi némz se matice A rozlozi na
soufin A = LU, kde L = [l;;] je dolni trojihelnikova matice (tj. l;; = 0 pro j > 1)
s jednickami na diagonale a U = [u;;] je horni trojihelnikova matice (tj. u;; = 0 pro
i > j), a misto soustavy (3.5.3) se fesi dvé jednodussi soustavy Lz = F a Uy = z. Tento
postup je ekvivalentni Gaussové elimina¢ni metodé bez vybéru hlavniho prvku.

Pro symetrickou matici A je vhodnou variantou Gaussovy elimina¢ni metody metoda
symetrického rozkladu, v niz rozlozime matici A na soué¢in A = UTDU, kde U je horni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a D je diagonalni matice. Misto soustavy
(3.5.3) se fesf tii soustavy U7z = F, Dw = z, Uy = w.

Uvedené dva postupy jsou proveditelné, jsou-li diagonalni prvky matice U v metodé
LU-rozkladu ¢i prvky matice D v metodé symetrického rozkladu riizné od nuly. K tomu
sta¢i napt., aby matice A byla regularni a diagonalné dominantni ([7]).

Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni, lze doporucit Choleského metodu
rozkladu. V této metodé vychizime z vyjidieni A = UTU, v némz U je opét horni
trojuhelnikova matice, u niz vsak, na rozdil od predchézejicich metod, neklademe zadné
pozadavky na diagonalni prvky. Dalsi postup je stejny jako v metodé LU-rozkladu.
Funkci matice L zde plni matice U7

Pro symetrickou a pozitivné definitni matici A jsou uvedené metody vzdy prove-
ditelné. Nesplnéni pozadavku pozitivni definitnosti matice A se v Choleského metodé
projevi vyskytem zapornych ¢isel v odmocninéch ¢i délenim nulou.

Metoda LU-rozkladu pro soustavu s tfidiagonalni matici se obvykle nazyva metoda
faktorizace.

3.5.3. Algoritmus metody faktorizace. Necht v soustavé Ay = F je matice
A tiidiagonalni, t;j.

i bl C1 0 . 0
ao b2 Co

0 as b3 C3

(3.5.4) A=
0
Gn—1 bn—l Cn—1
0 0 (7% bn
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Algoritmus metody faktorizace a algoritmy v dalsich odstavcich popiseme zpiisobem
uzivanym v [24], [37]:

(3.5.5) Vstup:

VyStU.p: y= [917 Y2, .-

n,A,F: [F17F2,..

w1 :bl; Z1 :Fl.
Pro 1=2,3,....n:

m; = —a;/wi_1,

w; = by +m;ci—1,

zi=F; +m;zi1.

ynzzn/wn-
Pro k=n—-1n-2,...,2,1:

BT

Lyk = (2k — CkYkt1)/ Wk

-,yn

7.

Prvky matice L v rozkladu A = LU jsou zde dany cisly —m,; a prvky matice U
¢isly w;, ¢;. Evidentné nulové prvky nebereme v tvahu. Jestlize je A ostie diagonalné
dominantni nebo ireducibilné diagondlné dominantni, da se ukazat ([46]), ze je w; # 0,
i=1,2,...,n, takze se algoritmus (3.5.5) déa skutecné provést (nedochazi k déleni nu-
lou). Stejné vlastnosti matice A jsou zaroven postacujici pro to, aby algoritmus metody
faktorizace byl numericky stabilni. Praktické zkusenosti ukazuji, ze pii dobré podmi-
nénosti soustavy (3.5.3) byva metoda faktorizace dostateéné stabilni i tehdy, nejsou-li
podminky diagonalni dominance splnény. Daji se ale sestrojit ptriklady diferenc¢nich tloh,
pii jejichz feSeni se v takovém pfipadé metoda faktorizace chova nestabilné.

Metoda faktorizace je neobycejné efektivni metodou pro feseni sifovych rovnic. K je-
jimu provedeni staci cca 8n aritmetickych operaci (5n nasobeni nebo déleni a 3n s¢itani).
Pii promysleném uloZeni dat vystac¢ime s 4n paméfovymi misty (neukladdme nulové
prvky matice A). Jednou z moznosti je nasledujici uloZeni prvki matice A:

a2
as

b1 c1
ba C2
b3 c3

ma
ms3

mp—1
mp

w1
%
w3

Wn—-1
Wn,

C1
C2
C3

Cn—-1
Cn

Mezivysledky m;, resp. w; ukldadame na mista prvkad a;, resp. b;. Na mista F; ukladame
nejdrive mezivysledky z; a posléze kone¢né vysledky y;. Lze tak bez problémi fesit

soustavy rovnic se stovkami neznamych.
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3.5.4. Algoritmy pro tridiagonalni soustavu se symetrickou matici. Sy-
metri¢nost matice A v (3.5.4) (tj. a; = ¢;—1, ¢ = 2,3,...,n) umoznuje usetiit dalsich n
pamétovych mist. Nemame-li zaru¢enu pozitivni deﬁnltnost matice A, uzijeme algorit-
mus symetrickeho rozkladu, jehoz proveditelnost je zarucena stejnymi predpoklady jako

u algoritmu (3.5.5):

(3.5.6) Vstup: n,AF=[F,F,..., F,]7.
di =b1; 21 = F1.
Pro 1=1,2,...,n—1:
u; = ¢i/d;,
dit1=bjp1 — diu?;
Ziv1= Fip1 — uip12;.

Pro j=12...,n

Yn = Wy; up = 0.
Pro k=nn—-1n-2,...,2,1:

Y = Wk — Uk4+1Yk+1-

VyStup: y= [3/1, Ya,..., yn]

Je-li matice A navic pozitivné definitni, uzijeme Choleského algoritmus:

(3.5.7) Vstup: n,AF=[F, F, ..., F,]7T.
ug = 0; 29 = 0.
Pro 1=1,2,...,n

2
bi —U;_1,

u; = ¢;/w,
zi= (F —ui—12i-1)/w;.
Yn+1 = 0.
Pro k=n,n—-1,...,2,1:
Lyk = (2K — UkYk+1)/ Wk

VyStup: y= [917927 ey yn]T

3.5.5. Algoritmy pro soustavu s pasovou matici. Pfi diskretizaci okrajovych
uloh pro parcidlni diferencialni rovnice eliptického typu se setkdme s maticemi, které jiz
nebudou t¥idiagonalni, ale pasové. Matice A je pdsovd, existuje-li pfirozené ¢islo p =
> 1 takové, Ze prvky a;; matice A jsou nulové, kdyz |i — j| > p. Cislo p oznacuje sirku
polopdsu ([24]). TFidiagonalni matice je specidlnim pfipadem péasové matice (pro p = 1).
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Matice L a U v rozkladu A = LU (pokud jdou sestrojit) budou péasové se stejnym p, tj.
lij=0proi<japrot>j+p,u; =0proj<iaproj>p-+i.

V nasledujicim algoritmu se vypocet prvk matice U a L realizuje ve smyslu sloupct
matice A:

(3.5.8) Vstup:  n,p,A = [a;],F = [F1, Fa, ..., F,]".
Pro j7=1,2,...,n: (A =LU)
a =max(1,j - p),
v =min(n, j + p).
Pro i=aqa, a+1 N

Uij = Qi — Z Lirtrj.

Pro Z:j+1,j—|—2,...,”y:
5 =max(1.i ~p)

Lij (a” Z lzs“sy)/uw'

Pro j=1,2,...,n:(Lz= F)
«Q :maX(lvj _p)7
j—1
—FJ — kz ljkzk.
Pro j=n,n—-1,...,2,1: (Uy = 2)
Y =min(n, j + p),

K
yi = (25 — > UjrYk)/ujj-
L k=j+1

Vystup: y = [y1,y2, -, Yn]”

Pocet operaci tohoto algoritmu je fadové dan ¢islem np(p 4+ 1) + n(2p + 1) [24]. Pii
vhodném naprogramovani usetfime navic (kdyz p < n) zna¢né mnozstvi pamétovych
mist, nebot do paméti pocitace ukladdame pouze prvky umisténé v pozicich uvnitf pasu
dané matice. Mtizeme napt. volit schéma ulozeni prvkd znédzornéné pro p = 2 na obr. 3.
Pozici (i, j) pasové matice A odpovida pozice (i, k) v poli o rozméru n x (2p+1). Pfislusna
mapovaci funkce je ddna vzorcem k = (j —i) +p+ 1. Mezivysledky l;, u;r ukladame do
piislusnych pozic prvkl a;,. Na mista F; ukldddme mezivysledky z; a posléze konecné
vysledky y;.

Je-li pasova matice A symetrickd a pozitivné definitni, mtzeme pouzit Choleského
metodu a misto (3.5.8) odvodit algoritmus, ktery ma zhruba poloviéni naroky na pamét
pocitace.
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- - aii ai2 a3

- a21 a22 a23 24

asi a32 a33 a34 ass

? Q42 43 a44 Q45 Q46
Up—2n—2|An—2n—-1|Aan—-2n

p—-1,mn-3 |On—-1n-2 | Gn—-1,n—1 an—1,n -

Qn,n—2 Qnon—1 Ann - -

k —

- - U11 U12 Uis

- loq U22 U23 U24

[31 l32 u33 U34 U35

7 la2 ls3 U44 Ugs U46
Up—2n—2 | Un—2n—1|Un—2n

ln—l,n—?) ln—l,n—2 Up—1,n—1 Un—1,n -

ln,n—2 ln,n—l Unn - -

Obr. 3. UlozZeni prvku pétidiagonalni matice.

3.6. Cviceni

3.6.1. Ukazte, ze feSeni 4 = a(z), z € (a, b), okrajové ulohy —(f)(z)ﬂ')/—l—d(z)a:
= f(2), @(a) = Go, ﬁ(b)ﬂ’(b) g lze ziskat pomoci feSeni u = u(x), x € (0,1),
okrajové tulohy —(p(x)u/(a:)) q(x) f(x), u(0) = go, p(1)u/ (1) = g1. Urcete piislusné
transformacni vztahy. [Navod: Volte hnearni substituci z = a+ (b—a)z a uzijte pravidla
pro derivovéni slozené funkce (@' (z) = da/dz, v/(z) = du/dz). Vysledky: p(z) = p(a+

+ (b — a)a:), q(z) = (b— a)zd(a + (b — a)x), flx) = (b— a)2f(a + (b — a)x), Jdo = Go,
g1=(b—a)g, u(2) = u((z —a)/(b - a)) ]

3.6.2. Ukazte, ze feSeni 4 = a(z), z € (a, b), okrajové ulohy —(]5(2)1]')/ +4(z)a =
= f(2), Goti(a) — p(a)@’ (a) = Go, (b) = ¢y lze ziskat pomoci feSeni u = u(z), = € (0

, 1
okrajové tilohy — (p(x)u) +a(x)u = f(x),70u(0) — p(0)u (0) = go, u(1) = g1. o = (b~
—a)do, go = (b — a)go, g1 = §1; ostatni stejné jako ve cviceni 3.6.1.]
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3.6.3. Reste metodou koneénych diferenci okrajovou tlohu —u” +zu = —22, x €
€ (—1,2), u(-1) = 1, u(2) = —2. Volte rovnomérnou sit s krokem h = 1. Posudte chybu
metody. [U; = %, Uy, =0,U3 = —%, Uy,=-1,U;5 = —%. Pfesné feseni je u(x) = —ux;
pro takovou funkei je derivace u” aproximovéana presné.|

3.6.4. Provedte diskretizaci okrajové ulohy —u” + ¢(z)u = f(z), z € (0,1),
u(0) = go, aru(l) + f1u' (1) = g1, f1 # 0 metodou koneénych diferenci. Posudte velikost
diskretiza¢ni chyby a vlastnosti matice soustavy diferenénich rovnic. [Navod: Postupujte
obdobné jako v odst. 3.3.2 a vyuzijte poznatkl odst. 3.3.1; porovnejte matici ziskané
soustavy diferenénich rovnic s matici (3.3.10).]

3.6.5. Porovnejte diskretizaci diferenciélni rovnice z odst. 3.3.5. s p(z) =1 a vy-
sledky diskretizace z odst. 3.3.2. Pro jaké funkce p bude matice soustavy diferenc¢nich
rovnic (3.3.25) zarucené symetricka? [Shodné vysledky. Symetrie zarucena pro p(x) =
= konst.|

3.6.6.  Reste nelinearni okrajovou tlohu u” = u? — (1 4 sin®z)sinz, u(0) =
= u(m) = 0, a) normélni metodou koneénych diferenci, b) Numerovovou metodou. Volte
h = 7/10. [Pfesné feSeni u(r) = sinz. Chyba feseni pro b): max|e(z;)| £ 1,2.107°.]

3.6.7. Aproximujte okrajovou tlohu u” +zu'+u = 0, u(0) = 0, u(1) = 1 metodou
integralnich identit. Reste diskrétni tlohu s h = 0,2. [U, = [0;0,2729; 0, 5245; 0, 7365;
0,8967;1]7 na 4D.]

3.6.8. Popiste metodu integralnich identit z odst. 3.4 v ptipadé, Ze funkce p/,
q, p a f jsou na (a,b) spojité a sit rovnomérna. Provedte touto metodou diskretizaci
Dirichletovy okrajové tlohy (3.2.1) a porovnejte s vysledkem ziskanym v odst. 3.2.1
metodou koneénych diferenci. [Névod: Ve vzorcich odst. 3.4 polozte q;r =gq; = ¢; atd.
Dale polozte h; =h=1/N,i=0,1,..., N — 1. Stejny vysledek jako v odst. 3.2.1.]

3.6.9. Stanovte diferen¢ni aproximaci okrajové tlohy u” +2zu’ +2u = 4z, u(0) —
—4/(0) = 0, u(l) = 1 +e ! = 1,368 a) metodou koneénych diferenci, b) metodou
integralnich identit. Volte rovnomérnou sit s krokem h = 0,1 a k feSeni sitovych rovnic
pouZijte metodu faktorizace. [Pesné feseni tlohy je u(z) =z + e~ ]
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4. Diskretizace okrajovych uloh metodami
Galerkinova typu

4.1. Predbézné uvahy

4.1.1. Princip metod Galerkinova typu. V metodach Galerkinova typu bu-
deme TesSeni okrajové ulohy aproximovat konec¢nou linearni kombinaci vhodné zvolenych
linearné nezavislych funkci. Tyto zvolené funkce obvykle nazyvame bdzové funkce. Me-
toda Galerkinova typu nam tedy musi davat nédvod, jak a) vhodné vybrat bazové funkce;
b) stanovit koeficienty linedrni kombinace téchto bazovych funkei tak, abychom dostali
dobrou aproximaci presného reSeni dané okrajové tlohy.

Uvazujme naptiklad okrajovou tulohu

/

— (p(z)u) = f(z), =z €(0,1),
0

(4.1.1) /

—p(0)u'(0) =
a zvolme t¥i linedrné nezavislé funkce wy (x), wo(x), ws(z) tak, aby kazda z nich spliovala
zadané okrajové podminky. Potom kazda linearni kombinace téchto t¥i funkci

(4.1.2) (x) = cqwy (z) + cows(x) + czws(x)

také splnuje okrajové podminky a klademe si otazku, jak urcit koeficienty c1, co, c3
tak, aby funkce @ v néjakém smyslu aproximovala presné feSeni tlohy (4.1.1) na celém
intervalu (0, 1).

Abychom uréili funkci % musime pro ni stanovit tfi podminky, ze kterych lze vy-
pocitat koeficienty ci, co, c3. Mizeme to udélat napi. nasledujicim zptisobem. Zvolime
tii body x1, z2, z3 € (0,1) a budeme pozadovat, aby hledand funkce @ vyhovovala
v téchto tfech bodechrovnici (4.1.1), tj. aby platilo

—{p(z1)] 71) + cowy (1) + cawy (1 }} = f(z1),
(4.1.3) — {p(x2) [crw] (z2) + cows(w2) + czwh(22 }} = f(x2),
— {p(=z3)] x3) + cowy(w3) + cawh(z3 }} = f(x3).

Je zfejmé, ze k tomu, abychom mohli podminky (4.1.3) vibec zapsat, je nutné, aby
bazové funkce wi, wy, ws byly dostateéné hladké a prislusné derivace v (4.1.3) existovaly.

Soustava podminek (4.1.3) pfedstavuje soustavu t¥i linearnich algebraickych rovnic
pro neznamé koeficienty c1, co, c3. Abychom mohli ze (4.1.3) koeficienty ¢1, ¢a, ¢35 vypo-
Citat, je tfeba bazové funkce w;, wo, w3 a body x1, x2, 3 volit tak, aby byla zarucena
fesitelnost této soustavy. Funkci @, kterd vznikne dosazenim vypocitanych koeficientti
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c1, co, c3 do (4.1.2), pak povazujeme za aproximaci presného feseni u tlohy (4.1.1). Ri-
kame také, ze funkce 4 je pribliznym Tesenim tlohy (4.1.1) (ve smyslu uvedené metody).
Je pfirozené Ze néas bude zajimat chyba sestrojené aproximace, tj. funkce u — @, nebot
podle ni posuzujeme kvalitu ziskaného piiblizného feseni. V fadé pripadi lze metodami
numerické matematiky ziskat uspokojivé odhady velikosti této chyby.

Popsany postup ma své prednosti. Odvozeni rovnic pro neznamé koeficienty cq, co,
c3 je jednoduché a primocaré. Ma ale také svoje slabiny. Jsou to predevsim problémy
s volbou vhodnych bodu, v nichz pozadujeme splnéni diferencialni rovnice. Potize také

vvvvvv

Metoda, kterou jsme zde stru¢né popsali, se vSak presto pro feseni okrajovych tloh pro
obycejné diferencialni rovnice tspésné pouziva. Nazyva se kolokacni metoda a podrob-
néjsi informace o ni 1ze nalézt napf. v [30].

V kolokac¢ni metodé jsme se snazili splnit diferencialni rovnici v tom smyslu, aby
reziduum R(x; ) ptiblizného feSeni @ dané vztahem

~ ~ /
(4.1.4) R(z;a) = —(p(2)d' (z)) — f(x)
bylo nulové v bodech z;; € (0,1),4 = 1, 2, 3. Rada §iroce pouzivanych numerickych metod
pro feseni okrajovych tloh vychézi naproti tomu z pozadavku, aby reziduum R(z; @) bylo

nulové ve smyslu integralniho prtaméru pfes cely interval (0,1). To
znamena, ze pro vhodné vybranou vdhovou funkci v pozadujeme, aby platilo

1

(4.1.5) / R(z;a)v(z)dz =0,
0
t].
1 /
| 1= @ @) -~ f@]u() do =
0
1
= [ (= @) e ) + coup(a) + caws(@)] ~ Fa) ol d =0,
0
Vztah (4.1.5) pfedstavuje linearni algebraickou rovnici tvaru Ajc; + Asco + Aszcs + F =
= 0 pro koeficienty ¢, ¢g, ¢3 pfiblizného feSeni i(z) = cyw (z) + cowa(x) + cgws(x). Je
pfitom
1
A== [ @) v s, i=1,2.3
0
1
F = —/ f(z)v(x)de.
0

Jestlize nyni postupné zvolime tfi riizné vahové funkce vy, vo, v3, dostaneme soustavu
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tfi linedrnich algebraickych rovnic

/0 { - [p(x)(clw’l(:p) + cowy(x) + c3w3 )] }vl dr =0,
(4.1.6) /0 { = [p(@)(crwy(z) + cowh(z) + caws(x )} (z) }va(x)
[ ) vt ) + cxwbe) + csu@)) — 5 os(a) e =0

pro neznamé koeficienty cq, co, c3. Popsané metodé se fika metoda vdZenych rezidus.

Na tuspéch metody vazenych rezidui ma kromé volby bazovych funkci wq, wo, ws
vliv také volba vahovych funkci vy, vo, v3. Jednou z variant metody vazenych rezidui
je klasickd Galerkinova metoda, v niz klademe w; = v;, i = 1,2, 3, a pozadujeme, aby
bazové funkce spliiovaly zadané okrajové podminky. Koeficienty ci, co, cg priblizného
FeSeni 4(x) = c1v1(z) + cova(x) + c3vs(x) nyni poditdme ze soustavy

[ (= @) e o) + exsho) + )] -~ S0 pus(o)
/{ ) (c1vy () + cavy () + cavy (@ )} (z) }va(z)dz =0,
[ - b i) +ent@) + eah(@)] - )} eso

Jak uvidime dale, jiné, obecnéjsi metody Galerkinova typu nam umozni elegantné se
vyporadat se splnénim nékterych okrajovych podminek. Kromé toho budeme moci snizit
pozadavky na hladkost bazovych funkci a fesit tak okrajové tulohy, které uz v klasickém
smyslu feSitelné nejsou.

4.1.2. Zobecnéni pojmu FeSeni. Pozadavek (4.1.5) byl vychodiskem pro urceni
priblizného feseni ve smyslu metody vazenych rezidui, a tedy i ve smyslu Galerkinovy
metody. Je vSak velmi tcelné integralni vztah tohoto typu vzit za vychodisko k definici
samotného Tes§eniuvazované okrajové ulohy.

Uvazujme pro jednoduchost opét okrajovou tlohu (4.1.1) a misto toho, abychom
fesenim této tlohy rozuméli funkci u, ktera spliiuje rovnost —(p(x)u’ (a:))/ — flx) =
v kazdém bodé = € (0, 1), pozadujme pouze, aby hledané feseni u spliiovalo integralni
rovnost (integral zde i v dal$im chapeme v Lebesgueové smyslu [34])

(4.1.7) /0 [— (p(z)d (z)) = fz)]v(z)dz =0

pro k a zd o uomezenou funkci v z dostatecné Siroké t¥idy funkci. Bude-li navic funkce
v diferencovatelnd na (0, 1), lze (4.1.7) pfevést integraci per partes na tvar

(4.1.8) / p(a)d () (2) de — p(L) (1)o(1) + p(0)u / fl
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Diky okrajové podmince tlohy (4.1.1) v bodé = = 0 se anuluje ¢len p(0)u’(0)v(0).
Vybereme-li nyni vdhové funkce v specialnéji, a to tak, aby spliiovaly podminku v(1) = 0,
vztah (4.1.8) se déle zjednodusi. Dostaneme

(4.1.9) /Op(x)u'(x)vl(x)dx:/o f(x)v(x)de.

Reseni okrajové tilohy (4.1.1) mtizeme nyni definovat jako takovou funkci u, kterd
spliiuje danou Dirichletovu podminku u(1) = 0 a integralni rovnost (4.1.9) pro vSechny
funkce v z uvazované t¥idy funkeci, které spliuji podminku v(1) = 0. Funkce u téchto
vlastnosti se pak nazyva slabym resenim okrajové ulohy (4.1.1).

V ¢em je vyhoda takové definice feSeni? PfedevSim v tom, ze rovnost (4.1.9) ma
smysl 1 pro funkce u a p, pro které (p(ac)u’(ac))l neexistuje v kazdém bodé = € (0,1).
Také pozadavek na hladkost feSeni v samotného je fakticky o rad nizsi. Dale nemusime
pozadovat spojitost funkce f. Staci, aby integraly v (4.1.9) byly konecné. D& se tedy
ocCekavat, ze trida tuloh fesitelnych v slabém smyslu bude Sirsi. Dalsi pfednosti tohoto
pristupu je, ze nemusime explicitné vyzadovat splnéni Neumannovy okrajové podminky.
P1i volbé dostatecné Siroké tiidy vahovych funkci v bude jeji splnéni vyplyvat z rovnosti
(4.1.9).

Poznamenejme jesté, ze vztah typu (4.1.7) (bez pfechodu k (4.1.9)) slouzi k defino-
vani tzv. silného reseni okrajové ulohy.

0 o B 1

Obr. 4. Priklad testovaci funkce.
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4.1.3. Souvislost slabého a klasického reseni. VSimnéme si nejprve nasledu-
jici skute¢nosti. Plati-li rovnost fol w(z)v(x)dr = 0 pro dostateéné sirokou t¥idu funkei
v, potom funkce w v uvedeném integralu musi byt nulova skoro vSude na (0,1). Jinak
by totiz nebyla zarucena nulovost zminéného integralu. Toto tvrzeni se nékdy nazyva
zadkladnim lemmatem varia¢niho poc¢tu a podrobnéji se o ném lze poucit v odborné li-
teratufe. Takovou dostatecné Sirokou tfidou funkci je napftiklad t¥ida vsech hladkych
funkci, které maji na intervalu (0, 1) vSechny (spojité) derivace a které jsou nulové vné
néjakych uzavienych intervalt lezicich uvniti (0,1). Piiklad takové funkce je na obr. 4,
kde funkce v je spojitd na (0,1) a nulova vné intervalu («, 8) C (0,1). Interval {(«, 3) se
mize obecné pro jednotlivé funkce z této tiidy lisit.

Obratme nyni svoji pozornost k slabému feseni okrajové tlohy (4.1.1) definovanému
v predchézejicim odstavci a predpokladejme, Ze pro toto slabé feseni u je funkce pu’
diferencovatelna a ze funkce f je spojitd. Potom lze rovnost (4.1.9) integraci per partes
a uzitim podminky v(1) = 0 upravit na tvar

(4.1.10) /0 [ — (p(a)u(z)) — f(x)} v(z)dz — p(0)u/ (0)(0) = 0.

ProtozZe tato rovnost mé platit pro vSechny vahové funkce v jako rovnost (4.1.9), plyne
odtud (a z tvahy zminéné v tvodu tohoto odstavce), ze

—(p(x)d (z)) = flx) =0, —p(0)u'(0) =0, x € (0,1).

Slabé feseniu jetedy za uvedenych okolnostisoucasné klasickym fesenim.
Naproti tomu, klasické feseni je v z d y zaroven slabym reSenim.

4.1.4. Princip Galerkinovy metody. Zavedeni pojmu slabého feseni nam
umozni zobecnit Galerkinovu metodu ve srovnani s vykladem v odst. 4.1.1. Pfi vypoctu
koeficient pfiblizného FeSeni tvaru u(x) = cywi(x) + cows(x) + czws(z) nevychazime
nyni z pozadavku (4.1.5), ale z podminky (4.1.9) vystupujici v definici slabého feSeni.
Stejné jako u klasické Galerkinovy metody volime bazové funkce w;, i = 1,2, 3, a vahové
funkce v;, i = 1,2,3, tak aby splyvaly (w; = v;, ¢ = 1,2,3). Splnéni predepsané Neu-
mannovy podminky explicitné nevyzadujeme, zddame pouze, aby v;(1) = 0,7 =1,2,3.
Koeficienty ¢y, c3, c3 ur¢ime tedy ze soustavy podminek

(4.1.11) /0 p(x)i (z)v;(x) da::/o f(x)vi(z)de, i=1,2,3.

Je vidét, ze pozadavek na hladkost bazovych funkci v; je v tomto pfipadé o fad mensi
nez v odst. 4.1.1. To naptiklad umoznuje volit funkce v; po ¢astech linearni. Dosadime-
i do (4.1.11) d(x) = civ1(x) + cav2(x) + csvs(z), dostaneme soustavu tii linearnich
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algebraickych rovnic
/ p(x) [c1v] (z) + covy(x) + c3vh(z)]v] () do = / f(x)vi(x) de,
0 0
! / / / / . !
(4.1.12) /0 p(z) [c1v] () + covy(x) + czvh(z)]vy(z) do = /0 f(z)va(z)de,

/ p()[ex0) () + exv) (&) + ez ()] vl (2) dz = / f(x)os(z) da,
0 0

pro neznamé koeficienty cy, co, c3. Nalezené piiblizné reseni u splinuje Dirichletovu okra-
jovou podminku u(1) = 0 diky zvolenym bazovym funkcim. Pozadovanou Neumannovu
okrajovou podminku splinuje funkce @ pouze ptiblizné.

4.1.5. Priklad. Vylozenou obecnéjsi Galerkinovu metodu budeme ilustrovat na
prikladu jednoduché okrajové ulohy

(4.1.13) —u"=1, J4(0)=0, u(l)=0, =ze€(0,1).

Jejim slabym fesenim je funkce u, ktera spliiuje integralni rovnost

(4.1.14) /01 o () (z)de = /01 v(z)dz

pro vSechny vahové funkce v, které spliiuji podminku v(1) = 0. Snadno ovéfime, Ze timto

Fesenim je funkce u(z) = 5(1 — 2?) a Ze je to dokonce klasické FeSeni.

Zvolime dvé bazové funkce vy (z) = sinmx, ve(x) = sin27x, které spliiuji Dirichle-
tovu podminku v;(1) = 0, i = 1, 2, a evidentné nespliiuji zadanou Neumannovu pod-
minku. Koeficienty c;, co ptiblizného feSeni @(x) = ¢; sinmx + ¢o sin 2z uréime ze sou-
stavy (srov. se (4.1.11) a (4.1.12))

1 1 1
1 / (cosmz)? dx + co / (mcosx)(2m cos 2mx) do = / sin rz dz,
0 0 0
1 1 1
1 / (mcosmx)(2m cos 2mx) do + ¢ / (27 cos 2mz)? dx = / sin 27z dx.
0 0 0

Dostaneme ¢; = 4/73, ¢ = 0. Pfibliznym fesenim tlohy (4.1.13) je tedy funkce

Porovnanim s pfesnym fesenim zjistime, ze

xr€n<£017>§> lu(x) — a(x)| = u(0) — a(0) =0,5.
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Chyba priblizného feseni je nepiijemné velka. Klademe si proto opravnénou otazku, jak
mame volit bazové funkce, abychom ziskali lepsi aproximaci presného feseni. Uspokoji-
vou odpovéd na tuto otédzku dava az metoda koneénych prvki vylozend v ¢l. 5. Volba
bazovych funkei vq(x) = sinmzx, ve(x) = sin 27wz byla na prvni pohled jednoduchd, ale
ani zvétSenim jejich poctu, tj. volbou v,(z) = sinnrz, n = 1,2,..., N, nedosdhneme
pronikavéjsitho zmenseni chyby aproximace. Pro @(x) = 25:1 cnsinnrx vzdy (pro li-
bovolné velké N) bude u(0) — @(0) = 0, 5. Rikdme, %e posloupnost piibliznych feseni @
nekonvergujek funkei u.

4.2. Slaba formulace okrajovych tuloh

4.2.1. Hladké a integrovatelné funkce. Pro celé nezaporné ¢islo k a kone¢ny
interval (a, b) symbolem C* (a, b) oznacujeme linearni prostor funkci f definovanych na
intervalu (a, b), které tam jsou spojité a maji (pro k > 0) spojité derivace az do k-tého
fadu véetnd. Prostor C* {a,b) je linedrni normovany prostor s normou

k

(4.2.1) I fllcr = max [fO(x)].
P z€(a,b)

Symbolem C*(a, b) ozna¢ujeme t¥idu funkci spojitych na otevieném intervalu (a, b),
které maji na tomto intervalu spojité derivace az do k-tého rfadu véetné. Tiida funkci
C*(a,b) nen inormovany prostor. Misto C° piseme C' a chceme-li pouze struéné za-
znamenat Fad hladkosti funkce f, piseme f € C*.

Symbolem Ls(a,b) oznad¢ime lineadrni normovany prostor redlnych funkei f defino-
vanych skoro vSude na intervalu (a,b), pro které je integral

Lﬂﬂ@ﬁm

kone¢ny. Norma funkce f € La(a,b) je definovana vzorcem

(12.2) wuz(lﬂﬂmﬁm)%

Integraci chapeme v Lebesgueové smyslu (viz [34]), takze hodnoty funkce v bodech
podmnoziny intervalu (a, b), kterd ma nulovou miru, ,nehraji zadnou roli“ a neovlivni
hodnotu integralu (funkce f nemusi byt na takové podmnoziné viibec definovana). Do
prostoru Lo (a,b) patii napt. po ¢astech spojité omezené funkce.

Poznamenejme, ze nulovy prvek v normovaném prostoru je reprezentovan funkei w,
pro kterou je ||w| = 0. Konvergence f,, — f v normovaném prostoru znamena, ze || f,, —
—fIl = 0 pro n — oo. Jestlize kazd4a cauchyovska posloupnost v normovaném prostoru B
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je v tomto prostoru konvergentni, fikAme, ze B je tiplny prostor. Lze ukazat, ze C* (a, b)
a Lo(a,b) jsou Gplné prostory.
Pro kazdé dvé funkce f, g € La(a,b) definujeme skaldrni soucin vztahem

b
(4.2.3) (f.9) = [ f@lg(o)da.
V prostoru La(a,b) je mezi skaldrnim sou¢inem a normou jednoduchy vztah

1= V(S f)-

Rikéme, 7e norma v Ls(a,b) je generovana skaldrnim souc¢inem. Uplny normovany pro-
stor, v némz definovany skalarni soucin ma tuto vlastnost, se nazyva Hilbertuv prostor.
Pro libovolné dvé funkce f, g € La(a,b) plati dulezitd Schwarzova nerovnost

< (/ab!f(x)Fdx)%(/: |g<x>12dx)%,

[(F )l = (111 gl

b
(4.2.4) / f(z)g(x)dz

kterou stru¢né piseme v tvaru

Obecné symbolem L, (a,b), p > 0, ozna¢ujeme tplny normovany prostor funkci f

S normou ) N
11, = ([ 1prac)’

Pro p # 2 neni tento prostor Hilbertovym prostorem. Pro p = 1 hovofime o prostoru
integrovatelnych funkci.

4.2.2. Sobolevovy prostory. Zobecnénou derivaci funkce f € Lo(a,b) nazy-
vame takovou integrovatelnou funkci g, pro niz plati f(z) = ff g(&)d¢ + C. Znacime
tradi¢né g = f’. Analogicky definujeme zobecnéné derivace vyssich fadi.

Symbolem W3 (a,b) oznacujeme podmnozinu vsech funkci f € Lo(a,b), pro které
zobecnéné derivace f’ existuje a patfi opét do La(a,b). Do prostoru Wi (a,b) patii
napf. spojité omezené funkce, které maji po ¢astech spojitou omezenou derivaci. Dokonce
lze ukézat, ze kazdy prvek prostoru W3 (a,b) lze reprezentovat tzv. absolutné spojitou
funkei. (Pfesnéji feceno jsou prvky prostoru W3 (a,b) t¥idy funkei lisicich se navzajem
nanejvys na mnoziné bodfi nulové miry.) Mnozina Wi (a,b) je plnym normovanym
prostorem s normou

2

b
(4.2.5) 1l = [ / (@) +If (@)?) de
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a nazyva se Sobolevuv prostor. V tomto prostoru definujeme skalarni soucin funkci f, g €
€ Wi(a,b) predpisem

(4.2.6) (F9h = [ [f@)g(a) + 1/ @)g' ()] do.

Prostor W3 (a,b) je Hilbertovym prostorem vzhledem ke skaldrnimu soucdinu (4.2.6),
nebot || f|l1 = +/(f, f)1. Proto také plati Schwarzova nerovnost |(f,g)1] < || fll1llgll1-
Rovnost f = g v prostoru W3 (a,b) znamen4, ze ||f — g||1 = 0. Konvergence f, — f
v prostoru W3 (a, b) znamena, Ze ||f, — f|l1 — 0 pro n — oo.

Obecné symbolem WX (a,b), k pfirozené éislo, oznacujeme Soboleviiv prostor téch
funkci f € La(a,b), jejichz vSechny zobecnéné derivace az do fadu k patii do La(a,b).
Normu v prostoru Wk (a, b) definujeme predpisem

(12.7) 171l = (Z 19 Pdw)l

j=0v4

Sobolevovy prostory hraji diilezitou roli v teorii okrajovych tloh. Rada okrajovych
uloh popisujici rozumné fyzikalni situace nema klasické feseni. S dostatecnou obecnosti
(mame na mysli vlastnosti koeficientti a pravé strany rovnice) lze vsak zarudit, ze feSe-
nim je funkce z prostoru W¥(a,b) (pro rovnice 2k-tého fadu na intervalu (a,b)), jejiz
zobecnéné derivace az do fadu k patii do Ly(a, b).

Protoze kazd4 funkce f € W (a,b) je spojité na {(a, b), maji smysl hodnoty f(a), f(b)
a mtizeme proto vytvaiet vhodné podmnoziny funkci prostoru W4 (a, b) charakterizované
hodnotami téchto funkci v nékterych bodech intervalu (a, b). Naptiklad pro dana ¢isla
9o, g1 definujeme dvojici mnozin

Vy = {ue W3(0,1): u(0) = go, u(l) = g1},
V ={veW;(0,1): v(0) =0, v(1) =0},

nebo
Vy ={ue W5(0,1): uw(0) = go},
V ={veWw;(0,1): v(0) =0}.

Tyto podmnoziny prostoru W (0, 1), a nékteré dal$i, podobnym zptisobem konstruované,
budeme uzivat v. definici slabého fes§eniokrajové tlohy (viz odst. 4.1.2).
Je ziejmé, ze V, a V splyvaji (tj. V;, = V), kdyz ¢isla go, g1 jsou nuly.
Naptiklad tloze s okrajovymi podminkami —p(0)u'(0) = go, u(l) = g1 pfifadime
mnoziny
1}7

Vo={ueWy(0,1):u(l) =g
0}.

V ={veW;(0,1): v(1)
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Uloze s Neumannovymi, piip. Newtonovymi podminkami na obou koncich intervalu
mizeme také piifadit dvojici mnozin V, a V', ovSem klademe

V, =V =W3(0,1).

Mnozinu V, pfifazenou okrajové tloze nazveme prostorem pripustnych funkci, nebot
v ni budeme hledat feSeni dané okrajové tlohy. Mnozina V' bude prostorem testovacich
(vahovych) funkci dané krajové tdlohy. Pro kazdou okrajovou tlohu bude mnoZina V
vzdy linearnim prostorem. Pro okrajovou tlohu s nehomogenni Dirichletovou okrajovou
podminkou bude vzdy V' # V, a V, nebude linearni prostor. Termin , prostor” je vsak
i zde opravnény, nebot v takovém piipadé je V; tzv. afinni prostor a kazdy prvek u € V,
lze vyjadiit ve tvaru u = ug + v, kde ug je jisty prvek z V,; a v je prvek z odpovidajiciho
linearniho prostoru V.

4.2.3. Slabé feseni Dirichletovy ulohy. Pro standardni okrajovou tlohu s Di-
richletovymi podminkami

(4.2.8) —(p(x)’) + q(z)u = f(z), =€ (0,1),
u(©0) =go, u(l)=g

v iz p # 0, ¢, f jsou dané funkce a gg, g1 jsou dané konstanty, definujeme prostor
pripustnych funkct

Vo ={ueW;3(0,1): u(0) = go, u(l) = g1}

a prostor testovacich funkci (v odst. 4.1.1 jsme ponékud neur¢ité mluvili o t¥idé vahovych
funkei)

V = {veW0,1): v(0) =0, v(1) =0}.

Funkce u je slabym tesenim tlohy (4.2.8), ma-li tyto vlastnosti:
(i) uw € Vj (tj. u je pripustna funkce),
(ii) pro kazdou testovaci funkei v € V' plati integralni rovnost

(4.2.9) /0 [p(z)u ()0 (z) + g(z)u(z)v(z)] dz = /0 f(z)v(z)dz.

Vlastnost (i) vystihuje nejen pozadavek splnéni danych okrajovych podminek, ale
i pozadavek integrovatelnosti (s druhou mocninou) funkce u a jeji zobecnéné derivace.
Jestlize funkce u spliiuje vlastnost (ii), fikdme, ze u spliiuje diferencialni rovnici (4.2.8)
v slabém smyslu.
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4.2.4. Slabé feseni standardni okrajové ulohy. UvaZzujme standardni okra-
jovou ulohu

(4.2.10) —(p(x)u') + q(z)u = f(z), x€(0,1),
aou(0) — Bop(0)u'(0) = go, aru(l) + Sip(1)u'(1) = g1,

kde p # 0, q, f jsou dané funkce, gg, g1 dané konstanty a «g, By, a1, ($1 jsou dané
konstanty takové, ze plati

ol + B0 # 0, [aa| +[B1] # 0.

Této tloze prifadime prostor V, piipustnych funkci a prostor V' testovacich funkci na-
sledujicim zptisobem v zavislosti na hodnotach konstant ag, Gy, a1, G-

a) ap=1, fp=0, ag =1, B =0: provedeno v odst. 4.2.3;
b) Bo#0, BL#0: V, =V =W;5(0,1);
c) ap#0, Bo=0, B1 #0: V={veW;(0,1): v(0) =0},

Vy = {uew3(,1): u(O):i—Z};
d) Bo#0, a1 #0, B =0: V={wveW;(0,1): v(l) =0},
Vy={uewd(0,1): ut)= £}

a1

Funkce u je slabym tesenim ulohy (4.2.10), ma-li tyto vlastnosti:
(i) ueVy,
(ii) pro kazdou (testovaci) funkci v € V' plati integralni rovnost

/ bl a2 + stetats) o + SPu(0(0) +
(4.2.11) 0

91

Této rovnosti rozumime tak, ze pokud By = 0 nebo ;1 = 0, pak ¢leny, v nichz by se délilo
nulou, z (4.2.11) vynechdme. Eventualni Dirichletova okrajova podminka je respektovana
vybérem prostoru V, pfipustnych funkei.

4.2.5. Véta. Budiz dana okrajova uloha (4.2.10) a predpokladejme, Ze funkce p
a q jsou na intervalu (0,1) omezené a méfitelné, f € Ly(0,1) a Ze pro skoro vSechna

x € (0,1) plati

(4.2.12) p1Zp(x) Zpo >0, q(z)20.
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Okrajové podminky v (4.2.10) necht jsou takové, ze

ap20, o120, =20, (20,

(4.2.13)
ag+ B0 >0, a1+ 5 >0.

(1) Necht q(x) # 0. Pak existuje pravé jedna funkce u € V,, ktera je slabym resenim
lohy (4.2.10).
(2) Necht q(x) = 0 a necht alesponi jedna z konstant g, a je nenulova. Pak existuje
pravé jedno slabé reseni okrajové tlohy (4.2.10).
(3) Necht q(z) =0, ap = oy = 0. Pak k tomu, aby existovalo slabé Feseni okrajové
tlohy
—(p@)) = Fl@), —Gop(O(0) = g0, Frp(L(1) = g,

je nutné a staci, aby platilo

b1

Na mnoziné V = {uew;3(0,1) fo dz =0} je toto Feseni jediné.

(4.2.14) / o dx+—+— _o.

4.2.6. Abstraktni formulace okrajové alohy. Jak uvidime pozdéji, je icelné
zavést néasledujici oznaceni ¢lenti integralni rovnosti (4.2.11):

a(w,0) = [ [plahd (@)0'(@) + a(oyu(e)o(z)] da+

(4.2.15) + aOu(O)U(O) gi u(1)w(1),
g0 91

Je-li By = 0 nebo (; = 0, pak vyraz, v némz by se délilo nulou, v uvedenych vztazich
vynechdme. Rovnost (4.2.11) budeme nyni zapisovat ve tvaru

(4.2.17) a(u,v) = F(v).

Vyraz a(u,v) chdpeme jako zobrazeni a: W3 (0,1) x W} (0,1) — R, které je linearni
v obou proménnych, tj. pro o, 3 € R plati

a(auy + Bug,v) = aalui, v) + Ba(ug, v),
a(u, avy + fvg) = aa(u,v1) + Ba(u,v2).

Takovému zobrazeni a(u,v) fikdme bilinedrni forma. Je patrné, ze pro bilinearni formu
(4.2.15) plati

(4.2.18) a(u,v) = a(v, ).

Rikame, Ze tato forma je symetrickad.

92



‘TpRJ g 90IUAOI TU[RIDULISJP dulegAqo oixd yorn yoLaolersjo YyoAoidAy edemuiioq § "qeJ,

p [an(z)b+ 0= (1)0 5= (1)n 5= (1)n ‘0% = (0)
zpa(x)f Of | +an(@)k+ an(x)d Of 0=(0)a| 6= (0)n|(x)f =n(x)b+ n(x)k+ (n(r)d)—
:viﬁ\ai (Ma()n(tg/w)+|  0# T 07 5 = (1) n(1)dg + (1)nTo
+(0)2(%/ )+ +(0)2(0)n(%g/0)+| 0 # 0 oxd| ‘0 +# 0 oxd 06 = (0) (0)d% — (0)n o0
+apa(x)f Of | +ap [an(z)b + an(x)d) ) | (1°0) fm = A | (T0) e = A (@) =n(@)b+ (n(w)d)-
Eir 16 = (1)n(1)d ‘%6 = (0),n(0)d—
+(0)a% + xp a(x o% xp [an(x)b + ,a,n(x)d] Ho% (T°0) M = A|(1°0)2m = %2 “(z)f = n(x)b + \A\s x)d)—
(0)a(0)n0o+ 5= (m)n ‘06 = (0),n(0)d — (0)n00
(0)a96 + wpa(z)f Of | +p [an(2)b + an(x)d] °f 0=(1)a 5 = (1)n () f =n(x)b+ (n(r)d)—
6= (1)M(1)d ‘% = (0)
(1)at6 +zpa(x)f 2 | @plan(x)b + an(z)d] [ 0= (0)a 05 = (0)n (@) f =n(@)b + (n(x)d)-
0=(1na 5= (1)n 5= (1)n ‘0% = (0)
zpa(x)f Of | aplan(z)b + an(x)d) Of 0=(0)a| 6=(o)n (@) f =n(x)b+ (n(x)d)-
(T'07>/ A30 A3 AN (TOEMD A (T0)EM DA
(@) eurtoy furgoury | (o ‘n)n QULIOY [UILSUI[IE 103801 103501 eto[n gaoleryQ

93



Podobné vyraz F(v) chapeme jako zobrazeni (funkcional) F': W1 (0,1) — R, které
je linearni, tj. pro «, 0 € R plati

F(avy 4 pug) = aF(v1) + BF(ve).

Rikéame, ze F(v) je linedrni forma nebo linedrni funkciondl.

Kazdé standardni okrajové tloze pfifazujeme bilinedrni formu a(u,v) a linedrni
formu F(v) tak, Ze slabd formulace této tlohy muze byt zapsana ve tvaru (4.2.17).
Pro nejbéznéjsi okrajové tlohy jsme konkrétni tvary téchto forem setradili v tab. 4, kde
zaroven uvadime zékladni vlastnosti odpovidajicich prostorti pripustnych a testovacich
funkei.

4.2.7. Variaéni tlohy. Radu okrajovych tloh mfizeme také chipat jako tlohu
stanovit tzv. stacionarni bod vhodné definovaného funkcionalu.

Necht Y je néjaky linearni prostor funkci a necht X je mnozina funkci takova, ze
s kazdym svym prvkem u obsahuje také vSechny funkce u+tw, kde t € R, w € Y. Necht
dale U: X — R je funkciondl, kterym je kazdé funkci v € X pfifazeno realné ¢islo ¥(v).
Variace funkciondlu ¥ v bodé u € X a ve sméru w € Y je pak definoviana vztahem

(4.2.19) A (u; w) = %\I!(u +tw) | 1o = lim % W+ tw) — T(w)].

Rikame, ze funkcional ¥ je staciondrni v bodé u nebo ze u je staciondrnim bodem
funkcionalu ¥, plati-li

(4.2.20) d¥(u;w) =0 VYweY.

Konkrétni vlastnosti funkcionalu ¥ dovoluji rozhodnout, zda stacionarni bod je bodem
minima, maxima ¢i tzv. sedlovym bodem.

Variacni ilohou rozumime tilohu stanovit stacionarni bod daného funkcionalu. Mezi
okrajovymi a variacnimi ulohami je tizké& souvislost. Jestlize okrajovou tlohu chapeme
jako tlohu najit funkci u € V, takovou, ze plati a(u, w) = F(w) pro kazdou funkci w €
€ V a bilinearni forma a(u,w) je symetrick4, potom stacionarni bod funkcionalu
®: V, — R definovaného predpisem

(4.2.21) B(v) = %a(v,v) — F(v)

je FeSenim zminéné okrajové tlohy. D4 se totiz ukazat, ze podminka (4.2.20) ma v tomto
ptripadé tvar

(4.2.22) a(u,w) — Fw)=0 YweV.

Zde prostor V, pripustnych funkci hraje roli prostoru X a prostor V' testovacich funkeci
hraje roli prostoru Y.
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Pro okrajovou ulohu (4.2.10) s bilinearni formou (4.2.15) bude mit funkcional ®
tvar

(4.2.23) *) :% /0 [p(2) (v ()" + g(a)v?(2)] da + %%v2(0)+
/N 1 a1 o B 1 ) @U ) g_lv v
F 322 - [ s@ar - Lo - Lo, ver,

Jsou-li splnény predpoklady véty 4.2.5 a neni-li soucasné ¢(z) = 0, a9 = a3 = 0, ma
funkcional (4.2.23) jediny stacionérni bod w a tento bod je dokonce bodem minima
tohoto funkcionalu, tj. plati

(4.2.24) ®(u) = min @ (v).

veVy,
V tomto ptipadé neni tézké ukazat, ze okrajova tiloha a variac¢ni tloha jsou ekvivalentni,
tj. obé Tesi jedna a taz funkce w ([25], [26]). Ekvivalenci okrajové ulohy a pfislusné
variac¢ni ulohy lze dokazat v fadé pripadi. Podrobné se témito otazkami zabyva kniha
[38].

Variacni metodou pro feSeni okrajové tlohy nazyvame postup, ktery se opira o po-
znatek, ze okrajova tloha psand ve tvaru (4.2.22) muze byt interpretovana jako podminka
pro stacionarni bod uréitého funkcionalu. (Obecné tedy nemusi jit o tlohu tykajici se
minima ¢ maxima.) Funkcional (4.2.21) miva v aplikacich vyznam energie a hovoii se
potom o energetickém funkciondlu. Lze ovSem sestrojit ptiklady variac¢nich tloh, kde
prislusné funkcionély piimou fyzikalni interpretaci nemaji. Je-li napf. R(x;v) reziduum
diferencidlni rovnice — (p(a:')v’ )I +q(x)v = f(x), potom FeSeni u okrajové tlohy s takovou
rovnici je bodem minima funkcionalu

(4.2.25) D(v) = /0 [R(x;0)]* dz

na prostoru funkei v splitujicich nékteré (nebo vSechny) zadané okrajové podminky. Vari-
a¢ni metoda zalozena na minimalizaci funkcionalu (4.2.25) se nazyva metoda nejmensich
ctvercu. Existuje fada variant této metody, jejiz soucasti je i samotna konstrukce vhod-
ného funkcionalu ® typu (4.2.25).

4.3. Galerkinova metoda

4.3.1. Baze linearniho prostoru testovacich funkci. Predpokladame, Ze Cte-
nar je seznamen s pojmem béaze v prostoru koneéné dimenze. Pro linedrni (normované)
prostory V spojené s okrajovymi ulohami pro diferencidlni rovnice je vSak typické, ze
nemaji koneénou dimenzi. Znamena to, ze feSeni takovych tloh se neda vyjadfit (s vy-
jimkou nékterych jednoduchych tloh) ve tvaru koneéné linedrni kombinace jednoduchych
elementarnich funkeci.
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Bdze linearniho normovaného prostoru V' se definuje jako posloupnost {v, }22 4, jejiz
¢leny maji tyto vlastnosti:

)v, €eV,n=12..;

(ii) pro kazdé pfirozené ¢islo N jsou funkce

(431) V1,02,...,UN
linedrné nezavislé (tj. Zﬁ;l Bnvn =0 pouze kdyz 3, =0, n=1,2,...,N);

(iii) kazdou funkci v € V lze s libovolnou pfesnosti aproximovat konecnou linedrni
kombinaci typu

N
(4.3.2) ) = Z U,
n=1
kde o, n=1,2,..., N, jsou cisla. Znamena to, ze pro kazdé v € V' a ke kazdému € > 0

Ize najit takové N a vN) tvaru (4.3.2), ze
(4.3.3) o — o™ ||y < e

Symbolem V) budeme oznacovat mnozinu véech funkci v™) € V tvaru (4.3.2).
Mnozina V() je linedrnim prostorem a funkce (4.3.1) tvori jeho bazi. Rikdme jim proto
bdzové funkce. Dimenze prostoru V(V) je rovna é&islu N. S ohledem na vlastnost (iii) baze

prostoru V ifkdme, Ze systém prostort V(N) generovany touto bazi aprozimuje prostor
V.

4.3.2. Vyklad Galerkinovy metody. Pripad V = V,. Budeme uvazovat
standardni okrajovou ulohu, jejiz slabé feseni u € V je definovano rovnosti

(4.3.4) a(u,v) = F(v)

platnou pro vSechny testovaci funkce v € V. Omezujeme se tedy na tlohy, u nichz prostor
pripustnych funkci splyva s prostorem testovacich funkci. Tak je tomu napt. u Neuman-
novy ulohy a Newtonovy ulohy (odst. 4.2.4), pfipadné u okrajové tlohy s homogenni
Dirichletovou podminkou. Necht dané tloha spliiuje pfedpoklady véty 4.2.5.

Predpokladame, Ze jsou nam znamy bazové funkce vy, vo,vs, ... prostoru V. Prv-
nich N téchto funkei tvoii bazi kone¢né-dimenzionalniho podprostoru V) prostoru V.
Galerkinova metoda nyni spo¢ivd v tom (srov. odst. 4.1.4), ze prFiblizné reseni tlohy
(4.3.4) se hleda jako takova funkce uN) € VIN) | ktera splituje rovnost

(4.3.5) a(u™) vy = Pu)

pro kazdou funkci v™) € V™) tj. pro kazdou funkci tvaru (4.3.2). Funkci vV) ¢
€ VINV) definovanou pozadavkem (4.3.5) nazjvame také Galerkinova aprozimace funkce
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u (v prostoru V). Vlastnosti bazovych funkei a predpoklady véty 4.2.5 zarucuji, ze
tiloha (4.3.5) ma pravé jedno feseni u™) € VIN) ([6]). Uloze (4.3.5) fikdme piibliznd
tloha ve smyslu Galerkinovy metody.

Je ziejmé, ze piiblizné feseni uN) € V) musi byt tvaru

N
(4.3.6) uN) = Z CnUn,.
n=1
Volime-li v (4.3.5) za v(™) postupné viechny bazové funkce v,, n = 1,2, ..., N, prostoru
V) a dosadime-li za u™) z (4.3.6), dostaneme jednoznacéné fesitelnou soustavu N
linearnich algebraickych rovnic pro neznamé cy, co, ..., cn (tzv. Galerkinova soustava)
N
(4.3.7) cha(vn,vj) =F(vy), j=12,...,N.
n=1

Obréacens, plati-li (4.3.7), tj. a(u(N),vj) = F(vj), j =1,2,..., N, pro vechny bazové
funkce, plyne odtud platnost (4.3.5) pro libovolnou funkci v™) € VIN) tvaru (4.3.2).
Funkce u(") tvaru (4.3.6) je proto hledanou Galerkinovou aproximaci slabého feSeni
uelV.

Ozna¢ime-li F; = F(v;), F = [F1,Fs,....,Fy]T, ¢ = [c1,c2,...,en]T, & =
= [a1, s, ..., an]T, bude

N N
a@@®, ™) =373 enajaen,v;) = o’ Ac
n=1j=1

N
FoM) = ZanF(vn) = o’F.
n=1

Matice A definovand bilinearni formou a(.,.) se nazyva (v souvislosti s aplikacemi pfe-
devsim v teorii pruznosti) matice tuhosti a vektor F vektor zatiZeni. Prvky matice A
oznacujeme a,; = a(vy,v;). Vektorovy zapis rovnosti (4.3.5) je

a’(Ac — F) = 0.
Odtud pak mame maticovy tvar soustavy (4.3.7)

(4.3.8) Ac = F.

Protoze bilinearni forma a(u,v) odpovidajici standardni okrajové tloze je symetricka
(viz odst. 4.2.6 a tab. 4), bude i matice A definovana touto formou symetricka.
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4.3.3. Priklad. Uvazujme okrajovou ulohu

~(p@)a)" + q(x)u = f(x), =z €(0,1),

(4.3.9)
—p(0)u'(0) = go, u(l) =0,

v niz obecné gg # 0 a funkce p, ¢, f spliuji predpoklady véty 4.2.5. Mame zde (viz
tab. 4)
V=V, ={veW;(0,1): v(1) =0},

o) = [ [plap @' (@) + a(@yu(z)o(a) do.

Fwwzl(ﬂ@w@dw+%mm.

Predpokladejme, Ze zname bazi prostoru V. Vsechny bazové funkce v,, n = 1,2,...,
tedy spliiuji homogenni Dirichletovu podminku v, (1) = 0. Zvolime pfirozené ¢islo N.
Galerkinovu aproximaci u™) ¢ V()|

N
u™M =" com,
n=1

FeSeni u okrajové tlohy (4.3.9) definujeme rovnosti (4.3.5), tj. v nasem pfipadé rovnosti

A{mmwwwmywwwmy+«wwM@wwmmdx

(4.3.10) )
_ / F@)e™ (@) dz + gov™(0),
0
kde v™) je libovolna linedrni kombinace funkci vy, vs, ..., vn. Nezndmé koeficienty
€1,C2,...,CcN Vypolitame ze soustavy (4.3.8), v niz jsou prvky matice A dany vzorci

anj = a(vp,v;j) = /0 [p(z)v), (2)v(x) + q(x)vn(z)v; ()] dz, n,j=1,2,...,N,

a slozky vektoru F vzorci

1
Fj:F(vj):/O f(@)vj(xz)dz + gov;(0), j=1,2,...,N.

Jednoznaé¢na fesitelnost soustavy Ac = F, tj. regularita (symetrické) matice A, je zaru-
Cena linearni nezavislosti bazovych funkci a jednoznacnou Fesitelnosti alohy (4.3.9).
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4.3.4. Poznamka. Volba systému linedrné nezavislych funkci vy, v, ..., vyN tvo-
iicich béazi prostoru V") neni obvykle obtizna. Samotna konstrukce soustavy Ac = F je
tedy rutinni zalezitost. OvSem aby nam tato volba soucasné umoznila urcit bazi prostoru
V' a méli jsme tak moznost vyhovét pozadavku (iii) z odst. 4.3.1, museli bychom pro-
vést dosti hluboké teoretické tvahy [38]. Vysledky téchto ivah ndm pak umoziiuji délat
zavéry o konvergenci posloupnosti piibliznych feseni u™) k piesnému feseni u (kdyz
N — o0). V ¢l. 5 popiSeme konstrukci bazovych funkei, které pozadavky odst. 4.3.1
splnuji.

4.3.5. Priklad. Chceme Galerkinovou metodou Fesit okrajovou tlohu (srov. s pfi-
kladem 4.1.5)

Zde (viz tab. 4)
V=V, ={veW;(0,1):v(0) =v(1) =0},

a(u,v) = /01 o (x)v (z)dz, F(v) = /01 v(r)dz.

Napft. funkce v, (z) = sinnwz, n = 1,2,..., tvofi bazi prostoru V.(Zdtvodnéni
lze provést na zékladé teorie Fourierovych fad.) Vezmeme prvni z nich vy (z) = sinwz.
Vsechny jeji nasobky « sin 7 tvoii linearni prostor V(1) dimenze 1. V prostoru V) m4
Galerkinova aproximace tvar

uM () = ¢ sinma.

Z podminky
a(u®, vy) = F(vy)
dostaneme
cra(vy,v1) = F(vq).
Protoze

1 2 1 2
a(vy,vy) = / 72 cos? mx da = %, F(vy) :/ sinrzdr = —,
0 0

T
mame 4
1 = F7
a tedy
u(z) = % sinmz.



ProtoZe presnym fesenim tlohy je funkce u(z) = 32(1 — ), lze snadno zjistit, Ze

max, lu(z) — uM (@) = |u(3) —uP (3)] = 10,125 — 0,129] = 4.107>.
re(0,1

Volbou vy (x) = sin7z, va(x) = sin 2wz bychom analogicky dostali pfiblizné feSeni
u® (z) = cysinma + cgsin2mz, atd. Lze ukézat, ze u™ (z) = SN
N-tym ¢asteénym souctem Fourierovy fady funkce u(z), a tedy

u(x) = Nl—i>I—II—100 u™) ().

1 Cnsinnmz bude

4.3.6. Priklad. Galerkinovou metodou feSme okrajovou tilohu

~(pl)u’) +u= f(z), xe(0,1),

u(0) = u(1) =0,
kde
1000, = €(0,3),
p(a:):{l’ ve(3), f(z) =1000.
Zde

V=V, ={veW;(0,1): v(0) =v(1) =0},
a(u,v) = / [P (@) (2) + u(@)()] da,

F(v) = /01 1000v(x) dz.

Za bazové funkce zvolime v, (x) = sinnrax a prostor V) bude potom tvoren vemi
funkcemi tvaru

N
v (z) = Z ap, sinnre.
n=1
Galerkinovu aproximaci feseni u € V' hledame tedy ve tvaru
N
u™) (z) = Z Cp sinnme.
n=1

Prvky a,; matice tuhosti A a slozky F}; vektoru F soustavy Ac = F jsou dany vzorci
([19], str. 89)

1001n%72 1
e Y
999 sin% sin@ )
Upj = Qjp, = Tn]ﬂ'( — + p— ), n # j,
F = 1000(1 - COSjﬂ').
g
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30 1 u(x)

20 T 5
( )(

10 1

0 0,5 1 X
Obr. 5. Galerkinovy aproximace u(™V)(z) pro N = 5, 10, 50.

Z obr. 5 vidime, Ze musime volit dosti velké N, aby u(") byla dobra aproximace
slabého feseni v nasi tlohy.

-

4.3.7. Pr¥ipad V # V,. Uloha s nehomogenni Dirichletovou podminkou.
V pripadé okrajové tilohy s nehomogenni Dirichletovou okrajovou podminkou musime
zpusob konstrukce Galerkinovy soustavy popsany v predchéazejicich odstavcich ponékud
modifikovat.

Vezmeme opét prvnich N bazovych funkci vi,vs,...,vx prostoru V testovacich
funkci. Tim uréime prostor V(N) dimenze N. Tyto funkce a kazdé jejich kone¢n li-
nearni kombinace spliiuji piislusnou homogenni Dirichletovu okrajovou podminku (viz
odst. 4.2.3 a tab. 4). Kromé toho sestrojime funkci vy, kterd spliiuje zadanou nehomo-
genni okrajovou podminku, tj. vg € V,. PfibliZzné feseni u™) budeme pak hledat ve
tvaru

N
(4.3.11) u™ =05+ epvn.
n=1

Pro tlohu nalézt u € V, tak, Ze plati
(4.3.12) a(u,v) = F(v) Yv eV,
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uré¢ime piiblizné FeSeni tvaru (4.3.11) z podminky, Ze rovnost
(4.3.13) a(u™ o)) = Fp)

musi platit pro kazdou funkeci v™) € V(V)_ P¥iblizné feseni u™) tedy patii do afinniho
prostoru (viz odst. 4.2.2), ktery znac¢ime VQ(N) =g+ VIV,

Dosadime-liz (4.3.11) do (4.3.13) a volime-li za v(N) postupné vechny bazové funkce
U, n=1,2,...,N, prostoru V) dostaneme Galerkinovu soustavu ve tvaru

N
a<U0+ZCn’Un,’Uj>:F(ij), j:1a27"'aNa
n=1

neboli
N
(4.3.14) > enavn,v) = F(v;) = avo,v;), j=1,2,...,N.
n=1
Ozna¢ime-li a; = a(vo,v;), @ = [a1,as,...,an]? a zachovdme-li oznaceni z odst. 4.3.2,

muzeme soustavu (4.3.14) psat maticové ve tvaru
(4.3.15) Ac=F —a.

Uéelnost explicitniho vypisovani vektoru a v soustavé (4.3.15) bude patrna z dal$iho
vykladu.

Vratme se jesté ke konstrukci funkce vg. Moznosti jak volit tuto funkci je celd rada.
Jsou-li zadany okrajové podminky

(4.3.16) w(0) =go, go#0, p()u'(1)=g1,

volime napf. vo(z) = go a bazové funkce v, (), n =1,2,..., N, volime tak, aby v,(0) =
= 0. Jsou-li zadany okrajové podminky

(4.3.17) —p(0)u’'(0) = go, u(l)=g1, g1 #0,

volime napf. vo(z) = g1 a bazové funkce v, (z), n =1,2,..., N, volime tak, aby v,(1) =
= 0. Jsou-li zadany Dirichletovy okrajové podminky na obou koncich

(4.3.18) u(0) = go, u(l)=g1, go,q1 #0,

volime nap¥. vg(z) = go + (91 — go)x a bazové funkce v, (x), n =1,2,..., N, volime tak,

aby v,(0) = v,(1) = 0.
Uvedme na zévér, Ze napt. pro standardni okrajovou tlohu s podminkami (4.3.16)
jsou slozky vektoru a v (4.3.15) pii volbé vg(z) = go dény vzorci

1
(4.3.19) a; = a(vy,v;) = / q(z)gov;(x)dz, j=1,2,...,N.
0
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4.3.8. Galerkinova metoda pro nestandardni okrajové tulohy. Pfiblizné
feseni ©uV) sestrojujeme v piipadé nestandardnich tloh formalné stejnym zpisobem,
jako jsme to pro standardni tlohy délali v odst. 4.3.2 a 4.3.7. O fesSitelnosti Galerkino-
vych soustav rovnic nyni ovSem musime rozhodnout individualné, vétu 4.2.5 zde obecné
zuzitkovat nelze. Na rozdil od standardnich tloh bude v pfipadé nesymetrické formy
a(u,v) matice A Galerkinovy soustavy nesymetricka.

4.4. Ritzova metoda

4.4.1. Princip metody. Ritzovou metodou resime priblizné variac¢ni ilohu najit
u € Vy tak, Ze plati

(4.4.1) B(u) < Bv) Vo eV,

pfi¢emz funkcional ®: V, — R je dan predpisem (4.2.23) a je pfifazen okrajové tuloze
se symetricko u bilinedrni formou a(u,v). P¥i vykladu se opét nejdiive omezime
na ptipad V =V} (srov. odst. 4.3.2). Pro konkrétnost budeme predpokladat, Ze fesime
standardni okrajovou ulohu, ktera spliuje predpoklady véty 4.2.5 a v niz neni soucasné
g(x)=0aay=a; =0.

Stejné jako u Galerkinovy metody v odst. 4.3.2 predpoklddame, Ze jsou nam znamy
bazové funkce vy, vs,vs, ..., prostoru V. Prvnich N téchto funkci tvofi bazi konecné-
dimenzionalniho podprostoru V) prostoru V.

Jestlize u € V je feSenim varia¢ni tlohy (4.4.1), tj.

(4.4.2) O(u) = {)%1‘1/1 o (v),

potom Ritzova metoda spodiva v tom, Ze se hleda takova funkce u™) € VM) tvaru
N
(4.4.3) u™ =3 " cpn,
n=1

kterd Fesi varia¢ni tlohu najit ™) € V) tak, ze plati

4.4.4 dw™) = min ®(™).
(1.4 @)= min B0)
Oznaéime-li ¢ = [c1, ca, . . ., cn]T vektor neznamych koeficienttt v (4.4.3) a déle ozna¢ime

A =la,], F=[F,F,... Fx]",

kde a,; = a(vp,v;), F, = F(v,), mizeme minimalni hodnotu funkciondlu ® psat ve
tvaru

(4.4.5) (u™M) = La(u®™ ™) - F(u™)) = 1c"Ac - c”F.
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Z matematické analyzy vime, ze n ut n o u podminkou minima kvadratické funkce
%CTAC — ¢”F proménnych ¢y, ca, ..., cy je nulovost jejiho gradientu. Dostadvame se tak
k podmince

(4.4.6) Ac—F =0.

To je soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé ¢y, ca, . . ., cy. Tato soustava
je totozna s Galerkinovou soustavou (4.3.8). Vlastnosti bazovych funkci, symetrie formy
a(u,v) a predpoklady véty 4.2.5 zarucéuji, Ze matice A je symetricka a pozitivné definitni,
a tedy regularni. Podminka (4.4.6) je proto i postacujici podminkou minima
kvadratické funkce ¢’ Ac — c”F.

Pozitivni definitnost matice A nemame zarucenou (stejné jako u Galerkinovy me-
tody) v pfipadé (fesitelné) Neumannovy okrajové tlohy, v niz ¢(z) = 0. Tato Neuman-
nova uloha mé nekone¢né mnoho feseni lisicich se aditivni konstantou (viz vétu 1.2.6);
matice A bude v tomto pfipadé singularni a soustava (4.4.6) bude mit nekone¢né mnoho
feSeni.

Ritzovu metodu uzivame k feSeni takové okrajové ulohy, ktera je ekvivalentni s va-
ria¢ni tlohou (4.4.1).

4.4.2. Priklad. Chceme Ritzovou metodou fesit okrajovou ulohu z piikl. 4.3.5:
—u"” =1, u(0) = u(1) = 0. Protoze pro tuto tlohu je bilinearni forma a(u, v) = fol u'v" dx
symetrickd na prostoru V = {v € W3(0,1): v(0) = v(1) = 0} = Vj, je fedeni u dané
ulohy bodem minima funkcionalu

o(v) = %a(v,v) — F(v) =

N—=

/0 [(v’(m))z — 2v(z)] da.

Z béazovych funkci {sinnmz}S ; prostoru V (spliujicich dané homogenni Dirichletovy
podminky) vezmeme prvni funkci vy (z) = sin7a a oznacime V(1) linearni prostor viech
nasobki funkce vy. Piiblizné feseni vV € V() podle Ritzovy metody hleddme tedy ve
tvaru v = ¢;v; a koeficient ¢; uréime tak, aby platilo

@(u(l)) = U(lr)réi‘r/l(l) @(v(l)).

Mame

o(u) = %/0 [(clvi(x))Q —2(crv1(2))] dz =

1 1
= %C%?TZ / cos? Tz dx — ¢; / sinTxdr =
0 0

2 9 2
= —c] — —C1.
T

4
Z podminky minima

=0

do _772 2
dey 2 T
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plyne ¢; = 4/7°%, a tedy v = (4/73)sin . Dostali jsme stejny vysledek jako Galer-
kinovou metodou v prikl. 4.3.5, coz by nas vzhledem k ekvivalenci okrajové a variac¢ni
ulohy nemeélo prekvapit.

4.4.3. Priklad. Ritzovou metodou fesme okrajovou tlohu
—u" +u=1, x€(0,1), u(0)=0, u(1)=0.

Také zde je bilinearni forma (viz tab. 4) fo uw'v'+uwv) dr symetrickd na prostoru
V ={veW;(0,1): v(0) =0} = V. Budeme tedy minimalizovat funkcional

®(v) = a(u,v) — F(v) = %/0 [(v’(x))Q +v*(z)] do —/0 v(r)dz.

V prostoru V' zvolime linedrné nezavislé funkce

vi(z) =z, wv(x) =22, ws(z) =25,

které uréuji t¥idimenzionalni prostor V(3 viech linedrnich kombinaci téchto funkei. P¥i-
blizné teseni

u® = c1x + czsc2 + 03:1:3

uréime minimalizaci kvadratické funkce ®(u®) = 2T Ac — c¢T'F, kde
A= [anj]a F= [F17F27F3]T3 cC= [61362763]T-

Snadno vypocteme (n,j = 1,2,3)

1 .
1
n+j5—2 n—+j dr = nj
an; = a(vp, v;) /O(nja: +2") dx n+j—1+n—|—j—|—1’
! 1
Fn—F(Un):/ 2" dx =
0 n+1

Podminka minima Ac — F = 0 m4 zde tvar

4 5 6 1
3 4 5 €1 2
5 23 5 c _ |1
4 15 3 21— |3
6 5 68 c 1
5 3 35 3 4

Odtud dostaneme ¢ = [0, 724 554; —0, 378 357; 0,005 729 40]7. Porovnani vypoéteného
priblizného feseni

u® = (0,724 554 — 0,378 357z + 0, 005 729 4?)
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s pfesnym TeSenim

sinh1
u(z) = g sinhz — coshz + 1
je provedeno v tab. 5.
z=0 x=0,25 x=0,5 x=0,75 rz=1
u 0 (déno) 0,160975| 0,269237| 0,331588| 0,351946
u(®) 0 (déno) 0,157581| 0,268404| 0,333007| 0,351926
u— u® 0 0,003394| 0,000833|—0,001419| 0,000020
u’ 0,761594| 0,532906| 0,337698| 0,163706| 0 (dano)
(u®Y 0,724554| 0,536450| 0,350494| 0,166687|—0,014972
(u —u®))"10,037040| —0,003 544 | —0,012796 | —0,002981 | 0,014 972

Tab. 5. Hodnoty pfesného Feseni u, priblizného feseni u(3) a jejich prvnich derivaci.

4.4.4. Poznamka. Spole¢nym problémem Ritzovy i Galerkinovy metody
a v podstaté vsech metod Galerkinova typu je vybér vhodnych bazovych funkci. Volba
polynomt, kterou jsme pouzili v piikl. 4.4.3, ma svoje prednosti (jednoduché vypo-
¢ty), ale i nedostatky. Matice A bude obecné vzdy plnd a pro vétsi N (v zajmu lepsi
aproximace feSeni) mohou byt elimina¢ni algoritmy c¢asové naro¢né. To ve srovnani se
soustavami ziskanymi diferen¢ni metodou, u nichz jsou matice pasové, je dosti vazny
nedostatek. U zminénych polynomt pak jesté vyvstava problém s konvergenci metody,
resp. s provéfenim podminek konvergence, nebot vlastnost (iii) bazovych funkci z odst.
4.3.1 zustava Casto (jako v piikl. 4.4.3) ve fazi hypotézy.

Na druhé strané prednosti metod Galerkinova typu oproti diferené¢nim metodam
je jejich blizsi vazba na vychozi vysSettovany fyzikalni problém na jedné strané a na
soucasnou teorii okrajovych tloh na strané druhé. Kromé toho rozvoj pocita¢i umoznil
rozsifit principy metod Galerkinova typu na fadu tloh technické praxe diky specialnimu
a pritom standardnimu vybéru bazovych funkci, ktery vede k soustavam rovnic se speci-
alnimi maticemi a dovoluje tedy pouzit k feseni téchto soustav specialni rychlé algoritmy.
Riizné formy diskretizace okrajové tulohy na zakladé takové specidlni konstrukce bazo-
vych funkci se souhrnné nazyvaji metoda konecnych prvki. Nékdy pro presnost hovotime
o Galerkinové nebo Ritzové metodé kone¢nych prvki. Podrobnéji se metodou konecnych
prvki budeme zabyvat v ¢él. 5 (pro oby¢ejné diferencidlni rovnice) a v ¢l. 9 druhé casti
této série (pro parcialni diferencialni rovnice eliptického typu).

4.4.5. Uloha s nehomogenni Dirichletovou podminkou. Pfi vykladu Rit-
zovy metody jsme se v odst. 4.4.1 omezili na piipad V = V. V pfipadé, ze V # V,
postupujeme u Ritzovy metody analogicky jako u Galerkinovy metody v odst. 4.3.7. Vy-
bereme néjakou funkci vy, ktera splnuje zadanou nehomogenni Dirichletovu podminku,
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tj. volime vy € Vj. Bazové funkce vy, vs,...,vn volime tak, zZe spliuji pfislusnou ho-
mogenni Dirichletovu podminku. P#iblizné Ritzovo feseni u™) varia¢ni tlohy (4.4.1)
hledame potom ve tvaru

N
(4.4.7) uN) =y + Z CnUn.
n=1
Konstanty ¢y, ¢, .. ., cy uréime nyni minimalizaci kvadratické funkce (viz cviéeni 4.5.5)

®(uM) = LcTAc+cT(a—F) + 2ago — Fo, kde matice A a vektory c, F jsou definovény
stejné jako v odst. 4.4.1, vektor a je shodny s vektorem a z odst. 4.3.7 a agg = a(vo, vo),
fo = f(vp). Podminka minima této kvadratické funkce mé tvar (srov. (4.3.15))

(4.4.8) Ac+a—F =0.

Poznamenejme, ze ¢isla agg, Fyp k urceni pfiblizného feseni (4.4.7) nepotfebujeme (vy-
svétlete!).

4.5. Cviceni

4.5.1.  Galerkinovou metodou Feste okrajovou ulohu —u” =1,z € (0,1), u(0) =
= u(l) = 0. Jako bazové funkce volte vy(z) = sinmz, ve(x) = sin3wz. Ziskané pii-
blizné feSeni porovnejte s piesnym fesenim u(z) = 1z(1 — z). [u®(z) = (4/73) sin 7wz +

2
+ (4/2773) sin 37|

4.5.2. Sestavte Galerkinovu soustavu Ac = F pro okrajovou tilohu —((1+z%)u)'+
+2%u =23, 2 € (0,1), u(0) = u(1) = 0. Jako bazové funkce volte a) v, (z) = 2™ (1 — z),
n=1,2,...,N;b) v,(x) = sinnmz, n = 1,2,...,N. [Navod: Jde o piipad V = V.
Postupujte podobné jako v prikl. 4.3.3 a napiSte vzorce pro vypocet prvkit matice A
a slozek vektoru F.]

4.5.3. Sestavte Galerkinovu soustavu pro nelinearni okrajovou lohu —u" = sinw,
x € (0,1), u(0) = u(l) = 0. [Navod: Postupujte obdobné jako v linedrnim piipadé.
Polozte V =V, = {v € W3(0,1) : v(0) = v(1) = 0} a vyjdéte z integralniho vztahu

/01 W@ @) dr = | (e sinue)de Vo V.

Vysledkem bude nelinearni soustava algebraickych rovnic pro neznamé koeficienty pri-
blizného feseni (4.3.6).]
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4.5.4.  Galerkinovou metodou feste okrajovou tlohu —u” — (1 + 2?)u = 1, x €
€ (-1,1), u(=1) = u(l) = 0. Posudte splnéni predpokladu véty 4.2.5. Jako bazové
funkce volte vi(z) = 1 — 22, vo(x) = 1 — z%. [Pfedpoklady véty 4.2.5 nejsou splnény,
nebot ¢(z) = —(1+2?) < 0, Galerkinova soustava m4 vsak piesto jediné Feseni. Ziskan4
Galerkinova aproximace je u(?) (x) = 0, 988v; () — 0, 054vy(z).]

4.5.5. Ukazte, ze pfi feSeni standardni okrajové tilohy s nehomogenni Dirichleto-
vou podminkou vede Ritzova metoda na soustavu linearnich algebraickych rovnic (4.4.8).
[Néavod: Ptiblizné feseni hledejte ve tvaru (4.4.7) a dosadte je do funkcionalu pfislusné
varia¢ni tlohy. Po tpravé napiste podminku minima tohoto funkcionélu.

108



5. Metoda konec¢nych prvku

5.1. Bazové funkce Jiz v odst. 4.4.4 jsme se zminili, Ze metodou koneénych
prvkd rozumime specialni konstrukci bazovych funkci v metodach Galerkinova typu.
Budeme proto vénovat pozornost konstrukci takovych bazovych funkci, které se v kon-
krétnich dlohach nejcastéji uzivaji.

5.1.1. Definice. Pfedpokladame, Ze okrajovou tilohu Fesime na intervalu (0, 1).
Zvolime na tomto intervalu sit N + 1 uzla

(5.1.1) S ={wxo,r1,...,xN-1,2ZN}, 20=0, xny =1.
Délky jednotlivych subintervali (z, _1,%,) oznaéime h, = x, — xp_1, n =1,2,..., N.
Bdzové funkce sestrojujeme tak, aby

(i) byly na kazdém intervalu (z,_1,x,) (tzv. proku), n =1,2,..., N, polynomem pfe-

dem zvoleného stupné s = 0;
(ii) splnovaly jisté interpola¢ni podminky (budeme specifikovat pozdéji);
mély na celém intervalu (0, 1) uréity, pfedem zvoleny stupen hladkosti;
byly nenulové na malé ¢asti intervalu (0, 1), obvykle na nékolika sousednich prvcich
(o takovych funkcich fikame, Ze maji maly nosic);
(v) byly linedrné nezavislé.

5.1.2. Po ¢astech konstantni bazové funkce. Nasiti S z (5.1.1) definujeme
po c¢astech konstantni bazové funkce jednim z nasledujicich tii zptisob1i.

(A) Polozime (viz obr. 6a)

1, ze< Z’o,l’o-i-%hl >,
vo(z) = R
0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1),
1, € (xp— 2hn,zn+ 2h > n=12,...,N—1,
(5.1.2) Un(2) = (@0 = 3ftn, o+ ghnt
0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0, 1),
1, z¢€(zn— 3hn,zn >,
un(2) = o
0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0, 1).
Takto definované bazové funkce vy, v1,...,vx maji tyto vlastnosti:

1. Jsou linearné nezavislé. )
L j=mn,

2. Spliwji interpola¢ni podminky: v, (x;) = { '
0, j#n.

3. Jsou ortogonalni na (0, 1), tj. plati
! 07 ] = n7
[ o@u@af” >
0 - Oa J # n.
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v, (X) Vi (X) =Y v (x), N=5
n=0

T o—e

| | 4 o *

: : | | |l o—— |

| | | | [

| | a | (% | |1 |

! ! N (| "% 1le | [%

l l | | | |J I

SN - . -— Ly 12y 1Py 1Py 1 -
O0=x, X4 X X4 X&=1 X O=x, X, X, X3 X, %=1 X

Obr. 6a. Po ¢astech konstantni bazové funkce typu (5.1.2).
Obr. 6b. Linearni kombinace bazovych funkci (5.1.3).

4. Mnozina vsech linearnich kombinaci téchto bazovych funkci tvoii linedrni prostor
dimenze N + 1, ktery budeme oznacovat L". Libovolna funkce v}, z tohoto prostoru miize
byt vyjadfena ve tvaru (obr. 6b)

N
(5.1.3) vp(x) = Z anvn(x), = €(0,1).
n=0
Koeficienty «q, aq,...,ay maji vyznam hodnot funkce vy, v uzlech x,, n =0,1,..., N.
a) b)
| N
Vi, (X) v}, (X) :21,3nvn(x), N=5
N=
1 |- ?_T
' ' '!| | o—s
| | L [o—e J|
I I I I I
I | ]
| | ﬁ1:ﬁ2:ﬁ3:@1:ﬁ5:
' ' I N R N
. s . - ) ! ! | | | -
0=x, X1 X, =1 x O=x, X, X, X3 X, %=1 X

Obr. 7a. Po ¢astech konstantni bazové funkce typu (5.1.4).
Obr. 7b. Linedrni kombinace bazovych funkci (5.1.5).

(B) Polozime (viz obr. 7a)

1, z€(zp_1,2n), n=1,2,...,N,
(5.1.4) vp(x) =

0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1).
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Vlastnosti téchto bazovych funkci vy, ve, ..., vy jsou patrné z obr. 7a. Linearni prostor
vSech funkci typu (obr. 7b)

N
(5.1.5) vn(z) = Bavn(z), = €(0,1),
n=1
mé dimenzi N a znacime jej opét L". Koeficienty 31, (o, ..., 3, maji vyznam hodnot
funkce vy, v uzlech z,,, n =1,2,..., N.

(C) Polozime (viz obr. 8a)

1, z€(xp_1,2,), n=12...,N,

(5.1.6) on_1(z) = {

0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1).

Linearni prostor vSech funkci typu (obr. 8b)

N—-1
(5.1.7) vp(x) = Z Ynn(z), € (0,1),
n=0
mé dimenzi N a zna¢ime jej opét L. Koeficienty vo, 71, . . ., Y~v—1 maji vyznam hodnot
funkce vy, v uzlech z,, n=0,1,..., N — 1.

Také funkce (5.1.4) a (5.1.6) jsou ortogonalni na (0, 1).

a) b)
| | .
Viy4(X) Vv, (X) = %ynvn(x), N=5
N=
14 —
| | ) OO .
Q? ¢ Q@
: : 1 | | 1] —0
o o il 1% 1]
! ! | | | (4
! ! | | | |J |
\ | . — | | | | J —
0=x, X1 X, X =1 X O=x, X, X, X3 X, %=1 X

Obr. 8a. Po ¢astech konstantni bazové funkce typu (5.1.6).
Obr. 8b. Linearni kombinace bazovych funkci (5.1.7).

5.1.3. Vé&ta o aproximaci. Pro kazdou funkci v € W}(0,1) existuje takovad po
¢astech konstantni funkce v, € L" uréend interpola¢nimi podminkami v(z,) = vi(z,),
n=0,1,...,N — 1, ze plati
(5.1.8) lo = wnll = chljv]l1,
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kde c nezavisi na h = max h,, a na funkci v. Norma ||. || je ddna vzorcem (4.2.2) a norma
|. |1 vzorcem (4.2.5).

D 1 k a z véty lze nalézt napf. v [19].

Z uvedené véty plyne, ze kazdou funkci v € W3(0,1) lze s libovolnou piesnosti
aproximovat (v normé prostoru Lo — odst. 4.2.1) po &astech konstantni funkei v, € L.
Znamend to, Ze pro kazdou funkci v € W3 (0, 1) a ke kazdému € > 0 existuje takové h > 0
a takova funkce v, € L", Ze plati |[v — v|| < €. Tato vlastnost v ditkazech konvergence
metody koneénych prvkt nahrazuje vlastnost (iii), odst. 4.3.1, pozadovanou od bazovych
funkci v klasické Galerkinové metodé.

5.1.4. Po c¢astech linearni bazové funkce. Pomoci uzli zvolené sité & =
= {xo,r1,...,ZN}, xo0 = 0, zy = 1, definujeme na intervalu (0, 1) spojité po c¢astech
linedrni bazové funkce (obr. 9; h,, = =, — xp—1)

rT — &
hy

x € (xo,21),
vo(z) =
0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1),
T —Tp—-1
D E n—iy*n/-»
» T € (Tp—1,Tn)
(5.19) 'Un(x) — M’ xr € <xn’xn+1>’ n:1’2,.‘.7N_1’
hn—I—l
un(z) = {

0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0, 1),
T —TN-1
hy

0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1) .

r € (xN_1,TN),

A A
Vi (X) Va(X)

B —
I I I
I I I
I I [
I I I (hH
I I I hy
I I I
| | hn ) hn+1
l J——|
T — t : i —

0 Xn-1 Xn Xn+1 X 0 Xn-1 Xn 1_1_Xn+1 X

! J hn+1 |

Obr. 9. Po &astech linearni spojitd bazova funkce vy, () pfifazend uzlu xy,
a jeji zobecnéna derivace U;L(ac), T F# Tn, Tn—1,Tnt1-
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Takto definované bazové funkce vg, v1, ..., vy maji tyto vlastnosti:
1. Jsou linearné nezavislé. .
L, j=mn,

2. Splnuji interpola¢ni podminky: v, (x;) = { )
0, j#n.

3. Jsou ,,skoro“ ortogonéalni, tj. plati

1 0 proln—j|=1,
[ epan {70 PO
0 =0 pro|n—j|>1.

4. Mnozina vsech linearnich kombinaci téchto bazovych funkci tvoii lineadrni prostor
dimenze N + 1, ktery budeme oznacovat V". Libovolna funkce v, tohoto prostoru miize
byt vyjadiena ve tvaru

N
(5.1.10) vp(z) = Zanvn(aj), z € (0,1).
n=0
Koeficienty «g, a1, . . ., an maji vyznam hodnot funkce vy, v uzlech x,, n =0,1,2,..., N,

tj. vp(z,) = au,. Grafem funkce vy, je lomena ¢ara.
Protoze derivace v], funkce v,, (obr. 9) existuje skoro v§ude na (0, 1) a plati

! ) 1 1
/[v;(a:)] dz = — + , n=12...,N—1,
0 hn hn+1

AWWW@=%,AMMMMWW%

bude v}, € L2(0,1), n = 0,1,2,...,N, a tedy také v} € L2(0,1). Znamena to, Ze pro
kazdou funkci v, € V" (typu (5.1.10)) je v, € W3 (0,1). Jinak fe¢eno, V* c W}(0,1).
Kromé toho ovsem je V" c C (0, 1).

Restrikci (zzenim) funkce v, na interval (z,_1,x,), n = 1,2,..., N, je linearni
polynom tvaru

Ty — X T — Tp_1
+ap——m,
b,

(5.1.11) a(r) = ap—1

v némz a1 = a(r,-1), o, = a(x,). Jeho derivace je ddna vzorcem

Qp — Op_—1

(5.1.12) o (z) = -
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5.1.5. Véta o aproximaci. Pro kazdou funkci v € W2(0,1) existuje takova po
¢astech linearni funkce v, € V" urcend interpola¢nimi podminkami v(x,) = vi(z,),
n=20,1,..., N, ze plati

v —wnll = erh®|Jv]2,

(5.1.13)
v —vn|l1 £ cah ||v]]2,

kde konstanty c1, co nezavisi na h = max h,, a na funkci v.

D u k a z véty lze nalézt v [19].

Véta 5.1.5 nas opraviuje k tvrzeni analogickému tomu, které bylo vysloveno v zavéru
odst. 5.1.3: Kazdou funkci v € W3(0, 1) 1ze s libovolnou pfesnosti aproximovat po ¢astech
linearni funkci v, € V". Podobn4 véta plati pro v € C? (0, 1).

5.1.6. Véta o aproximaci. Pro kazdou funkci v € C?(0,1) existuje jedind po
¢astech linearni funkce v, € V" uréend interpola¢nimi podminkami vy,(x,) = v(x,),
n=20,1,..., N, tak, ze plati

vV — U < k1h?||v ,
(5.1.14) I h“0<071>— 1h7|| Hc2<o,1>

v = vnllev (e, _1,20) = K2hlV]lC2 (201 a0

kde konstanty k1, ko nezavisi na h = max h,, ani na funkci v. (Normy v prostorech C,
C' a C? jsou definovany podle vzorce (4.2.1).)

D 1 k a z. Pro ilustraci dokdzeme alesponi prvni z nerovnosti (5.1.14). Na intervalu
(Tp_1,T,) jisté existuje linedrni funkce v, jednoznacéné uréend interpola¢nimi podmin-
kami vy (2y,—1) = v(Tp-1), va(xn) = v(zy) (viz vzorec (5.1.11)). Oznacime e(z) = v(x) —
—vp(x) (viz obr. 10). Z interpola¢nich podminek plyne e(z,—1) = e(z,) = 0. Vzhledem
k piedpokladtim véty je e € C? (z,,_1,z,) a jisté existuje bod & € (z,,_1,2,), v némz
le(z)| nabyva maximalni hodnoty a v némz ¢'(z) = 0. Funkci e mtzeme diky pfedpo-
kladu o hladkosti vyjadfit ve tvaru Taylorova rozvoje v bodé z. Plati tedy e(z) = e(Z) +
+ e (&) (z — &) + 3v"(§)(x — )2, kde & lezi mezi z a & (v intervalu (z,—1,2,) je totiz
e'(z) =v"(x)). Protoze €/(&) = 0, mame

(5.1.15) e(z) =e(®) + $0"(E)(x — 2)%, =z € (Tp_1,Tn).
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n

Obr. 10. Linearni aproximace vy (z) funkce v(x), € (£n—1,xn), a funkce chyby e(x).

Polozime nyni x rovno tomu krajnimu bodu intervalu (z,_1, ), ktery je blize bodu
Z. Nechf je to napf. bod x,_1. Plati tedy

(5.1.16) |Zn—1— 2] £ Sh.

Protoze e(z,—1) = 0, dostaneme z (5.1.15) e(2) = —30"(§)(zn—1 — £)? a tudiz
e(#)]= max |e(x)| L ilzp_r — 22 max |v(x)|
@) = max (@) < oy —3P max 0"

(V piipadé x = x, bychom postupovali obdobné.) Vezmeme-li v tvahu jesté (5.1.16),
dostavame na intervalu (x,,_1, z,) odhad chyby e(x) ve tvaru

112 11
(5.1.17) xn_rlnéajchn le(z)] = ghs, In_rlnga;cémn 0" (x)].
Pro v € C?(0, 1) evidentné plati
5.1.18 max [v”(z)] £ max |v(x)] + max |V ()] + max |v”(z)].
(5.1.18) max [0 (@) < max [ofx)] + max |o/(x)| + mas [o"(@)

Prvni z odhadu (5.1.14) je nyni jiz snadnym dusledkem (5.1.17) a (5.1.18). Dukaz dru-
hého odhadu vyuziva v podstaté stejnou techniku (viz [11]).
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5.1.7. Po c¢astech kubické bazové funkce. Kubicky polynom na intervalu
(p_1,T,) je jednozna¢né uréen funkénimi hodnotami a hodnotami prvnich derivaci
v koncovych bodech intervalu (x,,_1, x,).

n+1

Obr. 11. Po &astech kubickd bazova funkce.

Na siti S = {zo,x1,..., 28} C (0,1), 290 =0, zy = 1, hy, = x,, — T,,—1, definujeme
po ¢astech kubické bazové funkce vy, v1, ..., vN, wo, w1, ..., wy (obr. 11) interpola¢nimi
podminkami

1’ n= j? / .
v (x5) = . v,(x;)=0 pron,j=0,1,...,N;
0, n#j,
(5.1.19) 1 =
w;(a:j):{ ’ ! wnp(z;)=0 pron,j=0,1,...,N.
0, n#j,
Z téchto podminek vypocteme, ze pro n = 1,2,..., N — 1 budou bazové funkce v, (x),

wy () uréeny vzorci

(T (Y e, ),

hn hy
— 3 — 2
(5120) Un(«fc) = 2(%) + 3<M> , & <113n,$n+1),
hn+1 hn+1

0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0,1);
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(x —2p)(x —1p_1)?
h2 ’
(5.1.21) wp(z) = { (@ = zn)(@ = Tny1)?

P) ;
hn+l

1?€<$n_1,$n),

T e <:Cn, xn+1) )

( 0 na zbyvajici ¢asti intervalu (0, 1).

Funkce vo(x) je uréena druhym a t¥etim vztahem v (5.1.20) pro n = 0 a funkce vy () je
uréena prvnim a t¥etim vztahem v (5.1.20) pro n = N. Funkce wy(x) je uréena druhym
a tfetim vztahem v (5.1.21) pro n = 0 a funkce wy (x) je urcena prvnim a tfetim vztahem
v (5.1.21) pro n = N.

Takto sestrojené bazové funkce jsou linearné nezavislé a tvori bazi linedrniho pro-
storu V3! spojité diferencovatelnych po ¢astech kubickych funkei. Kazdou funkci vy, € V3!
lze psat ve tvaru

N N
(5.1.22) vp(x) = Z anUn () + Z Brnwy, ().
n=0 n=0
Koeficienty «,,, n =0,1,..., N, maji vyznam hodnot funkce vy v uzlech sité S a koefi-
cienty 3,, n=20,1,..., N, maji vyznam hodnot prvnich derivaci funkce v, v uzlech sité

S.

Funkce vy, z (5.1.22) je spojitd a ma spojitou prvni derivaci v}, na celém intervalu
(0,1). Druhé derivace v) ma body nespojitosti (1. druhu) v uzlech sité S. Znamena to,
ze VI C W2(0,1).

5.1.8. Vé&ta o aproximaci. Pro kazdou funkci v € W¥(0,1), k = 2, 3, 4, existuje
jedina funkce vy, € V4* typu (5.1.22) uréend interpola¢nimi podminkami vy, (z,,) = v(z,,),
v (zn) =V (x), n=0,1,..., N, tak Ze plati

(5.1.23) lv = vnllws < ch**|vllywy, s=0,1,...,min(k - 1,2),

kde konstanta ¢ nezavisi na h = max h,, a na funkci v.

D 1 k a z lze nalézt pro obecnéjsi situaci v [19].

5.1.9. Volba bazovych funkci. Po ¢astech konstantni bazové funkce se uzivaji
k aproximaci feSeni okrajovych tloh s rovnici prvniho fadu (u soustav prvniho fadu). Po
castech linearni bazové funkce se uzivaji k aproximaci feseni okrajovych tloh s rovnici
druhého radu. Po ¢astech kubické bazové funkce lze také uzit k aproximaci dostatecné
hladkého teseni okrajové tlohy s rovnici druhého radu, ale obvykle se pouzivaji ke kon-
strukci priblizného feseni okrajovych tloh s rovnici ¢tvrtého radu.

Protoze se v dalsim vykladu omezime na tlohy s rovnici druhého radu, budeme ke
konstrukci priblizného feseni uzivat po c¢astech linearni bazové funkce a priblizné reseni
bude pak také funkce po ¢astech linearni.
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5.2. Vyklad metody koneénych prvkua

5.2.1. Pripad V =V,. Uvazujme modelovou tlohu

(5.2.1) —(p(a)e)" + qlw)u = ffw), x € (0,1),

u(0) =0, p(1)u'(1)=0.

Na intervalu (0,1) zvolime sit N + 1 uzla S = {zg,z1,...,2Ny_1,ZN}, To = 0, xx =
= 1, pfiblizné feseni uj;, ulohy (5.2.1) budeme hledat jako spojitou a po ¢astech linearni
funkci. Chceme stanovit jeji hodnoty U,, = up(z,), n =0,1,..., N, v uzlech sité.

Vzhledem k okrajové podmince v bodé = = 0 je pfirozené klast Uy = u(0) = 0.
Musime tedy vypocitat Uy, Us,...,Uyn. K vyjadfeni priblizného treseni u; uzijeme po
¢astech linedrni bazové funkce vy, vs, ..., vy dané vzorci (5.1.9) a uy hleddme ve tvaru
(srov. (5.1.10))

(5.2.2) up(z) =Y Unvp().

Diky vlastnostem pouzitych bazovych funkci skuteéné plati uy(0) = 0, up(z,) = Uy,
n=1,2,...,N (ovéite!). VSimnéme si, ze v dusledku toho, ze v bodé x = 0 je prede-
pséana homogenni Dirichletova okrajova podminka, jsme pii konstrukci ptiblizného feseni
nemuseli pouzit bazovou funkci vy z (5.1.9). Poznamenavame jesté, Ze koeficientim U,
n = 1,2,..., N, linedrni kombinace (5.2.2) se v této a podobnych situacich fika také
uzlové parametry.

Nyni pouzijeme Galerkinovu metodu. Predpokladame, ze jsou splnény predpoklady
véty 4.2.5 a v souladu s odst. 4.2.4 polozime (viz tab. 4)

a(u,v) = /O [p(2)u/ () (2) + g(@)u(z)v(z)] dz,

1
f0) = [ fa)ota)d
0
Vo=V ={veW;(0,1): v(0) =0}.
Reseni alohy (5.2.1) je tedy takova funkce u € V, pro kterou plati
(5.2.3) a(u,v) = F(v) YveV.

Zvolené bazové funkce vy, va, . . ., vx uréuji linedrni prostor V* dimenze N. P¥iblizné
Galerkinovo feseni u;, € V}, uré¢ime z pozadavku, aby rovnost a(up,v) = F(v) byla spl-
néna pro viechny funkce v z prostoru V", tj. za v volime postupné viechny bazové funkce
uzité ke konstrukei pfiblizného feseni (viz odst. 4.3.2). Dostaneme tak N podminek

(5.2.4) a(up,v;) = F(v;), j=1,2,...,N.
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Dosadime-li do (5.2.4) za up z (5.2.2), dostaneme po tpravé soustavu linedrnich alge-
braickych rovnic

N
(5.2.5) > Una(va,v) = F(v;), j=1,2,...,N,
n=1
pro neznadmé uzlové parametry Uy, Us, ..., Un.

5.2.2. Sestaveni diskrétni tlohy. Zatim se nas vyklad vyrazné neodlisoval
od vykladu klasické Galerkinovy metody z odst. 4.3.2. Zde vSak mizeme poskytnout
konkrétni a jednoduchy névod, jak sestavovat matici A; a vektor F; v Galerkinoveé
soustavé. Oznacime

Uy = [U1,Us,...,Un]",
Fo=[F,F,....FN]", Fj=F(v) = /01 f(x)v;(x) dz,
A, =lanj], n,j=1,2,...,N,
1
anj = avn,v;) = /0 [p(2)vy, (2)v}(2) + g(z)va(2)v;(2)] de,
a zapiSeme Galerkinovu soustavu (5.2.5) v maticovém tvaru
(5.2.6) A U, =F,,.
Vyhoda zvolenych bazovych funkci spociva pravé v tom, ze diky jejich , skoro orto-

gonalité“ mame
an; = a(vp,v;) =0 pro |n—j| >1,

a matice Ay, bude tfidiagonalni, tj. tvaru

aii ai2
az1 a2 a3 0
A, = ajj—-1 Qjj G5 +1
0 AN—1,N—2 GN—1,N—1 aN—1,N
aAN,N—1  QGNN
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Oznadime

Pnj = | p(@)oy(2)v)(z)dz = pjn,
(5.2.8) /0

Gns = / 4(@)on ()0 (z) dz = g,

Dosadime-li do téchto vzorct konkrétni tvary bazovych funkci a jejich derivaci na pfi-
slusnych subintervalech (viz (5.1.9) a obr. 9), dostaneme prvky

Gnj = Pnj + dnj = Qjn

symetrickématice Ay, odpovidajici tloze (5.2.1).

Pro prvky matice Ay z (5.2.7) a slozky vektoru Fj, tak dostaneme vzorce, které by
si kazdy zdjemce o metodu koneénych prvkt mél jednou za zivot odvodit.

PI‘Oj = 1,2,...,N—1 (h] =T —.rj_l)l

1 xX.; €T
]_ J 1 j+1
bjj = / p(z) [v}(w)fdx =72 p(x)dz + h2—/ p(x)dz,
0 j Jx

i—1 J+1 vz

1 [ 1 Tjt1
= — q(z)(z — zj_1)*dz + / q(z)(zj41 — 7)* du,

h? Tj—1 h?-i-l zj
1 1 Tj 1 Tj41
F; = f(x)vj(z)dz = — / f@x)(z —zj_1)dz+ = / f(x)(zj41 — x)de.
0 ] Jxj 1 J+1 Tj
Pro 7 = N:
1 9 1 TN
DNN =/ p(z) [UN(x)} dr = —2/ p(z) dz,
0 h’N TN-—1
1 1 TN
gNN = / q(m)v?\,(m) dz = h—2/ q(x)(z — xn_1)° dz,
0 N Jxn_1
1 1 TN
Fy = / f(z)ony(z)dx = . fz)(x —zn_1)de
0 N Jzn_1

j+1 Tj
1 1 mj+1
e @@ ds = o= [ g ) - o)) dr = g
Jj+1 Jx;

1 o
1 Jj+1
pisir = [ 9@y @) de =~ [ pla)de = pyaa
/
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Z téchto vzorci lze pro p(x) > 0, g(x) = 0 dokdzat platnost nerovnosti

’pu\ 2 |p12|,

pj;l 2 [pj-1,4| + Ipjj+al, 7=2,3,...,N -1,
IpNN| 2 IpN.N-1],

|CJ11| 2 |Q12|7

45| 2 |gj—1,5] + 541, 7=2,3,...,N -1,

lann| 2 g, N=1]-

Znamena to, Ze symetrickd matice Ay, uréend prvky a,; = pn; +¢qnjje diagonalné
dominantni.

Protoze pro kazdou funkci vy, (z) = ij:l Yovn(z) € VP je a(vn,vn) = YIALY
Y, =[Y1,Ys,..., Y], apro p(z) = po > 0, qg(x) = 0 a pro nenulové vy, je a(vy,vy) =
=[5 Ip@) (W, (@)? + q@)(vn(2))?]dz 2 ¢ fy[lop)? + |onl?)de 2 cllon]|? > 0, plati
YIALY), > 0 pro kazdy nenulovy vektor Y, a matice A, je tudiz pozitivné
definitni.

Zvolime-li v uloze (5.2.1) p(x) = 1 a ¢ konstantni, dostaneme pro ekvidistantni
rozlozeni uzlt sité S s krokem h vzorce

2 2qh
YITRT TS
1  qh
@jj+1 = 3+ 6 Gt

Potom j-t4 rovnice soustavy (5.2.6) ma tvar

(340 (300 (4 B

coz po upravé dava

Uiy — 2U; + U,
— e 4 LU +4U; + Uj)

_ 5
23

Interpretujeme-li vyraz ¢(U;_1 + 4U; + Uj41) jako aproximaci hodnoty Feseni u = u(x)
v uzlu z; a F;/h jako stfedni hodnotu funkce f = f(x) na intervalu (z;_1,x;41), dosta-
vame vlastné aproximaci rovnice —u’+qu = f(x) v uzlu x; ve smyslu metody koneénych
diferenci.
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5.2.3. Pripad V # V,. Specialni volba bazovych funkeci (odst. 5.1.4) umoz-
nuje také jednoduse se vyporadat s nehomogennimi Dirichletovymi podminkami. Jsou-li
k rovnici z (5.2.1) zadany okrajové podminky

uzijeme ke konstrukei pfiblizného FeSeni uy, také funkci vg(z) z (5.1.9), tj. volime

(5.2.10) un(z) = govo(x) + > _ Upvn(2)

a na zakladé poznatkt z odst. 4.3.7 usoudime, zZe ziskana soustava linearnich rovnic pro
neznamé uzlové parametry Uy, Us, ..., Uy se bude od soustavy (5.2.6) lisit pouze prvni
slozkou vektoru Fj. K ¢islu F; z odst. 5.2.2 se pricte ¢islo

X
9o !

2 [p(z) — q(z)(z1 — z)(z — 20)] dz.
1 Jzo

Analogicky pro okrajové podminky

(5.2.11) p(0)u'(0) =0, wu(l)=g1, g1 #0,

budou nezndmymi uzlovymi parametry ¢isla Uy, Uy, ..., Un_1 a pfiblizné feseni uy; vo-
lime ve tvaru

N-1
(5.2.12) un(z) = gron () + Y Upvn().
n=0
Vysledna soustava linearnich rovnic pro N neznamych Uy, Uy, ...,Un_1 se oproti
soustavé (5.2.6) také ponékud zméni. Bude
1. rovnice: agoUo + ap1Ur = Fo,
2. rovnice: a10Up + a11Uq + a12U5 = 1,
3. rovnice: a21U1 + a22U2 + CL23U3 = FQ,
posledni rovnice: an—1,N—2Un—o+an_1 Nn-1Un-1 = Fn_1 —an—1,N0T1,

kde s
o=z [ [ple) + a(o)a —0)?)da

Zo

Cislo ap1 = aio, které ve vzorcich odst. 5.2.2 uvedeno neni, dostaneme ze vzorce pro
ajj+1 = Pjj+1 + ¢jj+1, v némz volime j = 0.
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5.3. Algoritmizace metody konec¢nych prvkt Vyklad v odst. 5.2.1
az 5.2.3 nam umoznuje popsat obecny algoritmus konstrukce soustavy linearnich alge-
braickych rovnic pro neznamé uzlové parametry.

5.3.1 Aproximace na subintervalu (prvku). Uvazujeme standardni okrajo-
vou tlohu

/

= (p(2)u') +q(@)u = f(z), =€(0,1),

(5.3.1)
aou(0) — Bop(0)u'(0) = go,  aru(1) + Bip(L)u'(1) = g1,

vcetné vsSech specialnich pfipadi popsanych v odst. 4.2.4. Chceme popsat konstrukeci
diskrétni tlohy na siti uzla

S ={x9,21,...,2N-1,ZN}, xo=0, axy =1, hy =2, — Tp_1.
Libovolny subinterval (prvek) oznac¢ime
es = (x],25), s=1,2,...,N; hg = a5 — xf.
Hledané uzlové parametry na tomto intervalu oznac¢ime

Us, Uj.

Index s je tzv. lokdlni index prvku a uzlového parametru.
Piiblizné feseni uy, (x) je na kazdém prvku eg linedrnim (interpola¢nim) polynomem
ur¢enym hodnotami U7, U; v uzlech z7, z5. M4 tedy tvar

S

(5.3.2) m®(z) = U1 e +U2 hsl, rc€es, s=12 ... N.
Je uzitecné oznacit

(5.3.3) mi(x) = xih: ac’ ms(z) = : ;Sxf’ x € e,

a psat

(5.3.4) m®(z) = Uymi(x) + Uim3(x), = € es.



Obr. 12. Lokéalni a globalni oznaceni uzli, uzlovych parametrt, bazovych funkci a pfiblizného feseni.
Vyznam tohoto oznaceni je patrny z obr. 12. Funkce mj(x), m$(z) jsou restrikce téch
bazovych funkci, které jsou na prvku eg nenulové. Thned vidime, ze

’ 1 ’ 1
(mi(x)) = -, (m3(2)) =+,
(5.3.5) / M s
(ms(x)) = h—s(—Uf +Us3), x¢€es.

Ve zbylé ¢asti odstavce budeme predpokladat, ze By # 0, B1 # 0 (Dirichletovymi
podminkami s 5y = 0 nebo ; = 0 se budeme zabyvat v nasledujicim odstavci). Uzijeme
oznaceni z odst. 4.2.6

au,v) = / [p(@)u ()0 (@) + a(@)u(e)o()] do+

(5.3.6) + —~u(0)v(0) + EU(l)v(l),

= 2)o(z) dz + Lo 9y
F(v) = ; f(@)v(z)d * (0)+ﬁ1 (1)
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a vezmeme prostor V" vSech linedrnich kombinaci bazovych funkci wvg,v1,...,vn
z (5.1.9). Pfiblizné feSeni u;, € V" stanovime fesenim Galerkinovy soustavy (viz od-
stavec 4.3.2)

(537) CL(Uh,'Uj):F(Uj), j:O,l,,N

Protoze
up(x) =m(x), x € e,

oy (z) = {mm), vee;,

mi* @), @€ e,

vyjadiime integraly v a(un,v;) a F'(v;) jako soucet integrali pfes jednotlivé prvky a pi-
Seme

a(up,vg) = a(ml, m%) + %Uf,
0
a(u/”w Ul) = a(m17 m%) + a(m27 m%)a
a(up,v2) = a(m?®,m3) + a(m®,m}),
(5.3.8) a(un, vy) = a(m®,md) + ﬂU2N;

1

F(vo) = F(m}) + L2,
Bo

F(v1) = F(my) + F(mj),

Fluy) = F(mY) + 2.
b1

V téchto vzorcich je (s =1,2,..., N)

a(m,m) = [ [p(o)(m* @) (m3 (@) + a(a)m (a)mi (@)] i,
(5.3.9) o
F(m}) = / flx)ym(x)dz, r=1,2.

Dosadime-li do téchto integralti za m®, m? z (5.3.3) az (5.3.5), dostaneme

(5.3.10)



kde

@ = hi [ @) + )3 —a?] a,
il =0y = 7 | [~ () +a(e)(r — )5 — )]
(5.3.11) a3 = = [ @)+ q(@)(@ - 2})?) da,

B2
S 1 S
Fy = he f(@)(z3 — z)da,
S 1 S
Fy=— [ J@)e—at)ds
Prispévek jednoho prvku eg k celkové matici Ay, je tedy dan tzv. prvkovou matici

S S

AS — {an a12:|
S S
a1  Azg

a prispévek k celkovému vektoru Fj, je dan tzv. prvkovym vektorem

. [F
F‘{FS}‘

VyuZijeme-li pfifazeni lokélnich (prvkovych) a globalnich uzlovych parametrt, daného
vztahy

Up = U7,

Uy = U} =U,,
Uy =U; = U3,
Us = Ui =Us,

Uy =UN =01,
Uy =UY,

bude mit celkova matice Aj, tvar
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(5.3.12)

1 Qg 1
aiq + Bo ajo 0

1 2
Qg1 | Qo + a7y | ata

2 3
a1 | azg + aiq| ajs

A, =

N—1| N-1 N| N
0 Qg1 | Ggy ~ T ajr|aig

NI N 4 o
asy | A + 5

Celkovy vektor F; bude také sestaven z prvkovych vektori F® podle stejného sché-
matu, v némz F; = f01 f(x)vj(x)dz, j =0,1,...,N:

(Pl L [ Fy + % ]
F! + F? Fy
F; +F} F,

F\ F$+ | &

Ey 4+ BN Fy_4
B+ & Fy + 4%

5.3.2. Realizace hlavnich okrajovych podminek. Neumannova resp. New-
tonova okrajova podminka v tloze (5.3.1) odpovida predpokladu By # 0 nebo 3 # 0. Je
respektovana tvarem bilinearni formy a(u,v) a linedrni formy F(v) v (5.3.6). Takovym
podminkam fikdme prirozené okrajové podminky. Priblizné feseni tloh s pfirozenymi
okrajovymi podminkami je konstruovano pomoci vSech bazovych funkeci z odst. 5.1.4
a ApUy = Fj je soustavou N + 1 rovnic pro N + 1 nezndmych uzlovych parametra.

V pfipadé Neumannovy tlohy s ¢(z) = 0 je matice Aj, singuldrni. Postupujeme
tak, ze pevné zvolime jednu slozku vektoru Uj a ostatni slozky pocitame ze soustavy N
rovnic, ktera se ziska snadnou modifikaci puvodni soustavy AU, = Fy,.

V tloze s Dirichletovou okrajovou podminkou je parametr Uy nebo Uy dan okra-
jovou podminkou Uy = go nebo Uy = g1 a k urceni priblizného feseni takové tlohy
(viz napf. odst. 5.2.3) potfebujeme stanovit bud N, nebo N — 1 uzlovych parametri
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podle toho, zda je Dirichletova podminka predepsana na jednom nebo na obou koncich
intervalu (0, 1). Dirichletovym podminkam se fika také hlavni okrajové podminky.

P1i popisu konstrukce vysledné soustavy linearnich rovnic vyjdeme i nyni ze sou-
stavy z odst. 5.3.1. Je-li ddna podminka u(0) = g, nahradime formalné prvni rovnici
apoUo+a11U1 = Fy+go/Bo podminkou Uy = gg. Fakticky tedy vysledna soustava za¢ina
rovnici a11Uy + a12Us = Fy — a109o. Je-li ddna podminka u(1) = g7, nahradime rovnici
an N—1Un—1 +annUn = Fy + ¢g1/01 podminkou Uy = gi; ostatni rovnice zlistanou
beze zmén. Fakticky vysledna soustava konci rovnici an—1 y—2Un—2+an—1,N—1Un_-1 =
=FNn_1—an-1,NG1.

5.3.3. Algoritmus metody kone¢nych prvkua. Shrneme algoritmus metody
konec¢nych prvki do nékolika krok:

1. Vstupni data: Interval (0, 1) (pfipadné (a, b)); pocet prvka N; uzly xg, x1,. .., TN;
¢isla go, 91, v, Bo, a1, B1 (v zavislosti na typu tlohy); funkce p = p(z), ¢ = q(z), f =
~ /().

2. Pripravné prace: hy = x5 —xs_1, s = 1,2,..., N; ptifazeni lokalnich a globalnich
indext; dimenzovani poli A(N +1, N+1), U(N +1), F(N +1). Fakticky se voli A(N +
+ 1,3), nebot se uklddaji pouze nenulové prvky matice A, (viz odst. 3.5).

3. Vypocet prvkové matice A° a prvkového vektoru F° pro s = 1,2,..., N podle
vzorct (5.3.11). Obvykle se uziva dvoubodovy Gausstuv kvadraturni vzorec

/e g(z)dz =~ %[g<x3+%(—\/g+ 1)) +g(xs+%(\/g+1))].

s

4. Sestaveni celkoveé matice Ay, a celkového vektoru Fp. Pro s = 1,2,..., N se do
pozic (s —1,s — 1), (s —1,5), (s,s — 1), (s, s) globalni matice Aj, pfi¢itaji odpovidajici
prvky matice A® a do pozic (s — 1), (s) globalniho vektoru Fj, se pfi¢tou odpovidajici
slozky prvkového vektoru F®. Predpoklada se vynulovani poli A, F' na pocatku vypoctu.

5. Modifikace matice Ay a vektoru Fp i co do rozméru v zavislosti na konkrétni
okrajové podmince ve smyslu odst. 5.3.2.

6. Resent vysledné soustavy ApU;, = Fj, nékterym rozkladovym algoritmem z odst.
3.5.

5.3.4. Algoritmizace nestandardni alohy. Je-li v diferencialni rovnici navic
¢len y(x)u’, bude v bilinearni formé a(u,v) z (5.3.6) navic integral

1
| @ @pte) da
0
a sestroji se prvkova matice

b3y b
Bs — |1 ;2} ,
|:b21 b22
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v niz

(5.3.13)

Tato matice B® se pFicte k prvkové matici A® uréené formulemi (5.3.11) a odpovida-
jici standardnim c¢lentim diferencialni rovnice. Protoze b, # b5;, bude vysledna prvkova
matice nesymetrickd a tedy i celkova matice Aj, bude nesymetricka.

5.4. Cvicéeni

5.4.1.

funkcional

d(v)

S 1 S
by, = _ﬁ/ 'y(x)(x — x7) du,

S 1 S
-~ / (@) (@ — 2) da.

Ritzovou metodou koneénych prvki provedte diskretizaci okrajové tlohy
—u"+u=1,u(0) =0, u(l)+u'(1) =0, x € (0,1). Uzijte po ¢astech linedrni aproximaci
FeSeni na siti s krokem h = 1/N, kde N je piirozené ¢islo. [Navod: Minimalizuje se

Lt os oy Lo
:—/ (v"? + v — 2v)dx + Zv*(1)
2 /s 2

na prostoru V" z odst. 5.2.1. Mame

veV

kde

N
Up = ZUnvn,Uh = [U1,U2,...,UN]T,Fh = [Fl,FQ,...,FN]T, n

n=1

1
min &, (v) = ®(up) = =UL AU, — UL + Fp,,
2 h h
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matici A;, a vektor F; Ize stanovit postupem z odst. 5.3.1, 5.3.2. V matici A;, tvaru
(5.3.12) klademe a1 = (51 = 1 a prvni fadek nahradime Fadkem [1,0,0,...,0].]



5.4.2.  Galerkinovou metodou koneénych prvki provedte diskretizaci okrajové
alohy —u” +u =0, u(0) =0, u(1) =1, = € (0,1). UZijte po ¢astech linearni aproximaci
feSeni na siti s krokem h = % [Navod: Prvkové matice budou

1, h 1, h
As— | RT3 “nte
_l+ﬁ l+ﬁ '
6 hT3

Po tpravach ve smyslu odst. 5.3.2 bude mit vysledné soustava tvar

27+ Moi+ (— 7+ ) =0

h 3 h 6
(-4 Basal -3+

Vysledky: Uy = 0, U3 = 1 (z okrajovych podminek), U; = 0,2885, Uy = 0,6098.
Hodnoty pfesného Feseni: u(1/3) = 0,28892, u(2/3) = 0,610 24.]
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Kapitola II

Numerické reseni okrajovych uloh
pro parcialni diferencialni rovnice

eliptického typu (stacionarni rovnice)



6. Okrajové ulohy pro parcialni diferencialni rovnice
eliptického typu

6.1. Priklady okrajovych uloh

6.1.1. Okrajova uloha pro Poissonovu rovnici. Nejjednodussi parcialni di-
ferencialni rovnici eliptického typu je Poissonova rovnice. Pro neznamou funkci v dvou
(redlnych) proménnych x, y ma tvar

%?u  0%u
(6.1.1) _<$+8_y2> = f(z,y)
a pro funkci v tfi proménnych z, y, z méa tvar
u  0*u  0*u
(6.1.2) _<8x2 toat 822) = f(z,y, 2).

Funkce f = f(z,y), resp. f = f(x,y,2) je funkce dané. Pozadujeme, aby funkce u
spliiovala rovnici (6.1.1), resp. (6.1.2), uvnitf néjaké oblasti 2 a na celé hranici 02 jesté
dalsi doplnujici podminky, zvané okrajové podminky. Soubor téchto pozadavkl nazyvame
okrajovou ulohou.

Mé&jme napf. v R? &tverec Q = {(m,y) eR*:0<z<1,0<y< 1} a oznacme
'y, T, I'g ¢asti hranice OS2 tohoto ¢tverce podle obr. 13. Hledejme funkci u = u(x,y),
ktera je ve Gtverci ) fesenim rovnice (6.1.1) s funkei f(z,y) = —(2y% + 62%)y a na
jednotlivych ¢astech hranice spliiuje okrajové podminky

(6.1.3) u=0 naly,
0
8—z:2xy3 na I's,
0
u+a—:i:x2(1+3y2) na I's.

Zde

ou Ou ou

an = 8_a:n1 + 8_yn2
je derivace funkce u ve sméru vnéjsi normaly k piislusné ¢asti hranice 9 (n = [nq, no)
je jednotkovy vektor vnéjsi normaly). Protoze na I'y je du/On = Ou/Ox a na I's je

Ou/On = du/dy, lze psat (6.1.3) ve tvaru

(6.1.4) u(0,y) =0, u(x,0) =0,
8u(1,y) _ 3
or 22y,
u(z,1) + %@1) = 2*(1+ 3y°).
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_ L2 2 L
u+%_x(1+3y)/ 3
(0,1) (1,1)

Mgt MW nals
on ou _ ou
u=0 an = ax 1Tz

FI Y /rz
\ u=0

(0,0) (1,0

Obr. 13. Okrajové podminky (6.1.3).

Snadno se presvédéime, ze funkce u uréend piedpisem u(x,y) = x%y> spliiuje rovnici
(6.1.1) s uvedenou konkrétni funkci f a vyhovuje okrajovym podminkam (6.1.3). Je
tedy resenim formulované okrajové tulohy.

6.1.2. Zakladni uloha teorie potencialu. Méjme danu omezenou oblast 2 C
C R™ (R" je n-dimenzionalni euklidovsky prostor prvka x = [z1,x2,...,x,]) s hranici
0N skladajici se ze dvou hladkych ¢asti I'y a I'y. V oblasti {2 méjme dény funkce p = p(x),
f = f(x), na 'y funkci g1 = ¢g1(x) a na I'y funkci go = g2(x). Hledame vektorovou funkci
Y: QO — R" a skaldrni funkci u: Q — R, pro néz plati

(6.1.5) Y +px)gradu=0 v,
div¥ = f(x) v Q,
u=ginaly, nW¥=gsnals.
Zde n = n(x) je opét jednotkovy vektor vné&jsi normaly v bodé x € I's. Pro Q C R? pred-

stavuje (6.1.5) soustavu t¥i skalarnich rovnic pro nezndmé funkce ¥, ¥Us, u proménnych
X1, T2

ou ou
vy —|—p(x1,x2)—=0, vy +p(x17$2)_:0’

0x1 O0xa
oV, 90Uy
Er + Dy [z, z2).

Uloha (6.1.5) je pfikladem okrajové tilohy pro soustavu rovnic prvniho fadu (vystu-
puji v ni pouze derivace prvniho fadu hledané funkce). Vylou¢enim funkce ¥ muzeme
ulohu (6.1.5) pfevést na okrajovou tlohu

—div (p(x) grad u) = f(x) v ©,

(6.1.6)
u=ginaTy, pe = gsnaTy.
on
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Zde jiz vystupuje pouze jedna diferencidlni rovnice, ovem druhého fadu. Pro p(z) =1
je (6.1.6) Poissonovou rovnici. V aplikacich m4 funkce u vyznam potencidlu a funkce ¥
vyznam tzv. hustoty toku. Funkce p charakterizuje vlastnosti prostiedi.

6.1.3. Piiklad.  Zvolme nyni Q = {(z,y) € R*: 22 +y? <4} (kruh o polo-
méru 2) a polozme

1 proz? 442 <1,
2 prol < 22 492 <4,

(6.1.7) p(z,y) = {

Resenim okrajové ulohy

—div (p(z,y) gradu) = -1 v Q,

(6.1.8)
u=0 mna 09,
je funkce
1222 +42) - 5] proz?+¢y> <1,
610) gy = | HEE ) = y <
sz +9y?—4] prol<a?+9? <4

Tato funkce je spojita v Q, avak jeji prvni derivace jsou v bodech kruznice 22 + ¢y =1
nespojité, a proto druhé derivace 9*u/dx?, 0*u/dy? v téchto bodech neexistuji. Nicméné
vektorova funkce p grad u je nejen spojita, ale i diferencovatelna v celé oblasti €2 a rovnice
(6.1.8) je splnéna v kazdém bodé (z,y) € €.

Pozornému ctenafi jisté neuniklo, ze zde mame situaci podobnou té, o které jsme
se zminovali v odstavcich 1.2.7, 1.2.8.

6.1.4. Poznamka. Stejné jako u obycejnych diferencidlnich rovnic, také u parci-
alnich diferencialnich rovnic vznika prirozena otazka, jaké vlastnosti musi funkce u mit,
abychom ji mohli povazovat za feSeni formulované okrajové tlohy. Na tomto misté se
témito otazkami podrobné zabyvat nebudeme a odkazujeme ¢tenafe na [26]. Nejnutnéjsi
obecnéjsi vysledky uvedeme v nasledujicich odstavcich.

6.2. Klasické a slabé reseni okrajovych uloh.

6.2.1. Standardni okrajova tloha. Necht Q C R" je omezené oblast s hladkou
nebo po ¢astech hladkou hranici 0Q2. Standardni okrajovou ilohou budeme v této kapitole
nazyvat okrajovou tlohu pro linearni diferencialni rovnici

(6.2.1) — Z Z % (pzj(x)%> +ag(x)u=f(x) vQ

i=1 j=1
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s okrajovou podminkou

(6.2.2) a)u+BY > pi (x)niaa—;bj = g(x) na dQ.

i=1 j=1

Zde jak dané funkce p;; = pj;, ¢, f, tak i hledanou funkci u uvazujeme v Q=QUoN
a na 0f) jsou dany funkce «, 3, g. Pfedpokladame, zZe jednotkovy vektor n = [n;| vnéjsi
normaly k hranici 0f2 existuje v kazdém bodé hranice s pripadnou vyjimkou kone¢ného
poc¢tu bodt. Je-li napt. € obdélnik, pak v jeho vrcholech vektor normaly neexistuje.
Pozadavky na hranici 0f2 lze jesté zeslabit (viz napi. [38], [55]).

Pozadujeme splnéni podminky elipticnost:

(6.2.3) DD pi()&E 2> & VxeQ V&, & R,

kde pg je kladna konstanta. Kromé toho je rozumné predpokladat, ze koeficienty a a 3
v okrajové podmince (6.2.2) spliuji pro x € € nerovnosti

(6.2.4) a(x) 20, B(X) 20, a()+Bx) >0,
ze funkce p;;, ¢, f jsou omezené na Q a ze a, (3 jsou omezené na .

Oznac¢ime-li P(x) = [p;;(x)] matici koeficientti rovnice (6.2.1), mzeme tuto rovnici
psat ve tvaru

(6.2.5) —div (P(x) grad u) + g(x)u = f(x).

Piilezitostné se zminime i o rovnicich, které se ve tvaru (6.2.5) psat nedaji. V takovych
ptripadech budeme hovorit o nestandardni wloze.

V dalsim textu se budeme prevazné zabyvat okrajovymi tlohami se specidlnimi
tvary okrajové podminky (6.2.2), napt.

(6.2.6a) u(x) =g(x), x€ 0 (tj. B(x) =0 na 09),
(6.2.6b) n. (P(x)gradu) = g(x), x€ 9N (tj. a(x) =0 na 9Q),
(6.2.6¢) o(x)u+n. (P(x)gradu) = g(x), x€ 9, a(x) > 0.

Podmince (6.2.6a) fikdme Dirichletova okrajovd podminka, podmince (6.2.6b) Neuman-
nova okrajovd podminka a podmince (6.2.6¢) Newtonova okrajovd podminka.
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6.2.2. Klasické reseni okrajové tulohy. Mezi standardni okrajové tlohy zahr-
nujeme i takové, u nichz jsou na rtéiznych ¢astech hranice 02 zadany okrajové podminky
riznych typi. Prikladem je okrajova tloha

(6.2.7) —div (p(x) grad u) + g(x)u = f(x) v €,
(6.2.8) u=g¢g; naly,
ou
p5. =92 na Iy,
Oou
ou+p— =g3 nally,
on

kde I'y, 'y, I'3 jsou ¢asti hranice 02 s disjunktnimi vnittky takové, ze I'y UTo UT's = 0€2.
Na rovnici (6.2.7) se muizeme divat jako na specidlni pfipad rovnice (6.2.5) s diagonalni
matici P(x) = diag(p(x)).

Funkci u, kterd splnuje diferencialni rovnici a okrajové podminky, nazyvame resent
okrajové ulohy. Stejné jako u okrajovych tloh pro obyéejné diferenciélni rovnice (odst.
1.2.5), i zde klasickym resenim rozumime takovou funkci u, kterd spliiuje pozadavky
ulohy v tom smyslu, Ze jejich splnéni Ize dosazenim a ptislusnym derivovanim verifikovat
v kazdém bodé x € Q.

Pojem klasického Feseni ulohy (6.2.7), (6.2.8) mimo jiné vyzaduje, aby funkce
pgrad u byla diferencovatelnd v 2. V praxi se vSak velmi casto setkdvadme s okrajo-
vymi tlohami, v nichZ tento pozadavek splnén neni, a tedy prislusna tiloha nemtize mit
klasické feseni. VSimneme si jednoho typického pripadu. Predpoklddejme, Ze oblast €2 je
rozdélena na dvé oblasti ; a Q,. Ozna¢me I' C Q jejich spole¢nou hranici a nazvéme
ji rozhranim. Necht funkce p je definovana zvlast na ;1 a zv1ast na €, pficemz je na I’
nespojitd s koneénym skokem (tj. ma v bodech @) € I" kone¢né limity jak ,zleva® (z Q;),
tak ,zprava® (z {23)). V bodech rozhrani I" neni tedy diferencialni rovnice (6.2.7) obecné
splnéna. V takovych pfipadech pozadujeme, aby funkce u a pgradu, resp. p(Qu/0n) =
= p(n.grad u), v bodech @ € T" misto (6.2.7) spliiovaly tzv. prechodové podminky

o u(@-) = u(Q+),
6.2.9 w(O— "
p(@) 219D _ i) 210%),

kde symboly w(Q—), w(Q+) oznacuji limity

w(@) = Jim w(P), w(@+)= Jim w(P)
PeQ; PeQs

Podminky (6.2.9) vyjadiuji pozadavek spojitosti funkei u, p(Ou/0On) pfi pfechodu pies

rozhrani I'. Pripomenime, ze pokud u je klasické feseni, pak funkce pgradu je spojité
diferencovatelna a pfechodové podminky (6.2.9) jsou pro hladké I" splnény automaticky.
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Na rozhrani I' miizeme formulovat jesté obecnéjsi prechodovou podminku. Misto
pozadavku spojitosti funkce p(Ou/0On) pfi prechodu pfes rozhrani I' (u pozadujeme opét
spojité) klademe piechodovou podminku ve tvaru

du(Q@-)
on

ou(Q+)

(6.2.10) p(@-) o

—p(Q+) =9(Q), QeT,

kde g je nenulova funkce dana na I'. Pfedepisujeme tedy nenulovy skok funkce p(0u/on)
na I'. Tuto podminku pfedepisujeme napt. v iilohach na elektrostaticky potencial, v nichz
g predstavuje hustotu dipdlt dvojvrstvy a p ma vyznam permitivity prostiedi. Da se
ukazat [26], ze v pfipadé okrajovych tloh s pfechodovymi podminkami typu (6.2.10) je
existence klasického feseni principialné vyloucena. Jelikoz vSak podobné tlohy mohou
presto mit rozumny fyzikalni smysl, je vidét, ze i u parcidlnich diferencidlnich rovnic bude
ucelné definovat feseni okrajové tlohy ponékud obecnéji. Proto si nejdrive pripomeneme
nékteré pojmy a uvedeme nezbytné vysledky o prostorech funkci. Podrobnéjsi pouceni
najde ¢tendf napf. v [38].

6.2.3. Hladké a integrovatelné funkce. Necht ) C R" je omezend oblast.
Symbolem C'(2) ozna¢ime normovany linearni prostor funkci f: @ — R spojitych na (2
S normou

(6.2.11) 1fllc = max|f(x)].
e

Necht k je prirozené ¢islo. Symbolem C*(Q) ozna¢ime normovany linearni prostor
funkei f, které jsou spojité v €2 se vSemi svymi parcidlnimi derivacemi az do k-tého Ffadu
véetné a takové, ze viechny tyto derivace lze spojité rozsifit z  na €. Normu v tomto
prostoru budeme oznacovat || f||cx. Napi. pro f € C1(Q) je

- 0f(x)
(6.2.12) Ifllen =I§1ea§\f(x)|+;§?§“ o |

Symbolem L2(Q2) oznadime linedrni prostor funkci f: @ — R, pro néz je integral
(v Lebesqueové smyslu) [, |f(x)[*dQ koneény. Pro f,g € Ly(Q) definujeme skaldrni
soucin predpisem

(6.2.13) (f,9) = /Q fgd9

a normu piedpisem

(6.2.14) 17 = (£, D2 = /Q 120,
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Pro libovolné dvé funkce f, g € Lo(2) plati Schwarzova nerovnost

(£ L= 111 Ngll-

Stejné jako u funkci jedné proménné (odst. 4.2.1) je Lo(€2) Hilberttv prostor (iplny nor-
movany prostor se skaldrnim souc¢inem). Do prostoru L, (£2) patfi nejen vSechny funkce
spojité v €2, ale také funkce omezené a po ¢astech spojité (nap¥. po ¢éastech konstantni
funkce) a také limitni funkce konvergentnich posloupnosti takovych funkci.

Obecné je L,(€2), p > 0, Gplny normovany prostor s normou

i1, = ([ 17617 a0) "

Pro p # 2 neni L,(Q2) Hilbertovym prostorem. Funkce f,g € L,(f), které se lisi na
mnoziné nulové miry (napf. v bodech hranice 99), predstavuji jeden a tentyz prvek
prostoru L, (€2), nebot pro takové funkce je ||f — g, = 0.

6.2.4. Sobolevovy prostory. Pro formulaci okrajovych tloh pro parcialni di-
ferencialni rovnice druhého ¥adu v R? je pfirozené pozadovat, aby feSenim ulohy byla
funkce, pro kterou je integral (pro Q € R?, dQ = dzdy)

[ 1Ge) =+ (5) ] as

kone¢ny. Mnozinu takovych funkci ozna¢ime W3 (Q). Obecné symbolem W§(Q), Q C
C R", oznacujeme linedrni normovany prostor vSech téch funkci u € Lo(Q2), jejichz
v8echny zobecnéné parcialni derivace az do fadu k vcetné patii také do Ly(€2). Normu
v tomto prostoru budeme oznacovat ||. ||x.

Napftiklad v prostoru

ou

8xi

(6.2.15) Wi(Q) = {uGLg(Q): € Ly (), @':1,2,...,n}

je norma definovana vzorcem

(6.2.16) s = [/Q (d@i (3;)2) a0

Prostor W (£2) je Hilbertovym prostorem vzhledem ke skaldrnimu soucinu

1/2

"L Ou Ov

dQ.
i—1 8371 8:1:%

uv +

(6.2.17) (u,v)1 = /Q
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Podobné norma a skalarni souc¢in v prostoru

ou 0%u
6.2.18 W2(Q) = Ly: — €Ly, ——— €Ly, i,j=1,...
( ) 5 () {UG 2 oz, S 2’8@813 € Lo, 1,] ; 771}

jsou dany vzorci

1/2

(6.2.19)  lul2 = /Q u?+ ) (8%) i (8228%)2 |

7’:1 ’J_

ou v - 0%v
(6.2.20) (u,v)2 = /Q uv + Z dx; Ox; Z 3.%0333 Oz;0x; 4

L 7]_

6.2.5. Véty o vnofeni a stopa funkce. Derivace funkce u € W5 (Q) chapeme
v zobecnéném smyslu [26]. Diferencovatelnost v v klasickém smyslu zavisi jak na k, tak
na dimenzi n prostoru R™ O Q. V piipadé Q = (a,b) C R (n = 1) plati W¥(a,b) C
C C*~1 (a,b). Znamena to, Ze napt. kazda funkce u € W (a,b) je spojita na (a,b). Pro
R"™, n 2 2 uz takové tvrzeni neplati. Pro Q2 C R" s dostate¢né hladkou hranici 99 totiz
plati (véta o vnorent)

(6.2.21) W3 (Q) € C*(9),

kde k, s, n jsou vazany podminkou 2(k — 3)_ > n. Pro k =1, s = 0 je tato podminka
splnéna pouze kdyz n = 1, tj. W2 (Q) € C(Q) plati pouze pro funkce jedné proménné.
Z (6.2.21) déale napt. plyne, ze pro funkce dvou a t¥i proménnych (n = 2, 3) plati

(6.2.22) WH(Q) cC*2(Q), k=2, C'=C.

Inkluze typu (6.2.21) pochopitelné nejsou v rozporu s tvrzenim, Ze napi. prostor W3 (Q)
obsahuje také funkce spojité diferencovatelné na €.

Je-li u € C(Q), potom restrikce u|pn na 9N je spojitou funkei (tj. u|pq € C(ON))
a mé tedy smysl hovofit o jejich hodnotédch v bodech hranice. Tato restrikce u|sq je
funkci u urc¢ena jednozna¢énd. Zobecnénim pojmu restrikce na 99 pro funkce u € W3 (Q)
je tzv. stopa funkce u na 9. Lze dokézat [38], Ze kazdé funkci u € W3 () (podobné pro
u € W§()) Ize jednoznac¢né prifadit funkci us, € Lo(09), kterd pro funkce z W3 (Q),
spojité na Q, je rovna vyse zminéné restrikci, tj. us = u|pq. Skutecnost, ze dvé funkce
u,v € W2(2) maji na 9 stejné stopy, zapisujeme

u=1v na dfd

a fikame, ze rovnost u = v na €2 je splnéna ve smyslu stop.
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P1i formulaci okrajovych tloh pro parcidlni diferencialni rovnice druhého fadu se
setkavame s pozadavkem, abychom k dané funkci g definované na 0€) nasli funkci u €
€ W3 (Q), ktera fesi danou diferencidlni rovnici v Q a jejiz stopa je rovna dané funkci g.
Posledni pozadavek zapiSeme ve tvaru

u =g na .

Zde je automaticky zahrnut predpoklad, Ze funkci g lze rozsitit na celou oblast €2 tak,
7e rozsifena funkce g patii do W3 (). Obecné totiz takové rozsifeni pro libovolnou
funkci definovanou na 02 existovat nemusi (dilezitou roli také hraji vlastnosti hranice)
a prislusna okrajova tloha nemusi byt feSitelna.

Podrobnéjsi zpracovani problematiky odst. 6.2.3 az 6.2.5 najde ¢tenar napft. v [38].

6.2.6. Prostory pripustnych a testovacich funkci. Stejné jako v odst. 4.2.2
zavedeme také zde jisté podmnoziny V a V, prostoru Wy () (pro diferencialni rovnice
druhého fadu). V mnoziné V, budeme hledat feSeni a budeme ji nazyvat prostorem
pripustnych funkci. Mnozinu V budeme nazyvat prostorem testovacich funkci. Tyto pro-
story budou uréeny danymi okrajovymi podminkami. Prostor V, je tvofen témi funkcemi
z W3 (), které splituji zadanou Dirichletovu okrajovou podminku. Nebude-li na O nebo
na jeji ¢asti Dirichletova okrajovd podminka zadéna, bude V = V, = W3 (). Obecné
plati, ze V. C V, C W3(Q).

6.2.7. Definice slabého feSeni. Omezime se na tlohu (6.2.7), (6.2.8) z odst.
6.2.2. Predpokladame, Ze p, ¢ jsou spojité nebo po castech spojité a omezené funkce na
Q, o je spojita ¢i po ¢astech spojitd omezend funkce na I's, f € Lo(2), g1 € W1 (Q),
gi € Lo(T;), i = 2, 3. Oznacime

Vy = {u e Wy(Q): u=g; naT; ve smyslu stop},
V={veW;(Q): v=0naTl; ve smyslu stop} .

Funkce u je slabym resenim okrajové tulohy

(6.2.23) —div (p(x) grad u) + g(x)u = f(x) v €,
u=g¢g; naly,
0
b2 gy wary
ou
ou+p-— =g3 nalj,
on

ma-li tyto vlastnosti:
(i) uw € Vj (tj. u je pripustna funkce),
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(ii) pro kazdou testovaci funkci v € V' plati integralni rovnost

/ [pgrad u. grad v + quv] dQ2 + / cuvdS =
Q T

:/fde—i—/ ggvdS—i—/ gsvdS.
Q Ir's I's

Integraly pies I's, T's jsou pro Q C R? kiivkové, pro Q C R? plosné. Vsimnéme si, Ze
od funkci g5 a g3 nepozadujeme, aby byly stopami n&jakych funkci z W} (Q2); staci, aby
uvedené integraly meély smysl.

Oznacime-li

(6.2.24)

a(u,v) = /Q[pgrad u. grad v + quv| dQ + /1“ ouv dS,

3

F(v):/fde—l—/ ggvdS—l—/ gsvdS,
Q s s

muzeme podminku (ii) se vztahem (6.2.24) zapisovat ve tvaru

(6.2.25)

(6.2.26) a(u,v) =F(v) YveV.

Vyraz a(u,v) chidpeme jako bilinearni formu a: W} () x W4 (Q) — R a vyraz F(v)
jako linedrni formu F: W3 (Q) — R ve stejném duchu jako v odst. 4.2.6. Je patrné, ze
bilinearni forma a(u, v) dand integralem (6.2.25) je symetricka, tj. plati a(u, v) = a(v, u).

Slabou formulaci béznych okrajovych tloh budeme psat ve tvaru (6.2.26). Specifi-
kace forem a(u,v), F'(v) a prostora V a V, je ddna tabulkou 6.

Na tomto misté zdiraznéme, ze bude-li slabé feseni u dané okrajové tlohy dosta-
tecné hladké, bude spliiovat okrajovou tlohu v klasickém smyslu, tj. bude klasickym
fesenim. Tuto problematiku jsme podrobnéji popsali v odst. 4.1. U parcialnich diferen-
cidlnich rovnic je situace obdobna.

Vsimnéme si jesté skutecnosti, ze splnéni Dirichletovy okrajové podminky na I'y
explicitné vyzadujeme, kdezto splnéni Neumannovy podminky na I's a Newtonovy pod-
minky na I's nikoliv. Splnéni téchto podminek ve slabém smyslu je prirozenym zpiiso-
bem zahrnuto v integralni rovnosti (6.2.24). Chapeme to tak, Ze pokud (6.2.24) plati
pro dostatecnd hladkou funkci u (staci u € WZ(Q2)), a pro libovolnou funkci v € V, pak
z (6.2.24) plyne rovnost (Vv € V)

/Q[ — div (p(x) grad u) + g(x)u — f(x)]v dQ + /1“1 p%v dS+

+/F2 [p% —gz}vdS-l-/rB [pg—z +0‘_93:|vdS:0'

Pozadavky tlohy (6.2.23) jsou tedy splnény skoro vsude v €2 (rovnice) a skoro ve vsech
bodech hranice 9Q (okrajové podminky). Pro u € C%(2) N C1(Q) jsou piislusné poza-
davky splnény ve vSech bodech.
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6.2.8. Véta. Budiz dana standardni okrajova tloha (6.2.1), (6.2.2) a k ni pri-
fazené formy a(u,v), F'(v) a prostory V a V, (viz tab. 6). Necht f € Ly(2) a necht
plati:

(a) bilinedrni forma a(u,v): W3(Q) x W3(Q) — R je omezend, tj. existuje ¢islo
Ch > 0 takové, ze

(6.2.27) la(u, v)| £ Crllullillvll Vu,v € Wy (Q);
(b) bilinearni forma a(u,v) je elipticka, tj. existuje ¢islo Cy > 0 takové, zZe
(6.2.28) a(v,v) = Collv]|2 Vv € Wy (Q);

(c) linedrni forma F(v): W3 (Q) — R je omezena, tj. existuje ¢islo C3 > 0 takové,

ze
(6.2.29) [F(v)] = Cslvlls-

Potom existuje jedina funkce u € V;, ktera spliiuje rovnost
(6.2.30) a(u,v) = F(v)

pro kazdou funkci v € V, tj. okrajova tuloha ma pravé jedno slabé reSeni u. V pripadeé,
%e funkce f, g budou spojité na Q, hranice Q bude dostateéné hladk4 [22], funkce «, [3
budou spojité na té c¢asti hranice 052, kde jsou uvazovany, a funkce p nebo p grad u bude
spojité diferencovatelnd na Q, bude slabé feseni u zaroven klasickym fesenim.

6.2.9. Poznamky.

(i) Pripomenme, zZe bilinearni forma (6.2.25) mé vlastnost (6.2.27) napf. za téchto
predpokladii: oblast €2 je omezend a méa hladkou nebo po ¢astech hladkou hranici OS2
a funkce p, g, o jsou omezené a po ¢astech spojité. Predpoklad (6.2.28) splnime, plati-li
p(x) = po > 0, g(x) 2 0, o(x) = 09 > 0. Pozadavek (6.2.29) splnime, kdyz f € L2(Q)
a kdyz funkce g2, g3 jsou omezené a po castech spojité na prislusnych ¢astech hranice
0.

(ii) Véta 6.2.8 je disledkem znamé Laxovy-Milgramovy véty uvedené napt. v [26].
Podstatna je zde skutecnost, ze Wq (Q2) je Hilbertovym prostorem

(iii) Podotknéme. ze vétu 6.2.8 nelze bezprostiedné aplikovat na tlohu

—div (p(x) gradu) = f(x) v Q,

6.2.31
( ) p@ =g na 01,
on

u niZ existuje v prostoru W3 (2) feseni (nikoliv v8ak jediné) pouze pti splnéni dopliiujici
podminky

(6.2.32) /Q F(x)dQ + /8 9(x)ds =0,
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Jediné Teseni pak existuje napf. na uzsim prostoru

V= {vewg(ﬁ): /Qv(x)dﬂzo}.

(iv) Pfechodové podminky (6.2.9) jsou automaticky zahrnuty ve slabé formulaci
ulohy (viz [26], odst. 16.8). Nehomogenni pfechodovad podminka (6.2.10) vSak nikoliv
(viz [26], odst. 16.21 az 16.23).

6.3. Variac¢ni ulohy

6.3.1. Varia¢éni formulace okrajové ulohy. Princip varia¢niho piistupu
k okrajové tloze byl popsan v odst. 4.2.7. Pro parcidlni diferencialni rovnice eliptic-
kého typu lze podrobnéjsi vyklad nalézt v [26] a pfedevsim v [38]. Zde se omezime na
jeden konkrétni pripad.

Pro okrajovou tlohu (6.2.23) definujeme funkcional ®: V;, — R predpisem

Pv) =1 / [pgrad® v + qu? — 2fv] dQ+
(6.3.1) @
+ %/ ov?dS — govdS — gsvdS,
s Ty s
kde V;, = {v € W3 (Q): v =gy naT; ve smyslustop}. Necht w € V = {v e W}(Q):
v =0 na I'y ve smyslu stop}. Potom podminka nulovosti variace funkcionalu ® v bodé
u € V, ma tvar

i<I>(u + tw) | 1=0 :/ [p grad u. grad w + quw — fw]dQ+
(6.3.2) dt @

+/ cuwdS — gowdS — gswdS =0
I's Ty s

a ma byt splnéna pro kazdou funkci w € V.
Uzijeme-li oznaceni z odst. 6.2.7, mizeme podminku (6.3.2) psat struéné ve tvaru

(6.3.3) a(u,w) — Flw)=0 YwelV.
Protoze a(u,w) = a(w,u) (symetricka bilinedrni forma), 1ze funkcional (6.3.1) zapsat
stru¢né

(6.3.4) B(v) = %a(v,v) _P).

Funkcionél ® je kvadraticky, nebot
2 k

d
@(I)(u + tw) | =0 = a(w,w) > 0, WCI)(U +tw) | 4=0=0 prok = 3.
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V aplikacich ma takto sestrojeny funkciondl ¢asto vyznam energie, a hovofi se o ném
jako o energetickéem funkciondlu.

V odst. 4.2.7 jsme uvedli, ze feseni konkrétni okrajové tlohy miize byt minimem,
resp. stacionarnim bodem i jinych funkcionald. Pro tlohy s parcialni diferencialni rovnici
je situace obdobn4, ale podrobnéji se zde touto problematikou zabyvat nebudeme.

Energeticky funkcional mtizeme konstruovat i pro diferencialni rovnice vyssich radu.
Zminime se o tom pozdé&ji (odst. 8.2) v ramci konkrétniho ptikladu.

6.3.2. Véta. Budiz dana omezena, symetricka a elipticka bilinearni forma
a(u,v): W3 (Q) x Wi(Q) — R, omezend linedrni forma F(v): W3 (Q) — R, prostor
V, C W3(Q) pripustnych funkci a prostor V testovacich funkci (véetné piipadu V =
=V, = W3(Q)). Pro v € V, definujme kvadraticky funkcionél

Méjme okrajovou tilohu (a)
najit takové u € V,, Ze pro vSechna w € V' plati
a(u,w) = F(w)
a variacni ilohu (b)
najit takové u € V,, Ze pro vSechna v € V, plati
®(u) = @(v),
tj.

O(u) = 11}1&1‘2 o (v).

Potom
(1) kazda z téchto tloh ma pravé jedno FeSenti,
(2) FeSeni jedné tlohy je soucasné reSenim druhé tlohy.

D 1t k a z lze nalézt napt. v [26], [37].

6.4. Cviceni

6.4.1.  Sestavte bilinearni formu a(u,v) a linedrni formu F(v) pro okrajovou
tlohu —(ugzy + uyy) = 2sin3ycosz, (z,y) € (0,3m) x (0,57), u(z,0) = u(z, 37) =
=0, u:(0,y) = 0, ux(%ﬁ,y) = —% sin 3y a uréete prostory V a V,. Provéite eliptic-
nost ulohy. Ukazte, ze klasické feSeni u(z,y) = L sin3y cosx je soucasné slabym Fese-

/2 pm/2
= 77 I e y)va (2, 9) + 1y (2, p)v, (2, ) do dy —
— & Jo " sin3yv(3m,y) dy, F(v) fow/ 2sin3ycoszv(z,y)dedy; V = V, =
= {v e W3((0,7/2) x (0,7/2)): v(aj,O) =0,v(z,m/2) =0} . Pro dikaz ehptlcnostl vy-
jdeme ze ziejmé rovnosti u(z,y) = foy uy(x,n)dn a uzijeme Schwarzovu nerovnost (odst.

nim dané ulohy. [Navod: a(u,v)

1 /2 ﬂ/2

145



6.2.3). Dostaneme tak nerovnost u*(z,y) < y [ uz(x,n)dn. Protoze 0 < y < 7/2, pak
dalsi integrace dava

/2 /2
/ / (z,y)dzdy = (7/2) / / (z,y) dz dy,

a tim spise plati

w/2 /2
/ / (r,y)dxdy = (7/2) / / i(x,y)dacdy.

Nyni staci k obéma strandm pFi¢ist vyraz rovny integralu na pravé strané.]

6.4.2. Volme V =R", a(u,v) = vI'Au, F(v) = fTv, kde u, v, f jsou reilné vek-
tory z R™ a A je ¢étvercova symetrickd matice fadu n. Posudte feSitelnost tilohy najit
u € V takové, ze a(u,v) = F(v) Vv € V. Vysledky porovnejte s vétou 6.2.8. Volte normu
Ivlv = (35—, v?)Y/2. [Névod: Uloha je ekvivalentni s dlohou v’ (Au —f) = 0 Wv €
€ V, tj. se soustavou n linedrnich algebraickych rovnic. Podminky omezenosti uvazova-
nych forem jsou diisledkem znamych faktt z linearni algebry [vAu| < ||A| |lullv|v]v,
[fTv| < ||f|lv||v]]v (konzistence vektorové a maticové normy) a podminka elipti¢nosti
predstavuje podminku pozitivni definitnosti (a tedy regularnosti) matice A.]
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7. Diskretizace eliptickych tuloh
diferen¢nimi metodami

7.1. Uvod. Chceme-li numericky fesit okrajovou tlohu pro parcialni diferen-
ciadlni rovnici, uzivame v zasadé tytéz postupy, které jsme pouzivali v ¢l. 3 a 4. Zakladni
princip diferen¢nich metod tedy ziistava stejny. V oblasti, ve které hledame feseni, zvo-
lime néjakou kone¢nou mnozinu bodu a diferencialni tlohu nahradime soustavou kone¢né
mnoha algebraickych rovnic pro pfiblizné hodnoty feSeni v téchto bodech.

V metodé konecnych diferenci pritom nahrazujeme derivace v diferencialni rovnici
a okrajovych podminkach vhodnymi diferencnimi podily. V metodé integralnich identit
naproti tomu aproximujeme jisté integralni vztahy, které plati pro feseni dané diferenci-
alni rovnice. Souhrnné uzivame pro tyto metody termin diferencéni metoda nebo metoda
siti.

7.2. Metoda koneénych diferenci. Zéikladni ideu metody koneéngch
diferenci pro feseni eliptickych tloh vylozime na jednoduché modelové tloze pro Poisso-
novu rovnici s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

7.2.1. Diskretizace metodou koneénych diferenci. Na ctverci =
= {(ac, Y eER*:0<z<1,0<y< 1} chceme fesit okrajovou tilohu

—(Ugz +uyy) = f(z,y), (z,9) €9,

(7:21) u(z,y) = g(z,y), (z,y) € o

Funkce f a ¢ jsou dané funkce, o nichz pfedpokladame, Ze f je spojita na Q a ¢ je spojita
na 0f2.

Zvolime celé ¢islo N > 1 a polozime h = 1/N. V oblasti Q sestrojime mnozinu
(obr. 14)

S = {(.fl,y]) e x; :ih,yj =jh, i,5=1,2,...,N — 1}
a na 0f) mnozinu

88 = {(SE’Z, O), (.CCZ', 1), (0, yj), (1, yj); Z,j = 1, 2, ceey N — 1} .
Mnozina S: = S U 0S8 se nazyva ctvercovd sit a ¢islo h se nazyva krok sité. Bodim
(x;,y;) € S fikdme uzly sité. Body mnoziny S se nazyvaji vnitini uzly a body mnoziny
OS hranicni uzly. MnoZina S obsahuje (N — 1)? uzli a mnoZina dS obsahuje 4(N — 1)
uzli. Na obr. 14 je N = 6.
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Obr. 14. Ctvercové sit pro ulohu (7.2.1) s N =6, h = 1/6.
Hrani¢ni uzly jsou oznaceny krizkem, vnit¥ni uzly teckou.

Nase predpoklady zarucuji, ze feSenim tlohy (7.2.1) je funkce u = u(z,y), kterd
je spojitd v € a ma spojité druhé derivace uys,uyy v kazdém bodé oblasti 2. Proto
v kazdém uzlu (z;,y;) € S plati rovnost

(7.2.2) Uy (T4, Yj) — Uy (T4, Y5) = f(zi,y5), 4,7=1,2,...,N—1.

Druhé derivace v uzlu (x;,y;) nahradime (aproximujeme) druhymi pomérnymi diferen-
cemi (srov. f. 6 tab. 3, odst. 3.3.1)

1
wa(xiayj) ~ ﬁ[u(xl - h7yj) - 2u(xi7yj) + u(xl + h?Qj)]a

1
Uyy (T3, y5) =~ ﬁ[u(%,yj —h) = 2u(zs, y;) +u(zs, y; + h)].

Aprozimact rovnice (7.2.2) je tedy vztah

1
ﬁ[élu(xi,yj) —u(x; — h,y;) —u(z; + h,y;) —u(x;,y; —h) —u(z;,y; + h)] = f(xi,y;).
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Priblizné resent ulohy (7.2.1) hledame jako sitovou funkci, jejiz hodnoty U;; ~ u(z;,y;)
spliiuji soustavu sifovych rovnic

1
ﬁ(‘lUZ’j_Ui_l,j —Uit1j = Uij—1—Uijs1) = fij,
i,j=1,2,...,N—1,

(7.2.3)

kde f;; = f(x;,y;). Soustava (7.2.3) aproximuje (7.2.2) s fddem O(h?) stejné jako tomu
bylo v analogické situaci u oby¢ejnych diferencialnich rovnic (viz odst. 3.2).

Sitové rovnice (7.2.3) obsahuji (N + 1) — 4 hodnot U;j, z toho (N — 1)? ne-
znamych hodnot v (N — 1)? vnittnich uzlech a 4(N — 1) hodnot v 4(N — 1) hrani¢-
nich uzlech uréenych okrajovou podminkou. Proto do sifovych rovnic (7.2.3) dosadime
z okrajové podminky U;; = g(x;,y;), (zi,y;) € OS a prevedeme ¢leny obsahujici g;; =
= g(xi,y;) (zndmé konstanty) na pravou stranu. (N — 1)? rovnic sefadime napf. podle
sloupct sité (obr. 14). Tim je urceno i sefazeni neznamych U,; a posléze oznacime Uj, =
= [U11, U1, ., Ui N—1;U21,.. ., Us n—15. . . 5Un—11, ..., Un—1,n—1]". Abychom zjed-
nodusili dalsi zapis, vynasobime nakonec vsechny sifové rovnice ¢islem h?. Dostaneme
tak soustavu linedrnich algebraickych rovnic

124 AU, —F,.
kde Fj, = [Fi1, Fi2, ..., Fin—1;Fo1, .., Fon—1; - 5 Fve1as oo Fnoav-a] T

Fyy=h*fy, i,j=2,3,...,N—2,

Fiy = h? fi1 + g10 + gou,
Fin1=hfin-1+g1.n+JoN-1,

Fi=Rfix+gip0 i=23,...,N—2,
Finai=hfini+gin, 1=2,3,...,N—2

Fn_1j=Rfn_1;+9Nj J=2,3,...,N—2

Fn_11=h*fy_11+9gN-10+9N1,
Fnoan-1=hfn_1N-1+9gN-1N+INN_1-

Matice Ay, soustavy (7.2.4) je fadu (N — 1)? a m4 nasledujici blokové tifdiagonalni
strukturu

B -1 0 07
-1 B -l :
0 .
Ah: .'. .'. ". ’
0
-1 B -l
0 0 -1 Bl
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4 -1 0 07
-1 4 -1
0
B =
0
-1 4 -1
L 0 0 -1 4 ]

Rad tiidiagonalni matice B a jednotkové matice | je roven N — 1. Matice A; je
fidka (pasova), nebot v kazdém fadku ma nejvyse pét nenulovych prvka. Kromé
tohoje symetricka a ireducibilné diagonalné dominantni
s kladnymi prvky na diagonale. D4 se tedy dokazat, ze matice A, je pozitivneé
definitni, atudiz regularni. O maticich tohoto typu jsme se zminili v odst. 3.5. Ob-
dobné vlastnosti maji vétsinou i matice vznikajici pti diskretizaci obecnéjsich eliptickych
aloh.

7.2.2. Priklad. Pro tlohu (7.2.1) na jednotkovém ¢tverci Q zvolime ¢tverco-

vou sit s krokem h = 1 (obr. 15). Médme tedy mnozinu ¢tyf vnitinich uzld S =

= {My, My, M3, M4} a mnozinu osmi hrani¢nich uzla 0§ = {Py, Ps, ..., Py}, kde M7 =
= (h,h), My = (h,2h), M3 = (2h,h), My = (2h,2h), P, = (h,0),...,Ps = (0,h) (uzly

¢islujeme jednim indexem).

Obr. 15. Ctvercova sit s krokem h = 1/3.

Soustava sitovych rovnic pro 4 neznamé U, ~ u(M,,), n = 1,2, 3,4, mé podle (7.2.3)
po vynasobeni ¢islem h? tvar
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(725) 4U1 — U2 — g(Pl) — U3 — g(Pg) = h2f1,
AUy — Uy — g(Ps) — Us — g(Pr) = B* fo,
AUs — g(Py) — Us — g(P3) — Uy = B* fs,
AUy — Uz — g(Ps) — g(Py) — Uz = h* fy4,
kde f, = f(M,), n = 1,2,3,4, a kde g(Px), k = 1,2,...,8, jsou hodnoty funkce g

z okrajové podminky u = g na 9. Struktura soustavy (7.2.5) je patrnéjsi v maticovém
zapisu

4 -1 -1 077U, fi 9(P1) + g(Ps)
—1 40 1| Us| | fo| | 9(R) +9(Pr)
1 0 4 -1||U; f3 9(P2) + g(P)

0 -1 -1 4] LU, fa 9(Ps) + g(Py)

Je-li konkrétné f(x,y) = —4 a je-li na 9 okrajova podminka déna vztahy u(x,0) =
22, u(z,1) = 22 — 2+ 2, u(0,y) = y(y + 1), u(l,y) = 1 + y?, snadno uréime F;, =
[é, %, %, %]T. K feSeni ziskané soustavy linedrnich algebraickych rovnic pouZijeme
napf. nékterou elimina¢ni metodu ([24]). Dostaneme U;, = [5,1, 2, 12]7. Porovnanim
s presnym feSenim u(x,y) = z? — 2y + y? + y dané Dirichletovy okrajové tilohy pro
Poissonovu rovnici na jednotkovém c¢tverci zjistime, ze dokonce plati U,, = u(M,,), n =
= 1,2,3,4. Divodem je skute¢nost, ze soustava (7.2.5) aproximuje v daném ptipadé
okrajovou tlohu (7.2.1) s nulovou chybou.

Diky struktufe matice soustavy (symetricka a ostie diagonalné dominantni) mizeme
k feseni soustavy sifovych rovnic pouzit i itera¢ni metody. Uzijeme-li metodu superre-
laxace (viz [24] nebo ¢l. 10), dostaneme FeSeni soustavy rovnic (7.2.5) s chybou < 1074
pfi sedmi iteracich pro w = 1,2 a pfi dvanacti iteracich pro w = 1,4. Pro w = 1 do-
stavame zhruba stejnou rychlost konvergence jako pro w = 1,4. Pocatecni iteraci jsme
volili U = F,.

7.2.3. P¥iklad. Naétverci Q = {(z,y) € R*: 0 < 2 < 1,0 < y < 1} chceme fegit
Neumannovu okrajovou tlohu

_(uxx +uyy) :f(xay)a (x,y) EQa
(7.2.6) ou
— = ,Y), ,y) € 0N,
5, = (@), (2.9)
Zde Ou/0n = n.grad u znad¢i derivaci funkce u ve sméru vnéjsi normaly k hranici 92 (n
je jednotkovy vektor vnéjsi normaly). Na jednotlivych stranach ¢tverce €2 je

9u(0,y) du(l, y)

L u(l,y)
aT - ux(oay)7 an —u:r(]-ay)v
Ou(z,0) u(r,1)

on - —uy(ﬂf, )7 on —Uy(.fli,l)
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Obr. 16. Ctvercova, sit pro tlohu (7.2.6). V uzlech 10 az 21 zavadime fiktivni hodnoty.

Zvolime ¢tvercovou sit s krokem h = 0,5 podle obr. 16. Uzly ¢islujeme opét jednim
indexem. Diferencialni rovnici budeme aproximovat podobné jako v odst. 7.2.1 metodou
konecénych diferenci. Rozdil oproti odst. 7.2.1 spoc¢iva v tom, Ze nezname hodnoty feseni
na 0f). K uréeni hodnot pfiblizného feseni v hrani¢nich uzlech 2, 4, 6 a 8 mame v zasadé
dvé moznosti.

Prvni moznost spociva v tom, Ze aproximujeme diferencialni rovnici pouze ve vniti-
nich uzlech. V daném pripadé méame jediny vnitini uzel, a to uzel 5. Dostaneme tak
sitovou rovnici

4Us — Uy — Uy — Ug — Ug = K fs.

Chybéjici ¢tyfi sitové rovnice ziskdme aproximovéanim okrajové podminky v uzlech 2,
4, 6, 8. Derivace v okrajové podmince nahradime pomérnymi diferencemi (aproximace
1. ¥4du, viz tab. 3, odst. 3.3.2)

u(x + h,y) —u(x,y) u(z,y + h) —u(x,y)

U (7,Y) ~ h ; uy(@,y) = Y :
Dostaneme tak sitové rovnice
—(Us — Uy) = hga,
Us — Us = hgs,
Us — Us = hgs,
—(Us — Us3) = hgs.

152



P#i vhodném sefazeni dostaneme vyslednou soustavu sitovych rovnic se symetrickou
matici soustavy

1 0 -1 0 0 U2 hgz
0 1 -1 0 0 U4 hg4
-1 -1 4 =1 —=1||Us| =|hfs
0 0 -1 1 0 U6 th
0 0 -1 0 1 Ug hgg

Nevyhodou tohoto postupu je skutecnost, ze uzitad aproximace okrajové podminky zne-
hodnoti celkovy fad aproximace tlohy a také fad chyby, prestoze aproximace diferencialni
rovnice je druhého Fadu (viz téz odst. 3.3.3).

V druhém pripadé budeme postupovat tak, abychom dosahli celkové aproximace
fadu O(h?). Musime proto aproximovat derivace v okrajové podmince centrdlnimi po-
mérnymi diferencemi, tj. pouzijeme pfiblizné vzorce (viz ¥. 3 tab. 3, odst. 3.3.2)

wali,9) % ol + ) = e = by, (o) % Sty + ) = ule,y — )

V tomto pfipadé musime k aproximaci uzit jesté dalsi (pomocné) uzly s indexy 10 —
21. Diferencialni rovnici i okrajovou podminku aproximujeme nyni v 9 uzlech, pficemz
uzijeme hodnoty sitové funkce v pomocnych uzlech. Témto hodnotam fFikame fiktivni
hodnoty. Dostaneme tak soustavu podminek (aproximaci rovnice a okrajové podminky
ve stejném uzlu piseme vedle sebe; sitové rovnice jsme vynéasobili h2, resp. 2h)

AU, — Uy — Uy — Uy —Uyg=h*f1, Ui = Us+2hg1, Uy = Uy + 2hyg,
AUy —Usg —Us —Us — Uy =h?fa, Uiy = Us+ 2hgo,

AUs —Uy3 — Uy —Us —Us = h*fs3, Uiz = Ug + 2hgs, Uis = Uz + 2hygs,
AU, — Uy —Us —U; —Ug = h?fs, Usy = Us+ 2hga,

AUs —Up —Us —Us —Uy =h*fs,

AUs —Us —Uis — Uy —Us =h’fs, Us = Us + 2hge,

AUy —Uy —Us —Uig — U =h*fr, Urg = Us+ 2hgr, Uz = Us + 2hgr,
AUs —Us —Uy —Uis —Ur =h’fs, U =Us+ 2hgs.

AUy —Us —Uyg — Uiy —Us =h*fy, Use = Us + 2hgy, U7 = Ug + 2hgy.

Tento formalni zptisob odvozeni sitovych rovnic vede k tomu, Ze musime psat ,,apro-
ximace“ normalové derivace (Ou/0n) ve vrcholech ¢&tverce, v nichz tato derivace
neexistuje (neexistuje normalovy vektor). Naptiklad v bodé (0,0) neexistuje nor-
mala a neexistujici derivaci (Ou/0n) ve vrcholu ¢tverce interpretujeme jako aritme-
ticky prameér limitnich hodnot normalovych derivaci, blizime-li se k vrcholu po stranach
¢tverce. Piseme tedy

1<U11 —Ug Ul —Uz)

=9\ "o 2h
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a klademe
U1 —Us) (Uso = Us)

o e o

Podobné postupujeme v ostatnich vrcholech ¢tverce. Teoretické zdivodnéni celého for-
malismu ndm vsak poskytne az metoda integralnich identit.

Vyloucenim dvanacti fiktivnich hodnot Uy az Us; dostaneme vyslednou soustavu
deviti linearnich rovnic

(7.2.7)
r 4 =2 0 -2 0 0 0 0 07 TULT M1 M2g1 7
-1 4 -1 0o -2 0 0 0 0 U2 f2 g
0 -2 4] 0 0 —2] 0 0 o0 |U; f3 295
—1 0 0 4 -2 0| —1 0 0 U4 f4 ga
0 -1 0|-1 4 —1| 0 -1 0| |Us|=h*|fs|+2n| O
0 0 -1 0 -2 4 0 0 -1 Us fe 36
0 0 0/-2 0 0] 4 —2 o0f|Us fr 247
0 0 0 0 -2 0 —1 4 -1 Ug fg gs
L 0 0 0 0 0 -2 0 -2 4] LUy L fo [ 299 |

pro hodnoty ptiblizného fesSeni ve stejnych uzlech jako v prvnim ptipadé a navic pro
hodnoty pfiblizného feseni i v rozich c¢tverce.

Matice A této soustavy neni symetrickd avSak vynasobenim vsech deviti rovnic
postupné c¢isly i, 1117 111 i dostaneme soustavu se symetrickou

29 40 29 Ly 95 2 9
matici.
Oznacime-lir;, 1 =1, 2, ..., 9, fadky matice Ay, plati
(728) irl + %I‘Q + %l’g + %I’4 + rs + %I’G + ir7 + %rg + %l’g = 0,

¢ili fadky matice Ay jsou linedrné zavislé a matice je singularni (vektor jednicek
v=[1,1,...,1]T je nenulovym fesenim soustavy Apv = 0). Soustava (7.2.7) bude fesi-
telné jen tehdy, bude-li se pro jeji pravé strany anulovat stejna linearni kombinace jako
pro fadky matice A, — viz (7.2.8). To vede na podminku (g5 = 0)

2

(7.2.9) U202+ fo+2fa+4fs +2fc + 1+ 2fs + fol+

+hlgr+ 92+ 93+ 92+ g5+ g6 + 97 + gs + go] = 0.

Tento vztah mtizeme chapat jako aproximaci nutné podminky resitelnosti Neumannovy

tlohy (7.2.6)
/Qf(x)dQ—F/mg(x)dSzo

lichobéznikovym vzorcem pro priblizny vypocet integralti. Abychom odstranili nejedno-
znac¢nost feseni soustavy (7.2.7), volime jednu hodnotu neznamé U,. Napiiklad klademe
Ug = 0.
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7.2.4. Struktura matice A;. Blokovou strukturu a velikost jednotlivych blokt
matice A, ovlivni nejen fesend tloha, ale také tvar oblasti €.

10%----——-- R L -

I

Obr. 17. Volba sité v trojuhelnikové oblasti.

Napiiklad, uzijeme-li sit z obr. 17 pro feSeni Dirichletovy tlohy —(uzs + uyy) =0,
u = ¢ na trojuhelniku, dostaneme aproximaci tlohy soustavu tii linearnich algebraickych
rovnic

4 -1 -1 Ur ga + g1o0
-1 4 0 U | = |95+ 96+ 97
-1 0 4 Us g7 + gs + 9o

pro t¥i neznamé hodnoty Uy, Uy, Us priblizného feseni ve tfech vnitfnich uzlech.
Chceme-li fesit tutéz Dirichletovu tilohu v oblasti z obr. 18 a volime-li ¢islovani uzla
zvolené sité tak, jak je uvedeno, bude mit matice A; ziskané diskrétni tlohy strukturu
podle obr. 19 (str. 30), kde B; = By = [4] jsou matice fadu 1, B3 = B4 jsou matice
radu 5 tvaru B z odst. 7.2.1, B; = Bg = B7 jsou matice radu 7 tvaru B z odst. 7.2.1,

E; = [-1] je matice f4du 1, E; = [0,0,0,0, —1] je matice typu (1,5), E je typu (5,1),
Es = —I5, kde |5 je jednotkova matice fadu 5,
0o 0 -1 0 0 0 O
0o 0 0 -1 0 0 O
E;= |0 O 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 -1 0
I_O 0 0 0 0 0 —1J
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59% 01 X35
34

Obr. 18. Sit pro Dirichletovu tlohu. 33 vnitinich uzld, 26 hrani¢nich uzlt.

a Es = Eg = —Il7, kde I7 je jednotkova matice fadu 7. VSimnéme si, ze pocet diagonalnich
blokti je roven poctu sitovych fadkt a jejich ¥ad je roven poc¢tu vnitinich uzld v kazdém
sitovém radku.

7.3. Principy aproximace uloh v R*. V piedchézejicich odstavcich
a také v ¢l. 3 jsme vidéli, ze pfechod od diferencialni tlohy k diskrétni tloze (soustavé
sitovych rovnic) mé pii pouziti diferenénich metod tfi faze:

1. Aprozimace oblasti, tj. vybér kone¢ného poctu bodi, v nichz nahrazujeme rovnici
a okrajové podminky. Zvolené mnoziné bodu fikdme sit nebo sitova oblast.

2. Aproximace diferencidlni rovnice, tj. sestaveni diferen¢nich vztahi, nahrazujici
diferencialni rovnici ve vybranych bodech sité.

3. Aproximace okrajovych podminek.

156



Obr. 19. Struktura matice A}, ¥adu 33 pro sif z obr. 18.

7.3.1. Aproximace oblasti étvercovou siti. Necht Q C R? je omezen4 oblast,
jejiz hranice 0N je tvofena koneénym pocétem jednoduchych hladkych kiivek (tj. 092 je
po ¢astech hladka uzaviena kiivka).

Sestrojime v roviné (z,y) soustavu rovnobéznych pfimek = = xg + ih, y = yo + jh,
i,j =0, 1, 2, ..., kde (x0, y0) je pevné zvoleny bod a h > 0 je zvoleny parametr zvany
krok sité. Priseciky uvedenych pfimek nazveme uzly a mnozinu uzl nazveme ctvercovou
siti (obr. 20). Krok sité h volime dostate¢né maly vzhledem ke geometrickym rozmérim
a tvaru oblasti €. Jednotlivé uzly sité budeme oznacovat bud (z;,y;), nebo velkymi
pismeny. Dva uzly sité nazveme sousednt, jestlize jejich vzdalenost ve sméru osy x nebo
ve sméru osy y je rovna kroku sité. Kazdy uzel sité ma praveé c¢tyri sousedy. Uzel sité
(xi,y;) € Q2 nazveme vnitinim uzlem, lezi-li vSechny jeho ¢tyfi sousedni uzly v Q=Qu
U 0. Mnozinu vsech vnitinich uzli oznac¢ime S. Uzel (z;,y;) € Q se nazjva hranicni,
neni-li vnitfni a mé aspon jednoho vnitiniho souseda. Mnozinu hrani¢nich uzli oznac¢ime
0. Mnozinu S = S U 09Q nazyvame sitfovou aprozimaci mnoZiny Q nebo také sitfovou
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oblasti. V odst. 7.2.1 jsme tuto mnozinu stru¢né nazvali siti. Na obr. 20 je zndzornéna
sitova aproximace konkrétni oblasti 2 s vyznacenim jednotlivych typt uzlt.

- 0Q)

[

h

Obr. 20. Ctvercova sit pro oblast . Vnitini uzly jsou oznaéeny teckou, hrani¢ni uzly kiizkem.
Krouzkem jsou oznaceny body hranice 02 nékdy pouzivané k aproximaci okrajovych podminek.
Uzel oznaceny Cernym ¢tvereckem patii do €2, ale neni ani vnitini ani hranic¢ni.

Funkci U definovanou na S nazyvame sifovd funkce. Jeji hodnotu v uzlu M =
= (x;,y,) oznacime U;; nebo Upy.

V zéavislosti na geometrickém tvaru oblasti {2 se ¢asto uziva rovnomeérnd obdélnikovd
sit, kterd je tvofena uzly z; = xo +ih, y; = yo+jk. Cislah = ;11 —x; > 0, k = yj 11 —
—y; > 0 jsou kroky obdélnikove site.

Lze konstruovat také nerovnomeérné obdélnikove sité, v nichz volime proménné kroky
Azx; = xi41—x;, Ay; = yj+1—y; i jesté obecnéjsi nerovnomeérné sité (viz [55]). Pri uziti
téchto siti se ovsem komplikuje konstrukce soustavy sitovych rovnic. Jejich vyhodou je
moznost piresnéjsi aproximace oblasti €.

7.3.2. Aproximace derivaci diferencemi. Zde navazeme na obsah odst. 3.1.1
a uvedeme nékteré potiebné vysledky o aproximaci derivaci funkce dvou proménnych.
Uvedené vzorce budeme uzivat i v ¢lancich vénovanych parabolickym a hyperbolickym
rovnicim.
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Obr. 21. Céast sitové oblasti s vnitfnim uzlem M.

Méjme dostateéné hladkou funkci u v oblasti Q € R%. V oblasti  zvolime bod M
a jeho souradnice oznac¢ime x, y. Dale zvolime cisla A > 0, & > 0 takova, aby body
V=(x+hy), Z=(x—-hy),S=(xy+k),J = (z,y—k) lezely také v oblasti
Q (oznaceni je ,,zemépisné“ — vychod, zépad, sever, jih — viz obr. 21). Misto u(z,y),
u(z + h,y) budeme psat u(M), u(V') atp. Dale ozna¢ime

V’z(m%—%h,y), Z'z(x—%h,y), S'z(m,g#—%k), J'z(x,y—%k).

Hodnoty u(V), u(Z) vyjadfime Taylorovymi vzorci

(7.3.1) u(V) Zu(M) + 1 (M) + Stea (MR + it (V)1
M lei mezi body V a M,
1 1 ~
w(Z) =u(M) —u,(M)h + ium(M)h2 — gumw(M)fﬁ,
M lei mezi body Z a M.
Odtud dostaneme
1 1 1 .
(7.3.2) uy (M) = - [u(V) — u(M)] — 5 taa(M)h — gum(M)h?,
1 1 1 -~
ug (M) = - [u(M) —u(2)] + 5um(M)h 6um(M)h2,
1 1, =~
ug (M) = 57 [u(V) —u(Z)] — oh [Ugzz (M) 4 U (M)],



kde posledni rovnici ziskame sec¢tenim prvnich dvou rovnic. Stru¢né zapisujeme

(7.3.3) wa(M) = T [u(V) — u(M)] + O(h),
wa (M) = - [u(M) = u(Z)] + O(h),
wr(M) = o= [u(V) — u(Z)] + O(1).
Analogicky obdr#me
(7.3.4) uy (M) = £ [u(S) — u(M)] + O(k),
uy (M) = £ [u(M) ~ u()] + O(R),
uy (M) = 5 [u(S) — u(1)] + O(K?).
Pro aproximaci druhgch derivaci podobngm postupem ziskéme vzorce
(735)  wer(M) = 5 [u(Z) — 2u(M) + u(V)] + O(h?),
uyy (M) = 75 () — 2u(M) + u(8)] + (),
ey (M) = = [ (u(C) — u(B)) — (u(D) ~ u(4))] + O(hk).

Obecnéjsi vzorce pro nerovnomérné rozlozeni uzla M, Z, V, J, S lze nalézt v [10].
Pro aproximace vyrazi (piug)s, (p2uy), v bodé M budeme pouzivat vzorce

nagy TS [ (Z)u(Z) — (0 () + (V) M) + pr(V)u(V)],
(p2uy)y ~ 75 P27 YulT) — (") + 2(S)u(M) + pa(8)u(S)].

Tyto vzorce dostaneme z diferencnich podilta typu

(p(M)ue (M), = (Ve (V') — p(Z Y0 (2)] =
< ot g ol00) = )

Chyba aproximaci (7.3.6) je pro dostateéné hladké funkce p; a u opét fadové velikosti
O(h?), resp. O(k?).
Pro h = k ze vzorcu (7.3.5) dostaneme aproximaci Laplaceova operatoru

At = gy + gy = %[u(Z) Fu(V) + u(J) + ulS) — du(M)] + O(R2).
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7.3.3. Aproximace Dirichletovy okrajové podminky. Okrajovou podminku
(7.3.7) u(P) =g(P), P €09,
respektujeme pri sestavovani soustavy sitovych rovnic jednoduse, je-li bod P € 052 sou-

¢asné hrani¢nim uzlem sitové oblasti. Hodnotu sifové funkce U v bodé P pak definujeme
vztahem

(7.3.8) Up = g(P).

> 4
T A

Obr. 22. Aproximace Dirichletovy okrajové podminky.

Neni-li hranié¢ni uzel @ sitové oblasti S bodem hranice 02, mame nékolik moznosti
jak respektovat, resp. nahradit podminku (7.3.7). Uvazuj.me ¢étvercovou sit z obr. 22.
Nejjednodussi se zda tento postup: K danému uzlu @) se uréi bod P hranice 052, ktery
je uzlu ) nejblize a polozi se

(7.3.9) Ug = g(P).
Dalsi moznosti je stanovit Ug jako vazeny primér

QP |

~ ng(P1) +&g9(P) QP
(7.3.10) Uo —: . on S -

Tyto aproximace vSak maji chybu fadové velikosti O(h).
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Aby pfi aproximaci Dirichletovy okrajové podminky byla chyba aproximace velikosti
O(h?), doporucuje se provést linearni interpolaci. Jsou-li u(My), u(Py) = g(P;) hodnoty
feSeni u dané okrajové tlohy v bodech M, P; (obr. 22), potom u(Q) stanovime linearni
interpolaci, tj. plati

g(Pr) —u(My)

—u(M;) = h+ O(h?).
u(@ — u(d) = ELEEh 4 o)
V hrani¢nim uzlu @ tedy ziskdvame sitovou rovnici
(7.3.11) U — —°Unp, = —g(P))
e Q 1+¢ M1—1+§9 1)
Py e QR
~— ' h
nh QB
X
/ X
h - £ = |Q2F;|
nh h
_ SN
. X
M, Q,
h 1Q, R
—g=—
h h
A SUN
@ 23
M Qq \
h- A
M,

Obr. 23. Aproximace Dirichletovy okrajové podminky pomoci interpolace,
popt. volbou nerovnomeérné sité.

Protoze pro standardni okrajové tlohy je zadouci symetrie matice soustavy sitovych
rovnic, musime vztah (7.3.11) ponékud modifikovat v zavislosti na tom, kolik vnitinich

162



sousedll hrani¢ni uzel () ma. Je pochopitelné, ze v takovém ptepisu Dirichletovy pod-
minky se musi také (v zdjmu zachovani symetrie) objevit koeficient p uvazované dife-
rencialni rovnice — div(p(x) grad u) + ¢(x)u = f(x). Vyjdeme ze situace znidzornéné na
obr. 23.

Ma4-1li hrani¢ni uzel (Q = @)1 pouze jednoho vnitiniho souseda M, klademe

L+n Qi+ M Qi+ M, )
(7.3.12) nl p< 2M )UQl p( 9 P >UM2
— Ep(%)qujl)’ N = |Q1h i

Ma-li hranic¢ni uzel () = ()2 pouze dva vnitini sousedy Ms, (J3, klademe

(7.3.13) [12‘513(@242-]\42) n 1;‘;”})(@2;@3)]%}2_
_p(QzJ;M2>UM2 —p<Q2—;Q3)U )
_ %p<Q3;M2>g(P2)+ %p<Q2;Q3) (P,
¢ = Q2P| |Q2P3|
h '’ h

Ma-li hrani¢ni uzel () = ()3 t¥i vnitini sousedy (Q2, M3, My, klademe

L @l (@b (@,
_p(Qs ;M?))UM:), _p<Q3;M4>UM4 _p(Q?)—ng)UQz _

1 Qs+ M Q3%
_EP<T>9(P3)’ §= n

Realizace Dirichletovy podminky volbou nerovnomérné sité je popsana v [55], [2].
Spociva v tom, ze napf. v uzlu (3 z obr. 23 aproximujeme rovnici pomoci hodnot
v bodech Q3, M3, Q2, P3, M4 a vyuzijeme okrajovou hodnotu v bodé P3;. Nezda se,
Ze by tento postup mél ve srovnani s predchéazejicimi postupy néjaké prednosti.

(7.3.14)

7.3.4. Aproximace Newtonovy okrajové podminky. Pfiepis okrajové pod-
minky obsahujici norméalové derivace piinasi jisté problémy a v téchto pripadech pak
diskretizace okrajové tulohy diferen¢ni metodou ztraci svoji hlavni pfednost, a to jedno-
duchost.

Méjme okrajovou podminku

du(P)

(7.3.15) o(P)u(P) + p(P) 5 = g(P), P €09,
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a predpokladejme, ze funkce o, p, g jsou spojité a Ze feSeni u uvazované okrajové ulohy
je dostatecné hladké v €.

M3

—_—r s
n
Q
! %*’

5.9
R
R )
— MZ‘ X ﬁ
Q,
! T 3

Obr. 24. Aproximace okrajové podminky s derivaci.

0
I
=0

Postup ukézeme pro situaci znazornénou na obr. 24. My, Ms jsou vnitini uzly, @1,
Q2, Q3, Q4 jsou hrani¢ni uzly a Py, P>, P53 jsou body hranice 0f).

Uvazujme nejdiive podminku (7.3.15) v bodé Py, kde ¢ast hranice splyva s pfimkou
sit€ a hranicni uzel ); je tedy bodem hranice. Uzijeme-li aproximaci

)~ () — u()] + O,
klademe
(7.3.16) o(PUp, +p( T 22) LU, — Uni] = 9(P).

Druhou (lepsi) moznosti je povazovat uzel Q1 = P za vnitini a doplnit sit hrani¢nim
uzlem M, lezicim vné €2 (uzel oznafeny na obr. 24 ¢ernym Ctvereckem se pak stane
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hraniénim uzlem!). Za predpokladu existence spojitého prodlouzeni funkce u do uzlu
M miuzeme uzit aproximaci druhého fadu

6U(P1) . 1 /
S - (M) — ()] + O(R2)
a klademe pak
(7.3.17) o(P1)Up, +p(P1)%[UM{ — U] = g(P1).

K vylouceni fiktivni hodnoty Uy, musime mit v bodé )1 = P k dispozici jesté jednu
podminku, kterou ziskdme aproximovanim diferencialni rovnice v uzlu ). Tento postup
jsme uzili v prikl. 7.2.3.

Uvazujme nyni obecnéjsi situaci. Chceme prepsat okrajovou podminku (7.3.15) do
hrani¢niho uzlu Q5. Bodem )5 vedeme normélu k hranici 02 a urc¢ime jeji prusecik P
s touto hranici a nejblizsi prisec¢ik F' této normaly s né€kterou primkou sité. Oznacime
B (0 = B = %) tahel, ktery svird normaéla s osou x nebo y. Uzijeme aproximaci prvniho
radu

a klademe
B o1
(7.3.18) 7(Q2)Ua, +P(Q2)Ua, ~ Url( o 5) = o(P2)

Linearni interpolaci hodnot sifové funkce v uzlech M;, My vylouc¢ime z (7.3.18) hodnotu
Up = Uy, cotg B+ Upy, (1 — cotg ).

Definitivni podoba sitové rovnice v uzlu Qs je

h
cos (3

[U(Qz) +p(Qz)] Uq, — p(Q2)[Un, cotg B+
(7.3.19)

Vs, (1~ cotg )] = ——g(Py).

Uvedenou aproximaci se nenarusi diagonélni dominance matice vzniklé soustavy sitovych
rovnic, ale jeji symetrii obecné ani pro standardni tlohy zajistit nelze. Uzitim uvedenych
aproximaci se ovSem snizi fad chyby v celé oblasti €.
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7.3.5. Poznamka. V tomto ¢lanku soustiedujeme svoji pozornost na sestaveni
soustavy diferenénich rovnic aproximujici danou okrajovou tlohu. Resitelnost této sou-
stavy mizeme posoudit stejnymi postupy jako u obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic. Po-
tfebné poznatky lze nalézt v odst. 3.5, kde jsou rovnéz uvedeny algoritmy pro resSeni
soustav sifovych rovnic elimina¢nimi metodami. O itera¢nich metodach pro feseni sou-
stav sitovych rovnic pojedname v ¢l. 10. Otazkou chyby priblizného feseni a konvergence
posloupnosti pribliznych feseni k presnému feseni dané okrajové tlohy se budeme za-
byvat v ¢l. 11. Orientacné lze i zde Tici, ze pro standardni eliptické tlohy s dostatecné
hladkym feSenim je fad chyby diferen¢ni metody roven minimu z fadt chyb aproximace
diferencialni rovnice a okrajovych podminek.

7.4. Metoda integralnich identit. Duvody, které nas vedly k vykladu
metody integralnich identit v odst. 3.4, zlistavaji v platnosti i u standardnich eliptickych
okrajovych tloh.

7.4.1. Princip metody integralnich identit. V oblasti @ C R? uvazujme
diferencialni rovnici

(7.4.1) —div (p(x) grad u) + g(x)u = f(x), x = (z1,x2) € Q.

Na oblasti € sestrojime obdélnikovou sit a ke kazdému vnitinimu uzlu M sestrojime
obdélnikovy sektor 2, podle obr. 21 z odst. 7.3.2 (vySrafovano). Pfedpokladejme, Ze
rovnice (7.4.1) je splnéna skoro vSude v Q2. Budou tedy platit integralni rovnosti

/Q [ — div (p(x1, z2) grad u(a1, 22)) + q(z1, v2)u(w1, 22)] doy doy =
(7.4.2) M

= f(331,372)d331 dzs,
Qe

jejichz pocet je roven poctu vnitfnich uzli sité, tj. poctu sestrojenych obdélnikovych
sektord.

Budeme nyni aproximovat jednotlivé ¢leny rovnosti (7.4.2) pomoci obdélnikového
kvadraturniho vzorce. Dostaneme

f(z1,29)day das =~ f(M)hk,
Qs

/ q(z1, x2)u(z1, v2) dzy dzg =~ q(M)u(M)Ekh.
Qnr

K aproximaci integralu fQM div(p grad u) dQ2 uzijeme Greenovu formuli

/ div(pgrad u) dQ = % (pgradu).nds = ]{ [pa—u dxo — pﬂ dx |,
Qm O o, L 011 0xs
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kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normély k 9, (obvod obdélniku C1C3C5C, —
obr. 21). Aproximujeme-li jednotlivé ¢leny kiivkového integralu centralni obdélnikovou
kvadraturni formuli s chybou druhého tadu, napft.

/0203 pg—;fl dzy ~ p(V’)aléZ/) i~ p(v') V) ;LU(M)h
dostaneme
_/QM div[p(z1, 22) grad u(z:, 22)] dzy dag ~
+ [p(J/)M - p(S’)M]h.

Pro sitovou funkci s hodnotami Uy, Us, Uz, U;, Uy v uvazovanych uzlech M, S,
Z, J, V tak dostaneme z integralni identity (7.4.2) sifovou rovnici

RO TOU) o) a0
_ %p(Z’)UZ — %p(V’)Uv — %p(J’)UJ _ %p(S/)US _ f(M)hk.

Na ¢étvercové siti (h = k) mame

[p(Z") +p(V") + p(J") +p(S") + ¢(M)h*)Unr—
—p(Z"\Uz — p(V')Uy — p(J ) Uy — p(S")Us = f(M)R>.

Metodou integralnich identit se miizeme pfirozenym zpiisobem vyporadat i s okra-
jovou podminkou obsahujici normalovou derivaci. Jednoduché to ovSem je pouze na
¢asti hranice, kterd splyva se sifovou piimkou. Vezméme si napiiklad ¢ast hranice 92
z obr. 25. Zde uzly sité Z, M, V jsou hranicni uzly a soucasné body hranice. Zvolime
,hraniéni“ sektor Q) (vySrafovano) a aproximujeme rovnost (7.4.2) na tomto sektoru.
Jestlize je dana okrajova podminka

(7.4.5) p(M) — g(M), MeT,

potom

/ (pgradu).nds = / gds =~ g(M)h.
V/Z/ V/Z/
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Obr. 25. Hrani¢ni sektor Qs v metodé integralnich identit.

Sitova rovnice odpovidajici hrani¢nimu uzlu M mé nyni tvar

k h hk k
|57 (P(Z) +p(V) + 70() + -a(M)| Uns = 5-p(2')U2
(7.4.6) . o
7 / _ / . ——
2hP(V )Uv kP(J WUy —g(M)h 5 f(M).
Pro h =k, p=1, ¢ =0 odtud dostaneme
(7.4.7) AUy — Uz — Uy —2U; — 2hg(M) = h2 f(M),

coz je v souladu s postupem uzivajicim fiktivnich hodnot. V ptikl. 7.2.3 je druhé, ¢tvrta,
Sestd a osma rovnice soustavy (7.2.7) typu (7.4.7).

Obr. 26. Hrani¢ni sektor ), s hrani¢nim uzlem M lezicim na kfivocaré ¢asti hranice.
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Neaproximovali jsme tedy pouze okrajovou podminku, ale vztah typu (7.4.2) na
hrani¢nim sektoru a v ziskané aproximaci je okrajovd podminka s norméalovou derivaci
zahrnuta. V pfipadé kiivocaré hranice se obvykle voli nerovnomérna sit a volba hra-
ni¢niho sektoru je naznacena na obr. 26. Odvozeni prislusné sitové rovnice je pomérné
pracné a pristupujeme k nému v téch pripadech, kdy nechceme postupovat ve smyslu
odst. 7.3.4 (viz cviceni 7.6.4).

7.4.2. Priklad. Diskretizace na polarni siti. Jednou z moznosti, jak se pfi
diskretizaci okrajové ilohy vyhnout potizim s aproximovanim okrajovych podminek na
kiivocarych hranicich, je uziti vhodnych kfivocarych soutradnic. Specidlné pro oblasti
Q C R?, které maji kruhovy charakter (kruh a jeho ¢asti, mezikruzi a jeho ¢&asti), je
pfirozené formulovat okrajovou tlohu v polérnich soufadnicich r, o (r = (22 + y?)1/2,
tga =y/x).

Uvazujme Dirichletovu okrajovou tlohu pro funkci u = u(r, &) v kruhu © o poloméru
R(O0O<r<R0= a<2n)

10/ Ou 1 0%u
(7.4.8) _;E<TE> - =55 =[f(ra),

r? 0o
uw(R,a) =0, 0= a<2m.

Koeficienty rovnice maji singularitu pro r = 0, proto na feseni u = u(r, o) klademe navic
podminku omezenosti a hladkosti, coz implikuje

ou
7.4.9 I — =0.
( ) rl—I>I(1)T67’

Zvolime pfirozend cisla I, J a sestrojime soustiedné kruznice o polomeérech

R
I+0,5

=((+0,5)Ar, i=0,1,...,I, Ar=

Daéle sestrojime systém pfimek o = a; prochazejicich pocatkem a takovych, Ze

2

aj =jA0, j=0,1,...,J -1, Aa:7.

Dostaneme tak poldrni sit (obr. 27). Prusecéiky sestrojenych kruznic a pfimek jsou uzly
sité. Sit jsme zvolili tak, aby stfed kruhu €2 nebyl uzlem (abychom mohli snéze respek-
tovat podminku (7.4.9)). K bodu (74, ;) zvolime polarni sektor

_ Ar Ar Ao Ao
Gjiri— 5o Srent e - Sasat o

a ve smyslu metody integralnich identit budeme aproximovat integralni rovnosti

(7.4.10) // 87‘ 8u((31a)> 710828512 drda = //rf r,a)drdao.
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2,

Obr. 27. Volba polarni sité a sektort pro diskretizaci Glohy (7.4.8) metodou integralnich identit.

Oznaéime i u;; = (n, a;), fij = f(ri, ), dostaneme postupné vztahy (pro ¢ =1,
—1;5=0,1,...,J—1)

ou(r, a) agtlal/2 it Ar/2 5 Gu(r, o)
drda = — (=S
//87“ or ) raa /aj_Aa/z |:/7",L-—Ar/2 or <T or ) dr} da

A’I“ uH_lj—u,-j A’I“ uij—ui_lj
~ | (i + 5 ) S (- S5 ) 2 A,
[(ru) A (-5 ) g

1 6% nHAT/2 0 et A2 g gy, )
) drda = - ga\"oa )| dr=
// 3042 “= /m—m/z L" /a,-—Aa/2 8a< da > O‘} '

/T“LM/2 [@U} osesthel? AT [Ui,j—l-l — Wij Wi — Um‘—l}
- - Y
.

- roas
i—Ar/2 T Ja a=aj;—Aa/2 T

Ao Ao
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// rf(r,a)drda =~ r;ArAaf;;.

Pro sifovou funkci s hodnotami U;; =~ u(r;, ;) tak dostaneme sitové rovnice

Aa 1 Ar A« Ar
7411 2[5+ =7 Uiy = o (ri + 5 ) Ui
( ) " Ar + r; Ao Ar i 2 +LJ
Aa Ar Ar
“Ar (T' - 7>Ui71,j - E[Ui,jﬂ + Ui jy1] = riArAaf,
i=1,2,...,0-1,5=0,1,...,J—1.
V hrani¢nich uzlech (na kruznici 0Q) (r7,¢;), j =0, 1, ..., J =1, r1 = R, je
u(rr, o) = 0, a proto klademe
(7.4.12) Uy =0, j=0,1,...,J—1.
K aproximaci rovnice (7.4.8) v uzlech (7,,¢;), j =0, 1, ..., J —1, (obr. 27) volime
sektor Ad A
Qoj:e<r < Ar, oz]—7< <ozj+7a
Z integrélni identity (7.4.10) nyni dostaneme
oj+Aa/2 A
(7.4.13) —/ [Arﬁu( na) a“ (6, a }da
a;—Ao/2 or
Ar . Aa A a;j+Aa/2
1 [ Ou(r, 0 j
—/ —{ ey 757 ulr. oy } / / rf(r,a)drda.

€ r ole! da —Aa/2 Je

Kdyz ¢ — 0, pak
lim MG _
e—0 or

(viz podminku (7.4.9)). Abychom aproximovali (7.4.13) s chybou druhého fadu, nahra-
dime integraly centralni obdélnikovou kvadraturni formuli a derivace nahradime cent-

ralnim diferenénim podilem. Dostaneme tak (v bodech (Ar,«;), j=0,1, ..., J—1)

AU eg) —ulre 05) AT [u(m ajt1) —uro, o)

Ar 70 A«
u(ro, o) — u(ro, ;1)
— J Ao J ] ~ 1o f(ro, o) ArAc.
Pro uzly (ro,;), 7=0,1, ..., J — 1, odtud odvodime sifové rovnice (Up; ~ u(ro, a;))
2 2 (Ar)

(7.4.14) (Aa + Ao )Uoj AO&UO’j_l — A_OéUO’j—H — UleOé = AO&fOJ

Spojenim rovnic (7.4.14) s rovnicemi (7.4.11) a respektovanim podminek (7.4.12) dosta-
neme pii vhodném sefazeni soustavu linearnich algebraickych rovnic pro neznamé U,
se symetrickou matici.
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7.4.3 Priklad. Chceme uzit metodu integralnich identit k aproximaci okrajové
ulohy z odst. 7.2.3. Mame tedy

(7.4.15) (s + ) = f2y), (2y) €Q,

ou
% _g(mvy)u (Iay) Eaﬂv

kde Q = {(z,y) e R*: 0 <z < 1,0 <y < 1}.

Nl
"

P-| .

Obr. 28. Volba sektorti pro aproximaci tlohy (7.4.15) metodou integréalnich identit.

Zvolime ¢tvercovou sit s krokem h = 0, 5. Ve ¢tverci Q2 zvolime sektory podle obr. 28.
V uzlu Mj; sestavime sitovou rovnici podle (7.4.4), kde nyni méme p = 1, ¢ = 0.
Oznac¢ime-li Uy, = Us, Up, = Uy i = 1, 2, ..., 9,4 # 5, f(Ms) = f5, obdrzime
tak rovnici

AUs — Uy — Uy — Ug — Us = K2 f5.

V hrani¢nich sektorech Sa, Sg, Ss, S4 pouzijeme vztah (7.4.7) modifikovany podle
konkrétni polohy hrani¢niho sektoru a dostaneme ¢tyfi rovnice (znacime g; = g(F;),
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4Uy — Uy — Uz — 2Us = h* f5 + 2hgs,
AUs — U — Uy — 2Us = h? fg + 2hge,
4Us — U7 — Uy — 2Us = h? fs + 2hgs,
AU, — Uy — Uz — 2Us = h% f4 + 2hga.

Vypocet v hrani¢nich (rohovych) sektorech Sy, Ss, Sg, S7, provedeme podrobnéji.
Aproximujme napt. integralni rovnost

_/as (gradu).nds://f(x,y)dxdy.
: J

Na ¢asti hranice CP;A je n.gradu = g,

h/2 _
na AB je —/ (gradu).nds:/ %dmmwg’
2h B
na BC je —/ (gradu).nds:/ a_udyg_Mﬁ.
BC 3h/2 O h 2

V sektoru S7 bude mit vysledna aproximace tvar

Ur—Ush Us—Urh h?
I S R S I

Po upravé dostaneme v uzlu P; sitovou rovnici
4U7 - 2U4 - 2U8 = h2f7 + 2hg7
Ve zbyvajicich rohovych sektorech analogicky dostaneme sitové rovnice

AU, — 2Uy — 2U4 = h2 f1 + 2hgy
4Us — 2Uy — 2Ug = h% f3 + 2hgs
4U9 - 2U6 — 2U8 = h2fg + 2hg9

Spojenim vsech ziskanych sitovych rovnic dostaneme soustavu (7.2.7), aniz bychom mu-
seli pouzit techniku fiktivnich hodnot.
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7.5. Sestavovani SifOVS’Ch rovnic. Jiz v kap. I jsme upozornili étenaie
na to, ze pri konstrukci diskrétnich aproximaci okrajovych dloh je na misté snazit se
o to, aby vysledna aproximace méla co nejvice charakteristickych ryst spolecnych s pi-
vodni tlohou. Vzhledem k tomu, Ze bilinedrni formy a(u,v) piislusné ke studovanym
standardnim okrajovym tilohdm jsou vesmés symetrické, je tedy napt. zadouci, aby i vy-
sledné soustava sitovych rovnic byla symetricka. Je také rozumné snazit se o to, aby
matice soustavy byla diagonalné dominantni a aby jeji struktura co nejvice usnadnila
vypocet hodnot pfiblizného feseni. V nékterych situacich pro nas ovsem mohou byt di-
lezita i jina hlediska. Mizeme napi. byt nuceni dat prednost vyssimu fadu aproximace
okrajové ulohy ¢i naopak jednoduché nahradé okrajové podminky pred snahou zachovat
symetrii za kazdou cenu.

Pti vSech téchto hlediscich je pfedev§im pfirozené sestavovat soustavu sitovych rov-
uzly jednim indexem (a slozky vektoru ptiblizného feseni podle toho), i kdyz tim vét-
Sinou ztratime bezprostfedni informaci o soufadnicich jednotlivych uzld. Pfi ¢islovani
uzlt se snazime o to, aby rozdil indexi dvou sousednich uzli byl co nejmensi. Tim totiz
minimalizujeme §ifi pasu vysledné matice.

4 8 12 16
a | C) .
'3 7 11 15 12 13 14 15
2 6 10 14 7 8 9 10 11
1 5 9 13/ 1 2 3 4 5 6
o 1617 181 | g 151710
11 12 13 14 15 13 5 7 19!
‘6 7 8 9 10 '3 14 16 9
'3 4 5 1 12 4 6 18]
1 2 12 '8 |

Obr. 29. Oc¢islovani uzla sité.
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Otézkam volby ocislovani uzli sité s cilem ziskat soustavu sifovych rovnic s co
nejjednodussi strukturou se dnes vénuje znaéna pozornost ([36]). Jednoduchd struktura
ziskané soustavy soucasné umoznuje bezprostifedné rozhodnout o jeji teSitelnosti. Na
prikladu zde ukazeme nékteré bézné pouzivané postupy. Na obr. 29 je nékolik moznych
situaci s vyznacenim geometrického tvaru oblasti. V piipadé ocislovani typu a), b), ¢)
bude matice soustavy sifovych rovnic blokové tiidiagonalni. Rad jednotlivych bloki je
urcen poctem uzla sitové aproximace oblasti Q2 v jednom sitovém Fadku (sloupci) a pocet
bloki je uréen poc¢tem takovych sitovych fadka (sloupcii). Tato struktura vSak muze
byt vice ¢i méné porusena aproximovanim okrajové podminky, predevsim podminky
s derivaci. V pfipadé ¢islovani d) dostaneme vyslednou matici tvaru

D, s,
A_[SQT 02}’

kde D; a D jsou diagonalni matice a S; a S5 jsou pasové matice. Pro tlohy s Poissonovou
rovnici a Dirichletovymi okrajovymi podminkami je diagonéla tvofena c¢tyikami a prvky
matic S; a So jsou -1. Toto Sachovnicové ¢islovani je vhodné (a potiebné) k realizaci
nékterych specialnich algoritmii.

7.6. Cvicdeni

7.6.1. Metodou konec¢nych diferenci a metodou integralnich identit aproximujte
Dirichletovu okrajovou tlohu ((1+yz?)uy ).+ ((1+zy?)uy )y, = 0 v Q, u(x,y) = g(x,y) na
00, kde Q = (0,1) x (0, 1). UZijte ¢tvercovou sit s krokem h. [Ke kazdému vnitinimu uzlu
M dostaneme sitovou rovnici [(p1(Z') + p1 (V")) + (p2(J’) + p2(S"))|Unt — p1(Z)U 7 —
—p1(V)Uy = pa(J)Us — pa(S")Us = 0, kde p1(x,y) = 1+ y2?, pa(z,y) = 1 + 2y ]

7.6.2.  Aproximujte na &tverci = (0,1) x (0,1) Dirichletovu okrajovou tilohu
—Au + yu, =0, v € R, u = g na 09. Uzijte aproximace

1 1
a) Up N ﬁ(UiH,j —Ui-1,), b) =~ E(

Realizujte vypocet pro v = 40, h = 0,25 a s okrajovymi podminkami (0, y) = sin7y,
u(.’E, 0) = u(a:, 1) = u(l, y) =0. [a) 4Uij - (1 - %’}/h)UH_l’j - (1 + %'Vh)Ui—l,j - Ui’j+1 -
— Ui,j—l = 0, aproximace je radu 2; b) (4 +’7h)Uij — Ui+1,j — (1 + ’}/h)Ui_l’j — Ui,j—l —
— Ui j+1 = 0, aproximace je fadu 1. Numerické vysledky jsou v pfipadé a) nepfijatelné,
v ptipadé b) vyhovujici a odpovidajici fadové presnosti pii srovnani s pfesnym FeSenim

i 1-— i 1
() = o202 511 hB(1 — x) smﬂy’ 5= ; /1600 + 472,

sin (3

Numerické vysledky jsou uvedeny v [26], odst. 18.22].
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7.6.3. Na kruhové vyseci Q = {(r, @) eER*:0<r<1, 05a< %} aproximujte
uilohu
ou(r,m/4)
1oJe"

r Or =0

10/ Ou 1 0%u Ou(r,0)
(TE> - 7“_2@ - f(T, Oé), u(l,a) - 17 Do — 07

[Navod: Vyuzijte poznatky z odst. 7.4.2.]

7.6.4. Pouzijte metodu integralnich identit a stanovte aproximaci okrajové tilohy
—div(pgradu) = f v Q, pou/On = g na 9 v hrani¢nim sektoru Q,; z obr. 26,
odst. 7.4.1. [Navod:

—/ div(pgrad u) dQ = —?{ (pgradu).nds =
QM GQM

ou ou ou ou
= — —d +/ —dm—/ —ds—/ — ds.
/EAP(%J" Y AFpay FMpan MEpan

Uy —Ug /{71+k2
ho S22

Vysledek:
UM — UJ hz + h3 i

k1 2

p(Z') +p(J')

+ 5900 |\/of + 1+ /18 + 13 = 700, obsas (1)
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8. Diskretizace eliptickych loh metodami
Galerkinova typu

8.1. Ritzova metoda

8.1.1. Princip metody. V odst. 4.4.1 jsme vylozili Ritzovu metodu pro feseni
varia¢ni ulohy, ktera byla ekvivalentni s okrajovou tulohou pro obycejnou diferencialni
rovnici druhého radu. Zde vylozime princip metody pro standardni okrajovou tulohu
eliptického typu.

Uvazujme okrajovou tlohu

(8.1.1) —div (p(x) grad u) + g(x) = f(x) v QCR",
u=g; nally,
Ju

= na ['s,
pan 92 2

ou
ou +p% =g3 nmaly,

kde p, g, f jsou funkce dané v Q, g;, i = 1,2, 3, jsou funkce dané na ¢astech I'; hranice
0f), na néz je 0f) rozdélena, a o je funkce dana na I's.
V souladu s definici slabého feseni tlohy (8.1.1) (viz odst. 6.2.7) zavedeme nyni
prostory
Vy = {veW3(Q): v= g1 naTy ve smyslu stop},
V={ve W3 (Q): v=0naT; ve smyslu stop},

bilinearni formu
a(u,v) = / [p grad u. grad v + quv] dQ + / ouvdS
Q I's

a linearni formu

F(v):/fvdﬂ+/ ggvdS+/ gsvdS.
Q s s

Jsou-li splnény predpoklady véty 6.3.2, m4a tloha (8.1.1) pravé jedno slabé feseni, které
je zaroven jedinym bodem minima funkciondlu ®: V;, — R daného predpisem

(8.1.2) B(v) = %a(v,v) _ P),
tj. plati
(8.1.3) O(u) = greu‘g D (v).



Ptistoupime k vykladu Ritzovy metody pro pripad, ze funkce g; je na I'y nenulova
(tj. V # V4). V prostoru V zvolime N linearné nezavislych funkci vy, vs, ..., vy, které
patii bazi prostoru V. Témto funkcim fikdme bdzové funkce. Spliuji podminku

(8.1.4) v, =0 naly, n=12,...,N.

Oznac¢ime VN) < V linearni prostor dimenze N tvofeny vSemi linedrnimi kombina-
cemi funkci vy, v, ..., vy. Dale zvolime pevné funkci vy € V, takovou, aby spliiovala
podminku

(815) Vo = g1 nha Fl.

Podotknéme, ze prakticka konstrukce takové funkce vy nemusi byt na rozdil od obdobné
situace u obycejnych diferencialnich rovnic jednoduchéa zalezitost. Afinni prostor funkci
typu vg + v, kde vg € Vy a v € VIN) oznaéime Vg(N).

Poznamenejme, ze pokud fesime okrajovou ulohu, v niz nevystupuje Dirichletova
okrajové podminka (I'y = 0), je V = V, = W(Q) a klademe V") = V(™). Splnéni pod-
minek (8.1.4), (8.1.5) v takovém ptipadé od bazovych funkei nevyzadujeme. V piipadé,
7e funkce g1 je na Ty nulovd (V =V, # W} (Q)), pozadujeme splnéni podminky (8.1.4)
a funkci vy nekonstruujeme (v nize uvedenych vzorcich formalné klademe vy = 0, nebot
i v tomto p¥ipadé je VIV = Vg(N)).

Piiblizné Ritzovo Tesent 1lohy (8.1.1) je takova funkce u(N) € Vg(N), kterd minima-
lizuje funkcional ® na prostoru Vg(N), tj. plati

N

(N)y — i (N)y — i
(8.1.6) O(u') = Lomin Q(vo+0v\) =  nin <I)<v0 + Z:l cnvn).
Resime proto tlohu najit minimum @ jako funkce N proménnych ci, co, ..., cy dané
vztahem
L p 1 T

(8.1.7) ®(c) = 3¢ Ac + 5400 — € (F —a) — Fo,
kde

c1 F ao1 aix @iz ... GIN

C2 Fy ap2 a1 aszz ... a2N

c= , F= , a= , A= ,
CN Fn aon aNi anz2 ... ANN
ago = a(vg, vg) = / [p(x) grad® vo(x) + q(x)v3 (x)] dQ + / o(x)vE(x) dsS,
Q I's
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FO = F(’Uo) = /Q f(X)U()(X) dQ,

anj = a(vn,v;) = /Q [p(x) grad vr, (x). grad v; (x) + g(x)vn (x)v; (x)] A2+

+ [ om0 dS, ni= 12N,
aon, = a(vg, vy,) = /Q [p(x) grad vo(x). grad v, (x) + q(x)vo (x) v, (x)] A+
] et ds, n-

F, = F(u,) = /Q F(X)n (x) A — /F 0 () (x)dS — [ g3(x)on(x) dS.

s
n=12...,N.

Protoze a(v,v) = cTAc, plyne z elipti¢nosti bilinearni formy a(u,v) pozitivni definitnost
matice A. Matice A je proto reguléarni.

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby vektor ¢ byl bodem minima kvadratické
funkce ® z (8.1.7) je, aby c byl FeSenim soustavy linedrnich algebraickych rovnic (Ritzova
soustava)

(8.1.8) Ac=F —a.

Jediné feSeni c* = [¢}, ¢35, . . ., c*j\,]T této soustavy urcuje v prostoru VQ(N) priblizné reseni
ulohy (8.1.1), které je dano vztahem

N
(8.1.9) o) = o + Z CpUn,.-
n=1

8.1.2. Vybér bazovych funkci. V odst. 4.3.1 jsme uvedli obecné pozadavky na
bézové funkce vy, va, ..., vy uréujici prostor V) resp. Vg(N). Pro tlohy typu (8.1.1)
se na téchto pozadavcich nic neméni. Systémy bazovych funkei uzivanych v metodach
Galerkinova typu, a tedy i v Ritzové metodé mizeme rozdeélit do tvou kategorii: systémy
zavislé na geometrickém tvaru oblasti Q (pro jiny tvar se nehodi) a systémy nezavislé
na geometrii oblasti 2. Bazové funkce zavislé na geometrii oblasti {2 jsou napi.: Pro
obdélnik 2 = (0,a) x (0, b) funkce tvaru (m, n jsou pfirozena ¢isla)

1. v(z,y) =2"y™(a—xz)(b—y),

. nmTx . mmuy
2. wv(z,y) =sin — sin —=,
a

b
. nmx mmy
3. wv(x,y) = sin —— cos ,
(2, y) - ;
nwx mm
4. wv(z,y) = cos — cos ; i
a
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Pro kruhové oblasti volime funkce (m,n, k jsou pfirozend ¢isla)

5. v(z,y) = 2"y™(R? — 2* — y*)(R3 — 2* —y*) (pro mezikruzi),

6. wv(r,a) = (r? — R?)sinka,

7. v(r,a) = (r* — R?*)coska.
V poslednich dvou piipadech jsou r, a polarni souradnice. Pti téchto volbach snadno
realizujeme zvétSeni dimenze prostoru VN) — staéi pridat k systému {v1, vo, ..., vN}
novou funkei vy 41 stejného typu. Vyznamnou slabinou takto voleného systému bazovych
funkci je obtizny odhad chyby pfiblizného feseni u — u(™).

Systém bazovych funkci nezavislych na geometrii oblasti bude popsan v odst. 9.3

v souvislosti s vykladem metody konecnych prvki. Realizace Ritzovy metody s takovym
vybérem bazovych funkci je podrobné popsana v [26], ¢l. 20.

8.1.3. Priklad. Chceme Ritzovou metodou fesit Dirichletovu ilohu

—(Ugy FUyy) =1 vQ=(-1,1) x (—=1,1),
u(z,0) =2% +1, w(r,1)=2?+1,
u(0,y) =y* +1, u(l,y)=1+y"

Zde méme I'y =990, 'y =0, 's = 0,

1 1 1 1
a(u,v) :/1/1(umvx+uyvy) dzdy, F(v) :/1/1v(x,y) dz dy,

1 ot
@(v):5/1/1[v§+v§—2v]dxdy.

Zvolime
vo(z,y) = z? + 92,
vi(z,y) = (=% = 1)(y* - 1),
va(,y) = (¢ = (Y — 1)(a® + 7).

Bazové funkce vy, vy urci linearni prostor V(2 dimenze 2. P¥iblizné Ritzovo feseni hle-
dame potom ve tvaru

u® (z,y) = vo(x,y) + c1v1(x,y) + cava(z, y).

Ritzova soustava ma tvar



kde Lo
a/ll — a/('Ul,'Ul) = / / |:4x2(y2 J— 1) +4y2((ﬁ2 — 1)2] dx dy = %,
—-1J-1

a12 = a(vl7v2) = a21 =
= [ e -0 g 1) 26 )6 207 1) dray = 4B
age = a(vy, vg) =

/ / (422 (52 — 1)2(22° + 1% — 1) + 42(2% — 1)(2? + 2% — 1)?] du dy = L1262

—F(vn:/ll [ @06 - naray=12

F(vg) / / 2 —1)(y* — 1)(2? +y)dmdy—457
1 1
ao1 = a(vp,v1) = / / [42%(y*> — 1) + 4y*(2* — 1)] dzdy = -3
11

a02_a UO,UQ / / 4([,‘ (2./]3’ +y 1)+4y2(l‘2+2y2—1)i| dwdy:—%

Reseni Ritzovy soustavy je cf = 0,5918, c5 = 1,0063. Piiblizné Ritzovo feSeni mé proto
tvar

u® (z,y) = 22 + 9% 4 0,5918(z% — 1)(y? — 1) 4+ 1,0063(z% — 1)(32 — 1)(z2 + 3?).

8.2. Problém ohybu pruzné desky. Zabjvame se pfevazné tilohami
pro diferencialni rovnice druhého fadu. Nicméné jako ukazku predvedeme realizaci Ri-
tzovy metody pro tlohu s rovnici ¢tvrtého fadu. Podrobnéjsi informace najde ctenar
napf. v [38]. Také v [26] je urcitd zminka o rovnicich étvrtého radu.

Uvazujme pruznou desku obdélnikového tvaru o rozmeérech a, b a tloustce h. Pruzné
vlastnosti homogenniho a izotropniho materidlu desky jsou charakterizovany Youngovym

modulem pruznosti F, Poissonovou konstantou p a tuhosti desky

Eh3

P=ma—parar

Predpokladame, ze k ohybu desky dochézi piisobenim konstantné rozlozeného tlaku f
a zZe deska je na obrysu prosté podepfena. Z teorie linedrni pruznosti vime (viz také [26],
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odst. 11.4 az 11.8), ze energie (elasticky potencial) desky odpovidajici priahybu uréenému
funkci v = v(z,y) je ddna integralem

D a b
(8.2.1) W) = E/0 /0 [V2e + 20220yy + V2, 4+ 2(1 — p)v2, ] dody.

Prace vnéjsich sil je dana integralem

a b
(8.2.2) A(v) = / / fvdxdy.
0o Jo
Oznacime-li
V={veWiQ):v=0nadQ}, Q=(0,a)x(0,b),

prostor pripustnych prithybt, potom rovnovazny stav popsany prithybovou funkciu € V
odpovid4d minimu celkové energie urcené funkcionalem energie

(8.2.3) O(v) =W(v) — A(v)
na prostoru V' pripustnych prihybi, tj.

(8.2.4) O(u) = {}rél‘r/l D (v).

Podminku minima

d
a@(u—ktv)hzozo YveV

lze zapsat ve tvaru integralni rovnosti

(8.2.5)

a b a b
D / / (U Va1 (U Vg F Uy Vi) F Uy Vygyy+2(1— 1) Uy V3| dx dy = / / fvdzdy.
o Jo o Jo

Je-li funkce u spliujici (8.2.5) dostateéné hladka (v € C4(Q) N C?(Q)), vyplynou z rov-
nosti (8.2.5) pozadavky

0*u 0*u tu  f

8.2.6 B
( ) 6’x4+6’x26’y2 + oy* D Vs
R
u :0, W = 0 na (9(2

Tyto pozadavky predstavuji okrajovou tlohu pro parcialni diferencialni rovnici ¢tvrtého
fadu. Integralni vztah (8.2.5) je rovnosti typu a(u,v) = F(v) a definuje slabé FeSeni
ulohy (8.2.6).
Realizace Ritzovy metody pro tlohu (8.2.4) je néasledujici: Z bazovych funkei
ITT . JTY

vij(x’y):SiHTSmT’ i,j=1,2,...,
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prostoru V' vybereme napt. dvé funkce

( ) . T . Ty
v1(x,y) = sin — sin ——,
1 Y 4 b
( ) . omx . 3my
vo(x,y) = sin — sin ——,
2 Y 4 b

které uréi linearni prostor V(2 dimenze 2. P¥iblizné Ritzovo feseni u(? € V(2 m4 proto
tvar
u(?)(x’ y) =V (:E? y) + CZUZ('CU’ y)

Abychom ur¢ili neznamé koeficienty ¢y, ¢, budeme minimalizovat funkcional ® na pro-
storu V(?), Hleddme proto minimum kvadratické funkce (v proménnych ci, co)

0 ot s e[ ) ()

2 4 b2 a?
4ab Co
~w(arg)r
7 podminek minima
0P 0
— =0, — =0
(901 802

dostaneme Ritzovu soustavu pro neznamé cy, co:

wab 1 1\2 4dab
o (G 1) - 2
1 N2 + b2 37T2f
mab 1 9\2 4dab
ool g) - s
4 2\ g2 + b2 37r2f
Obdrzené priblizné feSeni
. . e . . 3
W@ (2 y) = 16a* f sin T sin %3¢ sin ©* sin %3¢

D76 a?)?2 9a2)2
(a+ ) 3(1+5%)
urcuje (pfiblizné) priuhybovou plochu uvazované desky.

8.3. Metoda vazenych rezidui. Terminem metoda vdZenych rezidui se
obvykle oznacuje jisty obecny princip konstrukce ptiblizného feseni dané okrajové ulohy,
kdy stejné jako v Ritzoveé metodé priblizné feSeni hleddme ve tvaru konec¢né linearni kom-
binace linearné nezavislého systému zvolenych bazovych funkci vy, v, ..., vy. Pfiblizné
feSeni 4 diferencidlni rovnice (pfipoustime i nelinedrni rovnici)

(8.3.1) Lw)=f vQ
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tedy uvazujeme ve tvaru

N
(8.3.2) = E CpUn -
n=1
Koeficienty c1, c2, ..., cy uréime z pozadavki, aby reziduum rovnice R(x;d) =

= L(@) — f pro pfiblizné feseni @ bylo nulové ve smyslu integralniho priméru (viz také
odst. 4.1.1) pfes celou oblast €2, tj. pozadujeme, aby platilo

(8.3.3) /Q [L( z]i: cnvn) _ f} wdQ =0,

kde w je vhodné zvolend vdhovd funkce. Abychom z (8.3.3) dostali N podminek pro

vypocet neznamych koeficientti ¢y, ca, ..., ¢y, musime za w volit N linearné nezavislych
funkci wy, wa, ..., wy. Dostaneme pak soustavu N algebraickych rovnic (obecné neline-
arnich) pro nezndmé koeficienty ¢;, i = 1, 2, ..., N. Mame-li ,$tastnou ruku“ pfi volbé

bazovych a vahovych funkci, mize byt ziskana soustava rovnic jednoznac¢né fesitelna
a odpovidajici pfiblizné feseni (8.3.2) muze byt dobrou aproximaci pfesného FeSeni w.

Jestlize volime bazové funkce tak, aby kazda z nich splnovala danou homogenni
okrajovou podminku, bude také priblizné reseni u splnovat tuto podminku a pii realizaci
metody vazenych rezidui se nemusime o takovou okrajovou podminku starat. Kdyz vsak
funkce @ z (8.3.2) nespliiuje napf. okrajovou podminku

(8.3.4) u=g na 0,

bereme v tivahu kromé rezidua rovnice Ry(x;u) = L(a) — f jeSté reziduum okrajové
podminky Ry(x; @) = 4 — g a pozadujeme, aby

(8.3.5) / [L(T) — flwd2 —I—/ (@ —g)wdS = 0.
Q o0
Vahové funkce w, w se zde voli nezavisle jedna na druhé.
Jak jsme ukézali v odst. 4.4.1, do tfidy metod vazenych rezidui zahrnujeme napft.
klasickou Galerkinovu metodu nebo koloka¢ni metodu. O dalsich variantach této metody
se lze docist ve specializovanych publikacich.

8.4. Galerkinova metoda. V fadé odstavci él. 4 jsme podrobné po-
psali Galerkinovu metodu pro feSeni okrajovych tloh pro obycejné diferencialni rovnice.
V ¢l. 9 podrobnéji popiseme pouziti této metody pii feSeni standardni okrajové tlohy
s eliptickou parcialni diferencialni rovnici druhého fadu. Galerkinova metoda je ovSem
pouzitelna (a také se v praxi vyuzivd) pro mnohem obecnéjsi ulohy, véetné tloh pro
soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic. V tomto odstavci shrneme zakladni princip

Galerkinovy metody pro abstraktné formulovanou okrajovou tlohu
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Necht V je Hilbertuv prostor. Chceme najit takové u € V', ze
(8.4.1) a(u,v) = F(v) Yv eV,

kde a(u,v): V x V — R je bilinearni forma a F(v): V — R je linearni forma. Pfedpo-
kladdme, Ze existuje jediné Feseni u € V okrajové tlohy (8.4.1).

Sestrojime kone¢nédimenzionalni podprostor V" prostoru V a oznaéime v, € V*
libovolny prvek prostoru V. Priblizngm Galerkinovym fesenim tlohy (8.4.1) budeme
rozumét takovou funkci uj, € V", pro kterou plati

(8.4.2) a(un,vp) = F(vy) Yo, € V.

Je-li dim V" = N, pak funkce uy, je linedrni kombinaci N bazovych funkci prostoru V".
Potom k urceni N koeficientt této linedrni kombinace musime mit N nezavislych pod-
minek. Ziskdme je tak, Ze za vy, v rovnosti (8.4.2) dosadime postupné vsech N bazovych
funkci.

V souvislosti s uvedenym postupem musime zarucit

1. jednoznac¢nou Fesitelnost uloh (8.4.1) a (8.4.2),

2. existenci takové posloupnosti prostortt {V"}, Ze posloupnost {u;} feseni tloh
(8.4.2) na téchto prostorech V" konverguje pro h — 0 k feseni u € V tlohy (8.4.1).

Prostory V" musime konstruovat tak, aby kazdy z nich byl dobrou aproximaci
prostoru V. Pfesnéji feceno pro kazdé ¢ > 0 a pro kazdé v € V musi existovat prostor
V" a v ném prvek vy, tak, ze

(8.4.3) v —wn|lv < e

Uvedené abstraktni schéma Galerkinovy metody je bezprostiedné aplikovatelné pro
okrajové tlohy, u nichz prostor pfipustnych funkci je Hilbertovym prostorem a splyva
s prostorem testovacich funkci. V pripadé okrajové tlohy s nehomogenni Dirichletovou
okrajovou podminkou tomu tak neni a schéma metody se ponékud modifikuje, jak jsme
vidéli napt. v odst. 4.3.7.

8.5. Cvideni

8.5.1.  Reste okrajovou tlohu —(uzy + uyy) = 0 v Q, u = 22 + y? na 99, kde
Q= {(a:,y) eR*:z>0y>0z+y< 1}, Ritzovou nebo Galerkinovou metodou
s bazovymi funkcemi vy (z,y) = ay(l —x — y), va(z,y) = 2%y(1 — 2 — y), v3(z,y) =
= 2y*(1 — x — ). [Navod: Vzhledem k nehomogenni okrajové podmince volte ptiblizné
fegeni ve tvaru u® (z,y) = wvo(z,y) + dyvi(z,y) + dove(z,y) + d3vs(y,y), vo(z,y) =
= 22 + y2. Vysledky: Prvky matice Galerkinovy (Ritzovy) soustavy (po fadcich): 1/90,
1/252, 1/252; 1/252, 3/1120, 1/170; 1/252, 1/70, 3/1120; prava strana: 1/30, 1/90, 1/90;
u® (z,y) = 2% + y* + 2y(1 — x — y)[3,0401 — 0,562(z + y)] ]
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8.5.2.  Stanovte postacujici podminky jednoznacné tesitelnosti okrajové tlohy
—(p1(2, Y)uw) e — (P22, y)uy )y = f(z,y) vQ C R?* u = 0na dQ, a formulujte ekvivalentni
varia¢ni tlohu. Sestrojte Ritzovu soustavu pro zvoleny systém bazovych funkci. [Napf.
01} je po castech hladka hranice oblasti €2, funkce pi, p2 jsou kladné, omezené a po
¢astech spojité, f € La(Q); V = {v € W3 (Q): v = 0 na 99}, a(u,v) = a(v,u) =
= fQ [P1Ug Vg + P2uyvy] dz dy, F(v) = fQ fvdzdy, ®(v) = % fQ [p1v2 +px1}§ —2fv]dz dy;
A = [ai;], ai; = [o[p1(vi)2(v))e + p2(vi)y(v;)y] dz dy, F = [E]T, F; = [, fo;dzdy.]
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9. Metoda koneénych prvku pro eliptické ulohy

9.1. Uvod. Metoda koneénjch prvki (MKP) je metoda Galerkinova typu
se specialni volbou bazovych funkci. Konkrétné budeme vychéazet pfimo z Galerkinovy
metody. Vyklad zalozeny na Ritzové metodé je v [26].

Popiseme diskretizaci standardni okrajové tlohy pro eliptickou rovnici druhého fadu
ve dvou proménnych. Pri vykladu se zaméfujeme predevsim na aproximaci feSeni pomoci
po castech linearnich bazovych funkci. Opirdame se o obsah ¢l. 6. a 8 a navazujeme na
¢l. 5.

Metoda konecnyjch prvki je charakterizovana tfemi zédkladnimi aspekty [6]:

a) Diskretizace mnoziny (2, na niz se okrajova tiloha fe$i; mnozina Q se vyjadii
jako kone¢né sjednoceni zvolenych podmnozin. Tyto podmnoziny se nazyvaji konecné
proky a obvykle jsou to bud trojihelniky nebo étyfuhelniky (pro @ C R?). V piipadé
trojuhelnikt se diskretizace §2 nazyva triangulaci.

b) Konstrukce prostort funkci, které jsou na kazdém prvku polynomem. Témto
prostortim se k& prostory konecngjch prvki a znaéi se V". Budou hréat roli prostort
V) Vg(N), které jsme zavedli pri vykladu Galerkinovy ¢i Ritzovy metody.

c) Existence takové baze prostoru V", Ze jednotlivé bazové funkce maji maly
n o sidc, tj. jsou nenulové pouze na nékolika sousednich prvcich.

Ptiblizné feseni vychozi okrajové tlohy se urcuje jako funkce z V", tj. jako linearni
kombinace bazovych funkci. Z praktického hlediska chceme dét odpovéd na dvé otézky:

1. Jak se sestavuje diskrétni tiloha a jak se tato tloha (soustava linedrnich algebraic-
kych rovnic) efektivné resi,

2. jaka je chyba pfiblizného feSeni a jak se tato chyba odhaduje (otédzky konver-
gence).

9.2. Triangulace. Oblast Q C R?, na niZ fesime okrajovou tlohu, aproxi-
mujeme sjednocenim kone¢ného poctu trojuhelnikt. Priklady takovych aproximaci jsou
na obr. 30. Abychom se vyvarovali nékterych komplikaci pti vykladu, budeme nadale
predpokladat, ze Q je jiz pfimo sjednoceni koneéné mnoha trojihelnikt. Hranici 02 je
potom polygon (lomené ¢ara). Z praktického hlediska toto omezeni neni pfili§ podstatné.

Mnozinu

Th — {Tl,TQ,.. .,Ts}

trojuhelnikt Ty budeme nazyvat pripustnou triangulaci oblasti 2, budou-li splnény na-
sledujici podminky:

() @=UL, T

(ii) Jsou-li Ty, T} dva razné trojuhelniky triangulace 75, pak jejich vnitiky maji
prazdny prinik.

(iii) Pro kazdé s = 1,2,..., S je kazda strana T bud ¢asti hranice 052, nebo stranou
jiného trojuhelnika z 7y,.
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Obr. 30. a) Triangulace polygonalni oblasti Q (9 je uzavieny polygon).
b) Aproximace oblasti Q2 oblasti Qf s polygonalni hranici 9Qy,.
¢) Lokalni oznacéeni vrcholu trojuhlenika 7.

Trojuhelniky, které maji spolecnou stranu, nazyvame sousedni. Z hlediska jedno-
dussi konstrukce algoritmu jesté predpokladdame, Ze nejvyse jedna strana trojuhelnika
T je ¢asti hranice 0.

Konstrukce vhodné pripustné triangulace dané oblasti 2 neni zdaleka trividlni za-
lezitost. Z teoretické analyzy chyby metody konec¢nych prvka vyplyva, ze je tieba dodr-
Zovat tyto zasady:

(i) Nepouzivat trojuhelniky s velmi malymi nebo velmi velkymi vnitinimi thly.

(ii) V téch castech oblasti €2, kde se oc¢ekavaji velké zmény v chovani feseni dané
ulohy ¢i jeho derivaci, volit jemnéjsi triangulaci (vétsi pocet mensich trojuhelniki).

Kromé vrcholi trojuhelnikt 7 se v nékterych pripadech pii konstrukci diskrétni
dim pak souhrnné fikame uzly triangulace. Ty uzly, které lezi na 0§2 nazyvame hranicni
uzly. Strana trojuhelnika, ktera patii hranici 0€2, se nazyva hranicni strana.
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V uzlech triangulace zadavame hodnoty koeficient rovnice ¢i okrajovych podminek
a hodnoty pravych stran. Soucasné v nich hledame hodnoty ptiblizného feseni, ptipadné
hodnoty derivaci priblizného feSeni. VSem témto hodnotédm rikdme wuzlové parametry.

K dosazeni vyssi pfesnosti (mensi chyby piiblizného feseni) musime bud provést
jemnéjsi triangulaci oblasti €2, nebo zvolit v kazdém trojuhelniku vétsi pocet uzli. Volba
vétsiho poctu uzli v trojihelniku ma vsak pro zvysSeni presnosti smysl pouze tehdy, je-li
feSeni uvazované okrajové tlohy dostatecné hladké.

9.3. Po éastech linearni bazové funkce. Za uzly triangulace volime
vrcholy trojuhelnikti. Vrcholy trojihelnika T, (obr. 30c) ozna¢ime M7, M3, Mj3. Cis-
lovani provadime vzdy v kladném smyslu, tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek.
Kazdy vrchol (uzel) mé tedy lokalni index, vazany na ¢islo trojihelnika, a soucasné glo-
balni index urcujici misto v potradi vSech vrcholi. Hovotime pak o lokdlnim a globdlnim
¢islovani (viz také odst. 5.3).

Necht M, je uzel triangulace (n je globalni index). Po ¢astech linedrni bazova funkce
vp, = vy (x,y) prislusna uzlu M, je definovana takto:

1. Nad kazdym trojuhelnikem 7%, jehoz jeden vrchol je M,,, je linedrnim polynomem
tvaru

(9.3.1) N3 (z,y) = a® +b°x + ’y,
2. splnuje interpolacni podminky
(9.3.2) vn(My) =1, v, (My,) =0 Vm#n,

3. je nenulova pouze na téch trojihelnicich, jejichz spole¢nym vrcholem je uzel M,,.
Tyto trojuhelniky tvofi tzv. nosi¢ funkce v,,.

Na obr. 31a a 31b jsou zndzornény bazové funkce prislusné vnitinimu a hrani¢nimu
uzlu triangulace.

Takto definované bazové funkce vy, vs,...,vn (N je pocet uzli triangulace) jsou
spojité na Q a tvoil linedrné nezavisly systém funkci. Lineadrni prostor vsech linear-
nich kombinaci sestrojenych bazovych funkci oznaéime V{*. Dimenze tohoto prostoru
je rovna poctu uzlt triangulace. Plati V* € Wi (Q), tj. v, € W3(Q), n = 1,2,..., N,
nebot derivace bazovych funkci existuji skoro v§ude a jsou na vnitiku kazdého trojihel-
nika konstantni. Funkcim z V{* fikdme linedrni splajny. Libovolnou funkci z V/* budeme
oznacovat v, = vp(x,y). Je to funkce spojité a lze ji vyjadiit ve tvaru linearni kombinace
bazovych funkci

N
(9.3.3) vn(@,y) = Y antn(z,y),  an €R.
n=1
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VK(X,y)

b) M=M3

Obr. 31. a) Bazova funkce vy, (z,y) z V{* pro vnitini uzel M, = M;.
b) Bazova funkce vi(z,y) z V/* pro vnitini uzel My, = M;.

9.4. Konstrukce bazové funkce z V/*.  Soufadnice vrcholii trojihelnika
T, oznacime M7 = (x1,y]), M5 = (x5,v5), M5 = (x5, y3). Restrikce t¥i bazovych funkci
prislusnych témto vrcholim na 7Ty oznac¢ime (obr. 32)

(9.4.1) Ni(z,y) = ai + bz + iy,

N3(a,y) = aj + b3z + 3y,
N3 (a,y) = a + b3 + .

Obr. 32. Restrikce tfi bazovych funkci na trojuhelnik T.
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Tyto funkce jsou jednoznacné urceny interpola¢nimi podminkami

Ny Np(M7) =
Ny Ny (M) =
N3 Ny (M7) =

M3) =0,
Ny (M3) =1,
M3) =0,

a jsou dvojrozmérnym analogem funkci m$(z), m3(z) z odst. 5.3.1.
Na obr. 33 je znazornéna jedna bazova funkce a jeji restrikce na jednotlivé troju-
helniky.

Obr. 33. Bazova funkce vs(z,y) pfislusnd uzlu M3 a jeji restrikce (lokdlné oznacené)
na jednotlivé trojuhelniky.

Koeficienty linedrnich funkei z (9.4.1) jsou uréeny vzorci

1

aj = 55 (23y5 —352), b
03 = o= (3wt — 208, b3
03 = o (alus — i) B3
kde
D?® = det 5%,

1
= De
1
= De
1
= 5s

(y5 — y3),
(y3 — 1),
(Y1 —¥3),

1 o

S
1 x5
S
1 a3

s° =

c] = ﬁ(ﬂfg — 73),
oS = L(.I‘S - er)
2 DS 1 3/
S = L(.I‘S - er)
3 DS 2 1/

Y1

Y5

Y3

D? je dvojnésobek obsahu trojuhelnika Ty (pokud vrcholy T éislujeme proti sméru

pohybu hodinovych ruéicek).
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Restrikce ostatnich bazovych funkci na T jsou nulové. Kazda funkce z V}* je tedy
na T linearni polynom p®(x,y) typu a + bx + cy a muZze byt vyjaddiena jako linedrni
kombinace funkci N7, N5, NJ. Jestlize tento polynom v uzlech M7, M3, M$ nabyva
hodnot U}, Us, Us, pak jej 1ze pro (x,y) € T psét ve tvaru

(9.4.2) p°(z,y) = Ni(z,y)U7 + N3 (2, y)U; + N3 (z,y)Us3.
Protoze IN ON

o=t = i=123

T Y
pak

op*(x,
(9.4.3) % = BIUS + bUS + b3US,

op*(x,

LY (g‘z Y _ Ut + U3 + U8

Utvar, ktery zahrnuje trojthelnik T, polynom p*(z, %) a uzlové parametry U?, Us,
U3, se nazyva linedrni trojuhelnikovy prvek (obr. 34).

| pS(XsY)

s
>U3

Obr. 34. Linearni trojihelnikovy prvek.

9.5. Véta o aproximaci. Necht 7, je piipustna triangulace omezené (po-
lygonalni) oblasti Q, T, € 7, a V{* necht je linearni prostor linearnich splajnii z odst. 9.3.
Potom pro kazdou funkci v € C?()) existuje jedina funkce v;, € V] uréend hodnotami
v(M,,) uzlech triangulace takova, Ze plati

(a) v —vp| £ Mah? v Q,
6Mah

(b) |D'v — Dloy| < uvniti 7.
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Zde My = mgxﬂvm], |VUzyls [Uyy|}; B = max(diam T5) a a je minimum velikosti vnitinich
S

tthlti vSech trojihelnikii. D v znadi bud v, nebo v,.

9.5.1. Poznamka. Formulovana véta je ,dvojrozmérnou verzi“ aproximacni véty
fada analogickych vét pro rizné tiidy funkci v a jim odpovidajici prostory V". Bezpro-
stfednim zobecnénim nasi véty je napiiklad tvrzeni [19], Ze pro v € W2(Q) existuje
v, € V{* a konstanta K (nezéavisla na h, a, v) tak, ze plati

lv—vn]| < KR?|v]|2,

h
v —vpl1 & K———|v[]2
Sin &«

v norméach prostortt Ls(2), W} () a W2(Q).

9.6. Trojuhelnikové prvky vyssich stupni. Bazové funkce miizeme
také konstruovat pomoci polynomi vyssich stupnii. Bazova funkce, ktera je na trojihel-
niku T kvadratickym polynomem

p’(z,y) = a1 + asr + azy + as® + asry + agy?,

bude na kazdém trojihelniku jednoznacné urcena Sesti uzlovymi parametry. Za uzly
v tomto piipadé volime vrcholy a stfedy stran trojuhelnika a uzlovymi parametry pak
jsou funkéni hodnoty v téchto uzlech triangulace (v jednom uzlu volime hodnotu 1 a ve
zbyvajicich uzlech hodnoty nulové).

Bazova funkce, ktera je na trojuhelniku T kubickym polynomem

p’(z,y) = a1 + agr + aszy + as2® + aszy + agy® + arx® + agx’y + agry® + aroy’,

bude na kazdém trojihelniku jednoznacné urcena deseti uzlovymi parametry. Za uzly

Vv

Vvew

Zevrubné pouceni nalezne ¢tenaf napi. v [1], [6], [29].

9.7. Diskretizace standardni tilohy. Na polygonalni oblasti Q C R?
uvazujme okrajovou tlohu

(9.7.1) —div (p(z,y) gradu) + q(z, y)u = f(z,y) v
au+p% =g na 0.
on
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Piedpokladame, Ze jsou splnény predpoklady véty 6.2.8 a ze funkce u € W3 () je jedi-
nym (slabym) feSenim tlohy (9.7.1). Ve smyslu odst. 6.2.6, 6.2.7 pro tlohu (9.7.1) mame
V=V,=W}Q) a

a(u,v) = / [p grad u. grad v + quv| dz dy + / ouv ds,
oN
Q

F(v)://fvdxdy+/mgvds.
Q

Vyklad metody kone¢nych prvkid provedeme nejlépe praveé pro pripad V =V, =
= W2(£). Slabé feseni u € W} (2) tlohy (9.7.1) je dano rovnosti

(9.7.2) a(u,v) = F(v) Yo € Wy (Q).
Popiseme diskretizaci okrajové tlohy (9.7.1) Galerkinovou metodou. Opirame se o abs-
traktni schéma metody z odst. 8.4. Zvolime triangulaci oblasti {2 a sestrojime prostor

V" funkei spojitych na Q a linearnich na kazdém trojihelniku T, zvolené triangulace.
Znamena to, ze sestrojime systém bazovych funkci vy, vs,...,vn podle odst. 9.3 a 9.4
(dim V{* = N).

Piiblizné Galerkinovo feseni tilohy (9.7.1), resp. (9.7.2), v prostoru V{* je takova po
¢astech linearni funkce uy, € V|, kterd spliiuje rovnost

(9.7.3) a(up,vp) = F(vp)

pro kazdou funkci v, € V{*. Funkci u, lze tedy vyjadfit ve tvaru linedrni kombinace po
castech linearnich bazovych funkci z odst. 9.3, tj.

N
(9.7.4) un =Y Untn,
n=1

kde U,, = up(M,) ~ u(M,) jsou hledané uzlové parametry. Podobné jako v odst. 4.3.2
¢i 5.2.1 dostaneme z (9.7.3) soustavu linearnich algebraickych rovnic

(9.7.5) AU = Fo,
kde

U, =[U1,Us,...,Ux|Y, Fn=I[F,F,...,Fy5",

F = F(ug) = / / £, y)on (@, y) da dy + /8 gl o) dsin = 1,2, N,
Q
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a Ay je symetrickd pozitivné definitni matice s prvky
ank = a(vp,vg) = //[p(ac,y) grad v, (z,y). grad v (z, y)+
Q

+q(fc,y)vn(w,y)vk(x,y)}dxdy+/ o(x,y)on(z, y)vk(z,y)ds, nk=1,2,...,N.
oN

Je-li S pocet trojuhelnik® zvolené triangulace, ) = Ule Ts, a 02 = Ule L, je sjedno-
ceni R hrani¢nich stran L, trojihelnikt triangulace, potom vzorce pro vypocet prvki
matice Ay a slozek vektoru F;, miizeme psat ve tvaru (n,k=1,2,..., N)

(9.7.6)

S
ani =3 [ pe.9) grad vn(e.).grad (s, ) + (. ) (. 9)on )] do dy+
s=1"Ts

R
! ; /L o (z, y)on (2, y)or(z, y) ds,

S R
(9.7.7) F, = Z/T f(z,y)vn(z,y) dedy + Z/L 9(x, y)vn(z,y) ds.

Jsou-li sousedni hrani¢ni uzly M, = (z,,y,), My+1 = (Tr+1, Yr+1) koncové body hraniéni
strany L,, potom pfi vypoctu kiivkovych integrali pres hranici 02 vychazime ze vzorce

/LT U(z,y)ds =

1
= / ‘I[(xr + (xH—l - xr)ta Yr + (yr-i-l - yr)t) \/(xr—l—l - xr)Q + (yr—i—l - yT)Z dt.
0

9.8. Algoritmizace MKP. Piimé vypocty podle vzorci (9.7.6), (9.7.7) lze
doporucit pouze v né€kterych jednoduchych situacich. Zde popiseme prakticky pouzitelny
postup sestaveni matice A, a vektoru F;, v némz budeme vychazet z vypoctl integralt
pres jednotlivé trojuhelniky, podobné jak jsme to provedli v odst. 5.3.
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9.8.1. Sestaveni globalni matice A;. Uzltum a uzlovym parametrim prifadime
lokalni a globalni indexy. Toto prifazeni se miize provést tabulkou. Pfedpokladame tedy,
7e jsme schopni poznat, ktery z trojuhelnikt Ts, s = 1,2,...,S5, je vnitini a ktery
hranic¢ni a ktera strana hrani¢niho trojihelnika je hrani¢ni strana. Déle predpokladame,
ze vime, ktery z uzli My, Ms, ..., My a uzlovych parametra Uy, Us,...,Uyn je pfirazen
trojuhelniku Ts. Pro ucely vykladu si toto pfifazeni provedeme obrazkem (obr. 35).
Dodrzujeme zasadu, ze lokalni ocislovani uzli a uzlovych parametri v trojuhelniku 7
se provadi v kladném smyslu.

M,=M$
3

Obr. 35. Globalni oznaceni uzli a lokalni indexovani na trojuhelniku Ts; lomena cara
Mg M7 MgMgMig je asti hranice 9 oblasti 2. Bazova funkce v1(z,y) je nenulova
na trojthelnicich T1 az Tg, bazové funkce va(z,y) je nenulova na trojahelnicich T5 az Ty.

Vsimnéme si podrobné trojihelnika 75 z obr. 35. Na ném jsou nenulové pouze bazové
funkce vy, vo, vg prislusné uzlim M; = M?, My = M3, Mg = M3 (vrcholy trojihelnika
T5). Restrikce téchto bazovych funkei na trojihelnik 75 jsou dany vztahy

(9'8'1) vl(xay) :Nf(xay)7 U2(I7y) :N??(I,y), Ug(:L‘,y) =N25($,y),

kde line4rni polynomy N?(z,y), i = 1,2,3, jsou uréeny vzorci (9.4.1). Pfiblizné feseni
up, z (9.7.4) lze podle (9.4.2) vyjadrit na T5 ve tvaru linedrniho polynomu

(9.8.2) un(z,y) = p°(z,y) = Ny (2, y)UT + N3 (2, 9)U3 + N3 (2,9)U3.

Volime-li v (9.7.3) za vj, postupné vy, va, vs, dostaneme a(up,v1) = F(v1), a(up,vs) =
= F(va), a(up,vs) = F(vs), tj. prvni, druhou a osmou rovnici soustavy (9.7.5). Proto
trojuhelnik T5 prisp€je k levé strané prvni rovnice hodnotou

a(p5, N15) = CL(‘N15> N15)U15 + CL(N25, N15)U25 + a(Ngv N15)U3?7
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k levé strané 2. rovnice hodnotou

a(p®, N3) = a(N7, N3)UT + a(N3, N3)U3 + a(N3, N3)U3,
a k levé strané 8. rovnice hodnotou

a(p®, N3) = a(N7, N5)UT + a(N3, N3)U3 + a(N3, N3)U3.

Protoze podobnou uvahu délame pro kazdy trojuhelnik, pfitadime kazdému troju-
helniku T zvolené triangulace prvkovou matici A® tfetiho fadu

S S S
aj; Qi1 Qi3
S __ S S S
A®=la3 a3 a3;|,
S S S
a3; Q39 033

jejiz prvky jsou dény vzorci (i,7 = 1,2, 3)
(9.8.3) aj; = // (5305 + i c)p(a,y) + (afal + (afb5 + bjaf)a+
T

+ (aicS + cfad)y + bibSa® + (b5 + bic)wy + c;csy?) q(z, )] dz dy.

Zde p(z,y), q(x,y) jsou koeficienty diferencialni rovnice (9.7.1).

Pii takto sestrojenych maticich A® je af; = a(N;, N7) pouze pro vnitin{ trojihel-
niky T, tj. v prvkovych maticich A® pro hrani¢ni trojuhelniky nemame zatim zahrnuty
prispévky hrani¢niho (kfivkového) integralu

R
;/L o (2, y)vn (2, y)vr(z,y) ds

z (9.7.6). Algoritmicky je vyhodnéjsi zahrnout ptispévky hrani¢niho integralu do nékte-
rych prvkovych matic dodateéné (viz odst. 9.8.3).

Globalni matice A fadu N (zatim nezahrnujici pfispévky hrani¢niho integralu) se
sestavuje z prvkovych matic A®* podobné, jako jsme to ,,prekryvaci technikou* provadéli
v odst. 5.3.1.

Jestlize v trojuhelniku 75 je (vztah lokalnich a globalnich parametrt, viz obr. 35)
Up = Uy, U = Ug, U3 = Us, potom

af, se pfi¢te do pozice
af, se pri¢te do pozice globalni matice Ay,
afs se pri¢te do pozice (1,2) globalni matice Ay,

(1,1) globalni matice Ay,
(1,8)
(1,2)
a3; se pricte do pozice (8,1) globalni matice Ay,
(8,8)
(8,2)

Y

Y

a5, se pri¢te do pozice globalni matice Ay,
a3 se piicte do pozice globalni matice Ay,

Y

Y
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a3, se pficte do pozice (2, 1) globalni matice Ay,
a3, se pri¢te do pozice (2,8) globalni matice Ay,
a3 se pri¢te do pozice (2,2) globalni matice Ay,.
Vidime, ze pofadi prvki a;; matice A® se v globalni matici obecné nezachova, nebot
je urceno globalnim indexovanim uzli. Tuto proceduru provedeme pro kazdy (i hrani¢ni)
trojuhelnik Ty, s = 1,2,..., 5. Na poc¢atku procesu mame vSechny pozice globalni matice
A, obsazeny nulami.

Z toho, co bylo feceno, vyplyva, ze do pozice v globalni matici Ay, kterd odpovida
nesousednim uzlim — tj. napf. do pozice (4,9) odpovidajici uzlaim My, Mg v obr. 35
— se nepfi¢te zaddna nenulovid hodnota, nebotf prinik nosi¢t bazovych funkci vy, vg
je mnozina (dvourozmérné) miry nula. Pfi dostate¢né husté triangulaci bude vice uzla
nesousednich nez sousednich. Proto globalni matice A, bude 7id k& a pfi vhodném
ocislovani uzli lze navic dosdhnout toho, ze bude p & s o v 4, tj. nenulové prvky budou
soustfedény kolem hlavni diagonaly. Pocet sousednich uzlt uzlu M, urcuje pocet ne-
nulovych prvkid v n-tém fadku a maximum rozdilu globalnich indext libovolného uzlu
a jeho sousedu urcuje $itku polopasu (viz odst. 3.5.5).

9.8.2. Sestaveni globalniho vektoru F;,. Kazdému trojuhelniku T, s =
=1,2,...,5, ptitadime prvkovy vektor

Fo = [F}, 15, 5T,

jehoz slozky jsou dany vzorci

(9.8.4) F = //f(x,y)(a,f +bir+cjy)dedy, i=1,2,3.
T

Pro vnitfni trojuhelniky 7y je tedy F = F(N?), kde F' je funkcional z (9.7.2). Pro
trojuhelnik T5 (obr. 35) je pfispévek k prvni slozce globalniho vektoru Fj;, dan hodnotou
F(N?), k druhé slozce hodnotou F(N3) a k osmé slozce hodnotou F(NZ3). Opét vidime,
ze poradi slozek vektoru F® se ve vektoru Fj, nezachova, nebot

F} se pricte ke slozce Fy globalniho vektoru Fp,

FJ se pricte ke slozce Fg globalniho vektoru Fp,,

FJ se pricte ke slozce F» globalniho vektoru Fy,.
Tuto proceduru provedeme pro kazdy (i hrani¢ni) trojuhelnik Ty, s = 1,2,...,S. Pfi-
spévky hrani¢niho (kfivkového) integralu [ 1, 9(x,y)vn(z,y)ds z (9.7.7) zahrneme do Fj,
dodatecné.

9.8.3. Hrani¢ni integraly. Hrani¢ni integraly v (9.7.6) ovlivni globdlni matici
A}, a hranic¢ni integraly v (9.7.7) ovlivni globalni vektor Fj. Na hranici 92 jsou nenulové
pouze bazové funkce prifazené hrani¢nim uzlim.

Opét se pridrzujme obr. 35. Napiiklad, volime-1i v (9.7.3) za v, bazovou funkci vz,
potom rovnice a(up,v7) = F(v7), kde up je ddno vztahem (9.7.4), je sedmou rovnici
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vysledné soustavy (9.7.5). Pfedpokladame, Ze pfispévky z trojuhelnika 77 a Ty (Th UTy
je nosi¢ bazové funkce v7) jsme do globalni matice Ay, jiz zahrnuli ve smyslu odst. 9.8.1.
Zbyvé integrél ZT 1 fL o(x,y)up(x,y)vr(z,y)ds. Protoze podle (9.4.2) je

(9.8.5)  wup(z,y) =p'(x,y) = N} (2,9)U; + Ny(x,y)Uy + N3 (z,y)Us na T1,
up(z,y) = p*(z,y) = Ni(z,y)U} + No(x,y)Us +N4(x y)Ug" na Ty,

a v7(x,y) je nulova na 9 s vyjimkou lomené ¢ary MgM; Mg, budeme mit

Me M7

R
(9.8.6) Z/L a(x,y)uh(x,y)w(az,y)ds:/ o(z,y)p' (z,y)vr (z,y) ds+

+ / o(z,y)p*(z, y)vr (z,y) ds.
M7 Mg

Protoze

N3 (z,y) naTi,

(9.8.7) vr(x,y) =
Né(xvy) na T4;

dostaneme z (9.8.6) po dosazeni za uj, z (9.8.5) a za vr z (9.8.7) piispévek k levé strané
7. rovnice soustavy (9.7.5) ve tvaru

(9.8.8)

R
> / oupvy ds = / o(NiU} + NIUINLds + / o(NJUy + USUZ) NS ds,
Mg My M7 Msg

nebot Ni(z,y) = 0 na MgMy, Ni(z,y) = 0 na M;Ms. Protoze UL = Uy, Uy = Us,
Ul =U; a Ut = Uy, Uy = Uy, U = Us, vyplyva odtud tento postup: tsecka MgM; =

= M4 M]3 patti k trojuhelniku T3, tsecka My Mg = MyM3 patii k trojihelniku Ty;
proto

k prvku aj; prvkové matice A' se pricte [\, o(z,y)N; (z,y) N3 (z,y) ds,
k prvku a3; prvkové matice Al se pricte fM6M7 o(z,y) N3 (z,y)N3(z,y) ds,
k prvku ad, prvkové matice A* se pricte fM7M8 o(z,y) Ny (z,y) N (z,y) ds,
k prvku aj; prvkové matice A* se pFicte fM7M8 o(x,y)Ng(x,y)Ni(x,y)ds

Obecné se tedy pro hrani¢ni trojuhelnik 7§ s hrani¢ni stranou MjM7 k prvkim aj,
k=1,35,1l=1,7, prvkové matice A® prictou odpovidajici integraly stM? oN;; N} ds.
]

Analogicky zpracujeme prispévky hrani¢niho integralu

R
Z/L g(x7y)vn(x,y) ds.
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Pro stejnou hrani¢ni stranu M7 M7 se integral
/ 9(z, y) N (2, y) ds
MM
pricte ke slozce F; vektoru F* a integral
/ 9(z,y)N; (z,y) ds
Mg M

se pricte ke slozce F; vektoru F*.

Matice A® a vektory F® modifikované uvedenym zptisobem hrani¢nimi integraly
teprve nyni pouzijeme k sestaveni globalni matice A, podle odst. 9.8.1 a globalniho
vektoru F; podle odst. 9.8.2.

9.8.4. Obecnéjsi okrajové podminky a prechodova podminka. Pro okra-
jové tlohy typu (8.1.1) (viz také tab. 6, odst. 6.2.7) ztistava zakladni schéma konstrukce
matice Ay, a vektoru Fj, z odst. 9.8.1, 9.8.2 beze zmén. Bilinearni forma a(u, v) obsahuje
integral pres I's. Proto opravy prvkovych matic A® popsané v odst. 9.8.3 se nyni tykaji
pouze téch hranic¢nich trojuhelnikti, jejichz strana patii ¢asti I's hranice 0f). Linearni
forma F(v) obsahuje integrély ptes I's a I's. Opravy vektoru F; ve smyslu odst. 9.8.3
se tykaji téch hrani¢nich trojihelniki, jejichz strana patii ¢astem I'y a I's hranice 0f).
Triangulace musi byt provedena tak, ze délici body ¢astiI'y, I's, I's jsou vrcholy trojihel-
nikt. Homogenni pfechodova podminka (6.2.9) je v MKP respektovana automaticky (viz
odst. 6.2.9), pokud triangulaci provedeme tak, Ze rozhrani I" je tvofeno (aproximovano)
lomenou ¢arou, jejiz ¢asti jsou strany nékterych trojuhelnikii (viz obr. 36).

F‘I
N
u:g1\ /FZ
~
ou
\ \ Pon =92
UL, = 6Q riurh= 80,

Obr. 36. Oblast 2 s rozhranim I'" a jeji triangulace.
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9.8.5. Realizace Dirichletovy okrajové podminky. Predpokladame, Ze na
casti I'y hranice 02 je zadana okrajovd podminka u = ¢g;. P¥ipoustime i pfipad I'; =
= 0). Déale predpokladame, Ze jiz mame stanovenou matici A, a vektor Fj podle zasad
odst. 9.8.1 a 9.8.2 vcetné pripadnych oprav danych hrani¢nimi integraly pies I's, resp.
I's (pokud I'y # 0Q).

Doporucujeme néasledujici postup. Uzly na I'y ocislujeme jako posledni a prira-
dime jim tedy globalni indexy N; + 1, Ny + 2,..., N, kde N; je pocet uzll, v nichz
neni zadana Dirichletova podminka (v€etné vnitinich uzlt). V matici A, nahradime
mimodiagonalni prvky v poslednich N — N; fadcich nulami a na diagonalu v téchto
fadcich dame jednicky. Ve vektoru F; poslednich N — N; slozek nahradime ¢isly
a1(Mn,+1),91(Mn,12), .., 91(My). Tato tprava odpovidd ndhradé poslednich N — Ny
rovnic formalné sestavené soustavy ApU; = Fj rovnicemi

Un,+1 = g1(Mn,+1),
Un,+2 = g1(Mn,+2),

UN = gl(MN)'

Priblizné Teseni dané okrajové tlohy je ovSem v tomto pripadé urceno vztahem

N1 N
(9.8.9) un(2,9) = > Unva(z,9) + > g1(Mp)vn(z,y).
n=1 n:N1—|—1

Ptipomeneme-li si poznatky z odst. 8.1.1, mizeme konstatovat, ze bazové funkce jsou
zde fakticky funkce vi,va,...,vn, a odpovidajici linedrni prostor V(N1 5 touto bazi
aproximuje prostor V', kdezto funkce vy z (8.1.5) je zde aproximovéna funkci

N

To(z,y) = Y, g1(Mp)va(z,y),

’I’L:N1—|—1

kterd spliiuje pozadavek (8.1.5) pouze v uzlech M, € T';. Prostor Vg(Nl) funkci typu
vo + ij;l anv, je podmnozinou linearniho prostoru Vlh urceného bazovymi funkcemi
V1,02, ...,vN. Piblizné feseni (9.8.9) patii do prostoru Vg(Nl), ktery aproximuje prostor
V, prifazeny dané okrajové tloze.

9.9. Struéné shrnuti algoritmu MKP.

1. Vstupni informace: Oblast €2, jeji hranice 02 a piipadné jeji ¢asti I'y, I's, I's, typ
okrajové ulohy a funkce p, q, f, g (pfipadné g1, go, g3) vystupujici v diferencialni rovnici
a okrajovych podminkach. Souradnice uzld, pocet N vSech uzli, pocet S trojuhelniki,
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pocet a souradnice hrani¢nich uzlt s Dirichletovou, Neumannovou a Newtonovou okra-
jovou podminkou.

2. Pripravné prace: Prifazeni lokalnich a globalnich indexi a uzlovych parametri.
Vypocet ¢isel af, b7, cf, ¢ = 1,2, 3, podle vzorct z odst. 9.4.

3. Vypocet integralu typu

//wayﬁp(x,y) dz dy, //mo‘y%(x,y) dz dy, // flz,y)z*y" dzv dy
Ts Ts T,

vystupujicich ve vzorcich (9.8.3), (9.8.4) (pouzivaji se obvykle Gaussovy kvadraturni
vzorce) a uréeni prvkovych matic A% a prvkovych vektort F* pro s =1,2,...,8S.

4. Modifikace A®, F® v zavislosti na typu okrajové tlohy.

5. Sestaveni globalni matice Ay a globalniho vektoru Fj, a resent soustavy ApUy =

= Fp,.
8 10 8
7 7 6 4
9 3 9 10 -
10 6 8 2 9 1
1 2 5 3 6 3
4 5 4 1 5 2
4 4
—— —
4 4
a) b) c)

Obr. 37. Vliv ocislovani uzla a vliv triangulace na pasovost matice soustavy.
a) Matice neni pasovd, ale pouze fidka. b), ¢) Pdsovad matice s sitkou pasu 4 +1+4 =9,
sitka polopasu 4 je rovna maximu rozdilu globalnich indext sousednich uzli.
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Pro okrajové tlohy se symetrickou a eliptickou bilinearni formou bude matice Ay,
symetrickad a pozitivné definitni Vhodnym ocislovinim uzli lze do-
sahnout toho, ze je p 4sova. Na obr. 37 je ukdzan vliv triangulace a vliv ¢islovani
uzll pii stejné triangulaci na pasovost, resp. sitku pasu globalni matice Ay,.

Soustavu AU}, = Fy, 1ze fesit jak nékterymi elimina¢nimi metodami (odst. 3.5), tak
i itera¢nimi metodami (¢l. 10). V soucasné dobé se k feSeni soustav linearnich algebraic-
kych rovnic vznikajicich aplikaci MKP pouzivaji predevsim rizné varianty eliminacni
metody a metody sdruzenych gradientii.

V zajmu standardizace algoritmu se pii vypoctu integrali pres T Casto pouziva
transformace trojihelnika 7T’ na referen¢ni trojuhelnik 7y o vrcholech (0, 0), (0,1), (1,0).
Tuto regularni transformaci zapiSseme transformacnimi vztahy

(9.9.1) r =] + (5 — 21)¢ + (x3 — 1),
y=y; + W5 —y1)&+ (y3 — y1)n.

[[swwazay= [[ oemacan

Potom

kde

d(&,m) = D (25 + (25 — 23)E+ (x5 — 2, ¥ + (v5 — v)é+ (5 — y5)n)

a D je dvojnasobek obsahu trojuhelnika T (viz odst. 9.4).

9.10. Cviceni

9.10.1. Metodou kone¢nych prvki feste okrajovou tlohu —Awu = 0 ve ¢tvrtkruhu
Q={(z,y) eR*: >0,y >0,22+1y> <1}, u(z,0) =1 — 22, z € (0,1), u,(0,y) = 0,
€ (0,1), Ou/On = =2 pro (z,y) € T = {(z,9) € R*: 22 +y? = 1,2 > 0,y > 0}. Za
uzly triangulace volte My = (0,1), My = (0,1/2), M3 = (v/3/2,1/2), My = (0,0), M5 =
= (v/3/2,0), Mg = (1,0). Aproximujte oblast Q oblasti €}, s polygonalni hranici, tj. ob-
louk kruznice nahradte lomenou ¢arou My M3Mg. My Ms je strana trojuhelnika. Pfiblizné
feseni hledejte ve tvaru (9.8.9). [Navod: V uzlech My, M5, Mg je ddna Dirichletova pod-
minka, proto hledame t¥i neznamé parametry Uy, Us, Us. Jsou-li vy, vs, . .., vg po Castech
linearni bazové funkce piislugné zvolenym uzléim a oznaéime-li g(z,y) = 1 — 22, potom
priblizné feseni bude tvaru up(z,y) = g(My)va(x,y) + g(Ms)vs(x,y) + g(Ms)ve(x,y) +
+ Urvi(z,y) + Uzva(z,y) + Usvs(z,y); g(Ms) = 1, g(Ms) = §, 9(Mg) = 0. Globalni
matice bude rovna prvkové matici trojuhelnika M; MsMs.]
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9.10.2. 'V metodé konec¢nych prvki se pocitaji integraly typu
IN§ ON7 IN§ ON7
N/N7dxd
// dx Ox // dy / i
N ON? Ny ON?
//8 . //8 //gNSNdedy (1,7 =1,2,3).

Sestavte algoritmus vypoc¢tu téchto integrali pomoci kvadraturni formule (pfesné pro
kvadratické polynomy)

[f ote sy oo LS (LG (A5
T.

2 2

9.10.3. 'V MKP pocitame hodnoty priblizného feseni v uzlech, tj. ve vrcholech
M3, M3, M3 trojahelnika 7. Vypoctéte hodnotu priblizného reSeni u;, v bodé M € Tj,
M # M?, i = 1,2,3, tj. v bodé, ktery neni vrcholem. [Jsou-li vypo¢tené hodnoty ve
vrcholech T (v lokadlnim znacdeni) Uy, Us, U3 a up(z,y) = N7 (x,y)U; + N5(z,y)Us +
+ N3 (z,y)U3 na T, potom pro M = (zm,ym) € Ts je un(M) = up(zrm,ym) =
= Ny (zar, ym)UT + N3 (zar, ym)US + N3 (zar, ymr)U3
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10. Itera¢ni metody FeSeni sifovych rovnic

10.1. Uvod. Iteraéni metody feseni soustav linearnich algebraickych rovnic
vznikajicich diskretizaci eliptickych tloh maji oproti pfimym metoddm (viz odst. 3.5)
nékteré prednosti. V tomto ¢lanku uvedeme prehled zakladnich vysledkti a nejbéznéjsi
algoritmy.

Uvazujme soustavu rovnic Ay = b s pfesnym feSenim y* = A~'b. ReSeni soustavy
budeme aproximovat tak, Ze konstruujeme posloupnost vektori {y(k)}zozo pomoci ite-
ra¢niho predpisu (y(® volime)

(10.1.1) y*) = Hy*=Y 4+ Gb, k=12,....

Ma-li iteraéni proces (10.1.1) konvergovat k piesnému feseni (tj. y*) — y*, kdyz k —
— 00), musi zfejmé platit y* = Hy*+Gb = Hy*+GAy*. Je proto rozumné predpokladat,
ze matice H a G v predpisu (10.1.1) spliwuji podminku konzistence

(10.1.2) I=H+GA.

Matice H se nazyva iteracni matice metody (10.1.1).
Itera¢ni metoda dané formuli (10.1.1) konver guj e, pravé kdyz pro spektralni
polomér p(H) itera¢ni matice H plati

(10.1.3) p(H) < 1.

Potom pro regularni matici A fadu n plati A='b = limy_, o, y*) pro libovolné y(©). (Spek-
tralni polomeér je definovan vztahem p(H) = max; |\;(H)|, kde A;(H),7=1,2,...,n, jsou
vlastni ¢isla matice H.)

Predpokladame, ze diagonalni prvky matice A jsou nen ul o v é. NapiSme matici
A jako soucet A = M+ D+ N, kde D je diagonalni matice urcena diagonalnimi prvky a;;
matice A, M je ostie dolni trojuhelnikova matice ur¢end prvky a;; matice A pro i > j
a N je ostfe horni trojihelnikové matice uréend prvky a;; pro ¢ < j.

Kdyz

H=H;=-D!'M+N), G=G,=D"1,

predstavuje (10.1.1) Jacobiho iteracni formuli, kdyz
H=Hs=-(M+D)"'N, G=Gs=(M+D)™",
predstavuje (10.1.1) Gaussovu-Seidelovu iteracni formuli a kdyz

H=H, = (D+wM)![(1—-w)D—wN],
G=G,=wD+wM)™, 0<w<?2,
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predstavuje (10.1.1) superrelazacni (SOR) iteracni formuli. Cislo w se nazyvé relazacni
parametr.

Jestlize matice A je ostfe nebo ireducibilné diagonalné dominantni (viz odst. 3.5.1),
potom jak pro Hj, tak pro Hg plati (10.1.3). Je-li A symetrickd a pozitivné definitni
a0 < w < 2, potom pro H, plati (10.1.3). Pro w = 1 je H, = Hg. Jak jsme vidéli
v predchézejicich ¢lancich, matice soustavy linearnich algebraickych rovnic vzniklych
diskretizaci standardni eliptické okrajové tlohy maji ¢asto nékterou z uvedenych vlast-
nosti, zarucujicich konvergenci itera¢niho procesu (10.1.1).

10.2. Metoda superrelaxace. Pro soustavu Ay = b s matici A = [a;}]
rfadu n mizeme algoritmus superrelaxa¢ni metody zapsat néasledujicim zptisobem:
(10.2.1) Vstup: n, A, b,y w, K, 6.
Prok=1,2,...,K:
Pro i=1,2,....,n:

i—1 n

. - k k-1

Ji = ag;' (bi - aijyj(- > aijy§ ))-
j=1 j=it1

y = wi+ (1wl Y.

Vistup: y™ = [y oy 0T, m < K.

Vypodet zastavujeme napf. zastavovaci podminkou |ly*) — y*=1D|| < §. V kazdém
kroku vnéjsiho cyklu kontrolujeme, zda je splnéna. Ukonceni vypoctu dostatecné velkym
¢islem K prichazi v ivahu pfi velmi pomalé konvergenci.

Rychlost konvergence se méfi velikosti spektralniho poloméru p(H,,) a je tim vétsi,
¢im je spektralni polomér mensi. Pro vétsinu matic A vznikajicich pti feseni eliptickych
uloh (viz [55]) je p(H,) nejmensi, kdyz

2
(10.2.2) W = Wopt = .
o 1++/1—p(H,)
napf. v [18], [46]. Prakticky postupujeme tak, ze v algoritmu (10.2.1) volime nejdiive
w = 1 a provedeme nékolik iteraci. Vypoctené vektory y*) —y(F=1) = Hg(y(F=1) —y(k=2))
uzijeme v mocninné metodé ([24]) pro uréeni dominantniho vlastniho éisla. Tak urc¢ime
aproximaci wept, se kterou ve vypoctu pokracujeme.

10.3. Metoda stridavych sméra. Matici A soustavy Ay = b piseme ve
tvaru

A=A +A;,

pricemz matice A; a As jsou takové, ze soustavy s maticemi Ay + pul a As + ul jsou
snadno fesitelné. Definujeme dvoukrokovy itera¢ni proces pomoci vzorcit (y(®) volime)

(10.3.1) (AL +puby = (ul—Ay)y*™ D +b,
(A2 + ph)y™ = (ul — Ay)y +b.
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Iteracni matice H, vysledného iteracniho procesu

ma tvar

Hy = (Mg + )™ (= Ay)(Ar + pl) ™ (ul = Ag).

Hodnoty parametru p se voli béhem itera¢niho procesu tak, aby rychlost konver-
gence byla co nejvétsi. Lze tak ziskat rychlou a ekonomickou iteracni metodu, ktera
pri feSeni eliptickych okrajovych tloh umoziuje fesit vzniklé soustavy sitovych rovnic
jesté efektivnéji nez metoda superrelaxace s optimalni volbou relaxa¢niho parametru
(podrobnosti viz napi. [18], [46], [49]).

10.4. Metoda sdruzenych gradientu s predpodminénim. Pro
soustavy se symetrickou pozitivné definitni matici A fadu n se v soucasné dobé stale
vice pouzivaji (zv1asté v souvislosti s MKP) nékteré modifikace metody sdruzenych gra-
dienti. Metoda vyuziva fakt, ze feseni y* soustavy Ay = b je jedinym bodem minima
kvadratické funkce ®(y) = 1y” Ay —y”'b. Postupné se generuji vektory v v @
s vlastnosti (v(¥)TAv()) =0 pro i # j, a pomoci nich se uréi posloupnost {y(*)}2  ta-
kova, Ze limy_,oo y¥) = y*. V§znamnou teoretickou vlastnosti metody je skute¢nost, ze
k presnému feSeni y* dospéjeme nejvyse po n krocich. Nicméné vzhledem k zaokrouhlo-
vacim chybam ma algoritmus itera¢ni charakter. Na druhé strané se stava, ze dostaneme
feSeni s pozadovanou presnosti mnohem diive nez po n iteracich.

(10.4.1) Vstup: n,A, b,y C, ¢, K.
g® =Ay©® — b, h©® =C-1g® dO = _h©),
Pro k=0,1,...,K:
ul®) = Ad(*;
ONANG)
ok = iy
yFD — y(B) 4 o, d®);
gt = g®) 4 o u®);
h(k:+1) — Cflg(kJrl);

- (g(k+1))Th(k+1) .
ﬂk - (g™M)Th(m »

d+D) = _h(®) 4 5,.d*),
Vistup: y(™, m < K.

V kazdém kroku kontrolujeme splnéni zastavovaci podminky (g*+1)Tgk+1) < £2,
Protoze g®) = Ay*) — b = grad ®(y*)) a vime, Ze bod y* je fesenim soustavy Ay = b
pravé kdyz grad ®(y*) = 0, je zastavovaci podminka pfibliznym vyjadfenim podminky
minima. Nésobeni matici C~! se interpretuje jako FeSeni rovnice Ch = g(*t1), Matice C
se nazyva predpodmiriovaci matice a musi mit dvé dulezité vlastnosti: a) musime umét
fesit soustavu Ch = g*t1) ngjakou rychlou piimou metodou, b) matice C musi byt
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v néjakém smyslu ,blizkd“ matici A. Ocekdavame, ze vhodna volba matice C urychli
proces konvergence metody (viz [1]) ve srovnani s pfipadem C = I.

10.5. Zhodnoceni itera¢nich metod

10.5.1. Rychlost konvergence. Necht e*) = y* — y(*) je chyba k-té itera¢ni
aproximace feSeni y* ziskané metodou (10.1.1). Protoze diky splnéni podminky konzis-
tence plati y* = Hy* + Gb, mame

Z algebry je znamo, ze plati .
Tim [[H¥)|E = p(H).
—00

To tedy znamena, Ze pro libovolné malé > 0 a dostatecné velka k plati
IH*]| < [p(H) +4]".

Odtud plyne

(10.5.1) le®] < [p(H) + 6]*[le].

Vidime, ze ¢im mensi je spektralni polomér iteracni matice H, tim rychleji konverguji
iteraéni aproximace y(*) ziskané metodou (10.1.1) k piesnému fesen.

Bud nyni K podet itera¢nich krokt potfebnych k tomu, aby [e)| byla 10%-krat
mensi nez ||e(?]], tj. k tomu, aby platilo

[e ] < 1079
Z (10.5.1) vidime, ze pro praktické ucely miuzeme K stanovit z piiblizného vztahu
[p(H)]* ~ 1071

Odtud dostavame

g
log[p(H)]"

Lze dokazat [49], Ze pro matice A vznikajici pfi feSeni standardnich eliptickych okrajo-
vych tloh diferen¢nimi metodami zpravidla plati

(10.5.3) p(Hs) = [p(H)]? < L.

(10.5.2) K ~

Odtud vyplyva, ze Kg ~ %K 7, tj. Gaussova-Seidelova metoda je pak zhruba dvakrat
rychlejsi. Protoze obecné plati p(H,,_ ) < p(Hs), plyne odtud, ze K, < Ks.

Wopt opt
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10.5.2. Priklad. Pro soustavu (7.2.4) vzniklou diskretizaci okrajové tlohy (7.2.1)
bude

Hy=141-A,), G=

Vlastni ¢isla matice H; fadu (N — 1)? jsou déna vzorci
Almn) — 1(cosmmh + cosnrh), h=
a slozky odpovidajicich vlastnich vektort vzorci
V™™ = sinimrh sin jnrh, 6,5 =1,2,...,N - L.
Pro spektralni polomér matice H; pak vyjde
p(Hy) = cosmh = 1 — O(h?).
Ze vzorce (10.5.3) dostaneme
p(Hg) = cos? th = 1 — O(h?).

Pro superrelaxa¢ni metodu s optimalnim parametrem plati ([22])

cos? h
p(Hwopt) = ( =1- O(h’)

1+ sinmh)?

Napt. kdyz h = 1/128 (soustava (7.2.4) ma 1272 rovnic), bude K; ~ 23000, Kg ~
~ 11500, K,,,, ~ 140 pro g = 3. Tato ¢isla nam ukazuji, kolik iteraci musime provést,
abychom pocateéni chybu zmensili tisickrat (zlepSeni aproximace feSeni o 3 desetinna
mista). Podotknéme, Ze pro tuto volbu h je p(Hg) = 0,999 40, wope = 1,9521 a p(Hy, ) =
=0,95209.

Praktické zkusenosti ukazuji, Ze uvedeny pomeér mezi efektivitou uvedenych t¥i me-
tod zustava zachovan i u obecnéjsich eliptickych tloh. Je tieba vidét, ze soustavy dife-
rencnich rovnic ziskané pfi reSeni okrajové tlohy pro Poissonovu rovnici na elementéar-
nich oblastech se daji mnohem efektivnéji fesit specidlnimi pfimymi metodami. Popsané
iterac¢ni metody nachazeji proto své aplikace predevsim pii feSeni eliptickych tloh na
oblastech slozitého tvaru a tiloh pro rovnice s proménnymi koeficienty.

209



10.6. Metoda vice siti. V soucasné dobé se pro rozsahlé soustavy alge-
braickych rovnic vzniklych diskretizaci eliptickych tloh pouziva rychlé itera¢ni metoda,
ktera k realizaci jednoho iterac¢niho kroku pouzivé vice sifovych rovnic na rtznych trov-
nich diskretizace téze ulohy. Pokusime se vylozit princip metody.

Necht soustavy

(10.6.1) A,U;, = Fy,
AUy, = Fyp,

vznikly diskretizaci téZze standardni eliptické tlohy a necht U;Lk_l) je néjaka aproximace
piesného feseni Uj. Provedeme nékolik kroki relaxacni metodou (viz odst. 10.2) a zis-
kame tak nové iteracni priblizeni Uj,. Snadno se ukaze, ze pak je

(10.6.2) U, =S, 1 GyFy,

kde matice S;, G; lze vyjadfit pomoci matic H a G z odst. 10.1. Ctendf mozna ze
zkusenosti vi, ze né€kolik prvnich iteraci relaxa¢ni metodou zmensi vyrazné defekt r;, =
= AU}, — F;,, ale pak je konvergence (pfi malych h) p om al4a. Kdybychom vytesili
defektovou rovnic Ah(flh —Uy) = 1, a odecetli jeji FeSeni od flh, dostali bychom piesné
feseni Uy. To je vsak pouze teoreticka uvaha, prakticky — a efektivni — postup vypada
jinak.

Ozna¢me WH prostor sitovych funkci, H = h, 2h. Definujeme zobrazeni restrikce
2 Wh — W2 (dim W2 << dim W), které vektoru r,, piifadi vektor ry, = I ry,.
Urcéime teseni Vo, defektové rovnice AspVaop = rop. Vektor Vg, 1ze do jisté miry chapat
jako obraz (v zobrazeni I2") feSeni defektové rovnice A, (U;, — Uy) = ;. Definujeme
nyni zobrazeni prolongace Ié‘h: W2h — W a uréime V), = Ighvzh. Odectenim korekce
V), od aproximace U n, dostaneme

(10.6.3) U, =0, —V,.
Zavérem provedeme opét nékolik krokid relaxacni metodou a vysledek zapiseme jako
(10.6.4) U® =8S,0, + GyFy,.

Popsana itera¢ni metoda se nazyva metoda dvou siti (TGM, tj. two-grid method).
Jsou-li zakladem analogického itera¢niho procesu soustavy na vice trovnich (vice soustav
typu (10.6.1)), hovofime o metodé vice siti (MGM — multigrid method). Pfi realizaci

procesu se pocet urovni adaptivné méni, aby bylo mozné dosdhnout aproximace feseni
U;, s pfedem zadanou presnosti a minimalizovaly se naroky na dobu vypoctu.
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Schematicky lze jeden iterac¢ni krok metody TGM znéazornit takto:

u Tt — 0, Uy, = U, -V, — UM
relaxace Sy relaxace So
restrikce | | I,%h Igh T | prolongace
r;, na rop, Vyp, na Vy,
ran — Van

reSeni defektové
rovnice AQhVQh = raop

V teorii se ukazuje, ze iteracni proces metody vice siti d&vd mmnohem
rychlejsi konvergencinez samotnd relaxacni metoda v ném pouzita a ze
rychlost konvergence prakticky nezavisi na velikosti A. Podrobnéjsi informace lze nalézt
napf. v [1].
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11. Otazky konvergence a stability. Vybér metody

11.1. Uvod. V tomto ¢lanku chceme &tenafi ukazat, jakymi postupy se teo-
reticky studuje konvergence pribliznych feseni k presnému feSeni dané okrajové tlohy.
Zamérujeme se zde na linearni okrajové ulohy jak pro obycejné diferencialni rovnice,
tak pro parcialni diferencialni rovnice eliptického typu. Tyto tilohy maji totiz celou fadu
spole¢nych rysi a také metodika vySetfovani konvergence je u nich podobna.

V zavéru ¢lanku se pokusime shrnout charakteristické vyhody a nevyhody metod
popsanych v této kapitole, totiz diferen¢nich metod a metody konecnych prvki.

11.2. Aproximace diferencialni ulohy diferen¢ni ulohou. Pii
vykladu diferen¢nich metod (¢lanky 3 a 7) jsme na konkrétnich tlohach popsali apro-
ximaci dané okrajové tlohy pfislusnou diferenc¢ni (diskrétni) tlohou. Pokusime se vztah
obou uloh zaznamenat obecnéji.

Danou linearni okrajovou tlohu zapiseme symbolicky ve tvaru

(11.2.1) Lu=F

Timto zpiisobem oznacujeme nejen diferencialni rovnici, ale také prislusné okrajové pod-
minky. Tak napt. u okrajové tulohy

(11.2.2) —u" +q(z)u = f(z), =x€(0,1),
U(O) = 4o, ’U,(l) = g1,

bude
—u" +q(x)u f
(11.2.3) Lu = u(0) , F=< g0
u(1) 9
U okrajové ulohy
(11.2.4) —div (p(x) grad u) + g(x)u = f(x), x€Q,
u=g na 0,
bude
(11.2.5) Lu= { —div(pix)gradu) + (x)u } . F= { f} .
ulon g

Predpokladame, ze tloha (11.2.1) ma jediné feSeni w. U diferenénich metod obvykle
timto TeSenim rozumime FesSeni klasické.
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P1i studiu vlastnosti diferencénich metod se prakticky zajimame pouze o hodnoty
funkci v uzlech zvolené sité S. Pro zjednoduseni nasich ivah budeme ptredpokladat, ze
i pro parcidlni diferencialni rovnice charakterizujeme sit jedinym parametrem h, ktery
je roven kroku sité ve vSech proménnych. Vektor hodnot priblizného feseni v uzlech sité
S znacime Up, kdezto uj, bude oznacovat vektor hodnot presného feseni dané tulohy
v uzlech sité. Vektory Uy, uj, budeme interpretovat také jako sitové funkce,tj.
funkce diskrétniho argumentu, definované na S.

Aproximaci tlohy Lu = F' diferen¢ni metodou dostavame jeji diskrétni obdobu

(11.2.6) LyUy, = Fy.
Pro ulohu (11.2.2) a sif z odst. 3.2.1 bude

~h™2(Us—1 = 2U; + Uiy1) + q(z)U;
i=1,2,...,N—1,

(11.2.7) LU, = Us ,
Un
flz), i=1,2,...,N—1
Fy = 90
g1
Pro okrajovou tlohu z odst. 7.2.1,
(11.2.8) —(UzeFuyy) = fz,y), (2,y) € 2=(0,1) x(0,1),

u(z,y) =g(z,y), (z,y)€ o,
jsme sestrojili diskrétni aproximaci typu (11.2.6), v niz

—h7?(Uij = Uity — U1y — Ui jo1 — Ui jy)

(11.2.9) LU, = i,j=1,2,...,N—1
Uij7 (xzayj) eaQa

{f(xuy])? 27.7:17277N_1}
9(zi,y;5), (xi,y;) € 0N '

) Y

Fy,

Ptipomenme, ze vektor Uj je zde z forméalnich divod dan nejen hledanymi, ale i da-
nymi hodnotami p¥iblizného Feseni (na rozdil od vyznamu symbolu Uy, v rovnicich typu
AU, =Fy).

Vime jiz z odst. 3.2.3, Ze presné feseni u ulohy Lu = F obecné nesplnuje vztah
(11.2.6). Plati

(11210) Lyuyp = Fy, + dp,

kde sitova funkce dj, (nebo jeji néjakd vektorova norma ||dp||) se nazyvéa diskretizacni
chyba nebo chyba aproximace.
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Rikame, ze L,U;, = F}, je konzistentni aproximace tlohy Lu = F, jestlize se v limité
pti h — 0 diskretizac¢ni chyba anuluje, tj. plati-li

(11.2.11) lim || Lyun — Fl| = 0.

Pokud je dokonce
(11.2.12) | Lpup — Fpll = O(R™),

fikdme, ze aproximace nebo konzistence je radu m.

V odst. 3.2.3 jsme ukézali (vztah (3.2.20)), Ze diskrétni uloha (11.2.6), (11.2.7) je
konzistentni aproximaci tilohy (11.2.2) a ze aproximace je fadu druhého, pokud u € C*.
Podobné lze pro tlohu (11.2.8) ukéazat [27], Ze pfi diferenéni aproximaci podle (11.2.9)
plati (pro u € C*)

4 4
Vv = ol = g v~ £ S 5 mas {25 5] -

Jde tedy opét o konzistentni aproximaci druhého fadu. V obou téchto ptripadech o fadu

aproximace ulohy rozhodoval Fad diskretizacni chyby, s niz jsme aproximovali diferenci-

alni rovnici (okrajové podminky byly splnény presné). Je pfirozené, Ze u jinych okrajo-

vych tloh (zejména u eliptickych tloh na kiivocarych oblastech) bude fad aproximace

zaviset také na zpusobu aproximace okrajovych podminek.

Odhady diskretizac¢ni chyby jsou vétsinou zalozeny na uziti Taylorova rozvoje. Pro-
toze presné teseni okrajové tilohy predem nezname, postupujeme zpravidla tak, ze se
stanovi urcita t¥ida funkci, do které feSeni patii, a odhad se provede pro obecnou funkci
z této tridy. Ziskany odhad pak samoziejmeé plati i pro presné feseni dané okrajové tlohy.
Rad aproximace zavisi nejen na dané okrajové tiloze a zptisobu diskretizace, ale také na
tfidach funkci, které uvazujeme (tj. na vlastnostech Feseni dané okrajové tlohy) a na
volbé normy ve vztahu (11.2.12). Obecné se da Fici, ze ¢im Sirsi tfidu funkci bereme
v tvahu (tj. ¢im slabsi pozadavky na funkce klademe), tim nizsi bude ¥ad aproximace.

Z toho, ze diskretizacni chyba je mald, jesté obecné neplyne malost chyby
priblizného feseni. Jsme zde v podobné situaci jako v linearni algebie, kdy pfi feseni
soustavy linearnich rovnic Ax = b malost rezidua r = b — Ax jesté obecné nezarucuje,
ze x je dobrym pfiblizenim pfesného feseni.

11.3. Konvergence a chyba diferenc¢ni metody. Jedna z hlavnich
otazek, ktera nas pfi teoretickém studiu diferenc¢nich metod zajima, je, zda se pfi zjem-
novani sité, tj. h — 0, budou ziskané hodnoty priblizného feseni U;, blizit k hodnotam
presného feseni uy. I pro praktické pouziti diferencnich metod je dilezité védét, zda
jsou si vektory uy a Uy, v n€jakém vhodném smyslu blizké. Vzdalenost vektort uy, a Uy,
(sifovych funkei) méfime normou jejich rozdilu ||up, — Up||. Vektoru up, — Uy, (nékdy jeho
normé ||up, — Uy||) fikdme chyba priblizného teseni nebo chyba metody.
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Pokud jde o volbu normy sifovych funkci, zélezi tu do zna¢né miry na nasi libovili
s tim, ze se norma zpravidla voli tak, aby pfi h — 0 prechézela v normu nékterého
vhodné vybraného prostoru funkci spojitého argumentu. Velmi ¢asto se pouziva tzv.
stejnomérnd neboli Cebysevova norma, kteréd je pro sitovou funkci y;, definovanou na S
dana vztahem

YA || max = m?X‘yh,i‘7

kde yp,; je hodnota sitové funkce y;, v i-tém uzlu (pfi ¢islovani uzld jednim indexem).
Diskrétni obdobou La-normy je

ol = (S mat, )"

Je samozriejmé zadouci, aby priblizné feseni bylo blizké presnému feseni v co nejsilnéjsi
normé. Tak napi. v tlohach popisujicich vlastnost konstrukci zarucuje malost defor-
maci ve stejnomeérné normeé trvanlivost konstrukce, kdezto v Lo-normé nikoliv. Na druhé
strané se vySetfovani konvergence diferenc¢nich metod da snaze provadét ve slabsich nor-
mach.

Definice pojmu konvergence pfiblizného feseni je nyni zcela piirozens. Rekneme, Ze
priblizné feseni U}, ziskané nékterou diferencni metodou konverguje k presnému feseni u
dané okrajové ulohy, jestlize

(11.3.1) lim [|un, — Un| = 0.

Pokud navic pii h — 0 plati
(11.3.2) |up, — Un| = O(h*), k>0,

fikdme, Ze metoda je adu k (nebo také, ze konvergence je radu k).
Ke konvergenci metody nestaci zarucit konzistenci aproximace diferencidlni ulohy
diferen¢ni tlohou. Je jesté treba, aby diferen¢ni metoda byla stabilni.

11.4. Stabilita diferen¢énich metod. Mgéjme okrajovou tlohu Lu = F
anecht LU, = F}, je pFislusna diskrétni tiloha. Chyba aproximace (diskretiza¢ni chyba)
dp je definovana vztahem Lpup = F} + dp. Odecteme-li od sebe posledni dva vztahy
a uvazime-li, Ze obé tulohy jsou linearni, obdrzime vztah

(11.4.1) Ly (up, — Up) = dp,
ktery udava souvislost mezi diskretiza¢ni chybou dj a chybou metody u;, — U (chyba
metody je tedy rovna feSeni diferen¢ni tlohy s pravou stranou rovnou diskretizac¢ni

chybé).
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Je-li dand diskretiza¢ni metoda konzistentni, je %irr(l) |dr|] = 0. K tom, aby z malosti

diskretizac¢ni chyby plynula malost chyby pfiblizného feseni, zfejmé staci, bude-li dife-
ren¢ni tloha (11.4.1) mit pro vSechna h FeSeni a toto FeSeni bude fadové stejné velikosti
po formalni strance zcela stejné, pochopime, Ze popsanou vlastnost uvazované diferencni
metody lze vyslovit nasledujicim zptisobem.

Rekneme, ze diferenéni metoda vedouci k tloze L,U;, = F}, je stabilni, jestlize feseni
této tlohy spojité zavisi na hodnotéach sitové funkce Fj, a tato zavislost je stejnomérna
vzhledem k h. Jinymi slovy, existuje konstanta C' nezavislad na h tak, ze pro libovolnou
sitovou funkci Uy, plati nerovnost

(11.4.2) 1U|| = C||LpUnll.

Je-li tedy Uy feSenim ulohy LU, = F},, vypovidd nerovnost (11.4.2) také o tom, jak
se pripadné poruchy v hodnotach Fj projevi v feSeni Uj,. Skutecné, porusime-li F},
o 0F},, takze ve skutecnosti nefesime tlohu (11.2.6), nybrz tlohu LU, = Fy, + 6F),
plati pro rozdil U, — U, vztah Lh(Uh — Up) = 0F},. Je-li metoda stabilni, méme nyni
podle (11.4.2) odhad ||U; — Uy|| £ C||6F}||. Malé poruchy v pravé strané tedy u stabilni
diferen¢ni metody vyvolaji malé zmény ptiblizného feseni. Pokud metoda neni stabilni,
mohou malé poruchy v datech vyvolat velké zmény ve vypocitaném priblizném feseni.
Konvergence priblizného feseni k feseni pfesnému pak neni mozna.

Protoze sitova funkce Fy, = LpU, v tloze (11.2.6) reprezentuje jak pravou stranu
rovnice, tak pravou stranu okrajovych podminek, hovotime nékdy o stabilite vzhledem
k pravé strané a okrajovym podminkdm. U pocatecné-okrajovych tiloh pro evolucni rov-
nice rozliSujeme navic stabilitu vzhledem k pocdtecni podmince.

Vztah (11.2.6) pfedstavuje u linearnich tloh vlastné soustavu linearnich algebraic-
kych rovnic pro hodnoty priblizného feseni a Lj, je matice této soustavy. Je-li tato matice
regularni (coz predpokladame), je Uy, = L,:lF n a k diikazu korektnosti pak staci dokazat
stejnomérnou ohrani¢enost normy inverzni matice L,:l vzhledem k h, tj. odhad HL,:1 | <
< K (srov. k tomu odst. 3.2.3). Takovy pfimocary postup vSak vede k cili jen zfidka,
a proto se k dikaztim stability pouziva celd rada jinych metod. Naméatkou jmenujme vy-
uziti principu maxima (opét viz odst. 3.2.3), Fourierovu metodu, metodu energetickych
nerovnosti aj. Dikazy stability jsou podstatné komplikovan€jsi nez diikazy konzistence.
Pomérné podrobny vyklad této problematiky pro parcialni diferencialni rovnice lze nalézt
napt. v [10].

11.5. Laxova véta. Je-li diferen¢ni metoda stabilni, pak z jeji konzistence
bezprostiedné plyne konvergence ziskaného piiblizného feseni k feSeni presnému. To je
obsahem nasledujiciho tvrzeni znamého jako Lazova véta.
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11.5.1. Véta. Je-li diferen¢ni metoda (11.2.6) stabilni a aproximuje okrajovou
ilohu (11.2.1) s fadem m, pak piiblizné reseni Uy, pfi h — 0 konverguje k feseni u tlohy
(11.2.1) a plati odhad

(11.5.1) |un, — Unl| = O(R™).

Dukaz Z (11.4.2) dostaneme podle (11.4.2) (stabilita) odhad ||up, — Uyl =
< CJldn]]- Podle (11.2.12) (konzistence) je ale ||dn|| = O(h™), takze celkové méme
|lup, — Up|| = O(h™) a véta je dokézéana.

11.5.2. Poznamky. Véta obdobna k vété 11.5.1 se d4 dokézat i pro nelinedrni
ulohy [9]. U tloh pro parcialni diferencidlni rovnice miize byt ¥fdd aproximace vzhledem
k riznym proménnym rizny. Laxova véta pak mtze dat pro chybu metody napt. odhad
typu O(7 + h?), kde 7 je krok sité v proménné ¢, h krok sité v proménné z.

Je-li diferen¢ni metoda stabilni a diskretiza¢ni chyba ma asymptoticky rozvoj v moc-
ninach A, byva mozné odvodit takovy asymptoticky rozvoj i pro chybu ptiblizného feseni.
Existence asymptotického rozvoje umoznuje zvysovat presnost ziskaného feseni opako-
vanou Richardsonovou extrapolaci ([9],[20]).

11.6. Priklad. Vratme se jesté jednou k okrajové tiloze (11.2.2), kterou jsme se
zabyvali v odst. 3.2. Ulohu jsme tam diskretizovali metodou koneénych diferenci, ziskana
diferen¢ni aproximace byla druhého fadu. Pro slozky diskretiza¢ni chyby platil odhad
(3.2.20). Za predpokladu, ze koeficient ¢(z) v dané diferencialni rovnici je kladny, jsme
v odst. 3.2.3 vlastné dokazali stabilitu metody (odhad (3.2.19)). Koneénym vysledkem
byl odhad (3.2.21), podle ného# je stejnomérnd norma chyby metody velikosti O(h?).
Cely postup tak nebyl ni¢im jinym nez aplikaci Laxovy véty 11.5.1 k dikazu toho, ze
uvazovana metoda je konvergentni, druhého radu.

11.7. Odhad chyby Galerkinovy metody. S Galerkinovou metodou
jsme se setkali v ¢l. 4, 5 a 8, 9. Stejné jako pti ivodnim vykladu této metody budeme i zde
pfedpokladat, Ze mnozina p¥ipustnych funkci V,, splyva s prostorem testovacich funkei V.
Aby nas vyklad byl dostate¢né obecny, nebudeme V bliZze specifikovat, predpokladame
pouze, ze je to Hilbertiv prostor s normou |. ||y .

Je-li u € V teSeni tlohy (srov. odst. 4.3.2, 8.4)

(11.7.1) a(u,v) = F(v) Yv eV,
potom piiblizné Galerkinovo feseni u™) € VIV) je definovéno rovnosti
(11.7.2) a(u®™ vy = PNy v ¢ (V)
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kde VV) je N-dimenzionalni podprostor prostoru V' piipustnych funkei tvaru

N
U(N): E Op U, .
n=1

Piedpokladame, ze integraly vystupujici v (11.7.2) (viz tab. 4, odst. 4.2.6, a tab. 6,
odst. 6.2.7) jsou vypocteny presné.
Chybou metody je funkce

(11.7.3) e = o — (),
Chceme zjistit, za jakych okolnosti Galerkinova metoda konverguje, tj. plati

(11.7.4) Jim ey =0,

pripadné odhadnout normu chyby metody. Jde tu o problém jin é h o charakteru nez
u diferen¢nich metod a také ditkazova technika je jina. Véty o konvergenci jsou zalozeny
na tvrzeni, které se casto nazyva Céaovo lemma. Toto tvrzeni umoznuje prevést otazku
konvergence piiblizného feeni na otazku, jak presné lze funkcemi z prostort VW) apro-
ximovat funkce z prostoru V. Zaroven umoziuje ziskat odhad chyby metody. Céaovo
lemma tvori obsah nasledujici véty.

11.8. Véta (Céaovo lemma).  Necht a(u,v) je omezena eliptickd bilinedrni
forma na V', tj. necht pro u,v € V plati (viz odst. 6.2.8)

la(u, )| = Cillullvllvllv, a(v,v) 2 Coflv]li;,  Cr >0, C2>0.

Necht F(v) je omezenad linearni forma na V', tj. necht |F(v)| < Cs||v||v prov € V. Déle
necht u je feSeni tlohy (11.7.1), uN) feSeni tilohy (11.7.2), tj. piiblizné Galerkinovo
feSeni.

Potom plati odhad

C
— M, < 2 _ V)
(11.8.1) lu—u'™ |y = s U(N)lél\f/uv) |lu — vy

Je-li navic forma a(u,v) symetricka, plati

ﬁ)l/Q

(11.8.2) lu—u ™y £ (Z
2

inf — oM™y
vm??mm”“ vy

D 1 k a z véty neni slozity a lze jej nalézt napt. v [1], [6].
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11.9. Konvergence Galerkinovy a Ritzovy metody. Z véty 11.8
vidime, Ze k tomu, abychom ziskali odhad chyby Galerkinovy nebo Ritzovy metody, staci
nalézt pro obecné u € V odhad veli¢iny

11.9.1 inf — oMy,
( ) U<N)12V(N)Ilu vy

Vidime tedy, ze ¢im lépe jsme schopni aproximovat libovolny prvek prostoru V prvky
z prostoru V), tim mensi bude norma chyby pfiblizného feSeni ziskaného konkrétni
aplikaci Galerkinovy nebo Ritzovy metody.

Chceme-li dokazat konvergenci Galerkinovy nebo Ritzovy metody pii N — oo, staci
diky vété 11.8 zaruéit, ze posloupnost podprostortt {VIN)132_ je takova, Ze pro kazdé
ueV je

. . . (N) —
(11.9.2) ]\;gnoov(mlél‘f/m)ﬂu oMy = 0.

Bude tomu tak napt. tehdy, budou-li pouzité bazové funkce splnovat podminky, kladené
na né v odst. 4.3.1 a 8.4.

Z toho, co jsme uvedli, je vidét, ze diikkaz konvergence Galerkinovy nebo Ritzovy
metody se provadi ve dvou krocich:

1. Ovéfeni toho, ze feSend tuloha spliuje predpoklady véty 11.8.

2. Dtikaz toho, ze uvazovana realizace Galerkinovy nebo Ritzovy metody spliuje
aproximacni podminku (11.9.2).

Neékteré konkrétni pozadavky zarucujici, ze standardni okrajova tiloha splnuje pred-
poklady véty 11.8, jsou pro parcialni diferencidlni rovnice uvedeny v odst. 6.2.9 a tvori
cast predpokladi véty 4.2.5 pro obycéejné diferencialni rovnice. Splnéni aproximacni pod-
minky (11.9.2) je v metodé koneénych prvki zaru¢eno vétami o aproximaci v odst. 5.1.5,
5.1.6, 5.1.8 a 9.5. Podrobné dikazy konvergence a odhady chyby pfiblizného fesSeni i pro
V' # V, najde ¢tendf napf. v [6] a pro nékteré pripady v [19].

11.10. Diferen¢ni metody a metoda konec¢nych prvku. Kla-
sickd Galerkinova nebo Ritzova metoda muze dat inzenyrovi vcelku levné a snadno
ziskatelnou predstavu o feseni dané okrajové tulohy, a to zejména tehdy, dokaze-li vy-
stizné charakterizovat prostor pripustnych funkci, tj. zvolit bazové funkce. Typickou
metodou Galerkinova typu urc¢enou pro pouzivani na pocitaci je vsak metoda konec-
nych prvka (MKP). Béhem poslednich asi dvaceti let si MKP ziskala fadu nadSenych
priznivel a Gspésné soutézi s diferenénimi metodami (DM), které stéle zustavaji jejim
zivotaschopnym konkurentem. Pokusime se porovnat hlavni vyhody a nevyhody obou
téchto metod.

Mezi DM a MKP je fada podobnosti a fada rozdilt. Predevsim, DM vychazeji primo
z diferencialni rovnice, kdezto MKP se opira o slabou nebo varia¢ni formulaci, ve které
¢asto vystupuji veli¢iny, majici bezprostiedni fyzikalni vyznam (napf. energie). To mize
vést k tomu, ze se MKP snaze aplikuje.
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Obé metody nakonec vedou na soustavu algebraickych rovnic. Sestaveni téchto rov-

vvvvvv

vvvvvv

tfeba mit na paméti, ze moderni programové systémy MKP jsou vytvareny tak, aby
jimi bylo mozné fesit pomérné Siroké tiidy tloh. Programy zalozené na DM mivaji podle
naseho nazoru méné obecny charakter, coz prispiva k jejich jednoduchosti.

Tvar oblasti (zakifivené hranice) ptisobi u DM éasto vétsi problémy nez u MKP,
kde lze k aproximaci hranice snadno pouzit jak napf. trojuhelnikové prvky, tak prvky
s krivocarou hranici. Triangulaci oblasti lze provadét v MKP s vétsi flexibilitou a pri-
zpusobenim fesenému problému nez umoznuje volba sité v DM. Pokud jde o vlastnosti
popisovaného materidlu, mohou byt u MKP v kazdém pouzitém prvku jiné. U metody
konecnych diferenci ¢ini rozhrani jisté potize, metoda integralnich identit vSak umoziuje
tyto potize vytesit. Nehomogenni Dirichletovy podminky se snaze zpracovavaji DM, Ne-
umannovy a Newtonovy podminky naproti tomu MKP.

U diferenc¢nich metod se mnohem snaze pracuje s aproximacemi vyssich radu.
Chceme-li takové aproximace pouzit u MKP, znamend to pouzivat v kazdém prvku
polynomy vyssich stupnti, a to vede k velkému poc¢tu parametri a pracnosti algoritmu.
Naproti tomu se nam zda, ze teoretické zkoumani konvergence je u MKP méné pracné.
Duikaz konvergence tu mize byt proveden obecné pro celou t¥idu tloh (vychazi se z Cé-
aova lemmatu a aproximacnich vlastnosti zvolenych bazovych funkci). U diferenénich
metod se konzistence a stabilita musi analyzovat pro kazdy konkrétni typ tlohy zv1ast.

Na otazku, které z uvedenych dvou metod dat prednost, je tedy tézké odpovédeét.
Vybér metody je casto ovlivnén osobnim vkusem uzivatele, jeho zkusSenostmi a také
programovym vybaveni, které mé k dispozici. Zda se nam, ze MKP se preferuje prede-
vS§im u stacionarnich tloh, kdezto DM u tloh evolu¢nich. Mnozi uzivatelé obé metody
uzivaji ve vzajemné kombinaci a snazi se vyhody jedné z nich spojit s vyhodami druhé.
Tak se napt. u evolu¢nich tiloh MKP pouziva k diskretizaci prostorovych proménnych,
kdezto integrace v ¢ase se provadi DM (misto toho, aby se uzily ,éasoprostorové® ko-
necné prvky). Variaéni pfistup MKP se na druhé strané ¢asto aplikuje pii odvozovani
symetrickych diferenc¢nich rovnic pro DM. Na zavér poznamenejme, Ze u jednoduchych
okrajovych tuloh s Dirichletovymi okrajovymi podminkami mohou obé metody vést na
zcela stejnou soustavu sitovych rovnic, takze mezi nimi neni zadny rozdil.
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Kapitola III

Numerické reseni
pocateéné-okrajovych uloh
pro parcialni diferencialni rovnice

parabolického a hyperbolického typu

(evoluéni rovnice)



12. Ulohy pro parcialni diferencialni rovnice
parabolického typu

12.1. Parcialni diferencialni rovnice parabolického typu. Rov-
nice parabolického typu se vyskytuji pri feseni tiloh z oblasti vedeni tepla, chemické diftaze
a Cetnych jinych obort. Nejcastéji se setkdme s rovnicemi tvaru

(12.1.1) % + L(u) = f,

kde t je proménnd, oznacujici ¢as, L je (linedrni ¢ nelinedrni) elipticky parcidlni di-
ferencialni operator druhého ¥adu v prostorovych proménnych (viz [26]; piikladem je
tfeba L(u) = —Awu, kde A je Laplacetv operator), f je danad funkce popisujici hustotu
rozlozeni zdroji a u je funkce hledana. Numerické metody, které vylozime v ¢l. 13 a 14,
budou uréeny zejména pro rovnici tvaru (12.1.1) s linedrnim operatorem L. O metodéach
pro feSeni nelinearnich tloh se zminime v nékterych poznamkach. V prehledu teorie
se nadale zaméfime na linearni tlohy. VSimnéme si jesté toho, ze na rozdil od rovnic
eliptického typu je (12.1.1) evolucni rovnice. Ma totiz nestacionarni charakter, popisuje
pribéh jistého procesu v case.

Typickym pfikladem linedrni parabolické rovnice tvaru (12.1.1) je rovnice (srov.
(6.1.6))

(12.1.2) uy — div(pgradu) = f,

ktera se pouziva pifi modelovani celé fady fyzikalnich jevi. Rovnici (12.1.2) se zpravidla
tika rovnice pro vedent tepla, teplotni rovnice nebo také rovnice difuze. Koeficient p mize
byt konstanta nebo funkce prostorovych proménnych, muze také zaviset na u, na grad u
nebo na obou téchto veli¢inach.

O teorii parcialnich diferencialnich rovnic parabolického typu se lze podrobnéji po-
ucit v [54].

12.2. Rovnice pro vedeni tepla. Uloha vedeni tepla v tenké ty¢i, jejiz
teplota zavisi jen na soufadnici x a Case t a v niz se teplo $ifi pouze ve sméru osy x, vede
na rovnici ([54])

ou 0 /. 0u
(12.2.1) (A%

PCor = 3 ) + f(x,t).

Pritom u = wu(z,t) je teplota, A\ je souCinitel tepelné vodivosti, ¢ je mérnad tepelna
kapacita, p hustota a f(z,t) popisuje rozloZeni tepelnych zdroji v ty¢i. Pokud c a A zavisi

222



na teploté, jde o nelinedrni rovnici. Rovnice (12.2.1) se nazyva nehomogenni rovnice pro
vedent tepla.
V pfipadé, Ze A je konstanta, miZeme rovnici (12.2.1) upravit na tvar

(12.2.2) — =ad’— + F(x,t),

kde a? = \/(pc) a F = f/(pc). Koeficient a? se nékdy nazyvéa tepelnd difuzivita nebo
soucinitel teplotni vodivosti. Pokud nejsou v tyci zdroje tepla, mame homogenni rovnici
pro vedent tepla

ou 0%

Obdobou rovnice (12.2.2) v R? je rovnice
(12.2.4) uy = a®*Au+ F(z,y, 2,1),

kde nyni v = u(x,y, 2,t) a A je Laplacetv operator, tj. Au = Uzy + Uyy + Uz ..

12.3. Obecna linearni rovnice parabolického typu. Rovnice
z odst. 12.2 a dalsi linearni parabolické rovnice, kterymi se budeme zabyvat, jsou vesmés
specialni ptipady obecné linedrni rovnice parabolického typu v R™, kterd ma tvar

ou "0 ou

1,j=1

=) ilx, t)% —q(x, t)u+ f(x,1),
i=1 g

a kde u = u(x,t), x = [r1,22,...,2,]. V oboru, na némz rovnici (12.3.1) uvazujeme,
pfitom predpokladame, ze matice [p;;] je symetrickd a pozitivné definitni (srov. (6.2.3))
a ze ¢(x,t) = co > 0, kde ¢ je jista konstanta.

Rovnice (12.3.1) neni ovSem jeSté nejobecnéjsi rovnici parabolického typu, nebot
jeji eliptickd ¢ast ma specialni, divergentni tvar ([26]). Pro v; = 0, i = 1,2,...,n, je
prislusny elipticky operator v samoadjungovaném tvaru.

12.4. Priklady. Ukazeme nékteré modifikace rovnice pro vedeni tepla v R
majici tvar (12.3.1).
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12.4.1. Predpokladejme, ze boc¢ni plochy tyce nejsou tepelné izolovany, ale ze
pfes né probihd vymeéna tepla s okolnim prostfedim o teploté u = wug, kterd se ridi
Newtonovym zékonem [54]. Pak misto rovnice (12.2.1) méme rovnici

(12.4.1) Ou a< Ou

pCE = a_:L‘ /\a—x) + f(x,t) — OZ(U — UO),

kde a > 0 je soucinitel prestupu tepla.

12.4.2. Uvéazime-li konvektivni pfenos tepla v tyci, resp. pohyb tyce rychlosti
ve sméru osy x, dospivame od (12.2.3) k rovnici

ou 5 0%u ou
_2dv

ktera je opét specidlnim piipadem (12.3.1).
12.4.3. Rovnice

(12.4.3) oc 9 ( 80) _oC

o0 = o \PWo,

popisuje chemickou diftzi (v jednorozmérném pfipadé) v situaci, kdy soucinitel diftze
d = D(z) je funkci polohy, prostfedi se pohybuje ve sméru osy x rychlosti v a ¢astice
difundujici latky se bud rozpadaji nebo rozmnozuji rychlosti imérnou koncentraci C' =
= C(z,1).

12.5. Pocatecné-okrajové ulohy pro parabolické rovnice.
Vzhledem k vyjimec¢nému charakteru casové proménné ¢ se v ilohach pro rovnice parabo-
lického typu zadavda pocatec¢ni podminka vcaset=1tyadale okrajové
podminky, které maji byt splnény na hranici oblasti, kde lohu uvazujeme, a které
jsou obdobné jako u rovnic eliptického typu. Takto formulovanym tloham pro parabo-
lické rovnice pak fikdme pocdtecné-okrajové ulohy. Tyto tlohy se fesi pro t = tg a maji
vici proménné ¢ charakter pocatecni tlohy, kdezto vzhledem k prostorovym proménnym
jde o ulohy okrajové.

Typicka pocatecné-okrajova tloha pro rovnici parabolického typu je dana nésle-
dovné. Budiz 2 C R" omezend regularni oblast s hranici 992 a ozna¢me Q = Q x (0,7 ),
kde T > 0 je konstanta. Mame stanovit funkci u = u(x,t), kterd v Q vyhovuje parcidlni
diferencialni rovnici (12.3.1), spliiuje pro t = 0 pocdtecni podminku

(12.5.1) u(x,0) = o(x), x€9Q,
kde ¢ je dana funkce definovana na €2, a pro x € 92 okrajovou podminku

ou

(12.5.2) a(x, t)u +ﬁ(x,t)a—y =g(x,t), x€0Q, 0<t=T,
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kde (viz téZ odst. 6.2.1 v druhé ¢asti této série ucebnich textl) «, # a g jsou dané funkce
definované na 02 x (0,7") a

n

(12.5.3) O™ pigmi o

o ox;’
i,j=1 J

kde n = [n;] je jednotkovy vektor vnéjsi norméaly k 9€2. O koeficientech o a 5 v (12.5.2)
je rozumné predpokladat, ze a =2 0, = 0 a ze a(x,t) + B(x,t) = ¢ > 0, kde ¢ je jista
konstanta.

Podobné jako u eliptickych rovnic hovofime i zde o Dirichletové podmince (5 = 0),
Neumannové podmince (o = 0) a Newtonové podmince (a # 0, 3 # 0).

P1i formulaci poc¢atecné-okrajovych tiloh pro parabolické rovnice je velmi podstatné,
Ze feSeni hleddme pro ¢ = 0 (resp. pro t = tg, je-li po¢ateéni podminka piedepsana
pro t = tp). Da se totiz ukazat, ze pocateéné-okrajova tloha s pocéateéni podminkou
zadanou pii t = 0, jejiz feSeni se hledd pro zapornda ¢ (napf. pro 0 >t = —T), je
nekorektni. V tomto textu se takovymi tilohami zabyvat nebudeme.

Poznamenejme jesté, ze mnozinu @ = Q x (0,7 ) si lze predstavovat jako ,¢asovy
valec“, jehoz podstavu tvori oblast 2, plast je 9 x (0,7 ) a ¢asové osa t je ,kolma na
rovinu podstavy“.

12.6. Priklad. V jednorozmérném piipadé je Q obdélnik v roviné (z,t). Po-
lozime @ = (0,1) x (0,7 ), t > 0. Pocate¢né-okrajova tloha pro rovnici pro vedeni tepla
(12.2.3) pak miize byt zadana napf. nasledujicimi podminkami (viz obr. 38).

V case t = 0 se zada pocatecni podminka

(12.6.1) u(z,0) = ¢(z), x€(0,1),

popisujici pocatecni rozlozeni teploty v ty¢i, tj. na intervalu (0,1). Proz =0ax =1
pristupuji napi. Dirichletovy okrajové podminky

(12.6.2) uw(0,t) = go(t), wu(l,t)=¢:1(t), te€(0,T),

kterymi se zadava teplota, na niz se udrzuji oba konce tyce. Neumannovy okrajové
podminky

(12.6.3) Uz (0,t) = go(t), wu.(1,t)=g1(t), te€(0,T),
popisuji zadany tok tepla pies oba konce ty¢e. Obecné Newtonovy podminky (viz napf.
odst. 1.2.4 prvni ¢asti tohoto textu) se v daném piipadé vyskytuji napt. tehdy, dochazi-li

na koncich tyée k vymeéneé tepla s okolim, ktera se fidi Newtonovym zédkonem [54].
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=go(t)
g4(t)

u(0,1)
u(1,t)

o

u(x,0)=0(x) 1 X

Obr. 38. Poc¢atec¢né-okrajova tloha pro rovnici vedeni tepla.

Je samoziejmé, ze okrajové podminky zadané v bodech z = 0 a x = 1 mohou byt
riznych typt. Podobné mohou byt ve vicerozmérném pripadé zadany rtizné okrajové
podminky na riznych ¢astech hranice 92 (viz téz ¢l. 6 o eliptickych tlohach).

12.7. Vlastnosti rovnice pro vedeni tepla. Reseni parcidlnich di-
ferencialnich rovnic parabolického typu maji nékteré pozoruhodné vlastnosti, které se
vyuzivaji jak v teorii téchto rovnic, tak pii jejich TeSeni v praxi. V dalsich nékolika
odstavcich se zamérime predevsim na linedrni rovnici pro vedeni tepla v jedné prosto-
rové proménné jako na pomeérné typického reprezentanta parabolickych rovnic. Popsané
vlastnosti této rovnice zistavaji v platnosti i pro mnohé rovnice obecnéjsi (viz [54]).

12.7.1 Princip maxima. Uvazujme obdélnik @ = (0,1) x (0,7 ) v roviné (z, t)
a oznacme S lomenou ¢aru slozenou z jeho spodni zakladny ¢ = 0 a bo¢nich stran z = 0,
x = 1. D4 se dokazat [54], Ze kazda funkce u = u(x, t), ktera je spojitd na @), ma spojité
derivace u; a uy, na @ a pro (x,t) € @ spliiuje homogenni tepelnou rovnici (12.2.3),
nabyva své maximalni a minimalni hodnoty v nékterém bodé lomené ¢ary S. Plati tedy

12.7.1 max_|u(x,t)| = max |u(x,t)|.
(12.7.1) max fu(r, )| = max fu(a, )

Tomuto tvrzeni se fika princip maxima.
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Fyzikalné je smysl principu maxima zfejmy a jeho platnost ocividna. Ve fyzikalni
interpretaci totiz jde pouze o to, ze teplota tepelné vodivé tyce, v niz nejsou vnitini
zdroje tepla, nemiize nikde byt vyssi nez maximalni teplota, kterou ty¢ ma na krajich
nebo v pocateénim okamziku.

Princip maxima mé fadu dilezitych disledktd. Da se pouzit napt. k dokazovani
vét o jednoznacnosti feseni pocatecné-okrajovych tloh a o spojité zavislosti feseni na
pocatecnich a okrajovych podminkach. VSimnéme si naptiklad, Ze pro spojité feseni
Dirichletovy pocatec¢né-okrajové tilohy z ptikl. 12.6 podle principu maxima plati

max_|u(x,t)| = max{ max )|, max t)|, max )|},
($:t)€Q| ( )| {mE(O,l) |¢( )| z€(0,T) |go( )| z€(0,T) |gl( )|}

Diskrétni obdoby principu maxima se pouzivajii v teoretické analyze numerickych metod
pro feSeni parabolickych rovnic.

Je zfejmé, ze pro nehomogenni rovnici pro vedeni tepla nemusi princip maxima
ve tvaru (12.7.1) jiz platit. Jeho platnost vsak lze dokazat pro fadu obecnéjsich rovnic
uvazovanych na obecnéjsich oblastech (viz [54]). Jako pfiklad uvadime rovnici

8_u_g<(x)@>_ Ou
ot~ 0z \P\ar) T Tor

kde p je funkce spojité diferencovatelna a kladna na (0, 1) a v je redlna konstanta.

12.7.2. Podminky kompatibility. K tomu, aby fesenim u pocatecné-okrajové
tilohy (12.2.1), (12.6.1), (12.6.2) byla funkce spojita na @, je nutné, aby funkce ¢ z poca-
te¢ni podminky a funkce gg, g1 z okrajovych podminek byly spojité na intervalech (0, 1),
resp. (0,7) a v bodech (0,1) a (1,0) na sebe ,;spojité navazovaly“, tj. aby platilo

(12.7.2) ¢(0) = go(0), #(1) = g1(0).
Podminkam (12.7.2) se fika podminky kompatibility.

12.7.3. Rychlost Sifeni tepla a oblast vlivu. PoloZzme si otazku, jak rychle
se hodnota funkce ¢ z poc¢ateéni podminky (12.6.1) v bodé z projevi v hodnotéach feseni
rovnice pro vedeni tepla pri £ > 0. Pro tuto itvahu nejsou okrajové podminky podstatné
a staci uvazovat pocdtecni ulohu pro homogenni rovnici pro vedeni tepla, tj. tlohu

2
(12.7.3) g—?:cﬂ%, —00 <z < 400, 0 <t < 400,

(12.7.4) u(z,0) = ¢p(x), —oo<x < —+00,
kde ¢ je spojita a omezen funkce. ReSenim pocatecni ilohy (12.7.3), (12.7.4) rozumime
funkci u, spojitou a omezenou v R x ( 0, +00), kterd mé spojité derivace us a g, pro

—00 < x < 400, t > 0 a spliluje (12.7.3) a (12.7.4).
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D4 se dokazat (viz [54]), ze takto formulovanad tloha mé pravé jedno feseni, které
je dano vzorcem

400 T — 2
(12.7.5) w(w, ) = W/_ exp (- %)m) de.

Piedpokladejme nyni, Ze na jistém koneéném (libovolné malém) intervalu (a,b) plati
¢(x) > 0 a ze ¢(x) = 0 pro z € R — (a,b). Ze vzorce (12.7.5) vidime, Ze nezavisle na
velikosti intervalu (a,b) je pfi libovolné malém ¢ > 0 jiz hodnota u(zx,t) kladna pro
vS§echna =z € R. Tato vlastnost rovnice pro vedeni tepla se da vyjadrit slovy, ze
teplo se §ifi nekonec¢nou rychlosti. To ovSsem odporuje fyzikalni realité; je to dano tim, ze
rovnice pro vedeni tepla predstavuje pouze jisty idealizovany model skutecného procesu
vedeni tepla.

Skutec¢nost, ze hodnota FeSeni rovnice pro vedeni tepla v bodé (z,t), t > 0, zavisi
podle (12.7.5) na hodnotach funkce ¢ z pocatecéni podminky na celé ose =, vyjadiujeme
také slovy, Ze oblast zdvislosti bodu (z,t), t > 0, tvori celd osa z. Protoze zména funkce
¢ na libovolné malém intervalu (a,b) na ose x zméni hodnoty FeSeni u(z,t) pti t > 0
ve vSech bodech x € R, fikdme, ze oblast vlivu bodu (z,0) je celd polorovina t > 0.
Tyto skutecnosti je tfeba brat v tivahu i pri konstrukci numerickych metod pro reseni
parabolickych rovnic, jak ostatné uvidime v ¢l. 13.

Pres paradox s nekonecnou rychlosti Sifeni tepla se v praxi rovnice pro vedeni tepla
bézné pouziva a dobfe se osvédcuje. Divodem je zfejmé skutecnost, ze — jak je vidét
z tvaru vzorce (12.7.5) — vliv hodnot funkce ¢ v bodech ¢ vzdélenych od = na hodnoty
u(z,t), t > 0, je pfi malych ¢ sice nenulovy, ale velmi maly.

12.7.4. Zhlazovaci jev. Rovnice parabolického typu (na rozdil od evoluénich
rovnic hyperbolického typu) pii ¢t > 0 zhlazuji nespojitosti v poc¢ateéni podmince zadané
pro t = 0. Lze ukazat [54], Ze pro spojitou a omezenou funkci ¢ je funkce u dané vztahem
(12.7.5) pfi t > 0 nekonecnékrat spojité diferencovatelnd, a to nezavisle na tom, ma-li
funkce ¢ néjaké derivace ¢i nikoliv. Hladkost feSeni pocatecni tlohy pro nehomogenni
rovnici (12.2.2) je pak uréovana hladkosti pravé strany F'. Tomuto jevu se tika zhlazovact
nebo regularizacni jev.

12.8. Klasické reseni pocateé¢né-okrajové ulohy. Pojem klasic-
kého feseni osvétlime opét na Dirichletové tloze pro jednorozmérnou rovnici pro vedeni
tepla. Méjme tedy pocatecné-okrajovou tilohu pro nehomogenni rovnici

ou 0%

na (0,1) x (0,7), T > 0, s po¢atecni podminkou
(12.8.2) u(z,0) = ¢(z), =€ (0,1),
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a okrajovymi podminkami
(12.8.3) u(0,8) = got),  u(l,t) = qu(t), te(0,T).

Resenim pocdtecné-okrajové tlohy (12.8.1) az (12.8.3) rozumime funkci u promén-
nych = a t, kterd je spojitd na Q = (0,1) x (0,t), mad na Q = (0,1) x (0,t) spojité
derivace us a Uz, v @ spliiuje rovnici (12.8.1) a vyhovuje pocateéni podmince (12.8.2)
a okrajovym podminkam (12.8.3).

Z definice tohoto klasického teseni ihned vyplyva, ze pro (klasickou) Fesitelnost
pocatecné-okrajové tlohy je nezbytné, aby funkce ¢, go a g1 z pocatecni podminky
a okrajovych podminek byly spojité a spliiovaly podminky kompatibility (12.7.2).
Predpokladame-li kromé toho, ze prava strana rovnice pro vedeni tepla F' je spojita
na @ a spojité diferencovatelnd podle = v @), da se ukézat [54], Ze pocatecné-okrajova
uloha (12.8.1) az (12.8.3)ma pravé jedno fesSeni vesmysluuvedené definice.
Toto feseni pritom spojité zavisi na hodnotach zadanych na ¢asti S hranice obdélnika
Q@ (tloha je korektni).

Pozadavky kladené na pravou stranu F' 1ze jesté dale zeslabit. Podobné véty o exis-
tenci a jednoznacnosti klasického reSeni se dokazuji i pro jiné okrajové tilohy a ve vice
dimenzich.

Pri vahach o hladkosti fesSeni pocatecné-okrajovych tloh se berou
v tvahu také podminky kompatibility vyssich fadu, které v bodech (0,0) a (1,0) sva-
zuji hodnoty derivaci funkce ¢ a funkci gg, g1. Hladkost feSeni dané tlohy pak zavisi na
hladkosti pravé strany rovnice, funkci ¢, go a g1 a na splnéni podminek kompatibility
vyssich radi.

12.9. Zobecnéna reseni pocatecné-okrajové ulohy. Pozménime-
li ponékud definici feseni a nebudeme zadat jeho spojitost az do hranice Q, zjistime, Ze
existenci a jednozna¢nost feseni omezeného na Q lze dokazat i tehdy, jsou-li podminky
zadané na S napt. v kone¢ném poctu bodt nespojité. Podminky kompatibility pak tedy
také nemusi byt splnény.

Jedna z moznosti smysluplného a pritom jednoduchého zobecnéni pojmu feSeni
pocatecné-okrajové tlohy (12.8.1)—(12.8.3) spociva napf. v tom, Ze se za FeSeni této
tilohy povazuje funkce u, kterd je spojitd na @ s vyjimkou bodt (0,0) a (1,0) a je
omezena na celém Q. Za vhodnjch predpokladii se pak da opét dokdzat jednoznac¢na
fesSitelnost dané tlohy ve smyslu této definice.

Presnéjsi rozbor i definice zobecnénych feseni pocatecné-okrajové tlohy lze nalézt
opét v [54]. Lze pfitom oslabit nejen pozadavky kladené na pocateéni a okrajové pod-
minky, ale i pozadavky kladené na funkce vystupujici v rovnici samé. Zobecnéné reseni
1ze také definovat pomoci integralnich identit podobné, jako se to provadi u rovnic elip-
tického typu.
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12.10. Cvicdeni.

12.10.1. Na obdélniku Q" = (lp,l1) x (0,7 ) je déna Dirichletova pocatecns-
okrajova tloha pro homogenni rovnici pro vedeni tepla (12.2.3). UkaZte, Zze vhodnou
transformaci souradnic 1ze tuto tlohu transformovat na pocatecné-okrajovou tlohu na
obdélniku @ = (0,1) x (0,7 ). [Ozna¢ime-li d = [; — lp, je hledanda transformace x =
= (2’ — lp)/d. Koeficient a? v rovnici pro vedeni tepla piejde po transformaci v a?/d?.]

12.10.2. Necht funkce v splituje rovnici vy = a?v4, — YU, — qu, kde a® > 0, v a ¢
jsou realné konstanty. Ukazte, ze funkce u dand vztahem

2

u(x,t) = v(zx,t) exp < — 27?3: + (%@2 + q)t)

spliiuje homogenni rovnici pro vedeni tepla (12.2.3). [Navod: Vyjadiete u; a u,, pomoci
funkce v a jejich derivaci.]

12.10.3. Formulujte a dokazte tvrzeni o tom, ze malé poruchy v pocatecni pod-
mince a okrajovych podminkach tlohy z pfikl. 12.6 nemohou zptsobit velké zmény
v hodnotéach jejich feSeni. [Navod: Vyuzijte linearitu tlohy a napiSte poc¢ate¢né-okrajo-
vou ulohu pro rozdil feseni piivodni a porusené tulohy. Pak pouzijte princip maxima
z odst. 12.7.1/]

12.10.4. Ukazte, Ze vhodnou transformaci ¢asové proménné ¢ lze homogenni rov-
nici pro vedeni tepla (12.2.3) déle zjednodusit na rovnici tvaru u; = uy,. [Polozte t' =
2
= a°t.]
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13. Diferen¢ni metody pro parabolické rovnice

13.1. Explicitni metoda. Na piikladu Dirichletovy poc¢atecné-okrajové
ulohy pro rovnici pro vedeni tepla seznamime c¢tenafe s typickymi diferené¢nimi me-
todami pro Teseni parcialnich diferencialnich rovnic parabolického typu. Tyto metody
v ur¢itém smyslu kombinuji vlastnosti diferencénich metod pro feseni poc¢atec¢nich tloh
pro oby¢ejné diferencialni rovnice, znamych ¢tendfi napf. z [37], a diferen¢nich metod
pro feseni okrajovych tuloh z ¢l. 3 a ¢l. 7. Budeme se nejprve zabyvat tlohami v jedné
prostorové proménné.

Méjme pocatecné-okrajovou tlohu pro rovnici pro vedeni tepla

(13.1.1) uy = a*ug,, x€(0,1), t€(0,T), a® >0,
(13.1.2) u(z,0) = ¢(z), x€(0,1),
(13.1.3) uw(0,t) = go(t), w(l,t)=g1(t), te€(0,T),

z odst. 12.6 (viz téz obr. 38). Pfedpokladejme, ze funkce ¢, go a g1 spliuji podminky
kompatibility (12.7.2) a zZe uloha (13.1.1) az (13.1.3) mé pravé jedno klasické FeSeni
(viz odst. 12.8). Na této uloze vylozime zékladni numerické metody pouzivané k feseni
pocatecné-okrajovych tloh pro parabolické rovnice v jedné prostorové proménné. Prin-
vicerozmérné rovnice parabolického typu.

Ulohu (13.1.1) az (13.1.3) budeme aproximovat metodou koneénych diferenci
(viz ¢l. 3). Nejprve na obdélniku Q@ = (0,1) x (0,7) sestrojime sit S s uzly
(g, tn), K =0,1,....,K, n = 0,1,..., N. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze
rovnomérné sités kroky h v proménné x a 7 v proménné t. Bude tedy xi = kh,
k=0,1,....K,h=1/K,at,=nr,n=0,1,...,N, 7 =T/N. Hranice intervalu (0, 1)
odpovidaji indextim k = 0 a k = K, kdezto ¢asovy okamzik ¢ = 0 je oznacen n = 0 (viz
obr. 39).

Vsem uzlum (xy, t,) sité S, které odpovidaji pevnémut,, a k =0,1,..., K, budeme
tikat casovda vrstva t, nebo n-ta casova vrstva. Hodnoty feSeni na nulté ¢asové vrstve
(n = 0) jsou tedy znamy, jsou dany pocateéni podminkou (13.1.2). Hodnotu pfiblizného
feSeni, kterd aproximuje hodnotu pfesného feseni u v uzlu (z,t,), budeme znacit U}’
Oznacime jesté u(zy,t,) = u}l. Pfedpokladame, ze presné feseni uvazované pocatecné-
okrajové tlohy je dvakrat spojité diferencovatelné podle ¢ a ¢tyfikrat podle x (to proto,
abychom mohli odhadnout diskretiza¢ni chyby diferen¢nich aproximaci, jez pouZijeme).
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Obr. 39. Sit pro feSeni po¢ateéns-okrajové tlohy metodou koneénych diferenci.

Na nulté ¢asové vrstvé s pfihlédnutim k (13.1.2) a podminkdm kompatibility (12.7.2)
klademe

(13.1.4) U =¢(xr), k=0,1,..., K.

Dalsi postup zalozime na tom, ze dana pocatecné-okrajova tiloha ma v proménné ¢ cha-
rakter tlohy poc¢atecni, a hodnoty pfiblizného feseni U;' budeme pocitat postupmné
po jednotlivych ¢asovych vrstvach t,, n = 1,2,..., N. Predpokladame-li, Ze jiz zname
hodnoty priblizného feseni az po ¢asovou vrstvu t,,, potfebujeme nyni sestrojit numeric-
kou metodu, kterd nam na zakladé znamych hodnot umozni vypocitat hodnoty U ,?H,
k =20,1,..., K. Hodnoty U,?H pro k£ = 0 a £k = K stanovime tak, aby byly splnény
okrajové podminky, tj. klademe

(1315) UgH_l = gO(tn+1)7 Ulry_l = gl(tn+1)-

Hodnoty U ,?H pro 0 < k < K ziskdme tim zptisobem, ze parcialni diferencialni rovnici
(13.1.1) metodou koneénych diferenci aproximujeme vhodnou diferenéni rovnici.
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Nejjednodussi takova aproximace spo¢iva v tom, ze v uzlu (zy,t,) aproximujeme
druhou derivaci podle = druhou pomérnou diferenci (viz (7.3.5)) a derivaci podle ¢ na-
hradime diferené¢nim podilem

(13.1.6) Ou(zy, tn) ~ U(Tg, tnr1) — w(@p, tn)
ot -

(viz (7.3.4), kde nyni y = t, k = 7). Vysledkem takového postupu je diferen¢ni rovnice

Un+1 —_Unr un —_Uun _yn
(13.1.7) k b g2kl th Pl k=1,2,...,K—1,
T

ktera za nasich predpokladii o hladkosti presného feseni aproximuje diferencialni rov-
nici (13.1.1) s diskretiza¢ni chybou velikosti O(7 + h?) (viz idaje o chybach aproxima-
ce v odstavci 7.3.2). Vypoéitdme-li z rovnice (13.1.7) U;""!, obdrzime explicitni
v z t a h, umoznujici z hodnot priblizného feSeni na n-té casové vrstvé pocitat hodnoty
na (n + 1)-ni ¢asové vrstvé. Vyjde

(13.1.8) Uttt =rUr_ + (1 =20)U + 70Uy, k=1,...,K -1,

kde jsme oznacili

a27'

Protoze rekurence (13.1.8) svazuje hodnoty priblizného feSeni na dvou sousednich
casovych vrstvach, nazyvame prislusnou numerickou metodu dvouvrstvovd explicitni me-
toda. Casto se také uziva nazev dvouvrstvové explicitni diferencni schéma. Vypodéetni
Sablona schématu (13.1.8), kterd znazorfiuje pouzité uzly sité a koeficienty u funkénich
hodnot v téchto uzlech, ma tvar

(13.1.10)

7| 1—2r 7|

Vsimnéme si jesté, Ze pro r = 3 je rekurence (13.1.8) obzvlast jednoduché. D4
se také ukazat, ze pro r = % se tad diskretizacni chyby zvétsuje a chyba je velikosti
O(7% + h%).
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13.2. Algoritmus explicitni metody. Vjypocet podle explicitni me-
tody z odst. 13.1 je algoritmicky velice prosty. Da se prehledné zapsat v nésledujicich
¢tytech krocich.

Krok 1. Zvolime parametry h a 7 a sestrojime sit S = {(xy,t,), k=0,1,..., K, n =
=0,1,...,N}. Polozime r = a7 /h2.

Krok 2. Na zakladé pocatecni podminky stanovime podle (13.1.4) hodnoty pfibliz-

ného teseni U,g, k=0,1,..., K, na nulté casové vrstvé. Polozime n = 0.
Krok 3. Podle (13.1.5) a (13.1.8) vypo¢itame z hodnot U}’, k = 0,1,..., K, hodnoty
pfiblizného feSeni na (n + 1)-ni ¢asové vrstvé, tj. U,?H, k=0,1,..., K. Zvétsime n

o jednicku.
Krok 4. Pokud n < N, opakujeme krok 3, v opac¢ném piipadé vypocet ukoncime.
Je zfejmé, Ze algoritmus neni naro¢ny na pamét pocitace. Pokud ziskané vysledky
vytiskneme ihned po jejich vypoctu, staci ukladat do paméti pouze hodnoty ptiblizného
feSeni na dvou casovych vrstvach.

13.3. Priklad. Resme explicitni metodou z odst. 13.1 poéateéné-okrajovou

tilohu (13.1.1) az (13.1.3), kde a® = 1, po¢atecni podminka je ¢(z) = cos 7z a Dirichle-
tovy okrajové podminky jsou dany funkcemi go(t) = exp(—iﬁzt) a g1(t) = 0. Pfesné
Feseni této tlohy je u(z,t) = exp(—1m>t) - cos gma.

Volime h = 0,2 a 7 = 0,02, takze r = 7/h? = 3. Rekurence (13.1.8) explicitni

metody se nam v tomto pripadé zjednodusi na U,?H = %(U,?_l + Uy y). Vysledky
vypoctu (na 5D) jsou pro prvnich 5 ¢asovych vrstev (tj. az do t = 0, 1) uvedeny v tab. 7.
Pro patou ¢asovou vrstvu uvadime v prvnim radku tabulky také hodnoty presného feseni
v uzlech sité (na 5D).

n K 0 1 3 3 4 5
0,78134(0,74310|0,632120,45926 | 0,24145|0
5 |0,78134|0,74157|0,630130,45754|0,24049|0 |0, 1
4 10,82087|0,77927|0,66227|0,48099 |0,25282|0 0,08
3 10,86239|0,81889|0,69615|0,50564 |0,26583|0 0,06
2 |0,90602|0,86064 |0,73177|0,53167|0,27951|0 |0, 04
1 10,95185|0,904510,76943|0,559020,29390|0 |0, 02
0 |1 0,95106|0,80902 |0,58779|0,30902 |00
0 0,2 0,4 0,6 0,8 L, ¢

Tab. 7. ReSeni podateéné okrajové tlohy explicitni metodou.

13.4. Konvergence a oblast zavislosti. Jak jiz vime z ¢l. 11, vy-
Setfovani konvergence diferenéni metody pro FeSeni tlohy (13.1.1) az (13.1.3) spociva
v nalezeni podminek, za nichz norma chyby metody, tj. ||u — U}'||, pii zjemnovani sit¢,
tj.piih - 0,7 — 0 a K — 0o, N — 00, konverguje k nule.
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Dftive nez se analyzou konvergence explicitni metody z odst. 13.1 budeme zabyvat
podrobnéji, bude instruktivni podivat se na to, jak se v této metodé projevuje oblast
zavislosti napocatecni podmince, kterou jsme pro rovnici pro vedeni tepla popsali
v odst. 12.7.3. Ukézali jsme tam, Ze hodnota feSeni pocatecéni ulohy v bodé (z,t), t > 0,
zavisi na hodnotach funkce ¢ z pocatecni podminky na celé ose z.

Zapomenme nyni na okamzik na okrajové podminky a posudme zévislost hodnoty
U}! pfiblizného feseni v uzlu (z, t,,) na pocatecni podmince. Snadno se zjisti (uvédomte
si tvar Sablony diferen¢éniho schématu explicitni metody), Ze oblast zavislosti pfiblizného
feSeni v uzlu (zy,t,) tvori u explicitni metody interval (xy — (h/7)t,, zx + (h/7)t,) na
ose x. Explicitni diferen¢ni schéma tedy vystihuje pti h, 7 — 0 oblast zavislosti pro
rovnici vedeni tepla pouze tehdy, plati-li zaroven h/T — 400, a je logické oc¢ekavat, ze
tato podminka, resp. podminka 7/h — 0, bude nutnou podminkou konvergence metody.

Pokud pro parametr r = a?7/h? z (13.1.9) pii h, 7 — 0 plati r < konst., bude
jisté podminka 7/h — 0 splnéna, nebot 7/h = hr/a? a a? je konstanta. Podminka r <
konst. vsak jesté ke konvergenci metody nestaci, konstanta omezujici » nemuze byt zcela
libovolna. Ukazeme to na prikladé.

13.5. Priklad. Resme explicitni metodou pocateéni tilohu (13.1.1) az (13.1.3),
kde a? = 1, okrajové podminky jsou nulové, go(t) = g1(t) = 0, t > 0, a pocdatecni
podminku volime tak, zZe je rovnéz rovna nule vSude s vyjimkou jediného uzlu sité, kde
je rovna jedné (viz tab. 8). Klademe h = g, 7 = 3=, takZe r = 7/h? = 1. Rekurence
(13.1.8) m& nyni tvar U} = U | — U + U ;.

Ul 0 —25 44 —51 44 —-25 0
Uil 0 9 -16 19 =16 9 0
ugpl 0 -3 6 -7 6 -3 0
vl o 1 -2 3 -2 1 0
utl o 0 1 -1 1 0 0
vl 0 0 0 1 0 0 O
kKl 0 1 2 3 4 5 6

Tab. 8. Explicitni metoda (13.1.8) s r = 1.

Ziskané vysledky (tab. 8) jasné ukazuji, ze pfiblizné FeSeni nespliiuje princip ma-
xima, platny pro presné feseni dané pocatecné-okrajové tilohy, a chova se nestabilné. Pri
zmensovani h a 7 tak, ze r = 1, bude rekurence metody stéle stejna, chovani ptiblizného
feSeni se nezmeéni a pro r = 1 tedy nelze ocekavat konvergenci metody. Naproti tomu
pror = % obdrzime Feseni, které jiz spliiuje princip maxima (cviceni 13.17.1).

Na zakladé vysledki z tab. 8 zaroven vidime, jak se v hodnotéch priblizného reseni
budou projevovat chyby v poc¢atecnich datech. Je-li nap¥. hodnota ¢(x3) zatizena chybou

velikosti €, bude hodnota U} zatiZena chybou 44e, atp.
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13.6. Stabilita explicitni metody. V piikl. 13.5 jsme vidéli, ze p¥iblizné
feSeni dané pocatecné-okrajové tllohy explicitni metodou se pti » = 1 chova nestabilné.
Pokusime se odvodit na zakladé jednoduché heuristické ivahy podminku, kterou musi
splnovat r, aby schéma bylo stabilnt vzhledem k pocdtecni podmince, tj. aby pti pevnych
h a 7 a rostoucim n se existujici poruchy v pocatecnich datech nezesilovaly a jejich vliv
zustal ohraniceny.

Uvazujme stejnou pocatecné-okrajovou tlohu jako v odst. 13.5, ale s h = % a obec-
nym 7, a polozme si otézku, jaké podminky musi spliiovat parametr r» = 7/h?, aby pro
hodnoty pfiblizného FeSeni platilo 0 S U =1,k =0,1,2,n=0,1,2,..., tj. aby zustaly
omezené maximalni a minimalni hodnotou pocatecni podminky.

V kazdé casové vrstveé naseho zjednoduseného schématu lezi pouze 3 uzly; v krajnich
uzlech na zakladé okrajovych podminek mame Uy = Uj; = 0. Rekurence explicitni
metody (13.1.8) se proto redukuje na vztah

(13.6.1) UMttt =1 -2nup, n=0,1,2,....
Opakovanym pouzitim (13.6.1) vypocitame
(13.6.2) Ul=1-2r)Uprt=...=(1-2r)"U = (1 —2r)".

Aby platilo0 S U £1,n=0,1,2,..., musi byt 0 < (1 — 2r)” < 1 neboli (r > 0!)
1
(13.6.3) 0<r<3.

D4 se ukazat, Ze pfi splnéni podminky (13.6.3) je explicitni schéma skuteéné stabilni
vzhledem k pocateéni podmince i v obecném piipadé a ze (13.6.3) je dokonce postacu-
jici podminkou stability explicitni metody ve smyslu ¢l. 11 ([14], [18]). Je to ostatné
vidét také z diikazu nésledujici véty o konvergenci. Explicitni metoda je tedy prikladem
podminéne stabilni metody, tj. jeji stabilita zavisi na splnéni podminky, kterd vzajemné
svazuje velikost kroki h a 7.

13.7. Véta o konvergenci. Necht ma poéatecné-okrajova tiloha (13.1.1)
az (13.1.3) reSeni u, které je ctyiikrat spojité diferencovatelné podle = a dvakrat podle
t. Ozna¢me U}, k = 0,1,...,K, n = 0,1,..., N, piiblizné feSeni této ulohy ziskané
explicitni metodou (13.1.8), kde r = a®/h®. Necht plati 0 < r < 3.

Pak pro normu chyby piiblizného feseni plati odhad (pii 7, h — 0)

(13.7.1) lup — U2l Emgx]u}'s — U = O(t + h?).

Za uvedenych predpokladii je tedy explicitni metoda konvergentni a je prvniho radu v 7,
druhého v h.

D i k a z se podoba diikazu konvergence metody konec¢nych diferencni z odst. 3.2,
jeho hlavni myslenka (princip maxima) je stejna. Hodnoty pfesného feseni u} spliuji
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za predpokladt véty diferencni rovnici (13.1.7) s chybou O(7 + h?). Protoze rekurence
(13.1.8) explicitni metody vznikla z (13.1.7) vynasobenim 7, spliiuje piesné feseni ujy
rovnici (13.1.8) s chybou velikosti 7 - O(7 + h?), tj. plati

(13.7.2) up ™t =rul )+ (1= 2r)uf +ruly, + 7Ot + B?),
k=12, K—1.

Odectenim (13.1.8) od (13.7.2) dostaneme pro chybu pfiblizného feSeni e} = uy — U}
vztah

(13.7.3) et =ref_y + (1 —2r)ef +refy + 7O+ h?),
k=12, .. K—1.

Na hranici obdélnika (0, 1) x (0,7) méme zfejmé

(13.7.4) e =0, k=0,1,..., K,

eg =ex =0, n=0,1,...,]N.

Pokud 0 < r < %, jsou vSechny tii koeficienty na pravé strané vztahu (13.7.3) nezdporné
a jejich soucet je roven jedné. Je proto *)

(13.7.5) e S rlep g | + (1 —2r)|eR| +rlep | +7-O(r +h%) £
< ||e”||-|—T-O(7‘+h2), k=1,2,...,K —1,

kde jsme oznacili

"=

n
e k:%laxK]ekL

gooey

Vzhledem k okrajovymi podminkdm (13.7.4) plati (13.7.5) i pro k = 0 a k = K, takze
také

(13.7.6) le" ™) < e +7-O(r+h%), n=01,...,N —1.
Protoze (viz opét (13.7.4)) ||€°|| = 0, dostavame podle (13.7.4) snadno

(13.7.7) lle™|| < He”_lH +7-0(1+ h2) <...= HeOH +n7-0O(T+ h2) =
=T-0O(1 +h?) = O(r + h?)

(nebot T je konstanta a nezévisi na 7 a h). Tim je véta dokdzéana.

*) Symboly O(7 + h2) v dal8ich tivahach neoznacuji nutné stéle stejnou funkci proménnych 7 a h. Maji
vsak spolecné to, ze pro dostatecné maléd 7 a h lze absolutni hodnotu kazdého z nich odhadnout shora
vyrazem A(T + h?), kde A je néjaka konstanta.
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13.8. Vysetrovani stability diferenc¢nich schémat. Existujia po-
uzivaji se dvé pomérné jednoduché teoretické metody pro studium stability diferen¢nich
schémat pro numerické feseni evoluc¢nich rovnic vzhledem k pocatecéni podmince. Obé
metody se ale daji pfimo aplikovat pouze na lineadrni rovnice, v nelinedrnim piipadé
Stru¢né popiseme hlavni rysy obou postupti. Podrobnéjsi vyklad spolu s priklady vyset-
fovani stability konkrétnich schémat nalezne ¢tenaf v literatufe [5], [10], [14], [27].

13.8.1.  Fourierova metoda vySetrovani stability spociva v tom, ze se studuje
siteni poruchy zadané v hodnotach priblizného reseni na casové vrstvé ¢ = 0 pfi ros-
toucim t. Porucha se pritom vyjadiuje ve tvaru konec¢né Fourierovy fady, napr. jako
an\fzo Cm exp(iAp,x), kde i = y/(—1). Analyza Sifeni poruchy se provadi pro jediny ¢len
exp(iA\z), kde A je libovolné redlné ¢islo. Celkovy efekt dané poruchy se pak da ziskat
linearni superpozici.

Predpokladejme tedy, ze na nulté casové vrstveé sité mame zadanu poruchu tvaru
Z) = exp(i\zy) = exp(iAkh), k = 0,1,..., K. Vzhledem k linearité fe§ené pocatecns
okrajové tulohy plati pak pro poruchu Z' pii n > 0 stejné diferen¢ni rovnice jako pro
pfiblizné feseni U}’ uvazované ulohy (vidéli jsme to jiz v diikazu véty 13.7). Postupujeme
nyni stejné jako u Fourierovy metody pro feSeni diferencidlnich rovnic a hleddme Z;' ve
tvaru Z7 = XYy, kde Xo =1, Y, = Z? (separace proménnych; na okrajové podminky
nebereme zietel). Je zfejmé, Ze pokud bude platit |X,| < 1,n=0,1,...,, bude pfi n —
— oo platit |Z7| < |Yi| = |Z?] a vliv poruchy v po¢dteéni podmince zlistane ohraniceny.

Pro explicitni metodu z odst. 13.1, ale i pro jina diferen¢ni schémata, lze X,, hledat
ve tvaru X,, = ¢", n =0,1,..., kde ¢ = g(\) je obecné komplexni ¢islo, které zavisi na
redlné konstanté A vystupujici v Z7. Nutnou podminkou stability vzhledem k pocatecni
podmince je pak splnéni nerovnosti

(13.8.1) gV =1, MeR.

D4 se ukézat [27], Ze pro dvouvrstvova schémata pro parabolické rovnice je (13.8.1)
rovnéz postacujici podminkou stability. Nerovnosti (13.8.1) se fikd von Neumannova
podminka stability.

Pro explicitni metodu z odst. 13.1 dava Fourierova analyza (viz napi. [27] a cvi-
¢eni 13.17.8)

1
q(A\) = 1 — 4rsin? iAh
a von Neumannova podminka stability je tvaru (¢(0) = 1)

1

(13.8.2) -

ﬁ
A

, AER, AF#0,
2sin % 7
odkud ihned dostévdme podminku 0 < 7 < 1 z odst. 13.6 (cviceni 13.17.2).

Fourierova metoda ignoruje vliv okrajovych podminek a pfimo se da aplikovat jen

tehdy, jsou-li koeficienty linearni rekurence dané diferen¢ni metody konstantni. Pfesto
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vsak je velmi uzitecna a dava dobrou predstavu o tom, jak se pii vypoctu siii vliv chyb
v datech. Umoznuje nam také pfedem zavrhnout diferen¢ni schémata, ktera z hlediska
stability nevyhovuji. Tak napf¥. aproximace rovnice pro vedeni tepla (13.1.1) diferenéni
rovnici

Uptt—upTt LU, —2UR + UL

13.8.3 = k=12...,.K—-1
( ) 27_ a h,2 Y = Y Y

kterd pro dostatené hladka feseni méa diskretiza¢ni chybu velikosti O(72 + h?) (viz
odst. 7.3.2), nevede ke konvergentni numerické metodé. Fourierovou metodou se totiz
d4 ukézat, ze diferenc¢ni schéma (13.8.3) je nezavisle na hodnoté r = a?7/h? nestabilni
a nedava proto pouzitelné vysledky. Schéma (13.8.3) by mélo ¢tenéfe varovat pied tim, co
se muze stat, nevénuje-li se dostatecna pozornost matematickym vlastnostem aproximaci
sestrojovanych diferenénimi metodami.

13.8.2. Maticovad analyza stability automaticky bere ohled také na okrajové pod-
minky. Bereme-li v itvahu dvouvrstvova diferen¢ni schémata, pak kazdé takové schéma
pro feseni tlohy (13.1.1) az (13.1.3) lze napsat v maticovém tvaru

(13.8.4) AU =B, U" +F",

kde U?, s = n,n+1, jsou sloupcové vektory hodnot piiblizného feseni ve vnitinich uzlech
s-té Gasové vrstvy, tj. US = [UF,Us,...,Us_]T, A, a B, jsou étvercové matice fadu
K —1, které mohou zaviset na n, a F" je vektor o K —1 slozkach, rovnéz pripadné zavisly
na n (analyzu lze tudiz provadét i pro tlohy s proménnymi koeficienty) *). U explicitni
metody z odst. 13.1 je A,, = |, B,, je tfidiagonalni symetrickd matice tvaru

[1—2r r 0 ... 0
T 1-2r r :
B, = 0 0
: . - . r
0 0 r 1-2r]

a F™ nulovy vektor.
Aby bylo z (13.8.4) mozné pocitat U1, musi byt A, regularni. Vztah (13.8.4) pak
lze prepsat na

(13.8.5) Ut =C,U" + A 'F",

kde C, = A, !B,,. Necht nyni v pfiblizném feseni U" na n-té casové vrstvé vznikne
porucha Z", takze dalsi vypocet vychazi nikoli z U™, nybrz z U™ 4+ Z™. Na nasledujici

*) V pfipadé, ze jedna nebo dvé okrajové podminky zahrnuji hodnoty derivaci, se zépis (13.8.4) v zasadé
neméni. Pouze vektory maji o jednu ¢i dvé slozky navic a fad matic se zvétsi.
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¢asové vrstvé pak nevypocitame U™, ale porusené feseni U™t + Z"*1 pro které bude
platit

(13.8.6) utt + 2"t = C, (U™ +Z") + A 'F".

Odectenim (13.8.5) od (13.8.6) dostaneme pro predpoklddanou poruchu Z" na n-té ¢a-
sové vrstvé a z ni vzniklou poruchu Z"*! na (n + 1)-ni asové vrstvé vztah

z"t =C,2z",

z néhoz plyne nerovnost
1Z"H = ICall - 1127,

kde || - || oznac¢uje vhodné zvolené normy. Tak napi. pro symetrické matice C,, lze volit

||Cn|| = m]?‘X |)\k|a

kde A\, k=1,2,..., K —1, jsou vlastni ¢isla matice C,,, a za vektorovou normu lze brat
obvyklou euklidovskou normu.
Stabilita diferen¢ni metody bude zajisténa tehdy, bude-li platit

(13.8.7) IC,| €1, n=0,1,...,

nebot v takovém pripadé se poruchy v pocéate¢nich datech nebudou béhem vypoctu pii
n — oo zesilovat. Pro explicitni metodu se da ukazat, ze vlastni ¢isla symetrické matice
C, = B, jsou \;, = 1 — 4rsin®(kw/2K). Pozadavek |\;| < 1 pak vede k nerovnosti
0<r=s %, coz je stejna podminka stability jako ta, kterou jsme ziskali Fourierovou
metodou (cviceni 13.17.3).

V ¢l. 11 jsme se zabyvali souvislosti stability a konvergence diferenc¢nich schémat.
Abychom mohli Laxovu vétu 11.5.1 o tom, Ze pro konzistentni aproximace je stabi-
lita také postacujicipodminkou konvergence, aplikovat na obecné tirovni i zde,
potiebovali bychom zavést pojem stability vzhledem k pravé strané, ktery nezavisi na
velikostech krokt sité a charakterizuje chovani metody nikoli pfi pevnych h a 7
an — 00, nybrz pfi h a 7 — 0. Podrobnéjsi analyza této problematiky presahuje ramec
naseho uvodniho vykladu. Lze se o ni poudit napf. v [14], [40].

13.9. Implicitni metoda. Explicitni metoda z odst. 13.1 je koncepéné i al-
goritmicky velmi jednoduchd, ale jeji nevyhodou je nizky fad presnosti v 7 a podminéna
stabilita. Pozornost, kterou jsme ji vénovali, byla motivovana v prvé radé tim, ze jsme
na ni snadno mohli ukazat zakladni vlastnosti diferen¢nich schémat pro evoluc¢ni rovnice.
Praktické pouziti explicitni metody k vypoctiim na delSich ¢asovych intervalech muze
byt limitovano pravé jeji podminénou stabilitou. Predpokladejme naptiklad, ze chceme
provést vypocet pro T' = 100 a vzhledem k pozadavkiim na presnost musime volit h =
= 155. Podminka stability (13.6.3) nas pak pfi a? = 1 nuti volit 7 < $h? = 0,000 05.
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Abychom ziskali ptiblizné feseni pro ¢ = 100, musime tak vypocitat jeho hodnoty ve
dvou miliénech vrstvach. Pritom prubéh reseni v ¢ase nemusi viibec volbu tak malého
kroku 7 vyzadovat (a zpravidla také nevyzaduje).

Je proto zddouci mit k dispozici metodu, kterd by byla bezpodminecné stabilnz, tj.
stabilni nezavisle na poméru kroki, a umoznovala nezavislou volbu krokt A a 7 pouze
na zakladé pozadované presnosti. Je vcelku zajimavé, ze se takova metoda pro feseni
ulohy (13.1.1) az (13.1.3) da snadno sestrojit postupem, ktery se od odvozeni explicitni
metody z odst. 13.1 li$i pouze tim, Ze se hodnota derivace u; v bodé (xg, t,,) neaproximuje
diferenénim podilem (13.1.6), ale diferenénim podilem

(13.9.1) Qu(@ptn) _ w(wp, tn) — w(wh, tn1)
ot .

(viz opét (7.3.4)). Vysledkem je diferenéni rovnice

ur—urt ur., —2Ur+Ur
(13.9.2) Tk g2 kAl h2’“ Ll k=1,2,...,K—1,
T

jejiz diskretizaéni chyba je stejné jako u explicitni metody fadové velikosti O(7 + h?).
Vztah pro vypocet hodnot priblizného feSeni na casové vrstvé t,, z hodnot na predchozi
casové vrstveé je vSak nyni im plicit ni, ztraci explicitni charakter a algoritmus vy-
poctu se komplikuje.

Po tpravé tentokrat dostavame z (13.9.2) pro vypocet hodnot U}, k =0,1,..., K,
vztah

(13.9.3) —rUp 4+ A+ 20)Up — U = U, k=1,2,...,K -1,

kde 7 je opét ddno vztahem (13.1.9). Rovnic (13.9.3) je o dvé méné nez neznamych, ale
z okrajovych podminek méame

(13.9.4) Ug = go(tn), Ug = g1(tn).

Vylouéime-li tyto hodnoty z (13.9.3) a oznac¢ime U™ = [Ul, UR, ..., U%_,]T, pocitame
pak vektor hodnot pfiblizného feseni na n-té c¢asové vrstvé ze soustavy linearnich alge-
braickych rovnic

(13.9.5) AU" =U"" ! +F",
kde A je tridiagonalni symetrickd matice rtadu K — 1

1+ 2r —r 0 0
& 1+2r —r .
(13.96) A: 0 '-. '.. '.. 0

: -r 1+2r —r
0 0 -r 1+ 2r |
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a F" = [rgo(tn),0,...,0,7g1(t,)]*. Vektor U° je dan pocatecéni podminkou, plati (po-
dobné jako u explicitni metody) UP = ¢(zx), k = 1,2, ..., K—1. Soustava rovnic (13.9.5)
mé pro kazdé n = 1,2,..., N a kazdé r > 0 pravé jedno feSeni U”, nebot matice A je
ostfe diagonélné dominantni, a tudiz regularni (viz odst. 3.5.1).

Popsané metodé se ikd dvouvrstvovd implicitni metoda (nékdy také ryze implicitni
metoda), protoze vztah mezi hodnotami pfiblizného feseni na dvou po sobé nésledujicich
vrstvach ma implicitni charakter, pfi vypoctu musime na kazdé casové vrstvé vytesit
soustavu linearnich algebraickych rovnic, abychom ziskali hodnoty priblizného feseni na
vrstvé nésledujici. Vypodcetni Sablona implicitni metody (13.9.3) je tvaru

—r 14+ 2r -7

(13.9.7)

Podstatnou praktickou vyhodou popsané implicitni metody je to, ze je b e z-
podminec¢né stabilni vzhledem k pocatecni podmince. Da se také dokazat
[10], [14], [18], Zze implicitni metoda (13.9.3) pro feSeni ulohy (13.1.1) az (13.1.3) je
konvergentni ajeprvniho fadu v 7 a druhého v h. Neni pritom tfeba klast zadné
pozadavky na parametr r (na rozdil od véty 13.7). Ryze implicitni metoda se da bez
problémi pouzit i v pfipad€, ze nejsou splnény podminky kompatibility.

13.10. Algoritmus implicitni metody. Vjpocet podle implicitni me-
tody z odst. 13.9 je podobny algoritmu explicitni metody (odst. 13.2), li§i se pouze
zpusobem, jimz se z hodnot priblizného feseni na vrstvé ¢,, pocitaji hodnoty na vrstve
t’n+1'

Krok 1. Zvolime kroky h a 7 a sestrojime sit S = {(xx,t,), k =0,1..., K, n =
=0,1,...,N}. Polozime r = a7 /h2.

Krok 2. Na zdkladé poc¢atecni podminky vypocitdme U = é(xy), k= 1,2,..., K —
— 1. Polozime n = 1.

Krok 3. Vyfesime soustavu linearnich algebraickych rovnic (13.9.5) a stanovime tak
U, k=1,2,...,K—1. (Hodnoty Ug, Uy jsou dany okrajovymi podminkami). Zvétsime
n o jednicku.

Krok 4. Pokud n < N, opakujeme krok 3, v opa¢ném piipadé vypocet ukoncime.

Treti krok algoritmu realizujeme nejlépe metodou faktorizace z odst. 3.5. Vzhledem
k tomu, Ze matice A je ostfe diagonalné dominantni, je takovy postup proveditelny
a algoritmus metody faktorizace je numericky stabilni. Naroky na pamét jsou minimélni,
v naSem piipadé dokonce matici A nemusime vibec ukladat do paméti pocitace (viz
cviceni 13.17.4). Pocet aritmetickych operaci potiebnych k realizaci kroku 3 je zhruba
3K u explicitni metody, 8 K u metody implicitni (uzivajici metodu faktorizace). Protoze
ale implicitni metoda neklade zddnd omezeni typu (13.6.3) na velikost ¢asového kroku
T, byva vypocet implicitni metodou na intervalu (0,7") pro vétsi T podstatné rychlejsi
nez vypocet metodou explicitni (pfi stejnych pozadavcich na pfesnost).
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13.11. Crankova-Nicolsonova metoda. Implicitni metoda z od-
stavce 13.9 nas zbavila omezujicich pozadavkt na c¢asovy krok 7, ale je pouze prvniho
rfadu v 7. Polozime si proto otazku, jak by méla vypadat numerickd metoda pro feseni
ulohy (13.1.1) az (13.1.3), kterd by bylatadu 2 v h i 7. Jak jsme vidéli v odst. 3.3.1a 7.3.2,
jsou symetrické diferen¢ni aproximace derivaci fadové presnéjsi nez aproximace, jejichz
sablona je viac¢i bodu, v némz aproximujeme derivaci, nesymetrickd. Tak napft. chyba
aproximace u, (M) podle prvnich fadka (7.3.3) je velikosti O(h), kdezto symetricka
aproximace podle tiettho fadku méa chybu velikosti O(h?). Pokusme se této skutec¢nosti
vyuzit.

Piimocary postup, totiz aproximace u; v bodé (z,,t,) podle (13.8.3), dava sice
diskretiza¢ni chybu fadové velikosti O(72 + h?), coz je nasim cilem, ale vysledné schéma
je nestabilni, a tudiz nepouzitelné (viz odst. 13.8). Musime proto postupovat ponékud
dimyslnéji. Vyjdeme z toho, ze diferen¢ni podil [u(xg, t,) — u(zk, tn—1)]/7 aproximuje
sice derivace u¢ (g, t,) a ug (T, thn—1) s chybou fadové velikosti O(T), ale pro dostatecné
hladké funkce u déva aproximaci derivace w; (z, t,—57) s chybou O(7?) (viz odst. 7.3.2),
nebot jde o hodnotu derivace ve stfedu intervalu (t,,_1, t,,). Nebudeme proto diferencidlni
rovnici (13.11) aproximovat v uzlu (zg, t,,), ani v uzlu (zy, t,,—1), ale sestrojime jeji apro-
ximaci v bodé (x,t, — 7). Aproximaci derivace u; v tomto bodé s chybou O(72) tedy
jiz mame k dispozici, ziskame ji postupem, ktery jsme pravé popsali. Pokud jde o apro-
ximaci druhé derivace u,,, je tfeba uvazit, ze chceme ziskat takové diferenc¢ni schéma,
v némz figuruji pouze hodnoty fesSeni v uzlech sité S. Protoze . (zk,tr) & Uge (Tk, tr—1)
umime na prislusnych ¢asovych vrstvach aproximovat druhou pomeérnou diferenci s chy-
bami fadové velikosti O(h?), zd4 se rozumné vzit za aproximaci ug, (g, t, — %7’) primér
obou téchto diferencnich podili. Dostavame tak diferenc¢ni rovnici
azar1) ZE—Ye U™ LUt 2200+ Uy | Uiy =200 + U :

T 2 h? h?
k=1,2,..., K —1.

Uzitim Taylorova rozvoje se d& ukazat, ze diskretizacni chyba této aproximace je pro

dostatecns hladké funkce skuteéné velikosti O(72 + h?), o coz jsme se snazili. Meto-

dami pro vysetfovani stability z odst. 13.8 se d& ukazat, ze diferenc¢ni schéma zalozené

na (13.11.1) je bezpodminecéné stabilni vzhledem k po¢ateéni podmince

([10], [14], [18]). Z tvaru rovnice (13.11.1) je ihned vidét, Ze vztah mezi hodnotami pfi-

blizného feseni na n-té a (n — 1)-ni casové vrstvé ma opét im p licit nicharakter.
Jednoduchou tpravou obdrzime z (13.11.1) vztah

1 n n 1 n 1 n— n— 1 n—
(13.11.2) —5rUi1 + (1+r\Up — 57Uk = §7~Uk_11 +(1-rUr T+ §rUk+11,
k=1,2,....K —1.

Dalsi postup je stejny jako u ryze implicitni metody. Rovnice (13.11.2) doplnime z okra-
jovych podminek o vztahy

(13.11.3) Uy = go(tn), Ug = ag1(ts),
U™t = goltn-1), Ug ' =gi(ta)
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a dosadime do (13.11.2) pro k = 1 a k = K — 1. Vektor hodnot pfiblizného feSeni
na n-té ¢asové vrstvé U™ = [U", U7, ..., U}é_l]T pak stanovime ze soustavy linearnich
algebraickych rovnic

(13.11.4) AU" = BU" ! 4+ F™,

kde tentokrat A je tridiagonalni symetrickd matice fadu K — 1 a tvaru

[1+7 —%r 0 0
—3r 147 —3r : :
(13.11.5) A= 0 0 ;
. —%r 1+7r —%7’
0 0 —3r 1+4r

B je tfidiagonalni matice fadu K — 1 tvaru

[1—r 3r 0 0
%r 1—7r %r
(13.11.6) B=| , 0
%T 1—r %r
| 0 0 %7‘ 1—r]
a F* = [Lr(go(tn) + go(tn-1)),0 0,37 (g1(tn) + g1 (t ))}T Vektor U° je opét dan
pocatecni podminkou UP = qb( ) k 1,2,...,K — 1 Soustava rovnic (13.11.4) je

pro kazdé n Jednoznacne reSitelna, protoze matlce A 7z (13.11.5) je ostfe diagonalné
dominantni.

Popsané dvouvrstvové metodé, kterd ma stejné jako metoda z odst. 13.9 implicitni
charakter, se fikd Crankova-Nicolsonova metoda. Jeji vypoctova Ssablona je tvaru

1 1
(13.11.7) 2" 1+r il

1—r

N =
=
N =
=

Crankova-Nicolsonova metoda je konvergentni, fddu 2 v 7 i h (pro dosta-
tecné hladké funkce). Jeji algoritmus je prakticky stejny jako algoritmus ryze implicitni
metody popsany v odst. 13.10. Soustavu (13.11.4) s ostie diagonalné dominantni matici
A fesime opét bez problémt metodou faktorizace z odst. 3.5. U Crankovy-Nicolsonovy
metody je oproti ryze implicitni metod€ pouze ponékud pracnéjsi vypocet pravé strany
této soustavy.
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V literatute ([14], [55]) se studuji také obecné dvouvrstvové metody, které se odvozuji
stejné jako Crankova-Nicolsonova metoda, ale druha derivace wu,, se v nich aproximuje
nikoli primérem, nybrz vadzenym prumérem druhych centralnich diferenci
na vrstvach ¢, a t,—1 s vahami # a1 —6,0 < 6 < 1. Misto (13.11.1) tak dostaneme
diferenc¢ni rovnici

Up —Uy " U — 200 + U Uiy — 2071+ U
- = Oa 2 +(1—-0)a 73 ,

k=1,2,...,K—1.

(13.11.8)

Pro 6 = % dostavame pravé Crankovu-Nicolsonovu metodu, volba 0 = 1 vede k ryze
implicitni metodé, = 0 dava explicitni metodu z odst. 13.1.

13.12. Priklad. Resme Crankovou-Nicolsonovou metodou stejnou pocateéné-
okrajovou tlohu, jakou jsme v ptikl. 13.3 fesili explicitni metodou. Stejné jako u explicitni
metody volime prostorovy krok h = 0,2, ale vyuzijeme toho, ze Crankova-Nicolsonova
metoda je bezpodminec¢né stabilni a druhého fadu v 7, a ¢asovy krok 7 zvolime pétkrat
vétsi, tj. 7 = 0,1. Bude tudiz » = 7/h? = 2,5. Hodnoty piiblizného feseni na casové
vrstvé ¢ = 0, 1 nyni dostaneme provedenim jednoho ¢asového kroku metody.

Matice A z (13.11.5) mé v nasem piipadé na diagonéle ¢islo 3,5 a nenulové prvky
mimo diagonalu jsou rovny —1,25. Matice B z (13.11.6) mé na diagonale ¢islo —1,5
a jeji nenulové nediagonalni prvky jsou rovny 1,25. Obé matice A i B jsou c¢tvrtého
iadu. Vektor F! m4a vSechny slozky s vyjimkou prvni rovny nule. Jeho prvni slozka je
(na 5D, srov. tab. 7) 0,5-2,5-1,78134 = 2,226 68.

Hodnoty UY jsou dany v tab. 7. Nejprve z nich vypoéitame pravou stranu soustavy
rovnic (13.11.4), tj. BU°+F!. P¥iblizné feseni U! na casové vrstvé t = 0, 1 pak stanovime
jako TeSeni soustavy rovnic AU! = BU? + F! s tfidiagonalni matici A. Tuto soustavu
rovnic vyfesime metodou faktorizace z odst. 3.5, kde klademe n = 4, a; = —1,25, i =
=2,3,4,b=3,5,1=1,2,3,4,ac; =—1,25,1=1,2,3.

Jako vysledek obdrzime (na 5D) U' = [0,74343; 0,63251; 0,45958; 0,24162].
Porovname-li slozky tohoto vektoru s hodnotami pfesného feSeni z tab. 7 (jsou tistény
kurzivou), vidime, Ze jsme s pétkrat vétsim casovym krokem ziskali pfesnéjsi hodnoty nez
pri vypoctu explicitni metodou. Pracnost jednoho kroku Crankovy-Nicolsonovy metody
pfitom neni vétsi nez pracnost péti kroku explicitni metody (cviceni 13.17.5).

13.13. Monotonnost pribliZného reSeni. Da se ukazat, Ze je-li poca-
te¢ni podminka ¢ monoténni funkce x a okrajové podminky jsou konstanty go(t) = ¢(0),
g1(t) = ¢(1), bude presné feSeni ulohy (13.1.1) az (13.1.3) v libovolném casovém oka-
mziku opét monoténni funkci z. Explicitni metoda, kterou jsme popsali v tomto ¢lanku,
monoténnost FeSeni zachovava, je-li splnéna podminka stability (13.6.3). U implicitnich
metod typu (13.11.8) s # # 1 (napf. u Crankovy-Nicolsonovy metody) se monoténnost
zachovava pouze tehdy, je-li casovy krok 7 dostatecné maly ve srovnani s h. Konkrétni
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podminky monoténnosti maji tvar 7 = O(h?) a kladou tedy na 7 podobna omezeni
jako podminka stability u explicitni metody. Ryze implicitni metoda z odst. 13.9 za-
chovava monoténnost vzdy, nezavisle na poméru 7 a h. To je také diavod, proc se této
metodé nékdy (zejména pii nespojitych datech a u nelinearnich tloh) déva prednost pied
Crankovou-Nicolsonovou metodou.

13.14. Okrajové podminky obsahujici derivace. Uvazme nyni
pocatecné-okrajovou tlohu pro rovnici pro vedeni tepla (13.1.1) s poc¢ate¢ni podminkou

(13.1.2), ale s okrajovymi podminkami, v nichz vystupuji derivace u, v bodech = = 0
a r = 1. Misto (13.1.3) tedy budeme mit napf. podminky (srov. odst. 12.5, 12.6)

(13.14.1) oou(0,t) — us(0,t) = go(t),
oru(l,t) + u.(1,t) = g1(t).

Necht jsou funkce gg, g1 spojité a ohrani¢ené pro t = 0 a necht oy = 0, 01 = 0. Chceme-
li sestrojit diferen¢ni aproximaci tlohy (13.1.1), (13.1.2), (13.14.1), postupujeme stejné
jako v predchozich odstavcich tohoto ¢lanku az na to, Ze okrajové podminky (13.14.1)
prepiseme podobnym zpiisobem, jako u standardnich okrajovych tloh pro obycejné di-
ferencialni rovnice (viz ¢l. 3). Skute¢nost, Ze okrajové podminky nyni nebudou splnény
presné, ovlivni jak fad konzistence, tak stabilitu (a pfipadné konvergenci) uvazovaného
schématu. Ukazeme to na dvou prikladech.

Predpokladejme nejprve, ze k feseni dané tlohy pouzijeme explicitni metodu z od-
stavce 13.1 a ze derivace u, v podminkach (13.14.1) aproximujeme s piesnosti O(h)
pomoci vztaht

Ui - Uy

Ug —Ug_1
h ’ '

(13.14.2) U (0, 1) & -

uz(1,t,) =

Algoritmus explicitni metody se prakticky nezméni, pouze pfi prechodu od vrstvy t,

k vrstvé t,,1 musime navic vypocitat hodnoty Ug“’l, U}?’l z diferen¢nich aproximaci

okrajovych podminek (13.14.1), tj. z rovnic

Ut ot

(13.14.3) ooUSt! — 5 = Joltn+1),
Un+1 . Un—l;l

o Uptt + =& N =L = g1(tnsn)

(hodnoty U™, ULtY jsme jiz stanovili ze vzorce (13.1.8) stejné, jako v piipadé Di-
richletovych podminek). D4 se ukazat, ze diskretiza¢ni chyba metody bude nyni obecné
pouze velikosti O(7 + h), tj. fad metody v h se snizi (bude stejny jako fad aproximace
okrajovych podminek).

Snizeni fadu metody v prostorovém kroku h lze zabranit napt. tim, ze zcela stejné
jako v odst. 3.3.2 zavedeme fiktivni hodnoty U"}*, U}éfl a derivace v okrajovych pod-
minkéch aproximujeme symetrickymi diferenénimi podily (viz fadek 3 tabulky 3 v prvni
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Casti této série ucebnich textt). Platnost diferencnich rovnic (13.1.8) pak zadame i pro
k=0ak=K ado téchto dvou rovnic dosadime za U"]' a U;?jrll z aproximaci okrajo-
vych podminek. Je-li v tomto pfipadé v podminkach (13.14.1) go(t) = konst. a g1(t) =
konst., d& se maticovou analyzou ukazat, ze podminka stability vysledné explicitni me-

tody vzhledem k pocatecéni podmince nebude (13.6.3), ale

(13.14.4) 0 < r < min ( = = )
. . T > 1Imin .
- 2—|—0’0h’2—|—0'1h

Crankova-Nicolsonova metoda pro tlohu (13.1.1), (13.1.2), (13.14.1) je popséana
v [27]. Derivace v okrajovych podminkéch se aproximuji pomoci fiktivnich hodnot. Mati-
cova analyza stability ukazuje, ze pro o9 > 0, 01 > 0 je metoda i nadale bezpodminec¢né
stabilni.

13.15. Pocateéné-okrajové ulohy pro obecné parabolické rov-
nice. Je-li rovnice (13.1.1) nehomogenni, tj. tvaru u; = a®u,, + f(z,t), pak v duchu
odvozeni obecné dvouvrstvové metody se na pravé strané diferencni rovnice (13.11.8)
objevi navic ¢len 0 f(xk,t,) + (1 — 0) f(ak, t,—1). Postup, ktery jsme pouzili k odvozeni
diferen¢nich aproximaci rovnice pro vedeni tepla v odst. 13.1 az 13.11, lze bez podstat-
nych zmén prenést na obecnou parabolickou rovnici tvaru uw; + L(u) = f, kde L(u)
je néjaky elipticky diferencialni operator. Stac¢i k tomu zkombinovat poznatky ziskané
v ¢l. 3 a ¢l. 7 s poznatky z predchozich odstavci tohoto ¢lanku. Zvlastni pozornost je
tfeba vénovat okrajovymi podminkam s derivacemi.

Jako priklad uvedeme diferenc¢ni aproximaci obecné samoadjungované linearni rov-
nice parabolického typu v R (tj. v jedné prostorové proménné) z odst. 12.3 Crankovou-
Nicolsonovou metodou. Konkrétné budeme aproximovat rovnici

(13.15.1) g—? - %(p(:c,t)%> —qla, tyu+ f(z,t).

Eliptickou ¢ast rovnice (13.15.1), tj.

0 ou

(13.15.2) — (p(ac, t)ﬁ—x> +qla, thu— f(z,t)

aproximujeme metodou integralnich identit z odst. 3.4. Pro jednoduchost predpokla-
dame, ze koeficienty p, ¢ i prava strana f jsou spojité funkce a sif je rovnomérna, takze
v (3.4.10) je hy = hi 1 = h, q¢; = q = q(z;,t), fi = f = f(z,t) aq; =~ =0.
Sestrojime-li nyni diferenéni aproximace vyrazu (13.15.2) podle (3.4.10) prot =t,, at =
= t,_1 a jinak postupujeme obdobné jako pfi odvozeni Crankovy-Nicolsonovy metody

v odst. 13.11, dospéjeme nakonec k diferen¢ni aproximaci rovnice (13.15.1), kterd bude
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mit tvar (viz cviceni 13.17.6)

ur—urt _ .
(13.15.3) % = sh™{p(xp_1/2, tn) U} —

—[p(Tr—1/2,tn) + P(Try1/2, tn)JUE + D(Trg1/2, tn)Upyr b+
+%h_2{p($k—1/2,tn)U£:11 — [p(Tr—1/2,tn—1)+
+p($k—|—1/27tnfl)]U:_l"f_p(xk—l—l/%tnfl)U]?_Fll}_
— 31k, tn) U + q(@p, tn 1)UL+ 51f (ks tn) + f (ks tn)-

D& se ukazat [2], Zze diskretiza¢ni chyba mé pro dostate¢né hladké funkce opét
fadovou velikost O(72+h?) a ze v piipadé Dirichletovych okrajovych podminek je vznikl4
metoda stabilni a konvergentni s fadem 2 v 7 i h. Postup v pfipadé rovnic s nespojitostmi
v koeﬁcientech au okrajovych podminek obsahujicich derivace je obdobny, ale technicky

vvvvvv

s aproximovanou ulohou, stabilni a konvergentm. Podrobnosti lze nalézt ve specialni

literatuie [2], [10], [14], [18], [27].

13.16. Pocatecéné-okrajové ulohy ve vice prostorovych pro-
ménnych. Diferenéni metody pro feseni parabolickjch rovnic v nékolika prostoro-
vych proménnych lze rozdélit v zasadé na dvé kategorie. Prvni z nich tvori zobecnéni
metod vylozenych v odst. 13.1 az 13.15 tohoto ¢lanku. Do druhé kategorie patii metody
stridavych smérd, které v jednorozmérném piipadé nemaji obdobu. Omezime se v dal-
sim vykladu na typickou pocatecné-okrajovou tlohu ve dvou prostorovych proménnych,
totiz na Dirichletovu tlohu pro rovnici

(13.16.1) Up = Ugy + Uyy,

kterd ma byt feSena pro 0 < ¢ < T na ¢tverci = (0,1) x (0,1). Pocate¢ni pod-
minka je u(x,y,0) = ¢(z,y) a okrajova podminka zadana na 0N je u(x,y,t) = g(x,y,t).
Piedpokladame rovnomérnou sit s kroky Az, Ay, 7 a v dalsim pouzivame znaceni u"
= u(iAw, jAy,nT). Pifslusnou hodnotu pfiblizného feseni znacime U},

Stejnym postupem jako pfi odvozeni explicitni metody v odst. 13 1 dospéjeme k di-
feren¢ni aproximaci rovnice (13.16.1), ktera je tvaru

j_

13.16.2 Z’J — itLg 0, i—1,] ij+1l ij— L
( ) - A5 + Ay2

Diskretiza¢ni chyba je O(7 + Az? + Ay?), podminka stability ma tvar

T

-
13.16. — + —
(13.16.3) A:c2+Ay2

A
N
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Vzhledem k tomuto omezeni ¢asového kroku se metoda (13.16.2) v praxi pouziva ma-
lokdy. Implicitni metodu z odst. 13.9 mizeme zobecnit zcela obdobnym zptisobem, ale
matice soustavy rovnic pro vypocet U}"; z Ufj_l jiz neni tfidiagonalni (cvi-
Ceni 13.17.7) a vznika tak otazka, jak tuto soustavu efektivné fesit. Metoda je opét
bezpodminecné stabilni. Totéz se tyka zobecnéni Crankovy-Nicolsonovy metody.

Hlavnim charakteristickym rysem metody stridavych sméri je to, ze se tu implicitni
diferencni rovnice formuluji tak, aby prechod od casové vrstvy t,, k vrstveé ¢, 1 spocival
v Teseni souboru soustav linearnich algebraickych rovnic, jejichz matice jsou vesmeés
tfidiagondlni (srov. téZ odst. 10.3). Tim dosdhneme toho, Ze vypocet hodnot
U[};“l z U}"; bude , ekonomicky®. Cely postup ukazeme opét na Dirichletové pocatecné-
okrajové tloze pro rovnici (13.16.1) na jednotkovém éEtverci.

Zakladni myslenka spociva v tom, ze se pfi vypoctu priblizného feseni U{?f ! na
(n + 1)-ni ¢asové vrstvé z hodnot U[; na n-té casové vrstvé zavede (a pocitd) jesté po-

1/2
mocné priblizné feseni U "2 Toto priblizné feSeni nemusi nutné aproximovat presné

feSeni pro zadnou hodnotu t a zavadi se Cisté z algoritmickych divodi. Vypocet podle
algoritmu metody stfidavych smért probiha tak, Ze se nejprve z hodnot U}"; vypocitaji

hodnoty UZ? J+ 12 5 pak se z téchto hodnot vypocitaji hodnoty Uﬁfl. Pritom se v kazdém
tomto ,,pulkroku® pouzije jiné diferen¢ni schéma a tlohy prostorovych souradnic se st¥i-
daji. V prvnim ptlkroku se u,, aproximuje implicitné, tedy pomérnou diferenci ve vrstve
t=tpt1/2 = tn + %7’, kdezto u,, se aproximuje explicitné, tedy pomérnou diferenci ve
vrstvé t = t,, uzivajici znamé hodnoty U/";. V druhém pulkroku je tomu obracené. Fy-
zikalné si mtzeme cely proces predstavit tak, jako by v ¢asovych krocich se zlomkovymi
indexy transport tepla probihal pouze ve sméru osy x a v krocich s celoc¢iselnymi indexy
pouze ve sméru osy y.

Uvedenym postupem dostaneme d1ferencn1 schéma (soucmltel = na pravé strané je
dan tim, ze jednotlivé pulkroky maji velikost 7')

(13.16.4)
n+1/2 n n+1 2 n+1 2 n+1/2 n

U _1[ U oyt gt L Ut =201 +Um]

T 2 332 Ay2 ’

n+1 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1 n+1 n+1

Uiy — Ui :}[ iy 2y AUyt Uijoy = 205 Uu+1}
T 2 xz Ay? ’

—1,2,...,0-1, j=1,2,....,0-1, n=0,1,...,N —1.

Z (13.16.4) ihned vidime, Ze pfi kazdém pevném j = 1,2,...,J — 1 dostaneme z U}

n+1/2 Un—|—1/2 Un—|— /

hodnoty priblizného feseni Uy ; *' %, Uy ; /7, feSenim soustavy I —1 linearnich
9 ).

n+1/2

rovnic o I — 1 neznamych s tfidiagonéalni matici. Hodnoty Ui ; v mezivrstve tedy

pocitame postupné na primkach y = jAy, j =1,2,...,J —1 a pfechod od n k n+ % tak
predstavuje vyfeseni J — 1 soustav linearnich algebraickych rovnic s tridiagonalni matici
fadu I —1 (napf. metodou faktorizace). Pfi pfechodu od n + % k n obdobné vypocitame

Ulnjl postupné na primkach x = 1Az, 7 =1,2,..., 1 — 1, tak, ze vyfesime I — 1 soustav
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linearnich rovnic s tfidiagonalni matici fddu J—1. D4 se ukazat, ze matice vSech fesenych
soustav jsou reguldrni a uvedeny postup je tedy proveditelny (cviceni 13.17.9).

Teoretickd analyza metody stridavych sméra ukazuje, ze vylouc¢enim hodnot se zlom-
kovymi indexy dostaneme z (13.16.4) dvouvrstvové schéma, jehoz diskretiza¢ni chyba je
velikosti O(72 + Az? + Ay?) a které je bezpodminecéné stabilni. Aproxi-
mace okrajovych podminek na mezivrstvach predstavuje urcity problém, a to i v pfi-
padé Dirichletovy okrajové podminky u(x,y,t) = g(x,y,t). Zdanlivé pfirozena volba
U:;;lﬂ = g(@m, Yj, tn + 7/2) v uzlech sité na hranici ¢tverce (m = 0, I) totiz narusi fad
chyby metody v 7. V literatufre se 1ze poucit o zptisobu aproximace okrajovych podminek
na mezivrstvach, ktery zajisti, ze vysledna metoda bude druhého fadu jak v prostorovych
krocich, tak v ¢asovém kroku (viz [14], [27], [55]).

Metoda stridavych smért patii k nejlepSim diferenénim metodam pro fesSeni
pocatec¢né-okrajovych tloh pro parabolické rovnice ve vice dimenzich. Na zavér pozname-
navame, ze u oblasti s hranici obecného tvaru vznikaji obdobné problémy jako u rovnic
eliptického typu a numerické feSeni pocatecné-okrajovych tloh se dale komplikuje. Zde
pouze odkazujeme na literaturu [2], [10], [14], [17], [27], [28], [55].

13.17. Cviceni

13.17.1. Reste explicitni metodou tlohu z p¥ikl. 13.5. Volte h = %, T = %, takze
bude r = 3. [Pro n = 4 dostavame U} = Uf = &, U = 2, ostatni hodnoty budou
nulové. |

13.17.2.  Ukazte, ze podminka (13.8.2), kterd ma byt splnéna pro vSechna A € R,
je ekvivalentni s podminkou 0 < r < % [Navod: Je 0 < sin® 2z < 1 a pii 2 € R nabyva

2

funkce sin” z vSech hodnot z intervalu (0, 1).]

13.17.3.  Ukaite, Ze podminka |1 — 4rsin®(kn/2K)| <1, k= 1,2,..., K — 1, je
splnéna, pokud plati 0 < r < % [Navod: Uvedena podminka je ekvivalentni s podminkou
0 < 4rsin?(kn/2K) < 2).]

13.17.4. Popiste metodu faktorizace pro feSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic (13.9.5). [Navod: Uzijte vysledky odst. 3.5.3. Jenynin = K — 1, a; = —r, b; =
=142r,¢=—-r]

13.17.5. Porovnejte pracnost jednoho kroku Crankovy-Nicolsonovy metody
a péti krokd explicitni metody z odst. 13.1. [Navod: Vyjdéte z toho, Ze k feSeni sou-
stavy linearnich algebraickych rovnic (13.11.4) je zapotfebi zhruba 8K aritmetickych
operaci.]

13.17.6. Odvodte diferen¢ni aproximaci (13.15.3). [Navod: Uzijte postup nazna-
¢eny v odst. 13.15.]
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13.17.7.  Odvodte implicitni diferen¢éni aproximaci rovnice (13.16.1). [Jako
(13.16.2), ale na levé strané (U"; — U&_l)/r]

13.17.8. Fourierovou metodu vysSetiete stabilitu explicitni metody z odst. 13.1.
[Navod: Polozte Z! = ¢™ exp(iAkh), dosadte do rekurence (13.1.8) a vypocitejte g jako
funkci A. Pouzijte von Neumannovu podminku stability (13.8.1) a vztah 1 — cosz =
— 25sin®(2/2).]

13.17.9. Vysetfete vlastnosti soustav linearnich algebraickych rovnic vznikajicich
pri numerickém feseni poc¢atec¢né-okrajové tlohy z odst. 13.16 metodou stridavych smért.
[Navod: Predpokladejte, ze hodnoty piiblizného feseni na hranici jsou zndmy. Postupujte
obdobné jako u Crankovy-Nicolsonovy metody v odst. 13.11. Matice soustav jsou ostie
diagonalné dominantni.]
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14. Semidiskrétni metody pro parabolické rovnice

14.1. Metoda primek. Dostupnost dimyslnych a spolehlivich algoritmii
a programil pro automatickou integraci pocatec¢nich tuloh pro obycejné diferencialni rov-
nice [37] vedla ke snaze vyuzit tyto programy k feSeni po¢atecné-okrajovych aloh pro evo-
luéni rovnice. Metoda primek je koncepcné zcela jednoducha. Pro danou parcialni dife-
rencidlni rovnici ¢i soustavu parcialnich diferencialnich rovnic (nikoli nutné evolué¢nich) se
diskretizuji vSechny nezavisle proménné s vyjimkou jediné. Tato semidiskrétni procedura
vede pak k pocatecni ¢i okrajové tilloze pro soustavu obycejnych diferencialnich rovnic,
ktera se TeSi na pocitaci. Proménnou, kterda se nediskretizuje, je u evolucénich
tloh casova proménna t a metoda piimek zde vede na pocatec¢ni ulohy.
Metoda se snadno realizuje i v pfipadé nelinearnich diferencialnich rovnic.

Méjme napi. pocatecné-okrajovou tlohu pro rovnici

(14.1.1) ur = f(x, t,ug, uze), 0<z<1, t>0,
s okrajovymi podminkami
(14.1.2) u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,
a s pocatecni podminkou
(14.1.3) u(z,0) = ¢(z), x€(0,1).
1
1
U, u, u, Uycq Uy
X,= X X, : X X =1 X

Obr. 40. Metoda pfimek v Case.
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Diskretizujeme prostorovou proménnou x, ¢asovou proménnou ¢t ponechdme spoji-
tou. Sestrojime proto na intervalu (0,1) rovnomérnou sit S s krokem h, S = {z =
= kh, k =0,1,...,K}, h = 1/K. Ozna¢ime uy(t) = u(xg,t) restrikci funkce u na
polopfimku x =z, t 2 0 (odtud ndzev metoda piimek, viz obr. 40).

Na kazdé z vnitinich pfimek x = xx, £k = 1,2,..., K — 1, aproximujeme derivace
Uy & Uy, v rovnici (14.1.1) pomérnymi diferencemi z hodnot funkce u na sousednich
primkach. Vysledkem bude soustava obyc¢ejnych diferencialni rovnic

AUy Uky1 = Uk—1 Ug1 —2Up + Ugy1\
(14.1.4) Bt _.f(xk,a . = >._

dt
=Fp(t,Up—1, Uk, Uk11), k=1,2,..., K —1,

pro funkce U = Ui(t), k =0,1,..., K, aproximujici funkce up, = ui(t), k =0,1,..., K.
Z okrajovych podminek (14.1.2) mame

(14.1.5) Uo(t) = UK(t) =0, t>0,

a tyto hodnoty z (14.1.4) vyloué¢ime. Tim je pocet rovnic stejny jako pocet nezndmych
funkci. Po¢ate¢ni podminka (14.1.3) ndm pro soustavu (14.1.4) d& pocateéni podminky

(14.1.6) Ue(0) = ¢(ar), k=1,2,...,K—1.

Tim jsme pocatec¢né-okrajovou ulohu (14.1.1) az (14.1.3) aproximovali po¢ate¢ni ilohou
(14.1.4), (14.1.6), kterou muzeme Fesit vhodnym souborem programu pro integraci tako-
vych pocatecnich uloh [37]. Popsané metodé se nékdy fika klasickd metoda primek nebo
metoda primek v case.

14.2. Semidiskrétni Galerkinova metoda. Neni viibec nutné pro-
vadét prostorovou diskretizaci pravé metodou konec¢nych diferenci. Daji se vyuzit i jiné
diferen¢ni metody a také metoda konecnych prvka [30], [55]. V takovém piipadé jako
Galerkinovu aproximaci reseni hledame funkci tvaru

N
(14.2.1) uM(z,t) = ch(t)vn(x),

kde znamé funkce {v,, } tvori bazi vhodného podprostoru (viz ¢l. 4). Koeficienty linedrni
kombinace (14.2.1)nyni zaviseji na ¢ase avysledkem diskretiza¢ni procedury
je pocatecni tloha pro soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic s neznamymi funkcemi
Cn, 1,2,..., N, kterou integrujeme v case.
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14.3. Numerické reseni vzniklych pocatecnich tilloh. Pocateéni
ulohy vznikajici v metodé pfimek jsou ¢asto ulohy s velkym tlumenim (viz [37]) a k jejich
numerickému feseni je tfeba pristupovat s ohledem na tuto skutec¢nost. Ukazeme to na
prikladu tlohy (14.1.1) az (14.1.3), kde (14.1.1) je linearni rovnice pro vedeni tepla

(14.3.1) Up = Ugy -
Metoda primek v takovém pripadé vede na pocatecni tilohu
(14.3.2) U =h"2AU, U(0) = o,

kde U(t) = [Uy(t),Us(t),..., Ux_1(1)]*, & = [¢(x1), d(x2),...,d(xx_1)]T a matice A
je tridiagonalni matice, kterd ma diagonalni prvky rovné —2 a jednicky nad a pod dia-
gonalou.
Vlastni ¢isla A\, matice h2A jsou (viz [53])
4 | 5 kmh

(1433) )\k:—ﬁSIH T, ]{7:1,2,...,}(—1,

ajedg_1 <Ag_2<...< A <0.Protoze (mdme Kh = 1)

IA1] = %sin2 7;—h, Ax—1] = %cos2 %h,
mé pii h — 0 podil [Ag_1|/|A1] limitu 400 a pro malad h tudiz bude (14.3.2) typicky
stiff-systém (viz [37]).

P1i TeSeni pocatecnich tloh vznikajicich v metodé primek tedy mutzeme byt nu-
ceni uzit software pro feseni stiff-systému. Prikladem pouzitelného souboru programi je
soubor GEARM, stru¢né popsany v [37], a rizné jeho varianty. P¥i numerickém feSeni
stiff-systémt y’ = f(x,y) byva tfeba pocitat hodnoty Jacobiovy matice Of /Jy. U systému
ziskanych metodou pifimek tato matice ma v kazdém fadku pouze né€kolik nenulovych
prvkd, popt. je pasova. Toho obecné programové soubory pro feSeni stiff-systému ne-
dokazi vyuzit. Konstruuji a pouzivaji se proto specialni programy pro feseni takovych
pocatecnich uloh.

Resime-li linedrni po¢ateéné-okrajovou ulohu semidiskrétni Galerkinovou metodou,
vznika dalsi komplikace, nebot vysledna soustava obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic je
tvaru ([30], [55])

(14.3.4) By’ = Gy +f,

pficemz matice B nemusi byt jednotkova (ani diagonalni). ReSeni soustav diferencialnich
rovnic typu (14.3.4) ovSem vyzaduje specidlni programové vybaveni. To je dnes ve svété
vcelku bézné k dispozici a metoda primek tvori zaklad mnoha soubort programt pro
feSeni pomérné obecnych nelineadrnich pocateéné-okrajovych tloh pro rovnice parabolic-
kého typu, predevsim v jedné prostorové proménné.
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14.4. Metoda cCasové diskretizace. V této metodé diskretizu-
jeme casovou promeénnou ¢, prostorové proménné ponechdvame spojité.
Predvedeme ji na prikladu linedrni pocatecné-okrajové tlohy pro parabolickou rovnici
v samoadjungovaném tvaru (odst. 12.3)

ou
(14.4.1) U= = [p(a:,t)%} — gz, hu + f(z,1),
0<zx<l, O0<tST,

u(z,0) = ¢(z), =€ (0,1),
'LL(O, t) :.QO(t)a U(Lt) = gl(t)a te (07T > :

Predpokladame, ze vSechny funkce vystupujici ve (14.4.1) jsou ve svych defini¢nich obo-
rech spojité, ze funkce p je spojité diferencovatelna podle = a Ze na obdélniku (0, 1) x
x (0,T) plati p(z,t) > 0, ¢(z,t) = 0. Na intervalu 0 < t < T sestrojime rovnomérnou sit
S={t,=nr, n=0,1,...,N} s krokem 7 = T//N. Oznacime u"(z) = u(x, t,) restrikci
funkce u na tsecku t =t,, 0 < x < 1 (viz obr. 41).

t
]

UN
ty=T

uN—1
Ty

u2
t2

u1
t1

UO

-0 1 X

Obr. 41. Metoda casové diskretizace.

Prostorové derivace nyni ponechdme beze zmény a derivaci u; ve (14.4.1) aproxi-
mujeme v bodé (z,t,) metodou koneénych diferenci vztahem
w(z,ty) —u(z,th—1) u(z) —u"1(x)

14.4.2 t,) ~ =
(14.42) (1) - -
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Z (14.4.1) tak pro funkce U™ = U™(z), n = 0,1,..., N, aproximujici na jednotlivych
vrstvach funkce v, n =0,1,..., N, dostaneme vztahy

ey COET O oy @+ ),
n=12,...,N,
U(@) = d(a), 0SS

Un(o) ZQO(tn)a Un(l) = gl(tn)a

kde jsme oznadili p"(z) = p(x,t,), ¢"(x) = q(x,t,) a f*(z) = f(x,t,). Diferencialni
rovnice ve (14.4.3) jesté upravime na tvar

(1444) @O g @) U = )+ U @),
n=12,...,N.

Vidime, Ze poc¢ateéné-okrajova tloha (14.4.1) ptesla v posloupnost okrajovych tloh
pro obydejné diferenciilni rovnice druhého faddu. Funkce U° je ddna pocateéni podmin-
kou, takZe z téchto okrajovych tiloh mizeme postupné stanovit funkce U*, U2, ..., UY.
na Casové vrstvé t, 1, vystupuje na nasledujici ¢asové vrstvé t,, v pravé strané rov-
nice (14.4.4). Popsané metodé pro pfiblizné feseni tlohy (14.4.1) se fikd metoda casové
diskretizace nebo Rotheova metoda.

14.5. Numerické reseni vzniklych okrajovych aloh. Okrajové
ulohy ziskané Rotheovou metodou fesime numerickymi metodami popsanymi v prvnim
svazku této t¥idilné série uéebnich texti. Pouzijeme-li k feseni tlohy (14.4.3) metodu
koneénych diferenci, dostaneme opét implicitni diferen¢ni metodu popsanou v ¢l. 13.
Diky linearité tlohy (14.4.3) a jejimu samoadjungovanému tvaru v§ak muzeme s vyho-
dou pouzit metodu presunu okrajovych podminek z odst. 2.3 a TeSeni okrajovych tloh
v konecné fazi opét prevést na reseni tloh pocatecnich.

Pokud jsou splnény predpoklady o tloze (14.4.1) uvedené v odst. 14.4, maji okra-
jové tlohy (14.4.3) feSeni, a to jediné. Zaroven z odst. 2.3 vime, ze v takovém pfipadé je
algoritmus metody normalizovaného presunu vzdy proveditelny, tj. feSeni prislusnych po-
¢atecnich tloh existuji na celém intervalu (0, 1). Pro specidlni poc¢ate¢né-okrajové tlohy
tvaru (14.4.1) apod. v jedné prostorové proménné vede Rotheova metoda v kombinaci
s metodou normalizovaného pfesunu na spolehlivé a rychlé algoritmy pro vypocet pfi-
blizného Feseni. Piikladem takové tlohy je tloha (14.4.1) s p(x,t) a g(x,t) nezavislymi
na .

Vzniklé okrajové tlohy je rovnéz mozné fesSit metodami Galerkinova typu. Podrobny
vyklad metody ¢asové diskretizace v takovém priipadé nalezne ¢tenaf napf. v [39].
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14.6. Cviceni

14.6.1. Metodou pfimek z odst. 14.1 feste pocateéné-okrajovou tlohu (13.1.1) az
(13.1.3) pro rovnici pro vedeni tepla. Vzniklou poc¢éateéni tlohu feste a) explicitni Eule-
rovou metodou ([37], odst. 17.3); b) implicitni Eulerovou metodou ([37], odst. 19.7); c)
lichobéznikovym pravidlem ([37], odst. 19.7). Porovnejte vysledné algoritmy s algoritmy
metod z ¢l. 13. [Postup je ekvivalentni aplikaci a) explicitni metody z odst. 13.1; b) ryze
implicitni metody z odst. 13.9; ¢) Crankovy-Nicolsonovy metody z odst. 13.11.]

14.6.2. Metodou piimek Feste pocatecné-okrajovou tlohu (13.1.1) az (13.1.3)
a prostorovou diskretizaci provedte metodou kolokace z odst. 4.1.1. Jaky bude tvar
vzniklé pocatecni tlohy? [Navod: Pfiblizné feseni hledejte ve tvaru (14.2.1), kde bazové
funkce zvolite tak, aby v,(0) = v,(1) = 0, n = 1,2,..., N. Koeficienty c¢,(t), n =
= 1,2,..., N, uréite z pozadavku, aby pfiblizné feseni (14.2.1) v bodech (z,,t), n =
=1,2,..., N, spliiovalo diferencialni rovnici (13.1.1). Pro koeficienty ¢, (t) tak dostanete
soustavu diferencialnich rovnic tvaru (14.3.4).]

14.6.3. Popiste metodu casové diskretizace pro feseni nelinedarni pocatecné-
okrajové tlohy (14.1.1) az (14.1.3), kde f(z,t, Uy, Uzy) = a*Ugpe + u2 + F(x,t), a® > 0.
Navrhnéte metodu pro feseni vzniklych okrajovych tloh. [Navod: Postupujte stejné jako
v odst. 14.4. Vzniklé okrajové ulohy lze Fesit metodou stielby (odst. 2.2) nebo metodou
koneénych diferenci (odst. 3.3.6).]

14.6.4. Popiste algoritmus metody normalizovaného pfesunu pro feSeni okrajo-

vych tloh (14.4.3). [Navod: Postupujte stejné jako v odst. 2.3.6, kde nyni p(x) = p"(z),
q(z) = " () + 771 f(z) = f"(z) + 77U (2) atd]
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15. Ulohy pro parcialni diferencialni rovnice
hyperbolického typu

15.1. Rovnice zakonu zachovani v mechanice. Zikony zachovani
hmotnosti, hybnosti a energie 1ze psat ve tvaru (viz [13], [54])

(15.1.1) pt +div(pv) =0,
(pv): + div(pv ® v — 0) = pf,
(pw)¢ + div(pwv — o - v + q) = pf - v.

Vektorové funkce v, f a q maji vyznam rychlosti hmotnostni ¢astice, vnéjsich sil a tepel-
ného toku, skalarni funkce p a w maji vyznam hustoty a celkové energie (w = e+ %vz, e je
vnitini energie) a o je tenzor napéti. Proménna ¢ méa vyznam ¢asu a symbol div(pv ®
® v — o) chdpeme jako vektor o slozkéch >, d[(pviv;) — 0i;]/0x;, kde v; jsou slozky
vektoru v, o;; jsou slozky tenzoru o a x; jsou soufadnice bodu x. Clen div(c - v) =
= >, 9[>, 0ijvj]/Ox; charakterizuje G€inky plosnych (tlakovych) sil v bodé x.

Analyza soustavy (15.1.1) je slozité. Proto se studuji jednodussi podoby této sou-
stavy pfi konkrétnich fyzikdlnich a geometrickych predpokladech. Predpokladame-li
napt., ze se uvazované funkce méni pouze ve sméru jedné prostorové proménné x €
€ R, nahradime-li 0 = —p, kde p je tlak, a zanedbame-li teplotni zmény a vliv vnéjsich
sil (g =0, f =0), dostaneme soustavu rovnic

(15.1.2) pt + (pv)e =0,
(pv)s + (pv* +p)e = 0,
(pw): + (pwv + pv), =0,

kde v nyni znaci slozku vektoru rychlosti ve sméru x. Rovnicim soustavy (15.1.2) se fika

rovnice jednorozmeérného proudent.
Oznacime-li

p pv
u=|pv|, Fu=| p’+p |,
pw v(pw + p)

muzeme soustavu (15.1.2) psat ve tvaru
(15.1.3) u; + [F(u)], =0.

Protoze i (15.1.3) je jistym zapisem zakont zachovani, hovoii se v této souvislosti o rov-
nici v konzervativnim tvaru (conservare = zachovat (lat.)).

Nedochazi-li v proudici tekutiné ke zménam energie (resp. lze-li tyto zmény za-
nedbat), sta¢i uvazovat pouze prvni dvé rovnice soustavy (15.1.2). Provedeme-li ve druhé
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rovnici soustavy (15.1.2) naznac¢ené derivovani a dosadime sem za p; z prvni rovnice, do-
staneme po jednoduché tpraveé soustavu rovnic akustiky

(15.1.4) pt +vp + pve =0,
vt + 00 + p py = 0.

V této soustavé vSak vystupuji tfi neznamé funkce p, v a p. Aby tato soustava mohla
byt zadkladem rozumné formulované dlohy, pripojujeme k ni dodatecnou, tzv. stavovou
podminku. Totéz lze ovsem Fici uz pro soustavu (15.1.1). Pro soustavu (15.1.4) se stavova
podminka bere ve tvaru p = p(p), tj. pfedpoklada se, ze tlak zavisi na hustoté. Potom
pr = (dp/dp)p, a pii oznaceni ¢ = dp/dp mizeme funkci p, ze soustavy (15.1.4)
formalné vyloucit. Dostaneme tak soustavu

(15.1.5) Pt + vpg + pvy =0,
v+ ptpy +vv, = 0.

Jestlize mtizeme predpokladat, ze p, p a v se malo lisi od konstant pg, pg a v, potom
pro malé zmény p = p — pg, p = p — Po, U = v — vy pri zanedbani ¢lend vyssich rada
a volbé vy = 0 dostaneme z nelinedrni soustavy (15.1.5) linearizovanou soustavu rovnic
akustiky (srov. [54], odst. 3.3)

(15.1.6) P+ pote = 0,
vt + palpx = 0.
Zde ¢ = (dp/dp)|,=p, je konstanta a predstavuje rychlost Sifeni zvuku v prostfedi

charakterizovaném stavovou podminkou (stavovou rovnici) p = ¢?p. V idedlnim plynu je
napi. p = RTp.

Poznamenejme, Ze derivovanim prvni rovnice v (15.1.6) podle ¢ a druhé rovnice
podle x a vylouc¢enim smisené derivace v,; = Uy, dostaneme parcialni diferencialni rovnici
druhého 1adu pro neznamou funkci p ve tvaru

(15.1.7) Prt = ¢ Paas

které se fikd vlnovd rovnice. Funkce p v rovnici (15.1.7) se nazyva tlakovd vina.
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15.2. Linearni hyperbolicka rovnice prvniho fadu

15.2.1. Rovnice v jedné prostorové proménné. Budeme se nyni zabyvat
parcidlni diferencidlni rovnici tvaru

(15.2.1) ao(x,t)us + a1 (x, t)uy + b(z, t)u = f(z,1),

v niz ag, a1, b a f jsou realné spojité funkce proménnych x a t. Pfedpokladame jesté, ze
a2 + a? # 0. Diferencialni rovnici typu (15.2.1) nazyvame linedrni hyperbolickou rovnici
pronitho Tadu.

Pro analyzu tloh pro rovnici (15.2.1) je dtlezity pojem charakteristiky. Necht funkce
x=ux(r), t =1t(r), t € I C R jsou feSenim soustavy obyéejnych diferencialnich rovnic

dz dt
(15.2.2) = ay(x,t), = agp(x,t).
Potom kfivku
(15.2.3) I={(z,t)eR®: z=u(r), t=t(r), T €I}

nazyvame charakteristikou rovnice (15.2.1) a rovnice (15.2.2) rovnicemi charakteristik.
Nepfipojime-li k rovnicim (15.2.2) poc¢ateéni podminky pro 7 = 7

(15.2.4) x(10) = 20, t(70) = to,

je rovnicemi (15.2.2) uréen jednoparametricky systém kiivek, tzv. systém charakteristik.
Vektoru [ay, ag| se Tika charakteristicky smér v bodé (x,t) (teény vektor charakteristiky).
Chceme-li zdtraznit, ze mame na mysli charakteristiku uréenou podminkami (15.2.4),
tj. charakteristiku prochézejici bodem M = (x¢, tp), uzijeme k jejimu oznaceni symbolu
| Y

Je-li ap(z,t) = 1, a tedy dt/dr = 1, lze za parametr kiivky I' vzit proménnou ¢
a rovnici charakteristik psat ve tvaru

(15.2.4) — = ay(z,1).

Na charakteristice I', tj. pro (z,t) € T', lze uzitim rovnic (15.2.2) pfepsat rovnici
(15.2.1) na tvar obyc¢ejné diferencidlni rovnice

(15.2.5) % + b(x, t)u = f(x,t),

v niz u = u(z(7), (7)) a du/dr = ayu, + agu; je derivace u podle charakteristického
smeéru v bodé charakteristiky. Rovnici (15.2.5) se také tika vztah na charakteristice.
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15.2.2. Pocateéni tloha. Proze€Rate (0,7), T > 0, uvazujme rovnici
(15.2.6) up + a(z, t)uy + b(z, t)u = f(z,t).

Pocatecéni ulohou pro rovnici (15.2.6) rozumime tlohu stanovit funkci u = u(z, t), kterd
vyhovuje této rovnici a pro ¢t = 0 spliuje pocatecni podminku

(15.2.7) u(z,0) = ¢(z), = e€R.

O danych funkcich a, b, f a ¢ predpokladame obvykle, Ze jsou spojité.

Podstatné pro resitelnost nasi pocatecni ulohy je, aby kazda charakteristika z jedno-
parametrického systému charakteristik rovnice (15.2.6) protinala pfimku ¢t = 0 v jednom
bodé. Potom totiz charakteristika I"j; prochazejici bodem M = (z¢,0), xg € R, je urcena
podminkami

dx

15.2.8 —
( ) ¥

=a(z,t), x(0) = zo,
jednoznacné a funkce u = wu(x,t), ktera je FeSenim pocatecni ulohy (15.2.6), (15.2.7),
bude na charakteristice I'y; feSenim pocéteéni ulohy (wdloha na charakteristice T' )

(15.2.9) % +b(z(t), t)u = f(z(t),t), u(z(0),0) = ¢(x(0)).
Zde ovsem proménnou t chapeme jako parametr charakteristiky I';;.

Uvedené souvislosti nAm dovoluji délat zavéry o Fesitelnosti poc¢ateéni tlohy (15.2.6),
(15.2.7) na zakladé Fesitelnosti tilohy (15.2.9) a pfipadné feseni urc¢it. Takovému postupu
se tika metoda charakteristik.

V [54] je uvedeno, ze kdyz funkce ¢ je spojité diferencovatelna pro = € R, funkce a,
b a f jsou spojité diferencovatelné pro z € R, ¢t € (0,T) a kazdym bodem M = (z,t) €
€ R x (0,T) prochazi jedind charakteristika I'y; a tato charakteristika protind osu x
v jednom bodé, potom existuje jediné feSeni u ulohy (15.2.6), (15.2.7) a toto FeSeni je
spojité diferencovatelné. Takovému feSeni se fika klasické resent.

Poznamenejme jesté, ze pokud charakteristiky osu x neprotinaji, pocatecni tloha
s pocatecni podminkou pro t = 0 feSitelnad neni, i kdyz vSechny dané funkce vystupu-
jici v tloze jsou dostateéné hladké. Rikdme, Ze takova pocatecni tloha je nekorektné
formulovand.

15.2.3. Priklad. Méjme pocatecni ilohu

(15.2.10) ur + auy, = f(x,t), xR, te(0,7T),
(15.2.11) u(z,0) = ¢(x), = €R,

kde a je dana konstanta, ¢ a f jsou dané spojité diferencovatelné funkce svych promén-
nych.
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Snadno vypoé¢teme, Ze libovolnym bodem M = (zg,to) € R x (0,T") prochéazi cha-
rakteristika I'y; (pfimka o rovnici x = z¢ + a(t — tp)), kterd protind osu = v bodé
(z1,0) = (wg — atp,0). Uloha na charakteristice (15.2.9) ma zde tvar

du
(15212) E = f(l’o + CL(t — to), t), ’U,(.To - ato, 0) = gZﬁ(.’EO — ato).
Protoze na I'y; je u = u(zo+a(t —to), t), dostaneme integrovanim rovnice (15.2.12) pies
interval (0,t9) vysledek

to
u(zo, to) — u(zo — atp,0) = /0 f(mo +a(t — to),t) dt.

Pfeznacenim (zg,to) na (z,t) dostaneme feSeni nasi po¢ateéni tlohy ve tvaru

(15.2.13) u(z,t) = ¢p(x — at) + /Ot f(z+a(s—t),s)ds.

Vidime, Ze feSeni tlohy (15.2.10), (15.2.11) je v bodé (zo, to) jednoznacéné uréeno hod-
notou funkce ¢ v bodé (z1,0) a hodnotami funkce f v tiseku charakteristiky mezi body
(z1,0) a (wg,t0). Uhel ¥ = arctg(1/a) uréuje sklon charakteristik (viz obr. 42). Déle ze
vzorce (15.2.13) vidime, Ze kdyz f = 0, bude feSeni u v bodé (xg,tp) rovné hodnoté
¢(x1), tj. FeSeni bude na charakteristice konstantni. Snadno se dokidze obecnéjsi
tvrzeni: Diferencovatelnd funkce u = u(x,t) je konstantni na charakteristice I' rovnice
ur + au, = 0 pravé tehdy, kdyz je fesenim této rovnice.

a>0 a<0
¢ ) t
\
(Xo,to) \ (>0, to)
/ 3 \\ S
(O!O) (X1!O) X (O!O) (X1!O) X

Obr. 42. Jednoparametricky systém charakteristik rovnice u¢ + auz = 0. Charakteristikami jsou pfimky
o rovnici z — at = C, ¥ = arctg(1/a).
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15.2.4. Poznamky. V zavéru odst. 15.2.2 jsme uvedli postacujici podminky
existence klasického feseni poc¢atecni tlohy (15.2.6), (15.2.7). Pro méné hladké funkce
¢, f vzorce typu (15.2.13), které se daji odvodit i pro obecnéjsi pocateéni tlohy (viz
[54]), neztraceji svoji platnost, davaji vSak feSeni méné hladké (tzv. zobecnéné resend).
Kdyz napi. bude funkce ¢ v néjakém bodé z; € R nespojita, bude se tato nespojitost
prenaset (Sifit) podél prislusné charakteristiky a feseni u tlohy (15.2.10), (15.2.11) tvaru
(15.2.13) bude nespojité pfi prechodu pres charakteristiku.

Reseni, ktera jsou nespojité, se nazyvaji silné nespojitd a feseni spojita s nespojitymi
derivacemi se nazyvaji slabé nespojitd.

15.2.5. Rovnice ve dvou prostorovych proménngch. Na mnoziné R? x (0, T)
budeme nyni uvazovat rovnici

(15.2.14) ur + a1(z,y, t)uy + az(z,y, t)uy + b(z,y, t)u = f(z,y,t),
kde ai, as, b a f jsou dané realné funkce. Pfipojenim pocatecni podminky
(15.2.15) u(z,y,0) = ¢(x,y), (z,y) € R,

mame opét pocatecni ulohu, jejiz vysettovani se provadi podobné jako u rovnice v jedné
prostorové proménné.
Charakteristiky rovnice (15.2.14) jsou urceny rovnicemi

dz dy

E :al(x7y7t)7 3 :a2($71/,t)

15.2.16
( ) gr

a jsou to kiivky v prostoru proménnych (z, y, t). Integrovanim vztahu na charakteristice

d
(15.2.17) — 4+ bz, y, thu = flz,y.t)

1ze opét dostat vzorce pro Feseni pocatecni tlohy (15.2.14), (15.2.15) (viz [54], odst. 5.1).
Napftiklad, kdyz a1, as jsou konstanty a b =0, f = 0, potom funkce

(15.2.18) u(z,y,t) = ¢p(x — art,y — aqt)
je TeSenim dané pocateéni tlohy (provéite!).

Rovnice typu (15.2.14) zapisujeme nezavisle na po¢tu prostorovych proménnych ve
tvaru

(15.2.19) u¢ +a-gradu + bu = f,

kde pocet slozek vektorové funkce a je roven poctu prostorovych proménnych. Pro rovnici
tvaru (15.2.19) se uziva termin transportni rovnice.
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15.3. Kvazilinearni hyperbolické rovnice prvniho radu. Pii-
kladem kvazilinedrni rovnice prvniho fadu je rovnice tvaru

(15.3.1) ur + alx, t,u)u, = f(x,t,u),
nebo tvaru
(15.3.2) ur + a1 (z, y, 6, w)ug + az(z,y, t, w)uy = f(z,y,t,u).

Zde koeficienty rovnice i prava strana f zaviseji na feseni u, ale nezaviseji na jeho deriva-
cich. Pojmy a postupy z pfedchézejicich odstavci se daji adaptovat i pro rovnice tohoto

vvvvvv

maji i nyni tvar

dz

(15.3.3) Frin a(x,t,u)
resp.
dz dy
(15.3.4) prie ay(z,y,t, u), i as(z,y,t,u),

ale na rozdil od linearni hyperbolické rovnice je zde charakteristika vazana také na
funkci u. Proto rovnice (15.3.3), resp. (15.3.4) k urceni charakteristiky nesta¢i. Musime
je doplnit o vztah na charakteristice, ktery zde definujeme predpisem

d
(15.3.5) TQZ = f(z,t,u),
resp.

du
(15.3.6) prin f(z,y,t,u),

v némz u = u(xz(t),y(t),t),z = z(t),y = y(t). Charakteristikou zde rozumime kiivku
v prostoru (z,t,u), resp. (z,y,t,u), uréenou uvedenymi dvéma, resp. tfemi rovnicemi.
Soucasné je témito rovnicemi urceno feseni u. Nelze tedy samostatné urcit charakteris-
tiky a posléze feSeni jako u linearnich rovnic.

Pfipojenim podminky (15.2.7), resp. (15.2.15) k rovnici (15.3.1), resp. (15.3.2) do-
staneme pocatecni llohu. Metodou charakteristik l1ze odvodit vzorec pro feseni pocatecni
ulohy (viz [54]), ale takovy vzorec ma spiSe teoretickou cenu.
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15.4. Priklad. Uvazujeme poéateéni alohu

(15.4.1) wtuu, =0, x€R, te(0,7T),
u(z,0) = ¢(z), = €R,

kde ¢ je dana funkce. Rovnice charakteristik a vztah na charakteristice zde maji tvar

dx du
15.4.2 — = t — =0.
Funkce u je tedy na charakteristice konstantni. Proto z prvni rovnice (15.4.2) plyne, Ze
charakteristikami jsou pfimky o rovnici x — ut = C.
Reseni u tlohy (15.4.1) je proto déno (implicitné) vztahem

(15.4.3) u(z,t) = ¢p(x — ut).

Napft. pro ¢(x) =z je u = x — ut, tj. u=z/(t + 1), pro ¢(z) = sinz je u = sin(x — ut).
Chceme-li uré¢it hodnotu feseni u nap¥. v bodé (xg, tp), musime pro nelinedrni funkci ¢
fesit rovnici & = ¢(zg — Etp). Jejim kofenem je pak £ = u(xg,tp). Z téchto poznadmek
je patrné, Ze na fFeSitelnost pocatecni tlohy (15.4.1) maji jesté vliv vlastnosti funkce
¢. Popiseme tfi nejjednodussi, le¢ typické situace. Vyuzijeme pfitom toho, Ze u je na
charakteristikidch konstantni, charakteristiky budeme uvazovat jako primky x — ut = C
v roviné u = konst. a znézornovat je (podobné jako v linedrnim pfipadé) v prostoru
proménnych x, t.

/ :

Obr. 43. Charakteristiky rovnice us + uuz = 0 pro rostouci funkci ¢. a) ¢ je spojité,
b) ¢ je nespojitd v bodé zg, po éastech konstantni.

Pripad 1. Je-li funkce ¢ spojitd a rostouci, je sklon charakteristik ¥(z) =
= arctg[l/¢(x)] (obr. 43a) klesajici funkci z. Kazdym bodem poloroviny R x (0, +00)
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prochézi pravé jedna charakteristika a feSeni u je vztahem (15.4.3) uréeno jednozna¢né.
Hladkost feseni zavisi na hladkosti funkce ¢.

Pripad 2. Méjme nyni opét funkci ¢ rostouci, avsak nespojitou. Potom se sklon
charakteristik ¥(x) méni v bodé nespojitosti skokem. Na obr. 43b je zndzornéna situace
pro ¢ po c¢astech konstantni s bodem nespojitosti xg. V tomto pripadé je feSeni u urceno
jednozna¢né v celé poloroviné kromé klinu (tzv. oblast zredéni) s vrcholem v bodé (zg, 0),
kde FeSeni neexistuje. V tomto klinu 1ze feSeni spojitym zptsobem dodefinovat (viz [54],
odst. 4.11) a tomuto dodefinovanému feseni v uvedeném klinu se ¥ika vina zredénd.

Pripad 3. Bude-li funkce ¢ klesajici a kladna, bude se sklon charakteristik J(x) zvét-
Sovat. Na obr. 44 je znazornéna situace pro ¢ po ¢astech konstantni s bodem nespojitosti
T, tj. pro
u, < xo, 1 1

U > Uy, — < —.
U2, I > Xy, ’ U1 U9

o) = {

x=¢g(t)
t] / t

X-ut =x
’ y / X-U;t =X,

o/ Y
1. /1
AV p

u, U,

Obr. 44. Charakteristiky rovnice us + uugz = 0 pro funkci ¢ klesajici a po &istech konstantni (u; > ug).
Reseni je nespojité na kiivce z = £(¢) (rdzova vlna).

V klinu, v némz se charakteristiky protinaji, feSeni neexistuje, nebot kazda charak-
teristika ,,donese“ do tohoto klinu svoji hodnotu pocatec¢ni funkce. Piipustime-li vsak
existenci nespojitého FeSeni, mizeme ur¢it kiivku nespojitosti x = £(t), kterd rozdéli
polorovinu R x (0, 4+00) na dvé ¢asti, v nichz je feSeni (15.4.3) urceno jednozna¢né po-
¢ateéni podminkou. Na kiivce nespojitosti x = £(t) v8ak uvazovana rovnice ztraci smysl
a musime ji nahradit néjakym vztahem, ktery bude predstavovat vazbu mezi hodnotami
feSeni na obou stranach nespojitosti. Pro rovnice typu

us + [F(u)], =0
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ma pozadovany vztah na kiivce nespojitosti (pii zvolené funkei ¢) tvar

d§ Flug) — F(u)
dt_ U — U7

a dovoluje nam kfivku nespojitosti stanovit (v nasem pripads je F(u) = 1u?).

V kontextu s fyzikdlni skutec¢nosti se kfivce nespojitosti fika rdzovd vina a d&/dt
pak urcuje tzv. rychlost razoveé viny.

Obecné jsou myslitelné i situace z obr. 45, kdy vznik rédzové vlny neni podminén ne-
spojitosti pocatecni funkce. Nespojité feseni miize mit i takova tiloha pro nelinearni rov-
nici, u niz vsechny dané funkce jsou hladké. Zde tedy nenastava zhlazovaci
j e v jako u rovnic parabolického typu. Na tyto skutecnosti zde upozoriujeme proto, ze
maji svij odraz i pfi vybéru numerickych metod pro feseni tloh s kvazilinedrni hyper-
bolickou rovnici.

x=40) x=¢(t)

Obr. 45. Obecnéjsi pripad razové viny pri spojité pocatecni funkci.

15.5. Pocatecné-okrajova uloha. K linearni hyperbolické rovnici
(15.5.1) ug + a(z, t)uy + b(z, t)u = f(z,t), xzeR, te(0,T),
pripojujeme kromé pocatecni podminky
(15.5.2) u(z,0) = ¢(z), z€R,

jesté okrajovou podminku pro x = z, kde € R je pevné dano. Typickou okrajovou
podminkou je podminka

(15.5.3) u(z,t) =g(t), te(0,T).
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Pocatecné-okrajovou ulohou pak rozumime tlohu stanovit funkci v = u(x,t), kterd vy-
hovuje v jedné z oblasti (Z, +00) x (0,7 ), (—o0,Z) x (0,7 ) parciélni diferencidlni rovnici
(15.5.1), spliiuje pro ¢ = 0 poc¢ateéni podminku (15.5.2) na jednom z intervali (Z, +00),
(—o0,Z) aprox =1z, t € (0,7 ) spliluje okrajovou podminku (15.5.3).

Zakladni kritérium fesitelnosti pocatecné-okrajové tlohy dostaneme podobné jako
u pocatecni tlohy na zakladé charakteristik rovnice (15.5.1). Mtzeme je vyslovit takto:
Dodatec¢né podminky lze zadat pouze na takovych kiivkach, které jsou charakteristikami
protnuty pouze v jednom bodé.

Existence klasického feseni pocatecné-okrajové tlohy je pak podobné jako u poca-
tecni tlohy zarucena dostate¢nou hladkosti danych funkci. Navic zde, stejné jako u pa-
rabolickych rovnic, musi byt splnéna podminka kompatibility v bodé (z,0). Naptiklad
podminka kompatibility

(15.5.4)

<

(r) =g(0), TeR,

pfi spojitych funkcich ¢ a g a pfi dostatecné hladkych funkcich a, b a f zarucuje spo-
jitost feSeni uvazované ulohy pro z = Z, t € (0,T). Nesplnéni podminky kompatibility
(15.5.4) zpiusobi, Ze feSeni poc¢atecné-okrajové tlohy bude nespojité na charakteristice
prochazejici bodem (z,0).

a) b) c)

,_..
-~
-
P,
-
-

Xg:tg) (Xost

O.t)

Ot)1 / \
X

0 o (x,00 B X 0 (%:,0) 0 (X:,0) X

(Xosto)

Obr. 46. Priklady systému charakteristik pro jednu rovnici.

Pocateéné-okrajova tloha (15.5.1) az (15.5.3) s £ = 0 s charakteristikami z obr. 46
a funkci ¢ danou pro x € (0, +00) je feSitelna pouze v ptripadech a), b), nebot hodnota
funkce ¢ v bodé (z1,0) uréi jednoznacné feseni rovnice v libovolném bodé (z¢,%p) na
prislusné charakteristice, resp. hodnota funkce g v bodé (0,¢;) uréi jednoznacné feseni
rovnice v bodé (z2,t2). V pifipadé c) je tloha obecné nefesiteln &, nebot zde je
feSeni rovnice jednozna¢né urceno jiz poc¢atecéni funkci ¢. Hodnota funkce
¢ v bodé (z1,0) uréi jednoznacné hodnotu feseni rovnice i v bodé (0,¢;) polopfimky
2 = 0, ¢t = 0. Pro rovnici s timto systémem charakteristik nelze okrajovou podminku
(15.5.3) pro = 0 klast. Situace je obdobna té, kterou zname z oby¢ejnych diferencialnich
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rovnic 1. fadu. Zadani dodatecnych podminek ve dvou rtiznych bodech vede obecné na
nefesitelnou lohu.

15.6. Soustavy rovnic prvniho rfadu hyperbolického typu.

15.6.1. Soustavy linearnich hyperbolickych rovnic. Soustavu linearnich
parcidlnich diferencidlnich rovnic pro neznamé funkce u; = w;(x,t), i = 1,2,..., N,
budeme psat ve tvaru

(15.6.1) u; + A(z, t)u, + B(x, t)u = f(x, 1),

kde u = [ug,us,...,un|?, f = [f1, fo, ..., fn]T. Dané matice A(x,t), B(z,t) s prvky
a;j(x,t), bij(z,t),4,j =1,2,..., N, jsou ¢tvercové a fadu N.

Soustava (15.6.1) se nazyva hyperbolickd v oblasti 2 proménnych z a t, jestlize
vlastni ¢isla A\; = A\;(x,t), i = 1,2,..., N, matice A(x,t) jsou redlnd v kazdém bodé
(x,t) € Q.

Jestlize existuje regularni matice S = S(x,t), (z,t) € Q, s hladkymi prvky takova,
ze plati

(15.6.2) ST!AS = A,

kde A(z,t) = diag[A1(x, t), Aa(z, 1), ..., An(z,t)] (diagonalni matice s vlastnimi ¢éisly na
diagondle), fikdme, Ze soustava (15.6.1) je silné hyperbolicka v oblasti ). Je-li matice A
konstantni a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou navzajem rizna, bude matici S takova matice,
jejiz sloupce jsou linearné nezavislé vlastni vektory matice A.

Oznacime-li u = Sv, mizeme pomoci (15.6.2) pfevést soustavu (15.6.1) na kanonicky
tvar

(15.6.3) vi + Az, t)v, + Clx, t)v = g(x, ),
kde C = S71(S; + AS, + BS), g = S7If. Slozky v; = v;(z,t), i = 1,2,..., N, vektoru

v = S~ !u se nazyvaji Riemannovy invarianty.
Protoze i-ta rovnice soustavy (15.6.3) mé tvar

8vi
ot

o | <
(15.6.4) + iz, t)% + Z cij(z, t)vj = gi(z,t),
j=1

muzeme definovat charakteristiky T'; soustavy (15.6.1) pomoci soustavy obycéejnych di-
ferencialnich rovnic

dx

15.6.5 — =
(15.6.5) %



Mame zde tedy analogickou situaci jako v odst. 15.2.1. Charakteristiky nam dovoluji
délat zavéry o pripustnosti té které dodateéné podminky k soustavé (15.6.1). Na cha-
rakteristikach I'; uréenych rovnicemi (15.6.5) totiz plati (plyne to z (15.6.4) a (15.6.5))

N
dos
(15.6.6) d? + Zcij(:v,t)vj =gi(z,t), i=1,2,...,N,
j=1
a funkce v;, i = 1,2,..., N, mizeme z (15.6.6) stanovit. Postup, kterym se uréi u; =

= u;(x,t) a ktery je na tomto principu zalozen, se opét nazyva metoda charakteristik.

15.6.2. Soustavy kvazilinearnich rovnic. Pfikladem je soustava
(15.6.7) u; + Az, t,u)u, = f(z,t,u).
Vsimneme si konkrétni soustavy tohoto typu z odst. 15.1. Mame na mysli soustavu

(15.1.5), v niz f = 0, u = [p,v]7,

A(z,t, p,v) = [c;’/p ﬂ .

Vlastni ¢isla \; = v — ¢, Ay = v + ¢ matice A(xz,t, p,v) zavisi tedy na hledané funkci v.
Z rovnic charakteristik

dx dx
(15.6.8) Frinkaat E—U—l—c
dostaneme vztahy na charakteristikach (analogie k (15.6.6))
dv dp
dv dp

Z téchto vztahi vychazime pii numerické realizaci metody charakteristik pro soustavu
(15.1.5).

15.7. Ulohy pro hyperbolické soustavy

15.7.1. Pocatecni uloha pro hyperbolické soustavy. Pfipojime-li k hyper-
bolické soustavé (15.6.1) nebo (15.6.7) pocateéni podminku

u(z,0) = @(z),

kde @ = [¢1,¢2,...,¢n]|T je dand vektorova funkce, dostaneme pocateéni tlohu pro
prislusnou soustavu. Jeji feseni u hledame obvykle na mnoziné R x (0,7 ). U linearnich
soustav muZzeme pomoci kanonického tvaru (15.6.3) délat zévéry o feSitelnosti pocatecéni
ulohy v duchu odst. 15.2.2.

270



15.7.2. Pocéateéné-okrajova uloha. Uvazujme pocateéné-okrajovou tlohu

(15.7.1) u; + Az, t)u, + B(z, t)u = f(x,t), x€(0,1), t € (0,7),
u(z,0) = @(z), z€{0,1),
H()U(O,t) :g()(t), Hlu(l,t) :gl(t), t e (0,T>

Oproti pocatecni tloze mame zde navic okrajové podminky s obdélnikovymi maticemi
Ho, Hy; go, g1 jsou dané vektorové funkce.

Analyzu feSitelnosti opét provadime pomoci kanonického tvaru soustavy a opirdme
se o poznatky z odst. 15.5. Hodnost matice Hy musi byt rovna poctu kladnych vlastnich
¢isel matice A a hodnost matice H; musi byt rovna poc¢tu zapornych vlastnich ¢isel
matice A. Nasobna vlastni ¢isla pritom pocitame tolikrat, kolik ¢ini jejich nasobnost.
Pokud tedy vSechna vlastni ¢isla matice A jsou napi. kladna, klademe okrajové podminky
pouze pro x = 0 a pro x = 1 zaddnou okrajovou podminku klast nesmime.

P= (X1’t1)

%

0 ¢ 1 X

Obr. 47. Charakteristiky pro soustavu péti rovnic typu U; + Au, = f(z,t)
s konstantni matici A (A1 >0, A2 >0, A3 <0, Ay <0, A5 < 0).

15.7.3. Priklad. Pro soustavu péti rovnic s konstantni matici A a se dvéma
kladnymi a tfemi zadpornymi vlastnimi ¢isly bude kazdym bodem (z,t) € (0,1) x (0,7
prochéazet pét charakteristik (pfimky o smérnicich 1/A1, 1/A9, 1/A3, 1/A4, 1/A5, viz
obr. 47). Reseni v bodé M je z4vislé pouze na hodnotéch pocateéni funkce @ a funkce
f v oblasti vymezené charakteristikami o smérnicich 1/\s a 1/A5, kdezto FeSeni v bodé
P je zavislé jak na hodnotach funkce ¢, tak i na hodnotach okrajovych funkci gg, g1
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v silné vytazenych ¢astech hranice uvazované oblasti. Dale vidime, Ze pro x = 0 musime
klast dvé linedrné nezavislé okrajové podminky a pro x = 1 tii linedrné nezavislé okra-
jové podminky. Pokud tyto zasady nedodrzime, nebudeme mit zarucenou jednoznacnou
fesitelnost ulohy, tj. tloha mize mit nekonec¢né mnoho reseni nebo miize byt nefesitelna.

15.7.4. Priklad. Zasady z odst. 15.7.2 a 15.7.3 dodrzujeme i pro kvazilinearni
soustavy. V odst. 15.6.2 jsme uvedli, Ze matice soustavy rovnic akustiky (15.1.5) ma
vlastni ¢isla

AM=v—c¢, X=v+c

Protoze v znamené mistni rychlost proudici tekutiny a c rychlost zvuku v tekutiné, potom
kdyz v < ¢ (podzvukové proudéni), bude A\; < 0, Ay > 0, a kdyZ v > ¢ (nadzvukové
proudéni), bude A; > 0, Ay > 0.

Resfme-li zminénou soustavu pro z € (0, 1), pak kromé zadani pocatecni rychlosti
a pocatecni hustoty musime jesté zadat v pripadé podzvukového proudéni na kazdém
kraji po jedné okrajové podmince. V ptfipadé nadzvukového proudéni klademe dvé okra-
jové podminky pro z = 0 a pro x = 1 neklademe zddnou podminku.

a) b)
t4 t
~ *\\ '8\'
% X
\ ~ \
NN . %
N
N Q=(x.Y
N
N &S
XD X
N Y X XD >
2\ 02020002 “
NSRRI A
P,=(x,0) P=(x0) X

Obr. 48. a) Podate¢ni podminka na intervalu (x1,x2) ma vliv na feSeni v bodech trojiahelnika P; Po M.
Hodnota feseni v bodé M zavisi na hodnotach pocateéni funkce v intervalu (z1,x2).
b) Na hodnotu feseni v bodé @ nemé pocateéni podminka z intervalu (x1, zs) vliv.

15.8. Oblast vlivu a oblast zavislosti. Uvazujme pocateéni tlohu
pro rovnici nebo soustavu rovnic v jedné prostorové promeénné.

Mnozina bodu (z,t) € R x (0, 4+00), v nichz je hodnota feSeni u ovlivnéna poc¢ateéni
podminkou, se nazyva oblast vlivu pocdtecni podminky. Naptiklad pro soustavu dvou
rovnic s charakteristikami na obr. 48 hodnoty pocatecni funkce na intervalu (zi,x2)
ovliviiuji reseni v trojuhelniku Py P> M; proto tento trojuhelnik je oblasti vlivu intervalu

272



(x1,x2). Pro jednu rovnici tvoii oblast vlivu bodu (z1,0) body charakteristiky procha-
zejici timto bodem.

Obrécené hodnota feSeni u soustavy dvou rovnic v bodé (zg,tg) (obr. 48) zavisi na
hodnotéch pocatecni funkce v intervalu (z,z2). Rikdme, Ze interval (xy,x2) je oblasti
zavislosti bodu (zg,to) na pocatecni podmince.

V analogickém smyslu hovoifime o oblasti vlivu a zavislosti vzhledem k okrajovym
podminkam (viz také obr. 46 a obr. 47).

15.9. Cvicdeni

15.9.1. Urcete systém charakteristik rovnice u; + au, = 0, kde a je konstanta.
Ukazte, ze pro kazdou spojité diferencovatelnou funkci ¢ jedné proménné je funkce
u(z,t) = p(z — at) FeSenim dané rovnice, Ze toto FeSeni je na kazdé charakteristice kon-
stantni a obracené, ze kazd4 spojité diferencovatelna funkce u(z,t), kterd je konstantni
na kazdé charakteristice, je FeSenim dané diferencialni rovnice. [dx/dt = a,I': z—at = ¢,
kde ¢ je libovolna konstanta.]

a) b)
t 4 1

(Xorto)

\
\

Obr. 49. a) Systém charakteristik ¢ + 1/x = ¢ pro rovnici ut + x%u, = f(x,t).
b) Oblast fesitelnosti poéateéni tlohy (oblast vlivu poéateéni podminky).

15.9.2.  Vysetiete fesitelnost poc¢ateéni tlohy us + z?u, = 0, u(x,0) = cosuw,
x € R, t > 0, a v kladném ptipadé stanovte feSeni. [Charakteristiky jsou hyperboly
t+1/z = ¢ pro z # 0 a kladné poloosa t (obr. 49a). ReSeni existuje v kazdém bodé
(x,t) oblasti z obr. 49b (vysrafovano) a je dano funkci u(z,t) = cos(t + 1/z) pro x # 0,
u(z,t) =1 pro x = 0.]
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15.9.3. Stanovte kanonicky tvar soustavy (uy);+a(uz), = 0, (u2)i+a(ui)s =0 (a
je nenulova konstanta), Riemannovy invarianty a feSeni poc¢ateéni ulohy s podminkami
uy(2,0) = ¢1(x), uz(z,0) = ¢2(x), © € R. [(v1)¢ + a(v1)e = 0, (v2)¢ — a(v2)s = 0;
vi = 5 +uz), v2 = 5 (ur —uz); ui(z,1) = 3ld1(x — at) + ¢1(z + at)] + 3[ba(z — at) -
— ¢o(x + at)], us(z,t) = 3[¢1(x — at) — ¢1(z + at)] + 3[¢2(x — at) + da(z + at)].]

15.9.4. Ukazte, ze jak funkce u;, tak funkce wuy z cviceni 15.9.3 jsou fesenim
vlnové rovnice uy = a%uyy.

15.9.5. Uzijte metodu charakteristik k feSeni poc¢atecni ulohy u; +aiu, +asu, =

=0, u(z,y,0) = zy?, (z,y) € R®, t € (0,T); a1, as jsou nenulové konstanty. [Dva systémy
charakteristik © — a;t = Oy, y — ast = Co, du/dt = 0; u(x,y,t) = (x — a1t)(y — ast)?]
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16. Metoda charakteristik

16.1. Uvodni informace. Metoda charakteristik je specifickou metodou
pro feseni hyperbolickych tiloh, predevsim tiloh nelinearnich. Pdjde ndm nyni o to vylozit
numerickou realizaci metody charakteristik. Vychozimi vztahy jsou diferencialni rovnice
charakteristik a diferencialni rovnice, které jsme nazyvali vztahy na charakteristikach.

Podle zptisobu diskretizace délime metodu charakteristik na dva typy: a) metoda
s pevnou siti, b) metoda s proménnou siti (Massauova metoda). V tomto ¢lanku se sou-
stfedime na Massauovu metodu. Jeji hlavni prednosti je predevsim to, ze pii jeji realizaci
lze vyuzit numerickych metod (a pfedev§im dostupného programového vybaveni) pro te-
Seni pocatec¢nich tloh pro obycejné diferencialni rovnice (viz [37]). Metoda s pevnou siti
obvykle predstavuje jistou kombinaci Massauovy metody a diferen¢ni metody. Zminime
se o ni v odst. 17.8.

16.2. Massauova metoda pro reseni linearni pocatec¢né-okra-
jové tulohy. Uvazujme pocéateéné-okrajovou tilohu

(16.2.1)  ao(z,t)ur + a1 (x, t)ug + b(z, t)u = ( t), (xz,t) €(0,1)x (0,7),
u(x, , x€(0,1),
u(0,t) = () t€{0,T).

Predpokladejme, Ze tloha je jednozna¢né fesitelna. V intervalech (0, 1) a (0,7) zvolime
dostateéné hustou mnozinu bodid a oznad¢ime Py = (xg,to) jeden z bodu této mnoziny.
Charakteristiku vychézejici z tohoto bodu ozna¢ime I'p (obr. 50). Parametrické rovnice
charakteristiky I'p nezname, ale oznac¢ime-li je x = z(7), t = t(7), mizeme bodu P
ptifadit hodnotu 7y proménné (parametru) 7. Oznacime dale uy = u(z,tp) hodnotu
feseni v bodé Py (danou bud pocéateéni podminkou nebo okrajovou podminkou).

Napiseme nyni rovnice charakteristik a rovnici na charakteristikich pro tlohu
(16.2.1):

O
=

I
-
A
\./\'

d¢
(1622) E = G,O(I,t),
dx
T ay(z,t),
du
— + bz, t)u = f(z,t)
dr

a k této soustavé obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznamé funkce ¢(7), x(7), u(r) =
= u(z(7),t()) ptipojime pocatecni podminky

(1623) t() = t(To), o — .CC(T()), Uug = U(To).
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Soufadnice bodtt Qi € T'p, k =1,2,..., ozna¢ime z = x(7y), t£ = t(rx) (obr. 50);
AT, = T41 — Ti. Aproximovanim (16.2.2) v bodé @)y dostaneme (pro dostateéné hladké
funkce ag, a1, b, f)

(16.2.4) (1) = t(1k) + Ampao (z(), t(1x)) + O(AT),
2(Thr1) = @(1k) + Atar (z(7%), t(3)) + O(AT),
w(Ter1) = u(ri) + A1 [f(2(73), (k) — b(z(7x), t(73) ) u(me)] + O(AT).
Je patrné, ze pri této aproximaci je metoda charakteristik Eulerovou metodou pro
feSeni pocateéni tlohy (16.2.2), (16.2.3).

0 Fg:(XO’tO) T x
®

Obr. 50. Schématické znazornéni realizace algoritmu (16.2.5).

Oznacime-li
TP ~ 0, X ~al, UF ~u(n),
mizeme sestavit algoritmus (viz [37], odst. 17.4) s pevnym krokem (A7, = Ar), ktery

zapiSeme nasledovné:
(16.2.5) 1. Zvolime AT, bod Py = (xf,
10 = 0); dale ozna¢ime X{' = o, T =t§.
2. Uréime UL (bud UL = ¢(zf) nebo UL = g(t])).
3. Prok=0,1,...  K:
Tyt =Ti + Atao(Xy, 1))
X = Xi + Aray (X, T));

tf’) € T'p a pritadime mu hodnotu 7y (napf.
)
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Cislo K volime dostateéné velké. Vypoéty se provadéji, pokud 0 < X7 < 1,0 < TF <
< T. V opa¢ném piipadé vypocet ukonéime. Body P, = (X, TF) (tj. lomena ¢ara
PyPy Py . ..) urd priblizné charakteristiku I'p (obr. 50) a ¢isla UF uréuji priblizné hledané
feSeni v v bodech P, € I'p. Presnost Massauovy metody charakteristik je srovnatelnd
s presnosti Eulerovy metody. Piesnéjsi vysledky dostaneme uzitim numerické metody
vys$siho fadu (metody Rungova-Kuttova typu). Také se uziva extrapolac¢nich postupii.
Podrobnosti v tomto ohledu 1ze nalézt v [37].

16.3. Priklad. Massauovou metodou fesme tlohu
(16.3.1) 2xus +u, =t, x€(0,1), t €(1,3),
u(0,t) =1+1¢% te(l,2),

Pro tuto Gllohu mame

dt
16.3.2 — =2
dx
1
dr ’
du _y
dr 7

1. Volime A7 =0,1; 28 =0, t5 =2; Py = (0,2); UL =1+ (tF)? =5; 70 = 0.
2. Prok=0,1,..., K:
T =T +0,2X;;
Xip1 = Xi, +0,1;
UF =0 +0,1T,.
Vypoéteme: Py = (0,1;2), P, = (0,2;2,02),...,Uf =52,UF =54, ...
V tomto pripadé umime stanovit pfesné feSeni; charakteristiky jsou paraboly t =
=2?+cau(z,t) = 14+ (t—2?)*+ 32° +2(t —2?). Porovname napr.: U =~ u(0,2;2,02) =
= 5,3109.

16.4. Massauova metoda pro kvazilinearni rovnici. Pro tlohu
s kvazilinearni rovnici
(16.4.1) us + a(z, t,u)u, = f(x,t, u)

se na algoritmu (16.2.5) v zdsadé nic nezméni. Protoze ap = 1, volime za parametr
charakteristiky pfimo proménnou t. Rovnici systému charakteristik a vztah na charak-
teristice piseme tedy ve tvaru

d
(16.4.2) Tf = a(z, t,u),

du

E - f(xa ta ’LL)
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Je-li Uy hodnota feSeni u v bodé (xg,tg) dand pocatecni ¢ okrajovou podminkou, zapi-
seme algoritmus takto:

(16.4.3) 1. Volime At, xq, to, Uy, (To = to, Xo = o).
2. Prok=0,1,...,K:
Tiy1 =Tk + At;
X1 = Xk + At - a(Xg, Tk, Ug);
U1 = U + At - f( Xy, T, Ug).

16.5. Massauova metoda pro kvazilinearni soustavu rovnic.

Vvoev

(16.5.1) u; + Az, t,u)u, = f(z,t, u).

Pfi vykladu se omezime na soustavu dvou rovnic a predpokladame, ze A\ = A\i(x, ¢, u),
A2 = Aa(z,t,u) jsou dvé rizna (realnd) vlastni ¢isla matice A (v bodé (z,t) a pro FeSeni
u = [ui(x,t),uz(x,t)]7). Dva systémy charakteristik I'; a 'y jsou dany diferencialnimi
rovnicemi (srov. s (15.6.5))

dx

(16.5.2) 5 = M tunua),
dx
E = )\g(ac,t,ul,UQ).

Predpokladame dale, ze na charakteristikach I'y a I's plati

d

(16.5.3) % = g1(x,t,v1,v3) mnaly,
d
% = go(x,t,v1,v2) mna Iy

jako disledek (16.5.1) a (16.5.2) a Ze vy, vy (Riemannovy invarianty) znamym zptisobem
zéviseji na u = [uy, us]”, tj. piedpokladame, ze zname g, go. Pro linerni soustavu z odst.
15.6.1 je (16.5.3) reprezentovano vztahy (15.6.6). Podobu vztaht (16.5.3) pro konkrétni
kvazilinearni soustavu si uvedeme v nasledujicim odstavci.
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P=(x

Q=0 s1,) R=(Xqtg)

Obr. 51. Grafické znazornéni realizace Massauovy metody pro soustavu dvou rovnic

Necht P = ($p,tp), Q =

(dva systémy charakteristik).

(xg,tg) jsou dva rtzné body Cary, na niz je zadana

pocateéni nebo okrajova podminka. Bodem P vedme charakteristiku I';, bodem @ cha-
rakteristiku I'y a oznaéme M = (x,/, tp) prusecik téchto charakteristik (obr. 51). Prvni
z dvojice rovnic (16.5.2), (16.5.3) budeme aproximovat v bodé P, druhou v bodé Q). Cha-
rakteristiky I';, s budeme aproximovat tseky pfimek o smérnicich 1/A;(P), 1/A2(Q)
(oznacujeme A\1(P) = A (zp,tp,ui(zp,tp), us(zp,tp)), A2(Q) analogicky). Mame tedy

diferenc¢ni vztahy

(16.5.4)

(16.5.5)

tm —tp
M9~ 0(Q),
ta —tg

uM) —u(P)

tor — 1 gl(P)7

M—tp

s -50) )
M Q

Vypocet organizujeme nasledujicim zptsobem:

1. krok: Uréime vy (P), v2(P), A\ (P), v1(Q), v2(Q), \2(Q).

2. krok: Ptiblizné vztahy (16.5.4) chapeme jako rovnice pro vypocet souradnic x s, tys
prisec¢iku M charakteristik I'; a I's:
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1
= W) e g —xp +tpAi(P) — toA2(Q)],

zy =xp + (ta —tp)A(P) nebo zp = xg + (tyr — to)A2(Q).

ty

3. krok: Ptiblizné vztahy (16.5.5) chdpeme jako rovnice pro vypocet hodnot funkei vy,
vy v bodé M:

v1(M) = vi(P) + (tm — tp)g1(P),
va(M) = v2(Q) + (tmr —tQ)92(Q).

4. krok: Provedeme pripadné zpfesnéni souradnic bodu M:
a) uré¢ime A\ (M), \o(M),
b) pfesnéjsi aproximace soufadnic bodu M uréime FeSenim rovnic
Ty — TP 1

— (P + M (M), 2T 1g(Q) + Ao(M)].

tar—tp 2 tar—tg 2

V uvedeném zpresnovani lze iteracné pokracovat.

5. krok: Zvolime nyni dalsi dvojici sousednich bodu (napf. @), R (obr. 51)), v nichz je
dana pocatecni ¢i okrajova podminka. Urc¢ime prisecik N charakteristik o smér-
nicich 1/A1, 1/A2 (krok 2) a stanovime v1(N), va(N) (krok 3).

6. krok: Mame-li vypoctenu prvni vrstvu priisecikii charakteristik M, N,... a v nich
hodnoty A1, A2, vy, vs, opakujeme kroky 1 az 4, nyni pro P = M, Q = N.
Dostaneme bod S (obr. 51) ve druhé vrstvé pruseciku charakteristik a v ném
hodnoty v1(S), v2(S). Timto zpisobem pokracujeme a uréime vSechny pruse-
¢iky 2. vrstvy atd.

16.6. Priklad. NavaZeme na vyklad z odst. 15.6.2 a 15.7.4. Pro kvazilinearni
soustavu rovnic akustiky (viz (15.1.5))

(16.6.1) pt + vpz + pve =0,
v+ pT py + v, =0

maji rovnice dvou systému charakteristik tvar (viz (16.5.2))

d
(16.6.2) Tf —v—c
dx n
— =v+ec
dt
Na charakteristikach pak z (16.6.1) dostaneme (konkrétni podoba vztahi (16.5.3))
dv dp
(1663) pE - CE =0 na Fl,
dv dp
— — = [s.
P Teq =V el
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V algoritmu z odst. 16.5 realizujeme 2. krok na zakladé formuli

TymM —Tp ITM — T
e v(P) — ¢(P), m =0(Q) — c(Q),

a 3. krok podle formuli

p(P)[v(M) —v(P)] = c(P)[p(M) — p(P)] =0,
p(@Q)[v(M) —v(Q)] + c(Q)[p(M) — p(Q)] = 0.
Odtud pak pocitame v(M), p(M).
16.7. Cviceni
16.7.1. Massauovou metodou feste tlohu 2zu; + u, = t, u(z,0) = cosz, x €

€ (0,1). Pfi numerické realizaci vychazejte z formuli prvniho fadu (Eulerova metoda)
a také z formuli druhého fadu (RK 2, Heun, Adams-Moulton — viz [37]). Vysledky
porovnejte s presnym feSenim tlohy, které je ddno vzorcem u(x,t) = cos Va2 —t+ (t —

— 22+ 2% /34 2(2? — t)Va2 — t/3.

16.7.2. Massauovou metodou feste tlohu t?u; +wu, = 1, u = 0 na piimce w: t +
+x =1 (tj. s podminkou u(1 — t,t) = 0). [dz/dT = u, dt/dr = t?; du/dr = 1; piesné
FeSeni u je déno rovnici # = 1 —t/(1+ tu) + u?. Body P,Q,... z odst. 16.5 volte na
primce w.}

16.7.3. Massauovou metodou feste pocatecns-okrajovou tlohu u; + (2z) tu, =
=t, u(z,0) = -1, u(l,t) = Vt, 1 <z < 2,0 <t < 1. Na ose = integrujte po
charakteristikdch vychazejicich z bodi (1 + kAz,0) a na pfimce z = 1 integrujte po
charakteristikdch vychazejicich z bodu (1,nAt). Volte napt. Az =0,1; £k =1,2,...,10;
At = 0,1; n = 0,1,...,10. Urcete oblast vlivu poc¢atecni a okrajové podminky. [ Pii
realizaci algoritmu vychazejte z rovnic dx/dt = (2x)™1, du/dt = t. Piesné feSeni:

Vi+1l—a?2+ 32— 2(t+1—22)? t+1<a?

v:ﬁ—t—l—#%tz, t—|—1<sc2.}

u(x,t) =
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17. Diferen¢ni metody pro hyperbolické rovnice
prvniho fadu

17.1. Principy diferen¢nich metod pro hyperbolické rovnice.
Diferen¢ni metody pro hyperbolické a parabolické rovnice maji fadu spolec¢nych rysi.
Budeme predpokladat, Ze se ¢tenar seznamil s obsahem ¢l. 13 a budeme se snazit o ma-
ximalni stru¢nost vykladu.

Konstrukei diferenénich rovnic lze v zasadé provadét dvéma zptisoby: a) metodou ko-
necnych diferenct, kdy derivace v diferencialni rovnici aproximujeme pomérnymi diferen-
cemi; b) metodou integrdlnich identit, kdy vychazime z jistych integralnich vztahi, které
pro Teseni diferencialni rovnice plati a aproximujeme integraly v téchto vztazich. Tyto
vztahy maji casto hlubsi fyzikalni smysl. Vysledkem uziti obou metod je vzdy soustava
diferen¢nich rovnic, které maji obvykle rekurentni charakter a dovoluji postupné vypo-
¢itavat hodnoty priblizného feseni. Pti aproximaci derivaci se budeme opirat o vzorce
z odst. 7.3.2.

17.2. Explicitni metody

17.2.1. Diskretizace poc¢atecni alohy. Uvazujme pocatecni ilohu pro hyper-
bolickou rovnici prvniho radu.

(17.2.1) ug + auy = f(z,t), z€R, te(0,7),
(17.2.2) u(z,0) = ¢(z), z€R,

kde a je konstanta a f a ¢ jsou spojité funkce. Na mnoziné R x (0,7') sestrojime sit S
s uzly (xg,tn), k =0,£1,+2,...,n = 0,1,..., N. Pro jednoduchost budeme uvazovat
pouze rovnomeérné sité s krokem h v proménné x a krokem 7 v proménné t. Bude tedy
xp=kh, k=0,£1,£2,.... t, =nr,n=0,1,2,... N.

Oznac¢ime U]’ ~ u(xy,t,) hodnotu pfiblizného feseni v uzlu (xy,t,). Piedpokla-
dame, Ze dana pocate¢ni tiloha m4 feseni, které je dostatecnd hladké (u € C?). Potom
v bodé M = (xy,t,) (viz obr. 52) lze rovnici (17.2.1) nahradit diferenénim vztahem

(17.2.3) %[u(mk, tnt1) — Wk, tn)] + —[u(Trt1,tn) — w(zk, tn)] =
= f(zk,tn) + O(T + h).

| e
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n+1

n-1

yd

Obr. 52. Cést sité pro aproximaci hyperbolické rovnice diferenéni metodou.

Obé derivace jsme aproximovali dopfednou pomérnou diferenci. Pro hodnoty pfiblizného

feSeni odtud obdrzime diferenc¢ni rovnici

1 a
n+1 n

= U = U+ +

(17.2.4) -

Uit = Ul = [z, tn),

ktera aproximuje diferencialni rovnici (17.2.1) na hladkych fesenich v bodé M = (zy, t,,)
s diskretiza¢ni chybou velikosti O(7 + h).

Oznacime
-
17.2.5 = -
(17.2.5) r=1
a vztah (17.2.4) pfepiSeme na tvar
(17.2.6) Uttt = 1+ an)Up — arUly + 712
k=0+1,42...., n=0,1,2,....N,

kde jsme oznacili f}' = f(xy,t,).

Rekurence (17.2.6) umoziuje poc¢itat hodnoty pfiblizného Feseni na (n+1)-ni ¢asové
vrstvé pomoci hodnot na n-té vrstvé. Stejné jako u parabolickych rovnic nazyvame
prislusnou numerickou metodu dvouvrstvova explicitni metoda. Hodnoty

(17.2.7) Up = ¢(zy)

283



urcujeme z pocatecni podminky. Pi konkrétnim vypoctu zaddme rozsah zmény indexu
k a ¢islo N.

Z mnemotechnickych divodt ucinme nasledujici dohodu na zakladé obr. 52. Rov-
nici budeme i v dal$ich pfipadech aproximovat vidy v uzlu M = (xj,t,). Hodnotu
ptiblizného reseni v tomto uzlu budeme znacit U;' nebo Uys. Podobné Uy, |, resp. Uy’ |
znacime Uy, resp. Uz. Hodnotu presného feseni v uzlu M znacime bud u(zy,t,) nebo
u(M). Podobné v ostatnich uzlech zna¢ime uzly ,,zemépisné* (viz také odst. 7.3.2); proto
budeme rekurenci (17.2.6) psat také ve tvaru

(17.2.8) Us=14ar)Uy —arUy +1f(M)

a nazyvat ji ,,severovychodni®.
Jestlize v rovnici (17.2.1) aproximujeme v bodé M derivaci u; dopfednou a wu,
zpétnou pomérnou diferenci, dostaneme ,severozapadni“ rekurenci

(17.2.9) Uyt = (1 —ar)Uy + arUp_y + 717,
k=0,41,4£2,..., n=0,1,2,...,N,

resp.

(17.2.10) Us = (1—-ar)Uy +arUz + 7f(M),

ktera aproximuje danou diferencialni rovnici také s diskretizacni chybou O(7 + h).

Opét jsme dostali dvouvrstvovou explicitni metodu. Algoritmus je jednoduchy
a v zasadé se nelisi od algoritmu explicitni metody pro parabolickou rovnici. Zde poci-
tame hodnotu pfiblizného feseni na (n + 1)-ni ¢asové vrstvé pomoci pouze dvou hodnot
na n-té vrstve.

Ctenaf si nyni jisté polozi otdzku, zda nejsou obé odvozené explicitni formule rov-
nocenné. Musime odpovédét, ze nikoliv. Jejich pouzitelnost je zavisla na pribéhu cha-
rakteristik dané diferencialni rovnice. Konkrétné, bude-li v nasem pripadé a < 0, bude
pouzitelna ,severovychodni“ formule (17.2.6), v pfipadé a > 0 ,severozapadni“ formule
(17.2.9). Tyto podminky jesté samy o sobé nezaru¢i konvergenci metody, ale uplatni se
v situaci, kdy fesime pocatecné-okrajovou tilohu. Ukazeme to na prikladé.

17.2.2. Priklad. Chceme feSit pocatecni tlohu

(17.2.11) ur +2u, =0, z€R, te(0,+00),
u(z,0) = ¢(z), ze€R.

Charakteristikami rovnice jsou piimky = — 2¢ = ¢ a smérnice téchto primek je kladna

(rovna 3).

Zvolme ¢tvercovou sit S s kroky 7 = h (tj. r = 1) a uvazme dvé explicitni metody
z predchéazejiciho odstavce, které jsou nyni dany rekurencemi

(17.2.12) Uttt = 3Up — 2074,
(17.2.13) Uptt = —up 4207 .
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Funkci ¢ volme tak, Ze je rovna nule vSude s vyjimkou jediného uzlu, v némz je rovna e.
Vysledky vypocti na nékolika ¢asovych vrstvach podle formule (17.2.12) jsou v tabulce
9 a analogické vypocty podle (17.2.13) v tab. 10. Vidime, Ze v obou pfipadech se porucha
€ v hodnoté pocatecni funkce zesiluje a obé metody se tedy chovaji nestabiln é.

—8¢ 30 —4be 27e 0 0 0
0 4 —9¢ 9¢ 0 0 0
0 0 —2¢ 3e 0 0 0
0 0 0 € 0 0 0 vrstvat =0
Tab. 9. Explicitni metoda (17.2.12) pro r = 1.
0 0 0 —e 6 —12e 8¢
0 0 0 e —4e 4e 0
0 0 0 — 2¢e 0 0
0 0 0 € 0 0 0 vrstvat =0

1
Pror—4

(17.2.14)

Tab. 10. Explicitni metoda (17.2.13) pro r = 1.

ma ,severovychodni“ rekurence (17.2.6) tvar

n+1l _ 37r1n 1rn
Uy =35Ur —3Urn

a ,severozapadni® rekurence (17.2.9) ma tvar

(17.2.15)

n+l _ 1yrmn 1l

o O O O

o O O O

o O O O

/8 3¢/8 3¢/8 ¢/8
e/4 €/2 €/4 0
e/2 /2 0 0
€ 0 0 0 vrstvat =0

Tab. 11. Explicitni metoda (17.2.15) pro r = 1/4.

Z tab. 11 vidime, ze metoda (17.2.15) se chova st abiln & Naproti tomu reku-
rence (17.2.14) vede opét k nestabilnimu procesu.
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17.3. Konvergence explicitni metody.

17.3.1. Véta. Necht md pocdtecni iloha (17.2.1), (17.2.2) feseni u, které je dva-
krat spojité diferencovatelné podle obou proménnych. Necht dile U', k = 0,+1,+
+2,...,£K,n=0,1,2,..., N, je priblizné feseni této tilohy ziskané na siti S explicitni
metodou (17.2.6), resp. (17.2.9), kde r = 7/h. Kdyz plati

a kdyz v (17.2.6) jea < 0 a v (17.2.9) je a > 0, pak pro normu chyby pfiblizného Feseni
plati odhad (pfi T ah —0)
(17.3.2) lup — U = mgx|uz — Ul =0(t+h), up =u(zk,ty),

tj. za uvedenych predpokladi obé metody konverguji. Podmince (17.3.1) se fika pod-
minka stability.

D ik a z. Omezime se na metodu
(17.3.3) Ut = (1 +ar)Up —arUpto + 7f7, a<0.

Z predpokladt o hladkosti feSeni plyne konzistence metody; plati totiz (viz odst. 11.2)

1 n n a n n

Pfesné TeSeni uj spliuje tedy rekurenci (17.3.3) s chybou 7 - O(7 + h), nebot plati

Ut + AUy | (mkatn) =

(17.34) wp ™ = (L ar)ujl — aruj +7f +7-O(7+ h).

Odectenim (17.3.3) od (17.3.4) dostaneme pro chybu pfiblizného feSeni e} = uy — U}
vztah

(17.3.5) entt = (L+ar)ef —arefy +7-O(r +h).

Jestlize pro a < 0 plati (17.3.1), tj. 0 < —ar < 1, jsou oba koeficienty v (17.3.5)
nezaporné a plati

(17.3.6) lef T < (1 +ar)|e}] + (—ar)|efyq| + 7 O(T + h).
Oznacime-li [|e™| = max le}'| na vrstvé t,, = n7, pak z (17.3.6) obdrzime
(17.3.7) le" ™ < Jle™| +7-O(r+h), n=0,1,...,N—1.

Protoze ¢(xy) = ul = UY, je € = 0 a indukei dostaneme

(17.3.8) le"| Snr-O(r+h) ST -O(r+h), n=01,...,N

* Y

kde T je konstanta a nezavisi na 7 a h. Tim je véta dokazana.
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17.3.2. Courantova-Friedrichsova-Lewyova podminka. K analyze stability
diferen¢nich metod pro lineadrni hyperbolické rovnice se stejné jako u parabolickych rovnic
pouziva jak Fourierova metoda, tak maticova metoda. Zde se vSak zminime o specifickém
postupu na zakladé charakteristik. Jeho vyhodou je geometrickd nazornost. Vyjdeme
z obr. 52 v odst. 17.2.1.

Necht v rovnici (17.2.1) je a > 0. Vedme bodem S charakteristiky o smérnici 1/a.
Dvé z nich (pro rtizna a) protinaji ¢asovou vrstvu ¢t = ¢,, v bodech Ry a P. Hodnota
presného feSeni v bodé S s charakteristikou prochézejici bodem Ry zavisi na hodnoté
feSeni v bodé Ry. Avsak diferenc¢ni explicitni metoda vyuzivajici bodd M, Z, S tuto
hodnotu neregistruje a takova metoda bude obecné divergovat. Bude-li vSak charakte-
ristika prochézejici bodem S protinat ¢asovou vrstvu ¢ = ¢,, mezi body Z a M, napft.
v bodé P, bude diferen¢ni formule (17.2.10) hodnotu v bodé P registrovat. Rikdme pak,
ze dand diferenéni metoda splituje Courantovu-Friedrichsovu-Lewyovu podminku (CFL-
podminku). Respektovani CFL-podminky vede k nerovnosti

1

)
a

(17.3.9) 0<

A

a > 0.

>

Uvazujeme-li podobné explicitni diferenéni metodu (17.2.8), pak tato metoda vzhledem
k charakteristice protinajici ¢asovou vrstvu t, v bodé Ry (viz obr. 52) nespliiuje CFL-
podminku. Respektovani této podminky metodou (17.2.8) vede k nerovnosti

T 1

—<——, a<O.

h— a

Nerovnosti (17.3.9), (17.3.10) jsou vS8ak podminkami stability (viz
(17.3.1)). Obecné je CFL-podminka nutnou podminkou stability; v nasem pfipadé je
i podminkou postacujici. Metody, jejichz stabilitu je tieba zarucit omezujici podminkou
na volbu krokt, nazyvame podminéné stabilns.

(17.3.10) 0<

17.4. Implicitni metody. Mé¢jme opét diferencialni rovnici
(17.4.1) up + aug, = f(x,t)

a sit S jako v odst. 17.2.1.
Aproximujeme-li derivaci u; v bodé M sité S (viz obr. 52) zpétnou diferenci a de-
rivaci u, dopfednou diferenci, dostaneme pro piiblizné feseni diferenc¢ni rovnici

1 n— a n mn
(17.4.2) ;[UI?_UR 1]+E[Uk+1—Uk]:f($k;tn),

kterd aproximuje rovnici (17.4.1) na hladkych FeSenich s diskretizaéni chybou O(7r +
+ h) a je konzistentni s rovnici (17.4.1). Aproximujeme-li derivaci u, zpétnou diferenci,
dostaneme diferencni rovnici

a

1
17.4.3 “jup —uyrt
( ) T[k A ]+h

U = Uial = S, tn)
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konzistentni s danou diferencialni rovnici a s diskretiza¢ni chybou opét O(7+ h). U obou
diferenc¢nich rovnic je vztah mezi hodnotami pfiblizného feSeni na ¢asové vrstvé ¢,, a hod-
notami na vrstveé t,,_1 implicitni.

Situace je formalné obdobna té, kterou jsme popsali u implicitni metody pro pa-
rabolické rovnice. Ovsem hlavni divody pouzivani implicitnich metod jsou u hyper-
bolickych rovnic odlisné. U parabolickych rovnic stabilni explicitni metody vyzaduji,
aby ¢asovy krok 7 byl fddové mensi nez prostorovy krok h (7 ~ h?). U hyperbolic-
kych rovnic tento divod nemame. Volba ¢asového kroku je zde urcena sklonem
charakteristik. Prednosti implicitnich metod je zde to, zZe potlacuji zavislost na
sméru charakteristik a nékteré z metod jsou na sméru charakteristik zcela nezavislé.
Presnéji feceno, tato zavislost je zahrnuta v tloze samotné a v diferen¢ni aproximaci jiz
na ni nemusime brat zietel. Takové metody se nazyvaji bezpodminecne stabilni.

Po tpravé diferencni rovnice (17.4.2) dostaneme (r = 7/h)

1 ar T
17.4.4 Uy = Uy — Uy — M).
( ) M 1—ar d 1—ar v 1—arf( )
Analogicky upravou (17.4.3) dostaneme
ar 1 T
17.4.5 Uy = U U M).
( ) M 1+ar Z+1—|—a7‘ J+1+arf( )

Tyto metody se nedaji uzit k feSeni pocatecni tlohy s pocatecni podminkou pro ¢ =
= (0. Jsou vsak dobie pouzitelné pro pocatecné-okrajové ulohy. Vzorce
(17.4.4), (17.4.5) maji pak explicitni charakter.

Pro a < 0 jsou koeficienty vzorce (17.4.4) u U; a Uy kladné a jejich soucet je roven
jedné. Proto je mozné stanovit odhad

T

(17.4.6) min{UJ,UV} —

< < —
1_m,f(M) s Un S max{U,;,Uy) T —ar

f(M)

a vyuzit jej k odhadu chyby e(M) = u(M) — Uy pfiblizného feSeni a posléze k dikazu
konvergence metody. Zadnou podminku na r neni t¥eba klast, metoda (17.4.4) je pti
a < 0 bezpodmineéné stabilni. Rad chyby metody je O(7 + h).

Obdobnym zpusobem dojdeme ke stejnému zavéru u metody (17.4.5), v niz a > 0.
Prehled explicitnich a implicitnich metod je v tab. 12.
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17.5. Rovnice s proménnymi koeficienty. Pro tilohu s hyperbolickou
rovnici

(17.5.1) up + a(x, t)ug + b(z, t)u = f(z,t)

se na principech diskretizace z predchazejicich odstavcti nic nezméni. Na zvolené siti
(viz odst. 17.2.1) lze metodou konéenych diferenci odvodit vzorce analogické vzorcim
z tab. 12. Napiiklad, aproximujeme-li u; a u, dopfednymi diferencemi, dostaneme ex-
plicitni metodu

(17.5.2) Us = (1+ar+b(M))Uy — arUy + 7f(M).

Zde a je vhodna aproximace hodnoty a(M) = a(xg,t,). Mizeme napf. pfimo klast
a = a(wg,tn), piipadné a = a(wy,t, + 37). Pro dostateéné hladkou funkci a(z,t) je
diskretiza¢ni chyba metody (17.5.2) opét O(7 + h).

Podminku stability odvodime geometrickou tivahou. Pozadavek stabi-
lity a pouzitelnosti metody (17.5.2) vede k zavéru, ze charakteristika rovnice prochazejici
bodem S musi protinat tisecku MV (obr. 52). Tento prisecik @ je oblasti vlivu (na ¢a-
sové vrstvé t,) na feSeni v bodé S. Na rozdil od konstantniho a se zde a(x,t) podél
charakteristiky méni a tedy se také méni smérnice teény 1/a(z,t) této charakteristiky.
Bod @ bude lezet mezi uzly M a V', pokud bude platit nerovnost

1 1
a(z,t) ‘

T

h

(17.5.3)

A
A

min .
‘ max |a(z,t)|

Zde minimum ¢i maximum bereme pies vSechny body (z,t) charakteristiky mezi ¢aso-
vymi vrstvami t,, t,1. Pro zvolenou sit piSeme podminky stability a podminku pouzi-
telnosti metody (17.5.2) napf. ve tvaru

1

(17.5.4) "= ax{ e, [a(S)], [a(V)[}

[IA

Je zfejmé, ze pii vypocltu jsme obecné nuceni ménit ¢asovy krok (pfi pevném h) v za-
vislosti na a(z, t).

17.6. Metody druhého radu.

17.6.1. Laxova-Wendroffova metoda. Necht feSeni u = u(x,t) rovnice
(17.6.1) ut +au, =0 (a = konst.)

je dostateéné hladké. V bodé M (obr. 52) mizeme aproximovat derivaci u, pomoci cent-
ralni diference (vyuzivajici hodnoty u(V) a u(Z)) s chybou O(h?). Odvodime aproximaci
derivace u; v bodé M také druhého radu. Uzijeme Taylortv vzorec a pisSeme

u(S) — u(M)

T

(17.6.2) up (M) = - utt(M)% +O(r?).
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Z rovnice (17.6.1) plyne uy = —au, a také (us); = —a(—au,),. Dosadime-li za uy do
(17.6.2), dostaneme aproximaci u; druhého fadu

(17.6.3) up(M) = U = uM) ghg [w(V) — 2u(M) + u(Z)]+

+ O(7%) + O(Rh?).

Uzijeme-li této aproximace a aproximujeme-li u, centralni diferenci, dostaneme Lazovu-
Wendroffovu explicitni diferencni metodu

(17.6.4) Us = (1 — a®r2)Ups — %(1 — ar)Uy + %(1 +ar)Uy,
_T
r= 7

ktera patii k nejoblibenéjsim metodam pro feseni hyperbolickych rovnic.
Algoritmus Laxovy-Wendroffovy metody realizujeme obvykle ve dvou krocich
(dvoukrokova metoda):

_ U U
1.U:%—%[UV_UM]>

= Uy +U. ar

U=~ 5Un - Uz,

2. Us = Uy — ar[U — U].
Pomocné hodnoty U, U interpretujeme jako U ~ u(zy + %h, t+ %7'), U ~ u(zy — %h, t+
+ %7‘) Da se ukazat, ze Laxova-Wendroffova metoda je podminéné stabilni s podminkou
stability |ar| < 1.

17.6.2. MacCormackova metoda. Dalsim typem explicitni podminéné stabilni
dvoukrokové metody druhého fadu je MacCormackova metoda. Uplatnuje se pfedevsim
v ulohéch proudéni, v nichz rychlost proudéni je srovnatelna s rychlosti zvuku, pii vy-
poctu jak nespojitych feseni, tak razovych vin. Zde si uvedeme ptislusné vzorce pro
rovnici

(17.6.5) up + au, = f(x,t).

MacCormackova metoda vychézi z metod (17.2.6), (17.2.9) a uzivd, podobné jako
Laxova-Wendroffova metoda, pomocné hodnoty U, ~ u(mk + %h, tn + %7‘), Uy ~ u(xk -
— %h,tn + %7) na ¢asové vrstvé t = ¢, + %7‘. Prostrednictvim téchto hodnot se urdi
Ut = u(wg, t, + 7). Algoritmus je ddn formulemi
(17.6.5) Uy =Up —ar(Upy, = UY) + 717,

Uy = Uy, — ar(Uy, — Up_1) + 777,
Up™h = §[UR + Uyl
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Podminka stability ma zde opét tvar
lar| < 1.

Je-li a = a(z,t), pak pii vypoétu Uy se klade a = Apip = a(xk + %h, tn) a pri

vypoctu (:]/1€ se klade a = ag_1/2 = a(xk — %h, tn).

17.6.3. Dvoukrokova metoda pro nelinearni rovnici. Pro odvozeni dife-
renc¢ni aproximace rovnice

(17.6.6) up + [F(u)], =0

se obvykle uziva metoda integralnich identit, ktera dava navod, jak aproximovat inte-
gralni vztah

/Q [us + (F(u))x] dzdt = 0.

Volime-li napt. Qy, ,, = <xk — %h, Tk + %h> X (tn,tns1), dostaneme

/;k%h[U(x,th) —u(z,t,)|dz + /ttn+1 [F<u(3§k +1n, t))—

~ F(u(wy — $ht))| ar =o.

Aproximovanim integrald v této rovnosti pak muzeme dostat vhodné diferen¢ni aproxi-
mace. Napf. Laxova-Wendroffova dvoukrokova metoda je ddna vzorci

_r

2
= 1. . n T
Up = §[Uk + U 1] — 5[

r 7 1 n n n n
(17.6.7) Up = §[Uk + U] [Fileq — FR
FI? - FI?—I]?
UMt = U — r[Fy — Fy),

kde F' = F(UP), Fy, = F(Uy), F), = F(U}). MacCormackova metoda je déna vzorci

(17.6.8) Up = Uy —r[Filyy — F,
Uk = Uk — T[Fk — Fk—l];
Uyt = 51UE + Uxl.
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17.6.4. Poznamka. Aproximujeme-li v rovnici u; +au, = 0 derivace centralnimi
diferencemi (aproximace druhého fadu), dostaneme diferenéni rovnici

(17.6.9) Uit =00 —ar(Uy, — Upy),

ktera je zdkladem tiivrstvové metody druhého Fadu, stabilni, pokud plati 0 < |a|r < 1.
Jeji nevyhodou ovsSem je, ze vyzaduje zadani poc¢ateéni podminky na dvou sousednich
casovych vrstvach.

Aproximujeme-li vsak analogickym zptsobem kvazilinearni diferencialni rovnici u; +
+ uu, = 0, potom tiivrstvova metoda urcend odpovidajici diferen¢ni rovnici

(17.6.10) uptt=uprt — U U, - URy)
bude nestabilni i v pfipadé, Ze krok 7 volime tak, aby byla splnéna podminka 0 <
< r|UJ| £ 1. Na tomto piipadé je v [28] ukdzédno, Ze metoda, ktera je

stabilni pro linedrni rovnici, nemusi byt stabilni pro
nelinedrni rovnici. Analogickd metoda prvniho fadu (srov. s (17.2.10))

(17.6.11) UMttt = (1 —rUNUR + rUPUR,
je stabilni s podminkou stability

1
UTL
m]?X| ;|

A

r

pouzepro hladka teseni kvazilinearnirovnice u;+uu, = 0. Jestlize tato rovnice
bude mit nespojita feseni (viz odst. 15.4), nebude metoda (17.6.11) konvergentni.

Ukazuje se, ze diferenc¢ni aproximaci nelinedrni rovnice musime konstruovat tak,
aby odpovidala prislusnému zakonu zachovani, z néhoz byla rovnice odvozena. V nasem
pfipadé musime vychazet z rovnice (viz (17.6.6))

U + (%uz)x =0.
Pripustné diskretizace prvniho fadu pak bude mit tvar

uptt-up 1

(17.6.12) + 57

(U)* = (Ug-1))-
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17.7. Diferen¢ni metoda pro reseni hyperbolické soustavy.

17.7.1. Aproximace prvniho fadu. Principy diskretizace z predchazejicich
odstavci ziustavaji zachovany i v pripadé hyperbolickych soustav. Mame napt. soustavu
J rovnic

(17.7.1) u; + Au, = 0.

Uvazujme konkrétni tlohu

(17.7.2) pe + 00Uy =0,
1
up + Q—p:C =0, z€(0,1),te(0,T),
0
(17.7.3) u(z,0) = ¢p1(x), p(x,0) =¢a(z), x€(0,1),

u(oat) = gO(t)7 p(l,t) = gl(t) te <07T> .

Piedpokladame, ze dané funkce ¢1, ¢, go, g1 jsou spojité a ze konstanty og, c? jsou
kladné. Snadno zjistime, ze vlastni ¢isla matice soustavy jsou A\; = ¢, A\ = —c. Protoze
A1 > 0, Ay < 0, je nase tloha korektné formulovana (na kazdém konci intervalu (0, 1)
musi byt zadéna jedna okrajovd podminka).

Na mnoziné (0,1) x (0,7) sestrojime rovnomérnou sit S s uzly (zg,t,), k =
=0,1,...,K,n=0,1,...,N, a s kroky h a 7. Soustavu aproximujeme diferen¢nimi
rovhicemi

an—&—l o an an _ an—l

17.74 =
(17.7.4) - ot 0
a

n+1l n wn —Wnr
(17.7.5) Wi Wi _ Do = P =0,

T h

by
goc’

kde Vi = U + Wi =U]— Fi. Algoritmus bude proto dén vzorci (V9 = p1(xr) +

QocC

+ 2288 0 — g (ay) - 288 = 0,1, K)
(17.7.6) VIt =V — (V- V),

k=1,...,K, n=0,1,...,N—1;
(17.7.7) Wit = Wi+ er(Wi, — Wi,

k=0,1,...,.K—1; n=0,1,...,N —1
Pro x = 0 klademe

n I
(17.7.8) Vot =go(tn) + —, n=0,1,...,N,



a pro x = 1 klademe

tn
(17.7.9) W;;:U;Hgl( ), n=01,... N.
©ooC

Hodnoty Py a Uj se urcuji zptusobem, ktery je podrobnéji popsan v odstavci (17.7.2).

Vysetiime podminku stability. K tomu tcelu uvazime CFL-podminku, ktera ika, ze
charakteristika o smérnici 1/A; vedend bodem (x, t,11) musi protnout ¢asovou vrstvu
t, meziuzly (xx_1,t,) a (zg, t,). Podobné charakteristika o smérnici 1/A2 vedena bodem
(g, tne1) musi protnout ¢asovou vrstvu t,, mezi uzly (zg,t,) a (Tgi1,t,). Musi tedy
byt

neboli

17.7.2. Uziti aproximaci druhého fadu. Laxova-Wendroffova metoda pro
soustavu rovnic

(17.7.10) u; + Az, t)u, = 0
ma tvar (srov. s (17.6.4))
n n n r n n n
(17.7.11) Ut =1 —r2(A)?)UR — §Ak[l — AU+
71 n n n
+ §Ak[| +rAg]U;_;.

Zde A} = A(xy, ty,) je matice s prvky a;;(xg, tn), 4,5 = 1,2,...,J, | je jednotkova matice
radu J, U} vektor o J slozkdch. Podminka stability mé zde tvar

T 1
r=-—< ——M
B = max Dy (A)
j
kde \;(A),j =1,2,...,J, jsou (redlna) vlastni ¢isla matice A a urc¢uji smér charakteristik

soustavy (17.7.10) (viz odst. 15.6.1).
Uvazujme nyni konkrétni pocatecné-okrajovou tlohu

(17.7.12) vy —w, =0,
wy—v, =0, z€(0,1), te(0,T),
(17.7.13) w(,0) = du(x), w(z,0) = a(x), € (0,1),

v(0,t) = go(t), w(l,t)=g1(t), t€(0,T).
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Z maticového tvaru soustavy (17.7.12)

wlel (5 9wl o) L]

ot | w -1 0 |9x|w 0}’ w |’

urc¢ime, ze vlastni ¢isla dané konstantni matice A jsou Ay = 1, Ay = —1. Jako v odst.
17.7.1 sestrojime na mnozing (0,1) x (0,7) sit S. Oznacime-li U} = [V*, W7, V' ~
~ v(xg,t,), W' = v(xg,ty), dostaneme z (17.7.11) néasledujici soustavu diferen¢nich
rovnic (A% =1)

Vit 1= 0 v
(17.7.14) [W:“}_[ 0 1o |+

|
35 @] = [6)

Z pocatecnich podminek jsou dany hodnoty V¥ = ¢1(xx), WP = ¢a(zk), k =
=0,1,..., K. Zname-li tedy hodnoty V;*, W[, k =0,1,..., K, na ¢asové vrstvé ¢t = t,,
muzeme pomoci (17.7.14) pocitat hodnoty Vk”+1, W,?“ na vrstveé t = t, 11, ovSem pouze
pro k = 1,2,..., K — 1. Z okrajovjch podminek uréime V3'™' = go(t,4q1), Wpt' =
= g1(tns1), n = 0,1,2,..., N — 1. Hodnoty Witt, V2t n =0,1,2,..., N — 1, viak
musime néjakym vhodnym zpiisobem dopocitat. Vylozime postup opirajici se o metodu
charakteristik.

Pro soustavu (17.7.12) snadno uré¢ime Riemannovy invarianty (viz odst. 15.6.1)

(17.7.15) v =3(v—w), v2=1(v+w).

N[

Sectenim a odeé¢tenim obou rovnic v (17.7.12) totiz dostaneme

(v—w)+ (v —w), =0,
(v+w) + (v+w), =0,
coz je kanonicky tvar soustavy (17.7.12) (viz také (15.6.3)). Jsou-li I'; a I'y dva systémy

charakteristik (pfimky x — ¢ = ¢1, x + t = ¢3) nasi soustavy, potom z (17.7.12) plynou
diferencialni rovnice na charakteristikach

d(v —w

(17716) % = O na Fl,
d(v+w
%:O na FQ.

V dalsim vykladu se budeme opirat o situaci na obr. 53. Chceme dopocitat hodnotu
Vi1 = Vi na pravém konci intervalu (0, 1) (obr. 53b) a hodnotu Wj'™! = W na levém
konci (obr. 53a).
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I u+v=konst u-v=konst I;

Obr. 53. Dopoditavani okrajovych hodnot v tloze (17.7.12), (17.7.13).

Diferenciélni rovnice (17.7.16) budeme aproximovat diferenénimi rovnicemi

Vs —Ws — (Vp — Wp)
V21

Vs +Wg — (VQ + WQ)
V21

Bod P je prisecik charakteristiky I'; s tseckou ZR (obr. 53b) a bod @ je prusecik
charakteristiky I's s tseckou LV (obr. 53a). Podminka stability

(17.7.17) =0 naljy,

(17.7.18) =0 naly.

1
max{|A1], [A2|}

A

4 1
h
opravnuje polohu bodi P a Q.

Vsimneme si podrobnéji situace na charakteristice I';. Charakteristika I'y ,,vychézi’
z bodu P a ,,donese“ hodnotu invariantu v — w do bodu S (v — w je na I'y konstantni).
Hodnotu Vg muzeme uréit z (17.7.17), tj. ze vztahu

¢

(17.7.19) Vs =Ws + [Vp — Wp],

pokud dokazeme stanovit Vp a Wp, nebot Wg = W}é“ je hodnota dana okrajovou
podminkou.
Hodnoty Vp a Wp ur¢ime linearni interpolaci. Z pomért
Ve —Vp B Wgr—Wp T

Va—V, Wgr-—Wy, =5 =¢
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uréime

Vp =&Vz + (1 =& Vg,
Wp = fWZ + (1 - f)WRa

takze nakonec z (17.7.19) mame
(17.7.20) Vs =Ws+&(Vz —Wz)+ (1 —&) (Vg — Wg).

Zcela analogicky postupujeme pti urcovani Wg = W(?’Ll na levém konci intervalu (0, 1).

17.7.3. Poznamka. Postup pfi dopocitavani okrajovych hodnot je ponékud kom-

v/

plikovanéjsi, jsou-li okrajové podminky dany ve tvaru

(17.7.21) ap(t)v(0,t) + Bo(t)w(0,t) = go(t),
(17.7.22) a1 (t)v(1,t) + S1(t)w(l, t) = g1(2).

Tyto podminky budou pripustné, nebude-li linearni kombinace agv+ Gpw imérna invari-
antu v +w pfichazejicimu k levému konci (mluvime stéle o soustavé (17.7.12)) a linearni
kombinace a;v + f1w nebude tmérné invariantu v — w prichdzejicimu k pravému konci.
Tyto invarianty si totiz svoji hodnotu na konec donesou a nelze je tedy zadat. Jinymi
slovy, pro pfipustnost okrajovych podminek (17.7.21), (17.7.22) je nutné, aby

Qo

det[l ﬁf]%o, det[oil fﬂ#o.

Chybéjici hodnoty Vs a Wg uré¢ime ze soustavy rovnic (na prislusné casové vrstvé
= tn—i—l)
aoVs + BoWs = go,

} na levém konci
Vo + Wg = VQ + WQ

nebo
aVs + 51Ws = g1,

} na pravém konci.
Vs =Wg=Vp—Wp

Druhé rovnice v téchto soustavach je disledkem toho, Ze invariant je na pfislusné cha-
rakteristice konstantni. Hodnoty v bodech ), P se opét urci interpolaci.
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17.7.4. Nelinearni soustavy. O nelinearni soustavé prvniho fadu jsme se zminili
v odst. 15.1. V jedné prostorové promeénné ji pisSeme ve tvaru

(17.7.24) u;+ [F(w)], =0, F:RY -R"Y,

ve dvou prostorovych proménnych pak ve tvaru

(17.7.25) u; + [F(u)], + [G(u)], =0, G:RY —RY.
Specialnim pripadem nelinearni soustavy je kvazilinearni soustava
(17.7.26) u; + Az, t,u)u, = f(z,t, u).

piipadné kvazilinedrni soustava (ve dvou prostorovych proménnych)
(17.7.27) u; + Ai(z,y, t,u)uy + As(x, y, t,u)u, = f(x,y,t,u).

Vzorce (17.6.7) nebo (17.6.8) z odst. 17.6.3 lze pouzit i pro nelineirni soustavy.
Protoze u = [ul,ug,.. U,N]T F = [Fl,FQ,...,FN]T, pf‘ip G = [Gl,GQ,...,GN]T,
potom U}, F? = F(U}), pr1p U7, F7. = F(U}) ve zminénych vzorcich z odst. 17.6.3
jsou Vektory o N slozkich (U}, ~ u(:cz, Yi,tn))-

Existuje celd fada modifikaci metod typu (17.6.7), (17.6.8) (viz [28], [41]). Uvedme
za v8echny MacCormackovu metodu pro soustavu (17.7.25). Volime h = Az = Ay:

(17.7.28) U;; =V} —r[F} ;- F + G — G},
Uij = Uy —r[Fi; —Fi1 4+ Gij — Gij 1],
Ut = %[U” + U5,
kde

17.8. Problematika diferen¢nich metod. 7Z toho, co bylo v pfedchéa-
zejicich odstavcich feceno, by ¢tenar mohl mozna nabyt dojmu, ze feSeni hyperbolickych
rovnic diferen¢nimi metodami je v zasadé bez problému. Chceme zde upozornit, zZe tomu
tak zdaleka byt nemusi. Napriklad metody prvniho fadu pouzité jiz k nejjednodussi rov-
nici u; + au, = 0 maji tu ,nectnost®, ze silné ,,rozmazavaji“ feseni. U kvazilinearnich
rovnic pak siln€ ,rozmazavaji* pripadné silné nespojitosti v feseni. Metody druhého radu
maji slabinu v tom, Ze nezachovavaji monoténnost feseni. V soucasné dobé se doporucuje
celd fada metod, které maji uvedené slabiny klasickych metod odstranit ¢i alespon zmir-
nit. Jednu z téchto metod zde ve strucnosti naznac¢ime. Uzijeme v ni metodu integralnich
identit kombinovanou s metodou charakteristik.
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Uvazujme jednoduchou pocatecné-okrajovou tlohu

(17.8.1) ur+uy, =0, x€(0,+00), te (0,T),
u(z,0) = ¢(z), =€ (0,400),
u(0,t) =g(t), te€(0,T).

Na mnoziné (0,+occ) x (0,T) zvolime sit S s kroky h a 7 a uvazujeme obdélnikovy
sektor 2 s vrcholy M = (zx,t,), V = (Try1,tn), SV = (Trt1,tnt1), S = (T, tni1)
(viz obr. 52). Oznacime

Th41 Tr+1
(17.8.2) W12:/ u(z, t,) dz, W43:/ u(z, tpyq)de,

k k

tn+1 tn+1
W23 = / u(karh t) dt, W14 = / u(xk, t) dt.
tn tn

Tyto integraly predstavuji toky veli¢iny u stranami obdélniku €2,,. Integrovanim rovnice
(17.8.1) pres s dostaneme

(17.8.3) //[Ut(l',t) + uw(az, t)] dedt = Wis + Wiy — Wog — Wy3 = 0.
Qnr

Chceme nyni odvodit metodu, kterd ndm umozni vypocitat hodnotu u v uzlu SV =
= (g+1,tnt1) pomoci hodnot u(M), u(V), u(S) a hodnot Wis a Wyy.

Kdyz r = 7/h < 1, pak charakteristika z — ¢t = ¢ prochazejici uzlem SV protina
Casovou vrstvut = t, vbodé A = (x 4,ta), ktery lezi meziuzly M a V, tj. x4 = xpy1—7,
ta = t,. Potom plati u(SV) = u(A). Hodnota u(A) se uréi interpolaci z hodnot u(M)
a u(V') s prihlédnutim k hodnoté toku Wis. Diferencidlni rovnici (17.8.1) aproximujeme
v bodé u(SV') diferenéni rovnici

1 1
(17.8.4) —[Usv—Uv]—l-—[Uv—UA] =0, r<1.
T Tk4+1 — TA
Jestlize v8ak zminénd charakteristika protina tsecku M S v bodé B = (zy, t,4+1 — h), tj.
kdyz r > 1, obdrzime
1 1
(17.8.5) —————[Us = Up| +

Usy —Ug] =0, r>1.
tht1 —tB h[ v 5] "

Vratme se jesté k metodé (17.8.4). Oznac¢ime £ = z — x. Potom pro x € (z, Tpi1)
oznacime u(x,t,) = u(), & € (0,h). Vime, ze u(0) = Uy, u(h) = Uy a ze Wig =
= foh u(§) d€. Chceme sestrojit interpolujici funkei @(€), kterd splituje podminky

(17.8.6) @(0) = Uy, a(h) = Uy,

/ " 06) dé = W,

0
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W12 se urcuje z hodnot Up; a Uy pomoci nékteré kvadraturni formule. Pozadavek na
monotonii u(§) vede vSak k jistym komplikacim v uréovani funkce @(€). V odborné
literatufe 1ze nalézt navody, jak takovou funkci konstruovat a urc¢it Ugy = Uyx. D4 se
pak dokazat, ze metoda (17.8.4) je druhého fddu a bezpodmine¢né stabilni. Zname-li
Usy, uréime Wag, Wys, Wiy (lze uzit (17.8.3)) a pfejdeme k dalsimu sektoru, nyni pro
x € (Tpa1, Traa), t € (tn,tny1). Piipomenime zde, ze na zac¢atku vypoctu Wi, urdéime
z pocatecni podminky a Wi4 z okrajové podminky. Z toho, co bylo feceno, je patrné,
Ze vypolty priblizného feSeni podle vzorct (17.8.4), (17.8.5) jsou komplikovanéjsi ve
srovnani se zakladnimi explicitnimi ¢i implicitnimi metodami.

Touto zminkou jsme chtéli ¢tenari naznacit, ze v numerické analyze tloh pro hy-
perbolické rovnice, a to predevsim pro rovnice nelinearni, je cela fada problémi, které
v tomto nasem stru¢ném prehledu nemohly byt ani zminény. Nezbyva nam nic jiného,
nez zvidavéjsimu ¢tenari doporucit n€kterou z publikaci ze seznamu literatury.

17.9. Cvideni

17.9.1. Diferen¢ni metodou U} = (1+7)Up —rUp' ,, r = 7/h TeSte pocatecné-
okrajovou ulohu u; + u, = 0, u(z,0) = ¢(z),u(0,t) =0, z € (0,1), t € (0,1). Volte h =
=0,1, gb(%) =1, ¢(x)=0,z# % Provérte konzistenci, stabilitu a konvergenci metody.
[Navod: Ukaite, ze US™t = (1 + r)UZ, U,f“ = 0, k # 5. Metoda je konzistentni, ale
nestabilni pro libovolné r > 0, nebof U = (1 + r)™ roste s ristem n.]

17.9.2.  Neékterou diferencni metodou feste pocatecné-okrajovou ulohu u; +
+ (2z) " tu, = t, u(z,0) = z — 1, u(l,t) = Vt, x € (1,2), t € (0,1). Uzijte metodu
prvniho fadu i druhého radu a stanovte CFL-podminku. Vysledky porovnejte s presnym
feSenim a s vysledky ziskanymi Massauovou metodou (viz cvieni 16.7.3). [Podminka
stability je 7 < 2h.]

17.9.3. Nékterou diferenéni metodou feste poc¢ateéni tlohu uy +u, = 0, u(z,0) =

= exp(—2?/4), * € R, t € (0,60). Volte h = 1, 7 = 0, 1. Vysledky porovnejte s pfesnym
fesenim u(z,t) = exp(—(z — t)?/4).
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