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1. UVOD

PTi klasickém FeSeni statistického problému mame k dispozici vysledky upl-
ného ndhodného vybéru z néjakého rozdéleni. V nékterych situacich ale potfe-
bujeme vyhodnotit experiment jeSté predtim, nez nastanou vSechny sledovane
udalosti; dostdvame tak neuplny vybér. Podle toho, jaka pravidla si uréime pro
ukonceni sledovani, pracujeme s rliznymi modely cenzorovani. Mame-li jesté
k dispozici néjaké apriorni informace o charakteristikach zkoumaného rozdé-
leni, pokusime se jich vyuZit a aplikujeme bayesovské metody.

V této diplomové préaci se budeme zabyvat aplikaci bayesovskych metod
v Koziol-Greenové modelu nahodného cenzorovani pfi exponencialnim rozdé-
leni, to znamena: budeme hledat odhady stfedni hodnoty tohoto exponen-
cialniho rozdéleni (pfipadné jejich ekvivalentl) a odhady parametru Koziol-
Greenova modelu.

Po seznameni se s pouzitym oznacenim nékterych rozdéleni uvedeme pojmy,
se kterymi pracuje teorie spolehlivosti, popiSeme zakladni modely cenzorovani
(vénovat se pak ale budeme pouze Koziol-Greenovu modelu nahodného cenzo-
rovani), z bayesovskych metod se budeme vénovat volbé apriorni hustoty (dané
Casto spiSe naSimi vypocetnimi moznostmi) a urceni odhadu. Zakladem pro
tuto Cast prace mi byly prednasky, které jsem navstévoval, vénované danym
tématlm a prislusna literatura.

Poznatky z prvni ¢asti budeme aplikovat na vybér z exponencialniho rozdé-
leni. | pFi takovémto pomérné jednoduchém rozdéleni vSak nebudou vypocty
nejsnazsi. Tvar vérohodnostni funkce v Koziol-Greenové modelu nedava mnoho
moznosti volby apriorni hustoty tak, abychom dostali jednoduchou aposteriorni
hustotu. Samozirejmé by se vie mohlo zjednodusit, kdybychom ustoupili od né-
hodného cenzorovani k cenzorovani ¢asem nebo poruchou. O tom se Ize docist
napf. v [7]. Nicméné fadu prakticky pouZitelnych odhadd je mozné vyjadfit
v explicitnim tvaru.

Budeme se vénovat nékolika typtim apriornich hustot. Dvé z nich vyplyvaji
z obecné teorie bayesovskych metod hustota ziskand metodou konjugova-
ného systému, kde uvedeme také limitni chovani bayesovskych rizik, a hustota
ziskana podle Je[relysova principu, kterd vsak vyjde nevlastni (a proto md-
Zzeme tézko hovorit o bayesovském riziku). Dokonce i pfi jejim zobecnéni jeSté
dospéjeme k rozumnym tvarm odhadd.

U obou téchto typl apriornich hustot dokaZeme asymptotickou normalitu
odhad(.

PFi volbé nezavislych gama rozdéleni pro parametry exponencialniho rozdé-
leni a Koziol-Greenova modelu sice k odhad@im dospéjeme, jejich sloZitost vSak
umozni pouze ukazat konvergenci ke ,,spravnym[_hodnotam. (Tu dokaZeme
také pro predchozi dva typy hustot.) O chovani bayesovskych rizik si mizeme
udélat predstavu ze simulaci pfi vybranych hodnotach parametr(i apriornich
rozdéleni.
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2. ZAKLADNI POZNATKY

2.1. NEKTERA ROZDELENT

V této kapitole pouze uvedeme rozdéleni pouzita v dalSim — jejich oznaceni,
hustotu, stfedni hodnotu a rozptyl.

Gama rozdéleni G(a,q). Gama rozdéleni s parametry a > 0, p > 0 ma
hustotu

a’ q—1_—ax >0
—I" e , T .
M(q)
Jeho stredni hodnota je
*al a? T(g+1) ¢
EG(a, =/ zle”*dxr = — 1 ==
@D= ), @ (@ a d

2 — * af q+1 _—ax — al r(q+2) — (q+1)q
E(G(a, q)) /0 —r(q)x e ““dx FQ) ait? 2

a tedy rozptyl je

+1 2

var G(a,q) = (a+ Da 5 )i _ (2) = %.
a a a

Logaritmické gama rozdéleni LG(a,q). Pokud ma nahodna veliina X

rozdéleni G(a,q), pak rozdéleni nahodné veliGéiny Y = e~X je logaritmické

gama rozdéleni s parametry a > 0, ¢ > 0, znatme ho LG(a,q). To mé hustotu

aq

50 ,y € (0,1),

(—Iny)?ty°

1
y

stfedni hodnotu

[t oat -1 a, _ a1 T( _ a \*
ELG(a,q) _/0 r Y Wiy = M(q) (a+1)7 <a+1) ’

_ Loqa -1 a _a? (g _ a !
LG = | ity y = oo = (a+z) |

a tedy
a q a 2q
var LG(a,q) = (a+2> — (a+1) .
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Inverzni gama rozdéleni /G(a, gq). Pokud ma nadhodné veliCina X rozdéleni
G(a,q), pak rozdéleni ndhodné veliiny Z = 1/X je inverzni gama rozdéleni
s parametry a > 0, ¢ > 0, znatme ho IG(a, g). To ma hustotu

a? 1 1
v =+ —a/z
M(q) 24 1226 ,z >0,

pfi ¢ > 1 stfedni hodnotu

a1 .. a? T(g—-1) _a
_e —

r(g) =2 TR a T g1

EIG(a,q) =/
0
pfi ¢ > 2 existuje také druhy moment

a? 1 o—a/z g, = a? T(¢g—2) _ a?
M(q) 2471 M(g) a9 (¢—D@—-2)’

E(IG(a, q))? = / h

a tudiz také rozptyl

2 CL2 CL2

(-D@-2 (@-1? (@-D%¢-2)

var IG(a,q) =

Beta rozdéleni B(r,s). Beta rozdéleni s parametry » > 0, s > 0 ma hustotu

M(r+s)

er_l(l — )’ 2 e (0,1).

Jeho stredni hodnota je

—_ 1 Frir+s) ., o _T+s)Tr+1r(s) _ r
EB) = [ sy @0 e = TS ey = e
1
s [ v =TG-
(r+Dr

- (r+s+1)(+s)

a tedy rozptyl je

_ (r+Dr r 2_ s
var B(a,q) = (r+s+1)(r+s) - (T""S) - (T‘+S)2(T’+3+1)'
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Beta rozdéleni druhého fadu B2(r, s). Pokud ma nahodné veliina X roz-
déleni B(r,s), pak rozdéleni ndhodné veliCiny V = 1/X — 1 je beta rozdéleni
druhého radu s parametry r > 0, s > 0, znaCme ho B2(r, s). To ma hustotu

F(r+s) o5t

FOre @+ 070
pfi r > 1 stfedni hodnotu
[ T(r+s) v _Tr+s)Tr—1r(s+1) s
EB2(r,5) = /0 FFG) L +o)y =" " T (s) T(r+s)  r—1
pfi r > 2 existuje také druhy moment
[ T(r+s) ovtt _Tr+s)T(r—2)F(s+2) _
P20 = | S T o ey
_ (s+1)s
T =D -2

a tedy rozptyl je

_ (s+1D)s s 2_ s(r+s—1)
V”B%”ﬂ_@—n@—a_(r—ﬁ T D2 —2)

2.2. POJMY Z TEORIE SPOLEHLIVOSTI

Uvazujme nezapornou nahodnou veli¢inu X, predstavujici dobu do poruchy,
s distribu¢ni funkci F'(z) = P[X < z] a s hustotou f(z). Funkci

R(z) =1- F(x)

nazyvame funkci spolehlivosti. Témito a daldimi funkcemi se budeme zabyvat
jen na intervalu (0, o), protoZe jejich hodnoty na (—oc,0) jsou zfejmé diky
nezapornosti nahodné veli¢iny X (napf. F(x) =0, R(x) =1 pro x < 0).

Déle definujme intenzitu poruch

f(x)

(A el

pro x € {t; F(t) < 1},

ktera vyjadruje pravdépodobnost poruchy v nasledujicim okamziku, nenastala-
li dosud porucha, jako r(x)h + o(h) pfi h — 0 :

P(X € (z,a + A)IN[X > z]) _

P[X € (z,x + h)|X > 2] =

P[X > x]
_PIXe€(z,x+h)] _ F(x+h)—F(z) _
B 1— F(z) - 1-F(@)
_ 1 F(ac+h)—F(x)h=

1— F(x) h

= f@

= 1—F(x)h+0(h) pri h — 0,
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nebot’ f(z) = dF(z)/dx.
Mezi spolehlivosti R(z) a intenzitou r(x) plati vztah

R(z) = e~ 70 4 e (1 F1) < 1,

nebot’ z definice spolehlivosti r(z) = 1f§f()x) = IJ;((?) = _dﬁ(m) R(lx) a vyresenim
této diferencialni rovnice pro funkci R(x) dostaneme In R(z) = Cy — fom r(t)dt,

kde C; = lim,_oIn R(z) =In1 = 0; pro hustotu doby do poruchy plati

f(x) = r(x)e Jo M

nebot’ f(x) = r(x)R(x).

Necht' X1, Xo, ..., X,, je nahodny vybér z rozdéléni nezaporné nahodné veli-
¢iny X s distribucni funkci Fy a hustotou fg, 8 € © parametr. Pfi rozhodovani
0 parametrech jejiho rozdéleni neméame vzdy k dispozici hodnoty vech veliCin
X1, Xo,..., X, mlzeme znat pouze nékteré a o dalSich mit jen ¢astecnou in-
formaci — doslo-li k cenzorovani dat (napf. Ze presahuji néjakou hodnotu —
kdyZ byl experiment ukoncen dfive nez doSlo k poruse). RozliSujeme nékolik
modell cenzorovani.

Cenzorovani typu I. PFi cenzorovani typu | — ¢asem — je pozorovani ukon-
v v a v 7 . n N4 s

cen_(g_v Case T, I_<,te,rng pevné dan. Pokud r = ijl X[X;<T] oznaC|Te nahodnou
veliCinu udavajici poCet hodnot z X1, X5, ..., X,,, které jsou mensi nebo rovny

T, tj. pocCet poruch, které nastaly nejpozdéji v okamziku 7', zndme prvnich r
hodnot X ;) < X(9) <--- < X(,, kde X(;) oznaCuje j-tou poradkovou statis-
tiku, a o ostatnich vime pouze to, Ze jsou vetSinez T'— X;y > T, j > r.
Rozdéleni nahodné veli€iny r je binomické s parametry n a Fo(T) :

Plr=k]= P[ZX[XJ»ST] =k] =
j=1
= P[pravé k hodnot z X, X5, ..., X,, je menSich nebo rovno 7] =
= (y)rrcsmra- P < Ty

nebot X;,i = 1,2,...,n byly nezavislé a se stejnym rozdélenim jako X. Véro-
hodnostni funkce ma tvar

L@|r, X1y, X2y, .-, X(r)) = H fo(X )AL — Fp(T))" .
j=1

Cenzorovani typu II. Pri cenzorovani typu Il — poruchou — je naopak
pevné dan pocet poruch 7. O hodnoty X, ;) < --- < X(,), které jsou vetsi
nez Cas r-té poruchy X, se uz nezajimame. Mame tedy informace o prvnich
r hodnotach X ;) < X(9) <--- < X(,, 0 ostatnich vime, Ze jsou Vetsi nez X,,.
Vérohodnostni funkce ma tvar

L(O|X(1), X2),- - X(r) = [ [ fo(X(5))(1 — Fo(X())" "

=1
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Nahodné cenzorovani. V pripadé ndhodného cenzorovani sledujeme kromé
doby do poruchy X jesté dalsi nezdpornou nahodnou veli¢inu 7' nezavislou na
X, s distribu¢ni funkci G.-(t) = P[T < t] a hustotou g.-(t), pfedstavujici asovy
cenzor. Nahodna veliCina

W =min (X, T)

necht ma hodnotu prvniho z okamzikd poruchy, nebo cenzorovani a

I'=xix<1

necht’ rozliSuje, zda okamzik W byl asem poruchy nebo ¢asem cenzorovani.
Vektor (W, I) mé& hustotu

ho+(w,7) = [fo(w)(1 — G+ (w))]" [gr(w) (1 — Fo(w))]' ", w >0,i € {0,1}
vzhledem k soucinové mife Lebesgueova x Citaci:

PIW < w,I=1]=P[min(X,T) <w, X <T]=P[X <w, X <T]=

- /] ARG = [ ( / N dGT(@) dFy(x) =

= / (- G (@) dFa(e) = / (1= G (@) fola)da,
0 0

tedy ho r(z,1) = (1 — G-(x))fe(x). Podobné P[W < w,I = 0] = fow(l —
Fo(2))gr(z)dz, a tedy he -(x,0) = (1 — Fo(z))g- ().

Oznacime-li (W, I;) nahodny vektor, ktery vznikne z (X;,7}) stejné jako
W, 1)z (X,T), kde (X1,T1),...,(X,,T,) je ndhodny vybér z rozdéleni ndhod-
neho vektoru (X, T) a tedy (W1, I1),...,(W,, I,,) je ndhodny vybér z rozdéleni
nahodného vektoru (W, I), méa vérohodnostni funkce tvar

L(9a7-|(W17[1)7 sy (Wn7In)) =

n

=TT (2~ G ) foW)] " [(L— Fo(W)g-(Wy)] " =

j=1
= [(1 = G- (W))) fo(W;)] H [(1 = Fo(W;))g-(W))] .
{5;1;=1} {5;1;=0}

Neni-li zavislost mezi parametry € doby do poruchy a + €asového cenzoru, lze
pfi znaCeni

LyO|(W1, 1), ..., (W, 1)) = [ [[fo(W5) s (1 = Fo(W;))' 1],
j=1

Lo(Ol(W1, 1), ..., (W, 1)) = [[lg- (W) (L — G (W) ]

j=1
psat
L(07 T|(W17 Il)7 ey (Wna In)) =
= Ll(e‘(le [1)7 R (Wn7 [n))L2(0’(W17 Il)7 ) (Wn7 In))
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Koziol-Greenuav model. Specialnim pfipadem modelu nahodného cenzoro-
vani je Koziol-Greenliv model, ktery predpoklada, Ze existuje ¢islo v > 0 takové,
ze pro funkci spolehlivosti ¢asového cenzoru T plati (zapsano pomoci distribuc-
nich funkci)

1-Goy(®) =1 - Fo(®)).

Misto parametru ~ lze uvaZovat parametr
p=P[X <T]€(0,1),

podil necenzorovanych pozorovani, nebot’ je mezi nimi jednoznacny vztah:

p=PIX <T]= / /x , dFp(x)dGo.(t) = /O b ( /x b dc;gﬁ(t)> dFp(z) =

o’} o0 1

= [ @ GoniFae) = [ (- Fol@) dFate) = [ (- yydy =
0 0 0
1

1+~

kde jsme pouZzili substituci Fg(z) = y. Hustotu (W, I) lze pak psat jako

ho (w, i) = [fo(w)(L — Go (w)))[ge ,(w)(1 — Fo(w))]'~ =
= [fo(w)(L — Fo(w))T[y(L — Fo(w)) ™" fo(w)(1 — Fo(w))]' " =
= fo(w)(L — Fa(w))'y' ™,

nebot’ hustota 7' je

dGoy(w) _  d(1—Gey(w)) _ (1 —Fe(w))” _
dw dw dw
d(1 — Fo(w)) _

= —y(1 — Fy(u))' T S = (1 - Fy(w))' ™ (—fo(w)) =

= (1 - Fo(w))" ™" fo(w), w € {t; Fo(t) < 1}.

gO,'y(w) =

Vérohodnostni funkce ma tedy tvar

L(Ov 7’(W1a Il)v SO (Wn, In)) = H fG(WJ)(l — Fe(Wj))'nyn_Zyzl I;

J=1

2.3. BAYESOVSKE METODY

V bayesovskem pristupu predpokladame, Ze odhadovany parametr 6 je na-
hodna veliCina. Apriorni informace o ném je obsazena v apriorni hustoté ¢(6).
Na zakladé pozorovanych dat, pfiéemZ pro bayesovskou analyzu je postacu-
jici znalost sdruzené hustoty vysledku experimentu f((x)|0) (kde (x) miZze byt
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X1,X2,...,Xp, nebo { Xy < X9y < -+ < Xy, Xpq1) > T'} v piipadé cen-
zorovani typu | atd.), pak sestrojime aposteriorni hustotu uzitim bayesovského
principu

q(0)f((+)|0)
Ja@ f(()[t)dt

q(0](x)) = tam, kde/q(t)f((*)|t)dt 70,

jak se lze dozvédét napr. v [4].

Z tohoto vzorce je vidét, Zze v pribéhu pocitani aposteriorni hustoty 0 pfi
daném (x) mlzeme opominout Cinitele v ¢(0) a f((x)|0), které nezavisi na 0
(tj. pfipadné mohou zaviset na (x) ), nebot se stejné pokrati. Ale i pFi praci
s jinymi hustotami lze pracovat pouze s Ciniteli zavisejicimi na proménné a az
v zavéru dopocitat normovaci konstantu tak, aby integral z dané funkce byl
roven jedné. Navic se v bayesovskych metodach pouZivaji i nevlastni hustoty
— nezaporné funkce, jejichz integral je nekonecny — které mohou poskytnout
vlastni aposteriorni hustotu. Rovnost dvou nezapornych funkci, které se az na
nasobeni kladnou konstantou nezavislou na proménné nelisi, budeme znacit
.~ [(hap¥ hustota exponencialninho rozdéleni f(z|\) = de™** ~ e ** 2 >0).

Apriorni hustota by méla odrazet nase dosavadni znalosti o 8. P¥i nedostatku
informaci o @ nebo pro usnadnéni vypoctu se pouZzivaji i jiné volby apriorni hus-
toty a to i takové, které vlastnimi hustotami nejsou. | presto pro tyto nevlastni
hustoty pouzijeme Bayesdv vzorec, pokud 0 < [ ¢(8) f((x)|0)d0 < .

Konjugovany systém. Jednim z moznych zpUlsob( volby apriorni hustoty je
metoda systému konjugovaného s f((x)|0). Je to systém hustot, ktery splfiuje
pozadavek, Ze pri apriorni hustoté z tohoto systému dostaneme aposteriorni
hustotu, ktera do néj takeé nalezi. Pro hustoty tvaru

n

fu(@]0) = [ [ 7(2i16) = gu(T0(), 8) (),

j=1

kde x je n-rozmérny vektor a T,,(x) p-rozmérna postacujici statistika, g, h,
nezaporné funkce, je takovym systémem

Q = {qn(t,0); existuje x € R,,, Ze T),(x) =t,n € N}.

(Zvolime-li za apriorni hustotu ¢,,(t,0), existuje y € R,,,2e T,,(y) = t a
aposteriorni hustota je

q(0|x) ~ qm(t, 0) fr(x]0) = qm(t, 0)qn (T (), 0)hy(x) ~
m—+n

~ G (T (), 0) i (W) 4 (T (@), O) () = ] r((w, )(6) ~
j=1

~ Qm-l—n(Tm—i-n(ya x),0) € Q.)

Casto vSak pouZijeme 3irsi systém ziskany prechodem od pFipadnych diskrét-
nich hodnot parametr(i apriorni hustoty n,t ke spojitym.
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Princip neurcitosti. Jinou moznost poskytuje princip neurcitosti, ktery pri-
suzuje vsem moznym hodnotam parametru 6 tutéZz pravdépodobnost

q(0)=1,6¢c0O,

kde ® je mnoZina moZznych hodnot parametru 6. PFi jeho aplikaci je vSak tfeba
postupovat opatrné, protozZe po provedeni transformace parametru a nasledném
pouZziti principu neurcitosti vyjde obecné jina hustota nez pri transformovani
hustoty z principu neuréitosti u pdvodniho parametru — je tfeba si vybrat,
ktery parametr je ten, o némz predpokladame rovnomeérné rozloZeni pravdépo-
dobnosti.

Jeffreysova hustota. MozZnost zvolit apriorni hustotu tak, aby se pfi trans-
formaci parametru rovnala té, kterou bychom zvolili pro transformovany para-
metr, dava Je[reysova hustota. Pro regularni systém hustot f(x|0),0 € ©

volime
q(0) ~ /det J(0),

kde J(0) je Fisherova informacni matice:
PFi regularnim prostém zobrazeni H je mezi informacnimi maticemi J(6)
systému f(x|0) a J*(X) systému f*(x|A\) = f(x|H1(N\)) vztah

J*(N) = (H* ) JHEO)H (N = (H (V) JT(O)H 1 (N).
(Plati totiz J = E(In £)*'(In f)°,

J* = E(n ) (Un ) = E(n(f o H 1) In(f o H~1)* =
= B[((nf)*o 1) H—l’}' [(anpyom)yr] =
=EH ™' [Inf)*oH ] [(InNH* o H |H ' =
= "'E ([(m N oH ] [(nf)" oH_1D -1t =

= H (U o HY)H )

Ma-li tedy 6 hustotu /det J(0), pak A = H(#) ma hustotu

Jdet J(H-T(N) ’det H‘"(A)‘ = \/det (H—l'(A)'J(H—l(A))H—l'(A)> =
= \/det J*(N).

(Symbolem ¢*® se rozumi derivace funkce g, nepovazuje-li se  za proménnou,
()’ znadi transpozici.)
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2.4. BAYESOVSKE ODHADY

Pri konstrukci bayesovskych odhadd (pfi znalosti aposteriorni hustoty) se
pouZiva aparatu teorie rozhodovacich funkci. Ztratova funkce

L(0,d),

kde 8 € © parametr a d € D rozhodnuti (z mnoziny moznych rozhodnuti
D), vyjadruje ztratu vzniklou rozhodnutim d, pfi hodnoté parametru 6. P¥i-
tom rozhodnuti d se €ini na zadkladé hodnoty nahodného vektoru X, ktery ma
hustotu f(x|0), prostfednictvim rozhodovaci funkce 6. Dochdazi tedy ke ztraté
L(6,4(X)). Podminéné stfedni hodnota E[L(6,§(X))|6] se nazyva riziko. Ci-
lem je najit bayesovskou rozhodovaci funkci ¢*, tj. rozhodovaci funkci, pro
kterou bude stfedni hodnota rizika E[L(0,0(X))|0] minimalni. Tato stfedni
hodnota o* = E(E[L(6,5*(X))|60]) se pak nazyva bayesovskeé riziko.
Vzhledem k tomu, ze

E(E[L(0,6(X))|6]) = EL(6,6(X)) = E(E[L(0, (X)) X]),

mUzeme zjistovat hodnotu §*(X') bayesovské rozhodovaci funkce v bodé X jako
tu, kterd minimalizuje E[L(0, 5(X))|X]. To vyhovuje situaci, kdy budeme chtit
urcit rozhodnuti 6(X) na zékladé konkrétni realizace experimentu.

Na kol odhadnout parametr @ pak mdZeme pohliZet jako na Glohu uginit
rozhodnuti o jeho hodnoté. V pripadé jednorozmérného parametru mizeme
zvolit kvadratickou ztratovou funkci

L(8,5(X)) = (8 — 6(X))?,
v pripadé vektorového parametru 8 ztratovou funkci
L(0,5(X)) = (8 — 6(X)) A(8 — (X))

pro néjakou pozitivné semidefinitni matici odpovidajicich rozmér(i. Bayesov-
skou rozhodovaci funkci pak mdze byt

5*(X) = E[0]X] :

E[(6 — 6(X)) A(0 — §(X))|X] =
= E[(0— E[6]X]+E[6] X]- (X))’ A(6 - E[0| X]+E[0]| X]-§(X))|X] =
= E[(6 - E[6]X]) A(6 — E[0] X])| X]+
+ 2E[(6 — E[0]|X]) A(E[0] X] — §(X))| X]+
+ E[(E[0|X] — 6(X)) A(E[6|X] - 6(X))|X] =
= E[L(6,0"(X))|X]+ 20+ E[(E[6]X] - 6(X)) A(E[0] X] — 0(X))| X]
> E[L(8, 6" (X)) X],
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pricemzZ rovnosti je pfi § = 6* dosazeno (v pripadé singularni matice A mize
byt i jiné FeSeni). Pokud takovyto odhad parametru @ oznacime 0, mlzeme
jeho i-tou slozku zapsat pomoci hustot jako

~ q(0)f(x|0)
% = / % ( [ a@®) f(z[t)dt I 9) 1:

kde jsme integraci podle @ = (01,02,...,0;,_1,0;11,...,0,) nejdfive ziskali
marginalni hustotu 6; (r necht je pocet slozek ).
P¥i jednorozmérném parametru 6 je pak bayesovskeé riziko

0" = E(BIL(, 5 (X)) X]) = BE(E[ — E[0|X])?*|X]) =
= F var(9|X) = varf — var(E[0| X]) = varf — varf
Jinou moznosti, jak volit odhad parametru 0, je takova hodnota 6, ktera ma-
ximalizuje aposteriorni hustotu parametru 8. Tento odhad se nazyva zobecnény

maximalné vérohodny odhad nebo bayesovsky odhad maximalné vérohodného
typu a nemusi odpovidat Zadné ztratové funkci.
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3. EXPONENCIALNI ROZDELENI

Ma-li doba do poruchy X exponencialni rozdéleni s parametrem A, tj. s hus-
totou

frlz) = Xe 2 >0,

je vérohodnostni funkce v Koziol - Greenové modelu nahodného cenzorovani

LW, 1), .o, (W, 1)) = [[ e Wi e o)1)y =2 b
j=1
— )\ne—)\ Z?:1 W; e—)\’V E?:l W; 7”-2?:1 ]j’

coz mlzZeme pfi znaceni

n n

W= W, I=)1I,
j=1 j=1

prepsat jako
LYW, I) = \te MW e 2Wan=I )+ > 0.

Budeme se snazit ziskat odhady pro intenzitu poruch )\, stfedni hodnotu
doby do poruchy § = 1/A, hodnotu funkce spolehlivosti v bodé 1 R = e~
(hodnoty v jinych bodech mlZzeme zjistit zménou Gasového méfitka tak, aby
se zkoumany cas ocitl v bodé 1), dale pak odhady pro v nebo p = 1/(1 + 7),
parametry Koziol - Greenova modelu.

PFi danych parametrech A a p (pfipadné +) mame stfedni hodnoty a rozptyly
podminénych rozdéleni 7; a W7 (pokud existuji nepodminéné)

E[Li|\,p] = p, var [I1|A, p] = p(1 — p)

(I; ma pri daném p alternativni rozdéleni s parametrem p);

E[W1|\, 4] = / w / e MemMWAl=lgi ) dy =
0 {0,1}

AL +)°
EWZIAA] = / w? ( / Ae‘me‘mvl—idz) dw =
0 {0,1}
2 2 2
=AY+ 1) = 2p%/N2,

(v +1))°
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a tedy

var [Wi|X, pl = E[WT|A, p] — (EIW:|A, p])? = p* /A%
To vyuZijeme k urcovani nepodminénych stfednich hodnot nahodnych velicin
I a W (které jsou souCtem nezavislych veliCin s rozdélenimi stejnymi jako Iy
a W) pri znalosti apriornich rozdéleni parmetrd a také pfi uplatnéni zakonu
velkych Cisel v konkrétnich situacich.

3.1. KONJUGOVANE APRIORNI ROZDELENI PRO A,y

Systémem hustot konjugovanym s hustotou L(\, v|W, I) je (jak zjistime po-
stupem uvedenym v odstavci 2.3.) systém

ac+1
A€ —Aa _—Avya,_c—b. 0.b 0 h—1
{F(c—b+1)r(b) e e y ya>U,0>0,¢c> },

po zméné parametrll a = a, b=r ac= s+ r — 1 systém
ar—l—s

F(s)rr)
Oznacme jeho prvek

K,,={ )\Hs_le_)‘(l’u’)“fys_l; a>0,r>0,s>0}.

_ ar—i—s
Kars(\,7) = NONO)

a zabyvejme se timto rozdélenim.

r+87167)\(1+'y)a,ysfl

Tvrzeni. Systém

a’* +s—1_—A(147) 1

Ky,=3——"\N"""¢e" Va~ns=tia>0,r>0,s >0
A {I_(s)l_(r) c LR }

je konjugovany s hustotou L(\,~|W, I), marginalnimi rozdélenimi prvku tohoto

systému jsou G(a,r) pro A a B2(r,s) pro 7.

Diikaz. Marginélni rozdéléni \ je
KaraW) = [ KupaOu)dy X romtete [Fyemteming, =
0 0
r
= \tsTlemAa —()\(as))s ~ X lemA o Ga, 7).
Marginalni rozdéleni v je

Ka,r,s(q/) — / Ka,’r,s()\) ’)/)d)\ ~ 78_1 / )\'I"-‘rs—le—)\(l-l—’Y)ad)\ —
0 0

s—1 F(r + 5) ~ 78_1
(@ +ya)y+s (L+)+s

~ B2(r,s). [

To znamen4, Ze stfedni hodnota \ je EA = r/a a pFi r > 1 je stfedni hodnota
~ rovna Ev = s/(r — 1). Pro Uplnost podminénéa rozdéleni jsou

KorsO\[y) ~ A Femlem 2000 G((L+ y)a, r + 5),
Kors(7|A) ~ 757 te 2 ~ G(Na, ),

1

s s(r—2)
ar—1

pFI r>1 je cov ()‘aq/) = - r(r+s—1)"

aprir>2jecor (\~vy)=—
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Tvrzeni. Zvolime-li g(\,v) = Ko s(X,v) € K~ jako apriorni hustotu, po-
tom aposteriorni hustotou je q(\,y|W,I) = Koywyrsr,s4n—1(A,7) € K5 a
odhady pri kvadratické ztrdtové funkci jsou

I+ n—1+s

Al rerw A ey pram

Drukaz. Tvar aposteriorni hustoty je zfejmy z principu konstrukce konjugova-
ného systému, odhady pfi kvadratické ztratové funkci uréujeme jako aposteri-
orni stfedni hodnoty. [1

MuUzeme také uréit odhady parametrd R =e *, 6 =X"lap=(1++)"L
Transformujeme-li hustotu K, , ;(\,7), pak marginalni rozdéléni R je

K, s(R) ~ LG(a,r), marginalni rozdéléni 6 je

K, rs(0) ~ IG(a,r) a marginalni rozdéléni p je

(% o 1)3—1 i
A+, —Drtsp?

Ko rs(p) ~ =p" 'L -p)>"t ~ B(r,9),
pricemZz X\, R, nebo 6 nejsou nezavislé s v, nebo p. To vede k aposteriornim
rOZdéIenl'm Ka+W,T+I,s+n—I(R)7 Ka+W,r+I,s+n—I(0)7 Ka—l—W,r—i—I,s—l—n—[(p)a a te-
dy
I+7r
~ W +a ~ W+a . I+r
R=(—w——— , 0= ——pfir>1 p=——.
(W+a+1> I+r—1p " O —

Spoctéme také stiedni hodnoty EI;, EW;, kdyZ ted zname konkrétni apri-
orni rozdeéleni:

EL = Ep=r/(r +s),
s—1

ar—i—s [ee] [e%e)
EW,=Ep/A\= — = NHs=2o= A4 agy T gy =
W= Ep/A = 5 A A ¢ 1+,7

__at rw+s—1{/m 1 4=
TTOGE) att Jy @y T

a . .
:ﬁ, Je'||71+8>1.
r S —

Bayesovska rizika odhadua. Odvodime limitni vlastnosti bayesovskych rizik
odhadd uzitim specialniho pFipadu véty 6.3.4. uvedené v [2] na strané 155 s
tim, Ze se omezujeme na nezaporné nahodné veliCiny, tedy Ze:

Pro 2-rozmérny ndhodny proces {(W,, I,) }nen a redlnou funkci g = g(w,i,n)
definovanou na (0,00) x (0,00) x N za predpokladu, Ze

pro véechna n € N md g druhy totdlni diferencidl vzhledem k (w,i) v in-
tervalu K = (EW; — §, EW, + 6) x (EI; — 0,El; +§), kde § > 0 nezdvisi

na n,
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existuje 0 < u < 4 celé, pro nez

max(var (W,,), var (1,,))
max(E|W,, — EW1|*, E|I,, — EL|*)

|g(wulvn)| S Cl + 02

(w" +i)

pro vSechna w,i,n, kde konstanty C1,Cy nezavisi na w,i,n,
vsechny derivace g aZ do rddu 2 vietné jsou omezené na K x N,
plati

— 1
Eg(Wn, In,n) = g(EW1, EI;,n) + O(=)  pfin — oo.
n

Tvrzeni. Pro bayesovskd rizika odhadi ziskanych v tomto odstavci plati (je-li
r+s>4)

r (r+s—1)>2

lim npy =

oo T T s a?
2 3

i a (r+s)

lim no, =
n—oo 00 (r+s—-12 3

2

lim nep = ()(r+s—1) o 2r(r+s—1)/((r+s)a)
n—00 (r + s5)a?

. S(T =+ 3)2

lim not = 22224
n—00 Q7 r3

rs

lim n X —

n—00 Op (r + s)?

Dikaz. UkaZzme jen na jednom vztahu podrobné, jak aplikujeme prevzaté tvr-
zeni na nas pripad. V odstavci 2.4 jsme vidéli, Ze bayesovské riziko bayesov-
ského odhadu parametru 6 prFi kvadratické ztratové funkci lze vyjadfit o* =
E(var (9|(*))) (a aposteriorni rozptyl zname). MizZeme tedy upravovat

. ) I+ . I, +7/n
lim ngj = lim nE————— = lim E—— """ _ =
oo AT S W H @) T nmee (W, + afn)?

lim E< _ I +r/n (W, +_G/n+n—1/4)2) _
(W, + a/n + n=1/4)2 (W, +a/n)?
I, +
= lim F— L +r/n
n—oo (W, +a/n+n-1/%)2
2n~Y4(I, + r/n) . n=2/4(T, + r/n) ) B
Wo +a/n (W, + a/n +n-1/4)2
' EI +r/n
= lim
n—oo (EWy +a/n+n71/4)2

n—oo

+ lim E(
r (r+s—1)>2
2

+0(1) =

r+s a
Zvolili jsme totiz § tak malé, aby interval K leZel cely v 1. kvadrantu a

i+r/n
(w+ a/n +n-1/4)2

g(w,i,n) = < Oy + Con?/*i < C + Con(w + 19),
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ktera pozadavky prevzatého tvrzeni spliiuje (napf. si uvédomime, Ze
E|X, — EX;|* < C*n~2%). Podobné mizeme pocitat

. . (W + a)? a® (r + s)3
lim noy; = lim nE =
noo 0T e T A —12(I+r—2) (r+s—1)2 13

PFi vypocCtu bayesovského rizika odhadu R si nejdfive uvédomime, Ze né-
hodné velic¢iny nvar (R|W, I),n > 2, jsou stejnomérné integrovatelné:

W +a I+r W +a 2(I+r)
= -/ = <
" (W+a+2) (W+a+l) =

W+a+2\"T L w g N\ g\ 2UFEED
< S <
—”( W +a ) (W+a+2) (W+a+1> =

WH+a+2 [/ W+a (W + a)?
< — I+[r]+1)<
=" W+a (W+a+2 (W+a+1)2>( 11 <
WH+a+2 W +a

(n+[r]+1) < 3712i

<
=W (W+a+2)(W+a+1) W2

(vyuzili jsme (W + a)/(W +a+2) > (W + a)?/(W + a + 1)? a vzorec typu
a” =" =(a—b)(@" "t +a" 2+ +b"" 1)), atedy

2\ 3/2 3 3\3(1 + )3
E M2 <Ee(3) <32pl —prp " 7
(nvar (RIW, D)™ < ( w2)  =C s n(n—1)n —2) =
+ + 5+ + s+
< 30(7‘ r+s+1)(r+s+2) Dro n > 2

a3

(pfi danych A\~ je 1/W ~ IG(n,A(1 + 7)), nebot W ~ G(n,\(1 + 7)) ja-
kozto soucet n nezavislych nahodnych veli¢in W; s exponencialnim rozdélenim
0 parametru A(1 +7).)
UkaZeme jeSte, Ze
. + 5 — 1)? :

lim nvar (R, 1) = "0 =D o/ g,

n—00 (r + s)a?
Pak totiz mdZeme poditat

op = lim Envar (R|W,I) = E lim nvar (R|W,I) =

_r(r+s-1)° o= 2r(rs—1)/((r+s)a)
(r + s)a?

K dlkazu s. j. konvergence pouzijeme Taylorovych rozvojd funkce In(1 — )
pfi x — 0 a funkce e”. PFi znaceni

=1 2m
= m(a+2+nW,)m’
= m(a nWh)
=1 1m
Q2:

m (a+ 1+ nWW,)™

m=3



EXPONENCIALNI ROZDELENI 21

(zavislost Q1 a Q2 na n opét neznacime) a pri znalosti
I/n "% BL, W/n I pw,
n—oo

(ze zakona velkych Cisel) je vidét, Ze s pravdépodobnosti 1 existuji isla K > 0
a ng > 0 takova, ze pro n > ng plati

K K 1
Q1<$,Q2<

K _
—3,—_<—,nfn+7‘<Kn.
n a+1+nW, n

(Existuje totiz K; > 0a § € (0,1), Ze pro = € (0,6) je Y oo 2¥/k < Kya3,
déle s pravdépodobnosti 1 existuje Ko > 0any, € N, Ze pron > ns je (a+1+
nW,)~! < Ky /n, existuje také n; > ny, Ze Ky/ny < 4. Tedy pro n > n; je

1 ° K\K3
< K — < )
Zk(a+1+nW)k 1((a+1+an)k) n®

S pravdépodobnosti 1 také existuje K5 > 0ans, Ze pron > ng je nl,+r < Ksn.
Volime K = max(K1, Ko, K3), ng = max(ny, ns,ns).)
Upravime

W +a I+r W+ a 2(I+r)
nvar (RIW, 1) = n ((m) - (m) -

(i (I, +r)FIn*(1 - —2-0) -
k!

k=0

—-n

oo T kok |nk 1
(n[n + 7“) 2% 1In (1 — m)) _
k!

k=0
= (nl, +r)k 21 22 F
=n Z( L ) <_ W _2_Q1>_
P ! a+2+nW, 2(a+2+nW,)
1 2 k
— 2 <_ - Sy : = —Q2) =
a+1+nW, 2(a+1+nW,)?

_ = (nI, +r)* 2! g
=" (Z Y [(an) '

k=1

2! ot 22
‘Hf(——) — t Q1
a+2+nW, 2(a +2+nW,)? ’

k
_2k< 5 _> _
a+1+nW,

1! bt 12
—2Fk (—_) Qs
a+1+nW, 2(a + 1+ nW,)? 2k '
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kde jsme pouZzili multinomickou vétu s tim, Ze vétSinu scitancd jsme zahrnuli
do

. ! 21 ¢ 22 U
Ql’k_%gﬂﬂ(k—f—jﬂ(a+2+an) (2(a+2+an)2> b

. kl 11 J4 12 J ki
* — 2 : — Ir- - 7‘7;
Q2,1 %e% 051k — 0 — j)! (a+1+an) (2(a+1+an)2> 1

M ={[(,51;[¢,71 € {0,1,..., k}?* £+ j <k} — {[k,0], [k — 1,1]}.

Spolu s nerovnosti

ZZ (nI ( DF(Qfr— Q5| <

Z ZZ gljl(k g j)l

2€K€ 23K23 K’“ = L K27 K% KRt
( ne n2i  p3k—t—j) nt  n2i n3(k—€—j))

Kk 24k

ZkKK(KQ)]Kk b—j

ZZ ZZgl ik — g J)l n2k—20—j—2 =

k
< I]:'z 2P(K + K2+ K)" =y <

k=1

(posledni nerovnost je mozna diky 2k — 2¢ — j — 2 > 0 v kazdém ¢lenu dvojité
sumy — rozepiSeme-li 2k — 20 — j —2 = (k— ¢ — j) + (k — ¢ — 2), je druha
zavorka vétsi nez —2 (pfi k = ¢ by bylo j = 0 a pfes dvojici [k, O] jsme nescitali);
nabyva-li hodnoty —1 (tj. £ = k — 1), pak ;7 = 0 (pfFes dvojici [k — 1,1] jsme
nescitali), takZe prvni zavorka je rovna 1 a souCet je nezaporny; v ostatnich
pripadech jsou obé zavorky nezaporné) tak dospéjeme ke vztahu

lim nvar (R[W,1) = lim n (Z (n1y +T) (—1)k.

k=1

1 1
[ (e~ arrramy)”
(a+2+n)F (ot 1+nW)F

ST
(a +2+nW,)ktl  (a+ 1+ nW,)kt1

= lim n(Z (nl, +T) (1)

n—oo

k(a+1+nW)k Ze O(k)(a+1+nW)k_£1£
(a + 2+ nW,)F(a + 1+ nW,)k a



EXPONENCIALNI ROZDELENI
— lim n(n L) ZZ (n r) ( __ ) +
n—oo \ (a+2+nW,)? = k! a—+2+nW,
- k
+ + —
+ lim n(nil, +r) Z (nI r)k ( 1 ) _
n—o0 (a,+_']_+nVV)2 ! a+1+nW
I, +
= lim n (Z (nl, +1)" (—2)k.

n—00
k=1

—k(a+ 1+ W)kt =% | (%) (a + 1+ nW,)F—*
(a+2+nW,)k(a+1+nW,)F

ElL o—2EL/EW; 4 ElL o—2BL/EW; _
(EW,)? (EWH)?

= lim ( (nl, + 1) 2.
n—oo \ (a + 1+ nW,)(a+2+nW,)

i(n7n+r)k —2 F "
k! a+2+an

k=0

(EWh)?

_ El senew,  EL opnew, _
(EW1)? (EW1)?

_r(r+s-1)° o= 2r(rs—1)/((r+5)a)

(r + s)a? >

nebot’ podobné jako uz v predchozim

= (nl, + 1)k Z?: (k) (a + 1+ nW,)F*
> 7!(_” @+ 2+ W)+ L i )F

<n’ Z i (lz) (Kn)" =7 F <

=2
. Z K"’( Z)k(K + K)*

(—2)F = 0, < .

K dikazu zbyvajicich vztah( opét pouZijeme prevzaté tvrzeni:

. n—I+s)n+r+s—1)
nll_)moo nos, = nll_)moo nE T+ D20 +r_2)
. ((1:Efn+(s/n))(1 F(rrs—1/m) O(g)> _
n—oo \(El, + (r — 1)/n)*(EL, + (r — 2)/n) n
s(r + s)?

r3

Y
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. . I+rY (n—1+s
lim nof = lim nE ( X ) =
n—oo p n—oo (n+’]"+8)2(n+’]"+8+1)

L (EL, +r/n)(1 — EIL, + s5/n) 1.\
= (<1+ o+ 9)/mEA+ (r + s+ D)) +O(E)) -

n—oo

rs

(r+ 5

3.2. NEZAVISLA GAMA ROZDELEN{ PRO A A 7

Zvolime-li za apriorni hustotu

r s
a r—le—a)\ b s—1_—by

577b7 07
0| r(s)’y e a,r,0,8 >

q\, ) =

tj A\ a v nezavislé s rozdélenimi G(a,r) a G(b, s), mé aposteriorni hustota tvar

CI()\, ’Y|W, I) ~ )\n+r71€f)\(a+w)efkfywefb'y,ynfi+sfl'

Zjistime, kde tato hustota nabyva maxima, ¢imz ziskdme odhady A a ~.

Tvrzeni. Jsou-li apriornimi rozdélenimi pro A a v nezdvisld gama rozdelent

G(a,r) a G(b, s) a predpokladame-lin+r >1an—1+s—1>1 potom

N (I+r—s)2+ b2 +26(2(n+7’—1)—([+7‘—s))
(a +W)2 W2 Wi(a+ W)

~ 1 I+r—s a+W
=5 - +
2 b w

_ 3g)2 2
+\/(I+r s) +(a+W) N
b2 w2
I+r—sa+W+4(n—I+s—l)(a+W)
b %% Wb

+2

jsou zobecnymi maximdlné vérohodnymi odhady.

Diikaz. Zkoumejme logaritmus vySetfované apoteriorni hustoty

(N y) = Ing(\, y|[W, I) = (n+r—1) In \—=A(a+w)—\yW —by+(n—I+s—1) In~.

Toto je pfi A > 0, v > 0 funkce se vSemi derivacemi. Pfi pevném \ nabyva

¢(\, ) maxima v bodé
n—I+s—1

YN = —



EXPONENCIALNI ROZDELENI 25

nebot’

0€(A,7)__W)\_b+n—f+s—l_

0
Oy g

pravé v bodé ~(\) a

9%20(\, ) _ n—-I+s-1

< 0.
o2 42

Sledujme chovani ¢(\,~) v téchto bodech pfi ménicich se .

deO 255 L) n+r—1

A o lari)-
n—I+s—1 n—I+s—1
4 - A W+
( b+ WA (b+WA)? )
n—I+s—1 n—I+s—1
(b+WN)? b+ WA
n+r—1 n—I+s—1 _ 0l\~)
e — +W)—-W =
A (W) b+ WA N |

Polozime-Ili tuto derivaci rovnu nule a vynasobime vyrazem \(b+W )\), dostane-
me kvadratickou rovnici

“NW(@+W))+XWUT +7r—5)—bla+W))+b(n+r—1)=0.

Vzhledem k tomu, Zze —W(a+ W) < 0a b(n+r—1) > 0, ma tato rovnice dva
kofeny s opacnymi znaménky a diky tomu, Ze jsme nasobili kladnym vyrazem
A(b + W), nabyva £(\, 255525-1) maxima na (0, c0) pravé v kladném koFenu
zminéné kvadratické rovnice, tj. v

A==
2

~ 1|I+7r—s b
a+W w

N (I+7‘—s)2+ b2 +2b(2(n+r—1)—([+r—s))
(a +W)2 w2 W(a+ W) )

PFi znaceni v = V(X) (tedy i 7 > 0) plati

o\, )
o\

OL(A,7)

= 01
O

=0.

A=Xy=7

A=Xy=7

Po vyjadreni
~ n+r—1
a+ W+ Wy
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z druhé rovnice, dosazeni do prvni a po Upravé zjistime, Ze

- 1 I+r—s a+W
Y=5|— — +
2[ b w

_ )2 2
+\/(I+r s) +(a+W)+
b2 W2

+2[+r—sa+W +4(n—I+s—1)(a+W) '

b %% Wb
q(\, v|W, I) tedy nabyva maxima v bodé (X, ¥), tyto body jsou pak zobecnénymi
maximalné vérohodnymi odhady. [

Limitni chovani odhadu. Oznacme

veliiny vztahujici se k n pozorovanim.

Tvrzeni. Pri nezavislych gama apriornich rozdélenich pro \ a ~y plati pro zo-
becnéné mazximadlné vérohodné odhady ucinéné z n pozorovdni

lim A, =\ s.j.,

n—oo

lim 5, =~ s.j.
n—oo

Diikaz. Na zakladé zakona velkych Cisel nerovnosti potiebné v predchozim tvr-
zeni nastanou pfi n dostate€né velkém s pravdépodobnosti 1 a také

L~ .1

lim )\, = Iim = |= + — S—

n—00 n—oco 2 [ W, +%  Wym+a Wyn
L n

2
I, ( r—s )2 21, (r — s)
+ + _ + +
-+ a—+ Wyn n

r—s b

. (24T
b2 N 4b(n+r —1) P I, + == _
Tt W+ Moy e+ W)
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1 _
= lim —{—1—T 54

I 1, 1, 1-T, 757 i 7 22
Bn? + 23 (r —sn+2pn + 4= — T”
+
£—2n2+21 (r—s)n+21 n+41 \/ %”
2L (r — +2E+4Pn
= lim %[_1_7“178_*_ b2(r 83 Tb b ]:
e T T
17.1-1, . 1-I, 1—p .
= lim = |2— = lim — = =~s.j. [

3.3. JEFFREYSOVA HUSTOTA

Dalsi moznosti volby apriorni hustoty je Je [relysova hustota. PFi hustotach
L(w,i|\,7) = e Me M Ay1=7 X v > 0 mOZeme pocéitat Fisherovu informagni

matici jako
82InL 9% InL
. N2 HvON
<82lnL ahm:)]'
ONO 0~2

InL(\, y|w,i) = —Aw — Myw + In A + (1 — ¢) Iny m& derivace —w — yw + 1/
podle A a —Aw + (1 — i)/~ podle . Matice druhych parcialnich derivaci je

JAN=E

a tudiz

N
~
>
D)
N

|
| — |
VRS
||
g X
.

—
&
~
| I
1
VRS
=

3 >
|_\

-
T
~_

[l

2

1 1
_ ( L i )
1 1 .
A(1+y)  v(1+y)
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Je [relysova apriorni hustota pro A a ~ je

1 1 1
A\, 7) ~ [det J(\, )|2 = — =

to znamena marginalni hustoty

1 c
g(\) ~ N q(y) ~ ) a v nezavislé.

1
a v

Transformacemi R =e¢=*, § = A\~! ap = (1+~)~! ziskame marginalni hustoty
Je [relysovy hustoty
1

Vp(L—p)’

(R€(0,1),0 >0, pe (0,1)), pficemz vidy R, 6§ nebo \ je nezavisla s v nebo
p.

() = (=7 a o)~

1
(-InR)R’

Tvrzeni. Pri Jeffreysové apriorni hustoté jsou bayesovskymi odhady p7i kvad-
ratické ztrdatove funkci

~

W oon I+
y P =

I+1 ~
2 n 9:
n—1 n +

W n+1’ I—

1

A= -
I—3

A=

[EEY

N[

Dikaz. Jelrelysova hustota je specialnim pripadem apriorni hustoty popsane
dale v tomto odstavci. Tam je také pfislusné tvrzeni o odhadech. [

Obecnéjsi pripad. UvaZzujme jeSté obecnéjsi pFipad apriorni hustoty (pfi za-
chovani nezavislosti)

g\, p) ~ AT e T (L =) A >0, p e (0,1).

V pfipadé a > 0,¢ > 0, > 0,5 > 0 (tj. A ~ G(a,q), p ~ B(r,s)) mame

apriorni hustotu
s—1

Y — )\qfl —a\ g
q( 77) € (1+¢-)/)7"+87

aposteriorni hustotu
GO\, [TV, T) = AP Ha-1gaA =AW (=AW A its—l ,
(1+)rts
to znamena marginalni a podminéné hustoty

An—Ts—1
(1 +y)ts

.
(L) T GW + W +ayia

Q(7|W, I) ~ /OO e_)\('yW+W+a) A1) ~
0

n—I+s—1

q(\|y, W, I) ~ A2t AW ATl O Gy + W + a,n + g).
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Poznamka. Pri téchto apriornich hustotich (A ~ G(a,q) a p ~ B(r,s) nezd-
vislé) by odhady pri kvadratické ztratové funkci mohly vyjit jako

~_U+g+r)n+g I +g+r+ln+g+lntg+r+s+1 —a/W)
Wn+q+r+s) 1l +qg+rn+qgn+qg+r+s —a/W)
n—I+s (F(+q+r—1n+qgn+qg+r+s —a/W)

Y

7_I+q+r—1 (I +q+rn+qgn+qg+r+s,—a/W)
 I+4gq+r 1B +qg+r+1ln+gntqg+rr+s+1 —a/W)
b n+q+r+s 1Bl +qg+rn+gn+q+r+s,—a/W)
kde

)e(f)rz"
(9)rkK!

je hypergeometrickd funkce; znacime (e) = I'(e + k) /T (e).

1F2(e, f,9,2) = Z (e

Heuristické odvozeni. Nejdrive naznaCme, jak spocitat integral

1 ,b—1 c—1
I A e )
J(b,c,d,z)—/0 @+ 20)1 dt, b,c,d >0, z € (0,1).

Pouzijeme rozvoj (1 + )" = Y27, (})z*, = € (—1,1). To znamen4 integrand

S ()

tb_l(l - t)c_l(l + Zt)_d — tb_l [i <Cz 1> (—1)6#

£=0

U t0+*=1 mame koeficient 1, u t*+*=1 (k > 0) koeficient

k—1

Po integrovani od 0 do 1 podle ¢ ¢len po €lenu dostavame fadu

MG

-1 .
(- 1)’“ i(c—k+a)p ()i, D" (@)
b = k+b K 22( ) &

k+b-  (k—i) il k+b- K

Integrujme jeSté od 0 do 1 podle x €len po ¢lenu Fadu odpovidajici funkci
zb~1(1—=z)°! (jejimz integralem je B(b, c)). U z*=1 byl koeficient (“,')(—1)*
po zintegrovani mame fadu

( l)k(c—k)k
Zl<:+b k!

Mysleme si, Ze vysledky obou integraci ¢len po ¢lenu se rovnaji integraldim
prislusnych funkci. Potom vidime, Ze prvni dva sCitanci ve vyjadreni J(b, ¢, d, z)



EXPONENCIALNI ROZDELENI 30

davaji radu odpovidajici B(b, c), a po preindexovani tak, abychom dostali fadu
mocnin z, miZeme vyuZit podobné vlastnosti k vyjadreni

_ — o D (@) (—1) (c— j +£);_¢ (d)
J(byad,Z)_B(b’CH;Zg L+D mg Z R - ]j—f)!J - K!é

= B(b. c)+fj( e {0 (% i (C—i)z’) -

o \i+y Zivi+b

= B, c)+Z( =D p(e+b.0) =

= B(b,¢) (1 + Z (e _T(E+0) Tb+o) (—z)f> =
(=1

0 TU+b+c) (D)
= B(bv C) 2F1(b7 d; b+ Cy _Z)'
Ted uz mizeme pocitat odhady coby aposteriorni stfedni hodnoty. Aposteriorni
hustota p je (vychazime z hustoty ~ a substituujeme v =1/p — 1)
r+s n—I+s—1 I+g+r—1 n—I+s—1
p(1/p-1) 1 p™m(1-p
Q(p‘Wv [) ~ / ntqg 2 a \n+ )
(1/p =1+ (W +a)/W)rtip (1 + p)nte

a tedy

JU+qg+r+1ln—IT+sn+qa/W) _
JI+qg+rn—I+sn+qa/W) B
I+qg+r 1B(I+qg+r+1in+gn+qg+r+s+1 —a/W)
n+q+r+s' 1Fo(I+qg+rn+qgn+qg+r+s,—a/W)
Podobnou Upravou dostaneme

D=

. ,Yn I+s J
T ( o @ +)rFs(y+ (W +a)/W)n+e 7) '

,.yn I+s—1 J 1_
'<o L+ + 0+ W +a) /W)t ”) -
_JIH+q+r—1In—-I+s+1n+qga/W) _
B JU+qg+rn—I+sn+qa/W) B
n—1+s 1Fs(I+g+r—1n+qgn+qg+r+s,—a/W)
T I+g+r—1 1Fo(I+qg+rn+gn+qg+r+s,—a/W)

a také

~ n+q
)\_E[7W+W+a
n+qJUI+qg+r+1ln—-—I+sn+qg+la/W)

W JU+qg+rn—I1+sn+q,a/W) B
_(n+UH+qg+r)1 B +gq+r+lnt+qg+ln+qg+r+s+1 —a/W)
W+ qg+r+s) 1FBe(I+qg+rn+gn+qg+r+s,—a/W)

1

wiIl=""p -1 -
2| =" [ o )W) W] =

P¥i specialni volbé apriorniho rozdéleni vsak mizeme odhady vyjadrit expli-
citné.



EXPONENCIALN{ ROZDELEN{ 31
Tvrzeni. Pria=0,q> —n,q>—r,r >0,s >0, tj. pri apriorni hustoté

g\ p) ~ X" (L = p)* T,

180U
/)\\_I+r+q n+q . I+r+gq
W  n+qg+r+s’ P n+r+q+s’
je-li navic I +r + q > 1, potom také
§= w n+g+s+r—1 . n—I+s
= a =
I+r+qg—1 n+q-—1 7 I+r+qg—1

odhady pri kvadratické ztratove funkci.

Drikaz. Aposteriorni hustota je
g\, p|W, I) ~ /\n+q71€f)\W/pp*n+I+r71(l _pynitst

to znamena

C](p“/V, I) ~ p—n—i—l—l—r—l(l o p)n—1+s—1 / )\n+q—le—)\W/pd>\ ~
0

~ p—n+I+r—1+n+q(1 — p)”—1+3—1 ~BI+r+qgn—1+5s),

g\lp, W, I) ~ X171 MW G(W /p,n+ g).
Dostavame tak odhady

I+r+gq

p=E@WI)=—— "%
p (p|W, 1) rra——t

~ +

= EQW, 1) = B(EDp, W, [|W. 1) = E(—1p|W. 1) =
n+q I+r+q _IT+r+g n+gq
W n+r+qg+s W  n+qg+r+s

Dale spocitejme odhad v = 1/p — 1 a ¢ = 1/A. VeliCina v ma aposteriorni
rozdéleni

n—I+s—1 n—I+s—1

g 2
I ~ ~ ~Y
q(f}/’W’ ) (1 + fy)r-l-s(,yW + W)n+q (_’]_ + ,Y)n-l-r-l-s-}-q

~B2(I+r+gqn—1+s)

(apriorni rozdéleni bylo ¢(v) ~ B2(r + 1, s)), a tedy

n—1+s

Y=EQW,I)=——"—.
VEEQIW D=
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f ma podminéné aposteriorni rozdéleni
q(Blp, W, I) ~ IG(W/p,n + q),

a tedy

6= E@Q\W,1) = E(EBlp, W, I|W,1) = E (L’ W,I) -

(n+q—1p
1
ZL(1+E(——1)>=L(1+E7)=
n+q—1 P n+q—1
_ W 1+ n—1+s _ w n+s+r+qg—1\ _
n+q—1 I+r+qg—1 n+q—1 I+r+qg—-1
%% +g+s+r—1
_ n+qg+s+r o

I+r+qg-1 n+qg—1

Volbou ¢ = 0,7 = s = 1/2 v pfedchozim pfipadé dostadvame Je [relysovu
hustotu s prislusnymi odhady (pro odhady 6 a v navic poZzadujeme I > 0)

I+1 n W  n I+1 n—I+31

1 ’ ’ 1

)

Pfir=—s,s <q,s > 0,a > 0 je apriorni hustota
g AW T) ~ NI Ay
aposteriorni hustoty
qO\[W, I) ~ \ta—1 = A(at+W) /OO 7n—1+s—1e—mwd7 -~
~ A”+q_1_"+1_se_A((;+W) ~GW +a,l +q—3s),
a tedy

q(RIW, I) ~ LG(IW +a,I +q—s), qO|W,I) ~ IGIW +a,] +q— ),

(](’Y|W I) ~ fyn_]_'_s_l oo )\n+q_1e_)\(a+W+W’y) N ,YTL—I—}—s—] N
| 0 (AW + W + a)+a
ryn_I‘FS—l

A+
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Tvrzeni. V pripadé r = —s, s < q, (pro odhady 0, v jestée I + q— s > 1),
s >0, a > 0 jsou bayesovskymi odhady pTi kvadratické ztratové funkci

I+q—s f= W+a
W+a '’ I+g—s—-1’

W+a \'T97° . WH+a n—-I1+s
(W+a+l) » TT W T+q-s—1

2=

)

Diikaz. Za odhady opét bereme aposteriorni stfedni hodnoty, které jsou kromé
stfedni hodnoty veli€iny ~ zfejmé.

-1

o0 7n—[—|—s e’} 7n—[—|—s—1
¥y=EQ@W,I) = e dY Ty | =
q q
0 <1+7WVKCL> 0 <1+7WMfm)
0o n—I+s
W+aly, ammdY  W+a
= e E[B2(I+q—s,n—I+s)]=

Jo Trady W
_WH+a n—-1+s

R B
W IT+q—s-1

3.4. ASYMPTOTICKE CHOVANI ODHADU
PFi skuteénych hodnotach \,v,p = 1/(1 +7),R = e~ *,0 = 1/ parametrl
Koziol-Greenova modelu je

ELL=p, var; =p(l—p), EW,=p/\, var W, =p*/)\?

jak bylo uvedeno na zaCatku této kapitoly. Nésledujici tvrzeni ukazuji limitni
vlastnosti odhadl odvozenych v odstavcich 3.1 a 3.3, které mély vzdy pro dany
parametr podobny tvar.

Tvrzeni. Jestlize a, ¢, co, ¢ jsou kladné konstanty, potom

lim P2 L e im A=
—_— — S. 1. — S. 7.
n— o0 I+02 v Jor n—oo N + Co p Jor
. I+Cl _ . . W"‘CQ_ .

nILmoow+02_>‘s' Jos nILngo T+e =40 s. j.,

I+c
. W+a .
A, (m) =R

Diukaz. Ze zékona velkych Cisel vyplyva, ze

I - . W = .
_:InépSJ,—:mb—) BSJ
n n

n—oo \
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Diky tomu je
) — I+ o 1-1I,+ 1-— .
lim n—iTa - lim — c/n = P =~v5s.].,
n—oo I+ Co n—oo In + 02/77, P
I+ I+ .
lim D= |im i/n:ps.y,
n—oon+cg n—oo l+cy/n
e I, + .
lim A = lim — c/n =P =AS. ],
n—>ooW+C2 n—>ooﬂ/n+02/n p/)\
W+ W, + A1 )
lim 2 — |jm Tt/ _ v/ =_=¢s.j.a
n—oo I-l—cl n— oo In+cl/n D A

I- W +a I+c I L+ 1 —nl,—c
im —_— = 1m —_— =
n—oo \W +a+1 n—oo nW,, +a

Tvrzeni. Jestlize a, ¢, co, ¢ jsou kladné konstanty, potom

lim £ (f(l+ “ —p)) =N (0,p(1-p)),
Jim £ (VA o)) = N 04+,
) v(o2)
Jim (m”ff So0)=x(e])

a Itc 2 2
Jim, £ (ﬂ(ﬁ) ‘R>) = (o).

Diikaz. Centralni limitni véta poskytuje vztahy

lim £ (m% —p)) = N ©O,p(L-p)).

tim £ (VG- ) = ¥ 0.1

Pouzitim Cramer-Sluckého a Sverdrupovy véty o vztazich konvergenci mizeme

snadno pocitat
p > = lim £ <
n—oo

lim £ (\/ﬁ Iicl
n
+v/n

n—oo

. +\F(n+c ~1p) =

= lim £ <\/ﬁ(ﬁ —p)) =NQO.p(-p),
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lim £ (ﬁ(w — ,y)) =

n— oo I+02
. I n—1 c1 I
= | £ 1 =
anoo ( nI+CQ I nI+C2 " I'+co )
= lim £(\/ﬁ o ): lim ,5(\/5(1_7]"_7]”)) —
= lim £ (7\/5(7’_1”)) =N <o, p(lzp)> =
n—00 bp p

=N (o, (1]);31’)) = N (0,7(1 +7)?).

Také

I|m £ (
C1
= li —DA) =
Jim £ ( . ~ -0
= I|m £ (\/_(——)\)) = lim £ (\/_(I
T AW, 1 2P
‘Jmf(—w7—> ¥ (0 (0045 =
2
T p
nebot W, a I jsou nezavislé (jak je vidét napf. z tvaru jejich sdruZzené hustoty),

(#5).27(3) (%57 5)

a lim,_ £(I, — \W,) je tak linearni kombinaci normalnich rozdéleni s pfi-
slusnymi stfednimi hodnotami a rozptyly. Podobné

lim £(\F(W+Cl _ ))

\_/
Il

/\W))

n—oo

—E)+\/ﬁ “ >:

I I+co

n—oo

= lim £ (\/E(T —0)+

n—oo

:N(O L ( z 0%p(1 — p))) = (0,92(1+ ﬂ)) =
A p
p

K dikazu posledniho vztahu nejdrive pomoci

2/3 I — - 1/3 I, . 0s.j.,

(Vray =0 (W g

n
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a tedy také I/(W + a)? = o(n~2/3) pFi n — oo s pravdépodobnosti 1, spolu se
vztahem

) pfin—oos. |,

= g = Oy
m(W +a)™ (W +a)?
plynoucim z rozvoje In(1 + x) pfi x — 0, zjistime, Ze

\/ﬁ]@l — 0 Sj

. 1 3
nILmOO,,C (\/ﬁ (Iln(1+ W+a) —A)) =

- o5 1))
- o) 505

Z toho nyni vidime, Ze

1 P
1/3 _
n (Iln(1+ W+a) /\> njooo

a tedy

1 2
\/ﬁ(lln(1+W+ )—)\) oo,
a n—oo

Pouziti Taylorova rozvoje exponencialni funkce nam pomUze k odvozeni posled-
niho vztahu tvrzeni pfi ¢ = 0. Oznafme

X IIn(L+ i) — A

QzZZZ Tr‘/;

ProtoZe existuji K > 0 a d > 0 takova, Ze jestlize |[IIn(1+1/(W +a)) — A| < 6,
potom Q2| < K(IIn(1+ 1/(W + a)) — \)?, dostavame také

P [|Vne?Qs| > ¢] < P [Vne *K(IIn(1 + 1/(W + a)) — N)® > €] = 0

pro kazdé ¢ > 0, neboli

Ve Qy 5 0.

n—oo

MuUzZeme tedy upravovat

Jim_ £ (f (are) - R)) -
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= lim £ <\/ﬁe_>‘(e_“n A 1)) =

n—oo

1
I'In(1+ 7)) — A

1!

= lim £ (ﬁe”‘(l - +Qy - 1)> -

= lim £ (\/ﬁe”([ln(l Lt ) — )\)) =

W +a
=N (o e—QM—Q) =N (o L('”R)Q)
) p b p )

PFi ¢ > 0 kone¢né mlizeme psat

lim £ (ﬁ((%yﬂ ) R))
= 1im £ (%(M)C((MY_RH

n—00 W+a+1

+/nR(1 — (M)%) =

W+a+1

- o)

fim (Ve \ o ( at C—1s'
n—oo \ W +a+1 - Wn+a+1 N 1

\/ﬁ(< W +a )I_R) D N(O RZ(lnR)2>

p

nebot’

: W+a \° . 1 ‘L
fim v~ () )= Jm viRa - (1 g ) ) =

= nli—>moo VvVnR(1L — (1 + o(ﬁ))) =0s.j. [

3.5. SIMULACE

V odstavci 3.2 — v pfipadé nezavislych gama apriornich rozdéleni — se nam
nepodafrilo spoCitat bayesovska rizika odhadd. Mlzeme se tedy alespon podivat
na vysledky ziskané 5 000 simulacemi téchto nezavislych rozdéleni.

Parametry apriornich rozdéleni byly vybrany tak, aby stfedni hodnota A
byla rovna jedné, stfedni hodnota ~ aby odpovidala podilim necenzorovanych
pozorovani p = (1 +~)~! rovnym 0.5, 0.8 a 0.9 a stupen presnosti apriorni in-
formace o hodnotach X a v, projevujici se prostrednictvim V) nebo V., — podilu
smérodatné odchylky apriornich rozdéleni na jejich stfedni hodnoté (variacniho
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koeficientu), byl 0.5, 0.3 a 0.1. To vSe pro vybéry (které jsou pak cenzorovany)
rozsah( n = 20, 50 a 100.

V nasledujicich dvou tabulkach jsou uvedeny ziskané vysledky n-nasobkd
bayesovskych rizik pro jednotlivé parametry.

n-o} Vy, = 05 n Vy = 03 n Vv, = 0.1

Vy | 133 1.12 1.01| 20 |1.22 1.04 1.05| 20 | 1.06 1.01 0.95 | V,

= | 172 1.29 1.16| 50 | 1.60 1.23 1.21| 50 |1.23 1.12 1.12 | =

0.5 1202 1.39 124 |100|1.88 1.31 1.21|100|1.42 1.19 1.16 | 0.5

p 0.5 08 0.9 0.5 08 0.9 05 0.8 0.9 p

Van 108 0.70 0.69| 20 | 0.80 0.71 0.70 | 20 | 0.70 0.69 0.69 | V

= |130 1.01 096 | 50 | 1.21 0.94 0.90| 50 | 0.93 0.87 0.90 ]| =

0.3 11.62 1.12 1.04 | 100 | 1.47 1.09 0.99 | 100 | 1.12 1.04 0.96 | 0.3

p 0.5 08 0.9 0.5 08 0.9 0.5 0.8 0.9 p

Vy |1 0.18 0.16 0.16 | 20 | 0.17 0.16 0.17| 20 | 0.16 0.16 0.17 | Vy

= 1039 034 0.33]| 50 |0.37 0.33 0.34| 50 | 0.34 0.33 0.34| =

0.1 10.63 0.55 0.51 | 100 | 0.63 0.53 0.50 | 100 | 0.53 0.51 0.49 ] 0.1

Vy, = 05 n Vy = 03 n Vv, = 0.1
n-g; V, = 05 n V, = 03 n VvV, = 01
Va | 2154 0.193 0.047 | 20 | 1.219 0.089 0.020 | 20 | 0.184 0.012 0.002 | V)
= 13.240 0.297 0.085| 50 | 2.154 0.164 0.042 | 50 | 0.434 0.028 0.006 | =
0.5 | 4.082 0.346 0.109 | 100 | 2.865 0.234 0.062 | 100 | 0.783 0.051 0.011 | 0.5
p 0.5 0.8 0.9 0.5 0.8 0.9 0.5 0.8 0.9 p
Va | 2114 0.191 0.048 | 20 | 1.134 0.091 0.020 | 20 | 0.181 0.011 0.002 | Vy
= 13.227 0.286 0.082 | 50 | 2.029 0.172 0.042 | 50 | 0.426 0.028 0.006 | =
0.3 | 3.677 0.340 0.109 | 100 | 2.755 0.233 0.062 | 100 | 0.768 0.052 0.011 | 0.3
p 0.5 0.8 0.9 0.5 0.8 0.9 0.5 0.8 0.9 p
Va | 1.712 0.184 0.050 | 20 | 1.047 0.087 0.020 | 20 | 0.183 0.012 0.002 | V)
= 12293 0.259 0.079 | 50 | 1.639 0.155 0.041 | 50 | 0.389 0.028 0.006 | =
0.1 | 2.812 0.311 0.101 | 100 | 2.152 0.237 0.063 | 100 | 0.738 0.052 0.011 | 0.1
Vo = 05 n Vy = 03 n Vy = 01

Je tedy napfF. vidét, Ze pFi presné znalosti A nema na bayesovské riziko jeho
odhadu presnost znalosti p ani sama hodnota p velky vliv, podobné pfi presné
znalosti ~ neni riziko jeho odhadu ovliviiovano presnosti A. Proti tomu vsak
hodnota o7 je podstatné ovlivnéna hodnotami p podilu necenzorovanych pozo-
rovani. Samozrejmé obé bayesovska rizika s rostouci presnosti apriornich infor-
maci a s rostoucim podilem necenzorovanych pozorovani (a také s rostoucim
rozsahem vybéru n — v tabulce jsou n-nasobky) klesaji.

Text programu, podle kterého byly simulace provadény:

program simulace;

var Soubor:text;

S1a0,S1a02,Shla,Shla2,Srola,Srola2,
Sga0,Sga02,Shga,Shga2,Sroga,Sroga2,
WW,Wj,Xj,Tj,
la0i,hlai,rolai,Ahla,Ala0,Arola,varhla,varla0,varrola,
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gali,hgai,rogai,Ahga,Aga0,Aroga,varhga,varga0,varroga,
cl,c2,EP,a,b,X:real;

VYSLLA,VYSLGA:array[1..3,1..3] of real;
VYSL:array[1..8,1..4] of real;
Vcl:array[1..3] of real;
Vc2:array[1..3] of real;
Vnn:array[1..3] of integer;
VEP:array[1..3] of real;

PS,nn,ncl,nc2,nnn,nEP,CHhl,CHh2,CHO1,CHO2,
I1,1j,
r,s,icl,ic2,inn,iEP,iPS,i, j,pres:integer;

begin
assign(Soubor, ¢ g:\vysledky.pas‘ ) ;rewrite(Soubor);
PS:=5000;

ncl:=3;nc2:=3;nnn:=3;nEP:=3;
Vc1[1]:=4;Vc1[2]:=11;Vc1[3]:=100;

Vc2[1]:=4;Vc2[2] :=11;Vc2[3]:=100;

Vnn[1] :=20;Vnn[2] :=50;Vnn[3] :=100;
VEP[1]:=0.5;VEP[2] :=0.8;VEP[3] :=0.9;
pres:=1000;randomize;X:=0.999999999;

for icl:=1 to ncl do
begin c1:=Vci[icll;
for ic2:=1 to nc2 do
begin c2:=Vc2[ic2];
for inn:=1 to nnn do
begin nn :=Vnn[inn];
for iEP:=1 to nEP do
begin EP:=VEP[iEP];
a:=cl;r:=trunc(cl) ;b:=c2*EP/(1-EP) ;s:=trunc(c2);
CHh1:=1;CHh2:=1;CHO1:=1;CHO02:=1;
S1a0:=0;S1a02:=0;Shla:=0;Shla2:=0;Srola:=0;Srola2:=0;
Sga0:=0;Sga02:=0;Shga:=0;Shga2:=0;Sroga:=0;Sroga2:=0;
for iPS:=1 to PS do
begin
la0i:=0;ga0i:=0;
for i:=1 to r do la0i:=lal0i-( 1ln(Random(pres)+1) - ln(pres+1) )/a;
for i:=1 to s do gali:=gali-( 1ln(Random(pres)+1) - ln(pres+1) )/b;
II:=0;WW:=0;
for j:=1 to nn do
begin
Xj:=-( 1n(Random(pres)+1) - 1n(pres+1) )/la0li;
Tj:=-( 1ln(Random(pres)+1) - ln(pres+1) )/la0i/ga0i;
if Xj<Tj
then begin II:=II+1;WW:=WW+Xj end
else WW:=WW+Tj ;
end;
hlai:=( (II+r-s)/(a+WW) - b/WW +
sqrt ( ((II+r-s)/(a+Ww)-b/WW)*((II+r-s)/(a+WW)-b/WW) +
4xb* (nn+r-1) / (W (a+WW)) ) /2 ;
hgai:=( -(II+r-s)/b - (a+WW)/WW + sqrt( ((II+r-s)/b)*((II+r-s)/b) +
((a+WW) /WW) * ((a+WW) /WW) + 2*(II+r-s)*(a+WW)/b/WW +
4% (nn-II+s-1)* (a+WW) /WW/b ) )/2;
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rolai:=(hlai-la0i)*(hlai-1a0i); rogai:=(hgai-ga0i)*(hgai-gali);

Sla0:=S1a0+1a0i; S1la02:=S1a02+1a0i*1ali;
Shla:=Shla+hlai;Shla2:=Shla2+hlai*hlai;
Srola:=Srolat+rolai; Srola2:=Srola2+rolai*rolai;
Sgal0:=Sgal+gali; Sga02:=Sgal02+gali*gali;
Shga:=Shga+hgai;Shga2:=Shga2+hgai*hgai;
Sroga:=Sroga+rogai; Sroga2:=Sroga2+rogai*rogai;
end;
Ahla:=Shla/PS; varhla:=Shla2/PS-Ahlax*Ahla;
Ala0:=S1a0/PS; varla0:=S1a02/PS-AlaO*Ala0;
Arola:=Srola/PS; varrola:=Srola2/PS-Arola*Arola;
Ahga:=Shga/PS; varhga:=Shga2/PS-Ahga*Ahga;
Aga0:=Sga0/PS; varga0:=Sga02/PS-AgalO*Agal;
Aroga:=Sroga/PS; varroga:=Sroga2/PS-Aroga*Aroga;
if abs(AlaO-r/a) > 2xsqrt(varla0/PS) then CHO1:=0 ;
if abs(Ahla-r/a) > 2#sqrt(varhla/PS) then CHh1:=0 ;
if abs(AgaO-s/b) > 2xsqrt(varga0/PS) then CH02:=0 ;
if abs(Ahga-s/b) > 2*sqrt(varhga/PS) then CHh2:=0 ;
VYSL[1,1]:=PS; VYSL[1,2]:=X ; VYSL[1,3]:=X; VYSL[1,4]:=X;
VYSL[2,1]:=c1; VYSL[2,2]:=c2; VYSL[2,3]:=nn; VYSL[2,4]:=EP;
VYSL[3,1]:=a; VYSL[3,2]:= r; VYSL[3,3]:=b; VYSL[3,4]:=s;

VYSL[4,1]

:=r/a; VYSL[4,2]:=s/b; VYSL[4,3]:=Arola; VYSL[4,4]:=Aroga;

VYSL[5,1] :=r/a/a; VYSL[5,2]:=s/b/b;
VYSL[5,3] :=sqrt(varrola); VYSL[5,4]:=sqrt(varroga);

VYSL[6,1] :=CHO1; VYSL[6,2]:=CH02; VYSL[6,3]:=CHh1; VYSL[6,4]:=CHh2;
VYSL[7,1] :=Ala0; VYSL[7,2]:=AgaO; VYSL[7,3]:=Ahla; VYSL[7,4]:=Ahga;

VYSL[8,1] :=sqrt(varla0); VYSL[8,2]:=sqrt(vargal);
VYSL[8,3] :=sqrt(varhla); VYSL[8,4]:=sqrt(varhga);
for i:=1 to 8 do
begin
for j:=1 to 4 do write(Soubor,VYSL[i,jl:16:10);
writeln(Soubor);
end;
writeln(Soubor) ;
for i:=1 to 8 do
begin
for j:=1 to 4 do write(VYSL[i,j]:16:10);
writeln;
end;
writeln(¢

)

VYSLLA[inn,iEP] :=nn*Arola;
VYSLGA [inn, iEP] :=nn*Aroga;
end;

end;

WAt L (€ skokokokokok sk ok ok ke ok sk sk ok ok ok o o o ok ks sk sk ok ok ok o o o ok ok sk ok ok ok o o o o ok ok sk ok sk ok ok sk skokokok € ) 5

for inn:= 1 to nnn do
begin
for iEP:=1 to nEP do write(VYSLLA[inn,iEP]:8:6,¢ ¢);
writeln;
end;
writeln(¢

for inn:= 1 to nnn do
begin
for iEP:=1 to nEP do write(VYSLGA[inn,iEP]:8:6,¢ ¢);
writeln;
end;

)
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Writeln (¢ sskskokokoskskok skokokkokokok ok sk s o ke ok sk sk skl sk sk s e ke sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ke sk ok sk sk sksksk sk ok ok skkokok ¢ ) 5
writeln(Soubor);
for inn:= 1 to nnn do

begin

for iEP:=1 to nEP do write(Soubor,VYSLLA[inn,iEP]:8:6,¢ ¢);
writeln(Soubor) ;

end;

writeln(Soubor) ;
for inn:= 1 to nnn do

begin
for iEP:=1 to nEP do write(Soubor,VYSLGA[inn,iEP]:8:6,¢ ¢);
writeln(Soubor) ;
end;
end;
end;

close(Soubor) ;
end.

41
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