
Robust 2008, Račkova dolina

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 •Go Back •Go Forward •Full Screen •Close •Quit

KOZIOLŮV-GREENŮVKOZIOLŮV-GREENŮV MODEL
SE ZLEVA USEKNUTÝMIZLEVA USEKNUTÝMI

POZOROVÁNÍMI

Michal Friesl

Katedra matematiky
Fakulta aplikovaných věd

Západočeská univerzita v Plzni

http://home.zcu.cz/~friesl/
http://www.kma.zcu.cz


Robust 2008, Račkova dolina

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 •Go Back •Go Forward •Full Screen •Close •Quit

Proč :-)

Pawlitschko, J.

• Estimation in the Koziol-Green model with left truncated ob-
servations, Sankhyā Ser. A 62 (2000), no. 1, 67–79

Friesl, M.

• useknutí zleva jsme na minulém Robustu při zpracování dat
ignorovali. . .
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Model

Doba života X
• nezáporná n.v.

Pozorování může být zprava cenzorováno časem Y
• pozorujeme jen Z = X ∧Y a I = I[X5Y]

Sledování začalo až od času A
• o případech s X nebo Y < A se nedozvíme
• z useknutého rozdělení (X, Y | X, Y > A)

Předpokládá se nezávislost X, Y (a A)
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Cíl

Odhadnout

• z podmíněných pozorování (A, Z, I)
• nepodmíněné charakteristiky doby života X
• např. funkci spolehlivosti

S(x) = 1− F(x) = P(X > x), x > 0

Příklad

• A . . . věk příchodu do domova
• X . . . dožitý věk
• Y . . . věk případného odstěhování z domova

Známé řešení, ale . . .
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Koziol a Green

Dodatečný předpoklad

• proporcionalita cenzorování: pro nějaké γ > 0

SY(t) =
(

S(t)
)γ , t > 0,

• neboli ΛY(t) = Λ(t) ·γ pro kumulativní intenzity
Λ(t) = − ln S(t) =

∫ t
0 f (x)/S(x) dx

Ve spojitém případě

• zda cenzorováno — I nezávisí na pozorovaném čase Z
• pravděpodobnost cenzorování p = P(I = 1) = 1/(1 + γ)
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Důsledky

Useknutí zleva

• stále SY(t | Z > a) =
(

S(t | Z > a)
)γ

• proporcionalita zachována

Výhoda či komplikace

• rozdělení cenzoru souvisí s rozdělením doby života
• i samotné pozorování cenzorujícího času Y dává informaci o S
• S a SY nejsou nezávislé
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Neparametricky bayesovsky

Tvar S(t) není předem dán
• parametrem/n.v nikoli jedna hodnota (dvě, tři, . . . )
• nýbrž celá (S(t), t > 0)
• nekonečněrozměrný parametr

Tradičně

• apriorní rozdělení — zprava neutrální proces
• tj. Λ neklesající s nezávislými přírůstky
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Apriorní rozdělení

Pro intenzitu Λ

• gama proces Λ(s, t) = Λ(t)−Λ(s) ∼ G(n0, n0Λ0(s, t))
• centrován kolem E Λ(s, t) = Λ0(s, t)
• resp. E S(t) = E e−Λ(t) = (1 + 1/n0)−n0Λ0(t)

• n0 řídí rozptyl var Λ(s, t) = Λ0(s, t)/n0

Koeficient γ

• hustota π(γ) vzhledem k nějaké míře na (0, ∞)
• nezávislý s Λ
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Označení

Pozorované časy

• A1, Z1, . . . , An, Zn uspořádáme . . .
• navzájem různé časy 0 = T0 < T1 < · · · < TN < TN+1 = ∞

V čase Tj

• U j = # necenzorovaných pozorování se Zk = Tj

• C j = # cenzorovaných pozorování se Zk = Tj

• L j = # začínajících pozorování s Ak = Tj

• N j = # pozorování s Ak 5 Tj a Zk > Tj
= ∑i< j(Li −Ui − Ci)
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Aposteriorní rozdělení Λ

Při daném γ nezávislé přírůstky:

Mezi pozorovanými časy

• změna měřítka
(Λ(s, t) | data, γ) ∼ G(M j−1(γ), n0Λ0(s, t))

kde Mm
j (γ) = n0 + N j(1 + γ) + m j = 0, . . . , N

V okamžicích ukončení pozorování

• vždy skok s hustotou (při daném γ)

x−1e−(M j(γ)+C j)x(1− e−x)U j(1− e−γx)C j/c j(γ)

kde c j(γ) je normovací konstanta
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Aposteriorní rozdělení γ

Hustota
π(γ | data) ∝

( N

∏
j=1

q j(γ)
)
π(γ)

kde

qm
j (γ) =

(
Mm

j−1(γ)
)−n0Λ0(Tj−1 ,Tj)cm

j (γ), j = 1, . . . , N

cm
j (γ) =

U j

∑
k=1

C j

∑
`=1

(−1)k+`

(
U j

k

)(
C j

`

)
ln

Mm
j (γ) + C j

Mm
j (γ) + C j + k + `γ
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Odhady

Aposteriorní střední hodnota S
• při daném γ jako součin přes intervaly a skoky

E(S(t) | data, γ) = E(e−Λ(t) |data, γ)

= ∏ E(e−Λ(·,·) |data, γ)

• zprůměrování přes π(γ | data)

Stručně

• jako v modelu bez useknutí zleva
• „jenÿ s jinými počty N j
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Příklad

Channing House Data

• Hyde (1977), muži
• délka života (domov důchodců)
• Csörgő (1988) — splňují Koziolův-Greenův model

Data

• 97 pozorování, z nich 46 necenzorovaných
• 83 různých časů, z nich 10 je dvakrát a 2 třikrát
• minimum 775, maximum 1153 měsíců
• useknutí zleva příchodem do komunity
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Parametry

Apriorní rozdělení

• Weibullovo Λ0(t) = (t/θ)b, t > 0,
• s θ = 1071 a b = 15,9, a dále s 2b a b/2, resp. 0,9θ
• n0 = 50 a 10
• pro γ: diskrétní rozdělení na 1/p− 1, p = 1

10 , 2
10 , . . . , 9

10

Uvažujeme bez a s useknutím zleva

• neparametrický: ACL∗ → Pawlitschko (LTACL)
• neparametrický bayesovský: minule → dnes

∗ACL = Abdushukurov, Cheng and Lin
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ACL odhad
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ACL a referenční S0 = exp(−Λ0)
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Useknutí zleva ignorujeme, n0 = 50
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S useknutím zleva, n0 = 50
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S useknutím zleva, n0 = 10
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Skoky

Velikost skoků (U j = 1, C j = 0)

• faktor E(e−∆Λ(Tj) |data, γ) =
ln(1 + 1/(a + 1))

ln(1 + 1/a)
kde a = M j(γ) = n0 + N j(1 + γ)

Je-li a malé (málo pozorování, n0 = 10). . .
• pro a = 10, 11, 12 vychází 0,91, 0,92 a 0,93
• v LTACL faktor 0

Odhadujeme podmíněné rozdělení

• P(X > t | X > t0) = e−Λ(t0 ,t), t > 0
• t0 = 867 (první N j = 24)
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Počty pozorování
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Referenční Weib(θ, b) — podmíněná
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Referenční Weib(θ, b) a LTACL
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Bez useknutí zleva, n0 = 50

800 900 1000 1100 1200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1



Robust 2008, Račkova dolina

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 •Go Back •Go Forward •Full Screen •Close •Quit

S useknutím zleva, n0 = 50
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S useknutím zleva, n0 = 10
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Weib(θ, 2b)
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Weib(θ, 2b), n0 = 50
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Weib(θ, 2b), n0 = 10
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Weib(θ, b/2)
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Weib(θ, b/2), n0 = 50
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Weib(θ, b/2), n0 = 10
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Weib(0,9θ, b/2)
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Weib(0,9θ, b/2), n0 = 50
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Weib(0,9θ, b/2), n0 = 10
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