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Uvod

Analyznikim pfi zkoumani jejich problémui
e vychazeji rozdélent,
e prekvapeni, ze v diskrétnim i spojitém pripadé nékteré vysledky stejné

Obsah
o Casova $kala a rovnice
e Transportni rovnice
e Difuzni rovnice
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o Antonin Slavik (MFF UK)
o Petr Stehlik, Jona§ Volek (FAV ZCU)
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Casova Skala
Mnozina T casovych okamzikdi T—=R

e libovolnd uzavfend T C R =vi e © © © o ©

: : obecna
Funkce zrnitosti

e 1y = vzdalenost od t k dalSimu
e 1y = (0 — Cas t zprava spojity
e 1y > (0 — cas t zprava diskrétni

Zobecnéna derivace

u(t + we) — u(t) (diference)

o uti(t) =

it
u(t+n) —u(t)
h—0+ h

lim

(derivace)
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Dynamicka rovnice

Uvazujme funkci u : T X X — R

e kde X je diskrétni stavovy prostor, X = Z popr. X = Nj
o u(t):=(u(t,x),x € X) = (ux(t))xex : T — £°(X)

Pro linedrni omezeny operdtor A : {*°(X) — (*°(X) zkoumdme omezen3
feSeni rovnice (soustavy rovnic — pro kazdé x jedna)

ubt(t) = Au(t), teT

s ,pocate¢ni* podminkou u(tg) = ul.

Regenim (predp. I + Ap; pro kazdé t € T invertibilni) hodnoty zobecnéné
exponenciely e s

o u(t) = (ea(t)) ()
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Obrazek

Prostor T x X (&as spojity)
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Obrazek

Prostor T x X (&as diskrétni)
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Obrazek

Prostor T x X (&as obecny)
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Obrazek

Funkce u(t,x) na T x X
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Obrazek

(U

PFi pevném t chipeme u(t) = (uy(t)) jako prvek £*°




Robust 2014, Jetfichovice

Obrazek

PFi pevném t chipeme u(t) = (uy(t)) jako prvek £*°




Robust 2014, Jetfichovice

Obrazek

(U

PFi pevném t chipeme u(t) = (uy(t)) jako prvek £*°




Robust 2014, Jetfichovice

Obrazek

PFi pevném t chipeme u(t) = (uy(t)) jako prvek £*°
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Obrazek

Hodnoty u(t) v ase t urduji derivaci u® v Case t
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Priklady rovnic

Transportni rovnice

udt — —fyVr neboli —k(ux — ux—l)

Difuzni rovnice

utt = (uVX)A" neboli Ut = 1y g — Uy g

Ci obecngji

u?f

buy + au,_q
uﬁt auy_1 + buy + cliyyq
V tomto prispévku rovnice
e na nezaporné &asové skile T C (0,00), minT =0, sup T = oo,
e predp. pocet diskrétnich bodi na omezenych intervalech konecny
® s pocatecni podminkou v case 0
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Zkoumané vlastnosti

Cilem vysetfit u omezenych feseni
e zachovani znaménka u(0) =20 = u(t) 20
e princip maxima #(0) = K = u(t) =

A vlastnosti integralli
e zachovdni prostorového integrilu ¥, uy(f) = Y, ux(0)
e Casové integrély [ uy(t) At — kone&nost, stejné pro viechna x

Stadi pri poc¢atecni podmince

1, x=0
y ”(O’x):{o x#0

(pFi ostatnich prendsobenim /nakombinovanim)
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Zkoumané vlastnosti

Funkce u(t,x) na T x X
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Zkoumané vlastnosti

2
4
1 7
X t
0 0

Prostorovy integral (soucet)
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Zkoumané vlastnosti

Casovy integral
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Zkoumané vlastnosti

Casovy integral
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Zkoumané vlastnosti

Cilem vysetfit u omezenych feseni
e zachovani znaménka u(0) =20 = u(t) 20
e princip maxima #(0) = K = u(t) =

A vlastnosti integralli
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Transportni rovnice

upt = —k(uy —ux_q)  (k>0)

Rozepsano pro bod ¢ diskrétni:
Uy (E+ ) — ux(t) _

7 _k(”x(t) — Uyx—1 (t))
uy(t+ pe) = (1 — kpe) ux(t) + kpeux—1(t)

Pro bod t spojity:
ul(t) = —kuy(t) + kuy—1(t)

Predpokladame ky; < 1 V;
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S jednotkovym diskrétni casem
PoT={0,1,2,...} ak<1
Up(t+1) = (1 — k)ux(t) + kuy_q ()

Tedy soustava u(t + 1) = PTu(t) diferen¢nich rovnic pro pravdépodob-
nosti homogenniho markovského fetézce (X, X1, ... ) s diskrétnim &asem
a matici pravdépodobnosti prechodu
1—k k
P = 1-k k

(Bernoullitiv proces)

Regenim: iy (t) = (1)k*(1 — k)!=*

9
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Vlastnosti

Zachovani znaménka a prostorovy integral
o (uy(t))yxex tvofi pro kazdé t rozdéleni
e automaticky 0 < uy(f) < 1
e automaticky Y, uy(f) =1

Princip maxima

e pravdépodobnosti prechodu py,(t) po t krocich zavisi jen na x — y
° ”x(t) =Yk ”xfk(o) px—k,x( ) < sup., ”x(0> o 1l
——

-4

~ s . L, — ¢
Casové integrély Pk (t)

o Y, uy(t) je ofekdvand doba stravend Fetézcem ve stavu x

e kazdy stav navstiven jednou, doba T setrvani geometricky rozdélena
o Yiuy(t) =EY Ix,—x = ET = 1/k, tedy kone¢né a V, stejné

10
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Se spojitym c¢asem

Pro T =R
wh(t) = —kuy + kuy_q

Tedy soustava u/(t) = QTu(t) Kolmogorovovych prospektivnich rovnic
pro pravdépodobnosti homogenniho markovského Fetézce (X, t = 0) se
spojitym Casem a s matici intenzit prechodu
—k Kk
—k k

(Poissondv proces)

_t (k)™
x!

Regenim: uy(t) = e
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Vlastnosti

Zachovani znaménka a prostorovy integral
o (uy(t))yxex tvofi pro kazdé t rozdéleni
e automaticky 0 < uy(f) < 1
e automaticky Y, uy(f) =1

Princip maxima

e pravdépodobnosti pfechodu pyy(t) pro interval délky t zavisi na x —y
° ”x(t) =Yk ”xfk(o) px—k,x( ) = sup., ”x(0> -1
——

-4

~ s . L, — ¢
Casové integrély Pk (t)

o [uy(t)dt je oekdvand doba strivend Fetézcem ve stavu x

e kazdy stav navstiven jednou, doba T setrvani exponencialné rozdélena
o [uy(t)dt =E [ Ix,—ydt = ET = 1/k, tedy kone¢né a V, stejné

12
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Obecny cas

Pro obecny okamzik t s u = p; (vdechna wy < 1/k)

£ spojty) (1 = 0); L(E) = —kiuy(8) + it ()
t diskrétni (py > 0):  ux(t+ pe) = (1 — kpe)ux(t) + ke 1yiq (2)

Tedy rovnice pro markovsky retézec se smiSenym casem

e ve vnoreném retézci prechod x — x + 1 s pravdépodobnosti 1
e a doba cekani na vystup ze stavu:

- ve spojitych ¢asech s intenzitou k

- v diskrétnich s pravdépodobnosti ki

Vlastnosti

e znaménko, prostorovy integral, princip maxima z(stavaji
e Casovy integral s mensim zamyslenim. . .

13
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Doba ve stavu

Jsme-li na zacatku intervalu ve stavu, do stredni doby interval prispéje:

e je-li spojity délky s: [ e dt + e % - (nasledujici)

e je-li diskrétni délky p: p+ (1 — ku) - (ndsledujici)

e tj. diskrétni délky p stejné jako spojity délky s, = —% In(1 — kp)

Misto diskrétnich intervalt vlozime do T spojité (s, > p)

e feSeni u se zméni (na Poissonliv proces), ale stfedni doby stejné
e Casovy integral na strukture ¢asové skaly T nezavisi
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Rovnice difuzniho typu

u?’ = AUy 1 + buy + cly
Predpokladame
e a,c 2 0, u diskrétnich bodii navic —bu; < 1

Specidlni pripady

e transportni rovnice a = 0,
e difuzni rovnicea=c=1

b= —c
b= -2

Postup

e nejprve ,pravdépodobnostni” pfipad a+b+c =0
e obecny pripad prevedenim na pravdépodobnostni,
predvedeme pro T = {0,1,2,...} a T = (0,0)

15
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Pravdépodobnostni pripad
ProT=1{0,1,2,...} a—b<1,resp. T=(0,0), a a+b+c=0

t diskrétni:  wy(t+1) = auy_1(t) + (1 +b)ux(t) + cuy1(t)
t spojity: ul (t) = ay_1(t) + bux(t) + cuyiq(t)
Tedy rovnice pro pravdépodobnosti markovského

fetézce s matici pravdépodobnosti resp. s matici
intenzit

P = c 1+b a
¢ 1+b a

Z vlastnosti rozepiSme snad jen Casové integraly. . .

16
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Casové integraly

Vnorenym fetézcem zndmda nahodnd prochazka
e odpovidd T=1{0,1,2,...} aa* = aTrc' 1+0b* =
e a = c: stavy trvalé nulové, ¥, ui(t) =
e a > c: stavy prechodné, do x = 0 vzdy a Y ui(t) = (a* —c*)7 1,
do x < 0 s pravdépodobnosti ( ) a Liui(t) = (%)*(a* —c*) !
Pavodni fetézec p¥i ndvtévé stavu v ném setrvd po dobu pramérné 1/(—b),
tedy pfi a = c zlistava [ uy(t) At = oo

1
pria > c: /ux _qu —{ C/ﬂ)

Podobné jako v pfipadé transportni rovnice se nahlédne, Ze stejny vysledek
plati i pro ostatni casové skaly.

17
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Obecny diskrétni pripad
Jednotkovy éas T={0,1,2,...} aa,c >0, —b < 1 libovolné

a+(1+b)+c+d=1 . d=—-(a+b+c)

Dosazenim: rovnici spliiuje funkce

u(t) = (1—d)"u(t)
kde u je FeSenim pravdépodobnostni rovnice s
1+b

1-d4 “T1-4

~ a -
= — 1 =
i=1—, 1+

V pfipadé d > 0 (a+ (1 +b) + ¢ < 1) mizZeme interpretovat jako Fetézec
s dodatecnym absorp¢nim stavem.
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Obecny spojity pripad

T = (0,00), a,¢ > 0, b libovolné
a+b+c+d=0
Dosazenim: rovnici spliiuje funkce
u(t) = e " (t)

kde u je FeSenim pravdépodobnostni rovnice sa =a,c =c¢, b = —(a+c).

V pripadé d >0 (a+b+c < 0)
e miZeme interpretovat jako retézec s pridanym absorpcnim stavem
e vlastnosti plati, dokonce lépe 0 < u,(t) < e ¥, Y uy(t) = e 9
V piipadé d < 0
e v nerovnostech e % — oo
e kdy bude [1,(t)dt < co, mizeme spoditat. . .

19
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Casové integraly

Pro Fetézec (X;) z pravdépodobnostni rovnice s 4, b, ¢ oznaéme
o T, = okamzik n-té zmény stavu; Top = 0
e T, = doba stravena ve stavu po n-té zméneé stavu, T, = 26’71 (i

Integral posklddame z p¥ispévkii jednotlivych pfechodii (vnofeného retézce)

/ux(t) = /D(O,t)ﬁx(t) At:E/D(O,t)Igr:xAt
=YE (/ D(0, 1) At) - wy(n) = ¥ T ()

n

IrL
kde D(t1,t2) = (1 —d)2~" resp. e=4(2=1) oznatuje , diskontni faktor"
a I, je stfedni diskontovand doba strivena fetézcem (X;) po n-té zméné
stavu do pristi zmény
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Vypocet

vy 0 D
Prispévek n-tého pfechodu ¢ o

=
e I, =E ["1 D(0,t) At = ED(0, Tn)E(/ D(T,, t) At | Tn)

L Jo
e D, je stfedni diskontni faktor do n-té zmény stavu, D, = (D1)"

e ¢, je stfedni diskontovand doba do opusténi stavu (diskontovana
k okamziku vstupu do stavu), e, = e;

V diskrétnim resp. spojitém pfipadé (predp. —b > 0)
Ei=E(— )T = Y (1 - df(-B) 1+ B! =
1 ~

Ey = Ee’dTl—/ et g = 0 _0tC
b+d b

e =EX® (1 —d) resp. E [P e ¥ dt, tedy e; = 1(1 - Dy) =

21
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Vysledek

V pfipadé¢ T = {0,1,2,...} i T = (0,00) stejné hodnoty (tak by vyslo
i pro jiné asové Skily), v fadé pro Casovy integral

/ux(t) At =Y L (n)

je n-ty Elen ptfi n — oo

_ 1
bz = ey D = L

1 _
= konst - %(\/451*6*)”(

a soulet koneény pravé kdyz v/4ac < —b
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Shrnuti

Pouziti vysledk(i z markovskych retézcil

v pravdépodobnostnim pripadé automatické vlastnosti
transformaci i nepravdépodobnostni pripad

Casové integraly nezavisi na konkrétni Casové Skale
nezabyvali jsme se a,c < 0 ani t <0

Analogicky

e pro ndhodnou prochdzku s vice moznostmi krokt nez —1,0, 1
e ve vicerozmérnych prostorech (misto X mit X2, X3)

Nelinedrni pripad?

e rovnice u®(t) = Au(t) s nelinedrnim operatorem A
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