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BAYESOVSKE ODHADY V EXPONENCIALNIM MODELU
KONKURUJICICH SI RIZIK

MICHAL FRIESL

KMA FAV ZCU, Plzen

ABSTRACT. The paper deals with the competing risks model with independent
exponential distibutions of risks, conjugate priors are considered for parameters
of the model.

Bayes estimators under quadratic loss are explored, the stress is put on
Bayes risks (or their asymptotic expansions). The latter are used to measure
sensitivity of the estimators to changes in the prior distribution.

PE3IOME. ABTOp 3aHMMAETCS MOJEJBIO KOHKYpPUPYIOMUX PUCKOB C HE3ABUCU-
MLIMM IIOKa3aTeJILHLIMU pacCIpenesIeHUsAMU, IS IapaMeTPOB MOIEJN IIpenIo-
jlaraeT COIPsKEHHLIE alPUOPHLIE (PYHKIAY IJIOTHOCTH.

W3zyuatorcs GaltleCOBCKUE OMEHNBATEIN IAPAMETPOB IIPX KBA,IPATAIHON (yH-
KIUU TOTEPDL, MPEKIE BCETO DalieCOBCKUE PUCKU (MM UX ACUMITOTUYECKUE
pasnoskenus). [lokazaHO UX NPUMEHEHUE HA AHAJIU3 UyBCTBUTEJILHOCTU OIE-
HUBaTeJell Ha M3MEHEHUs allPUOPHON IJIOTHOCTH.

1. Uvop

Model konkurujicich si rizik predpoklada, ze sledovani muze byt ukonceno z k pii-
¢in, které nastavaji v casech

le"'uXku

coz jsou nezavislé nezaporné nahodné veliciny pozorovatelné pouze hypoteticky. Ve
skutec¢nosti zname jen dobu sledovani a pri¢inu ukonceni

(11) W:mian, (Ila"'7Ik):(I[WZXl]a"'7][W:Xk])'

S takovym modelem se setkdme v fadé aplikaci (zjisfovani spolehlivosti souc¢astek
v zafizeni, zkouméni doby zZivota a pri¢in smrti, pii £ = 2 dostavame model pro na-
hodné cenzorovani, napt. [2], [3] nebo [11]). Pfedpoklad nezavislosti dob X7y, ..., X
nelze vzhledem k neidentifikovatelnosti sdruzené funkce P[X; > x1,..., X > xi]
z pozorovani (1.1) testovat.

Jsou-li rozdéleni veli¢in X; spojitd, mtzeme je, kromé distribucnich funkei F} a
hustot f;, charakterizovat také intenzitami

)\j(x):}lliLI%)P[XjE(a:,:I:—l—h)]Xj>:1:]/h, x>0,

tedy \j(z) = f;(z)/(1— F;(2)), Fj(z) = 1—exp(— [; A;(t) dt). MiiZeme potom psat
PlI; = 1| W] = XN;(W)/ >, \i(W), nezavislost W a (I1,...,1I;) odpovidda modelu
proporcionalnich rizik.

V tomto prispévku se budeme zabyvat modelem s nezavislymi exponencialné roz-
délenymi dobami X;,..., X}. Vychdzime z autorovy dizertacni prace [1], kde lze
nalézt podrobnéjsi diikazy, zobecnéni pro doby s intenzitami \;(z) = 0, (x), p;(x)
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znamé, a aplikaci ve vicestavovém modelu. Modelem ndhodného cenzorovani se za-
byva [7], odhadim v exponencialnim rozdéleni se vénuji [1] a [9].

2. MODEL

Predpokldddme nahodny vybér (Xi,...,X!), i = 1,...,n, k-tic nezavislych ex-
ponencialné rozdélenych ndhodnych velic¢in, X JZ ~ Exp();). Z kazdé k-tice je pozo-
rovano jen jeji minimum, véetné jeho identifikace,

W' = mip X5, (Ig,....0y) = (I[ZWZ‘:X;']v . 7I[ZWZ‘:XI§})7 i=1,...,n.

7j=1,...,k

Oznacime-1li déle

n

W=) W  a Ij:ifgi, ji=1,...k,
=1

=1

celkovou dobu pozorovéani a pocet pozorovani ukonceny z pfi¢iny j (velicina W ma

gama rozdéleni a je nezavisld s multinomicky rozdélenym vektorem (Iy,...,Ix)),
vérohodnostni funkce pro Aq,..., A\x ma tvar
(2.1) L= HH(Aje_)‘jW He_MW ) ’ :e_zAjWH)\jI.j.

i=1j=1 045 j=1

Pfi i-tém pozorovani, ukonéeném v ¢ase W, pravé jedna z pii¢in nastala jako prvni
(ta pro niz je I;? # 0). O té tedy vime, 7ze nastala v ¢ase W*, zatimco o ostatnich
mame jen informaci, ze nastaly nékdy pozdéji.

Kromé intenzit A;, j = 1,...,k, se budeme zajimat také o dalsi parametry mo-
delu: stredni hodnoty a funkce spolehlivosti zkoumanych dob, parametr exponencial-
niho rozdéleni W1 (tj. celkovou intenzitu) a pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych
pricin,

(22) 6’]' = 1/)‘j7 Rj(t) = e_>‘jt, A= Z)\j, pj = )\j/)\,

pfipadné o pomér v; = (A — A;)/A; =1/p; — 1.
Pro parametry modelu budeme predpokladat konjugovana apriorni rozdéleni a
budeme studovat jejich bayesovské odhady.

3. APRIORNI HUSTOTY A ODHADY

Za¢néme s prirozenym konjugovanym systémem {7, 4, .. 4.; @ > 0,q; > 0} pro
vérohodnostni funkei (2.1) tvofenym hustotami

(3.1) Tasgras M- Ak) < [[AY exp (—ad ), A >0,

tedy nezavislymi gama rozdélenimi \; ~ G(a,q;), j = 1,..., k. Ekvivalentné jsou
nezavislé A ~ G(a,q) a (p1,...,px) s Dirichletovym rozdélenim D(qy,...,qx), kde
znac¢ime (a to v celém prispévku) ¢ = ) g¢;. Rozdéleni veli¢in z (2.2) jsou po-
stupné inverzni a logaritmické gama, gama a beta, konkrétné 6; ~ 1G(a, g;), R;(t) ~
LG(a,q;), A ~ G(a,q) a p; ~ B(gj,q — ¢;). Parametr ; ma beta rozdéleni druhého
radu.

Aposteriorni rozdéleni ma hustotu (3.1) s parametry a + W, q1 + I1 ..., qx + I,
ihned také dostavame bayesovské odhady pii kvadratické ztratové funkci.
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Tvrzeni 3.1. Predpokliddme-li apriorni hustotu (3.1), bayesovské odhady pri kva-
dratické ztratové funkci jsou

b

Ij—qu ~ W+(I - = t _(Ij+Qj)

St g Wra g () )

W++a” 7 Ij+q—1 i®) T Wia

n+gq . Ii+q . nt+q—q—1
y Pj=——>) Vi =

W+ a n—+gq I +q;—1

Y

pro é} a 7; poZadujeme I; 4+ q; > 1.

Dikaz. Bayesovské odhady pti kvadratické ztratové funkce jsou stiedni hodnoty
aposteriornich rozdéleni parametri. O

V dalsim se uplatni, ze pfi apriorni hustoté (3.1) jsou veli¢iny (I1,...,I;x) a W
nezavislé i nepodminéné a ze veli¢ina 1/(W + a) ma az na nasobek beta rozdéleni,
1/(W +a) ~ (1/a) B(g, n).

V hustotach (3.1) z pfirozeného konjugovaného systému je parametr ¢ apriorniho
gama rozdéleni pro A souctem parametrt Dirichletova rozdéleni pro pravdépodob-
nosti (p1,...,px). Uvazme jako apriorni rozdéleni pro A\ obecnéji A ~ G(a,q + r)
nezavislé s (p1,...,pk) ~ D(q1,-..,qx), piiCemz stale znac¢ime ¢ = Zj q;, COZ zna-
mena

(32 Tagrraer O M) o [TAZ IO N exp (—a ) ), Ay >0

Zde méame zavislost mezi A1,..., A\y. Systém {7 q,.. . qu.r; @ > 0,q; > 0,7+ ¢ > 0}

je konjugovany s (2.1), aposteriorni rozdéleni rozdéleni mé parametry a + W, g1 +

Ii,...,qx + I, r.

Tvrzeni 3.2. Predpokladime-li apriorni hustotu (3.2), bayesovské odhady jsou

n+q+r o ILi+q .  n+qg—g— 1
Wra DT ntg VT Ii+q;—1

X'_n—kq—l—rlj—I—qj é\-— n+q—1 W +a

7 n4+q WHa 7 ntq+r—1IL+q -1

N =

?

pro 7 za predpokladu I; + q; > 1 a pro @\J v pripadée n+q+1r > 1.

Diikaz. Pti vypoctu aposteriornich stfednich hodnot vyuzijeme A= > j Xj, diky

nezavislosti v apriornim (aposteriornim) rozdéleni také Xj = /):ﬁj a 5] = (T/T)(l//\pj)
O

I v tomto pfipadé zname rozdéleni 1/(W + a) ~ (1/a) B(q + r,n).

Hodnoty a = 0,¢; = 1/2,r = —k/2 v (3.2) odpovidaji Jeffreysové (nevlastni)
apriorni hustoté.

Jiné zobecnéni (3.1) pocité s raznymi hodnotami parametru a pro jednotliva gama
rozdéleni veli¢in A;, j = 1,..., k. Vezmeme-li apriorni hustotu

(3.3) Tayosansqargn (Ao« oo s M) X H X;j_l exp ( — Z a;N;), A >0,

ze systému {7, . ap.q1...an; @i > 0,q; > 0}, ktery je konjugovany s (2.1), mame
nezavisla \; ~ G(aj,q;), j = 1,...,k. Veli¢iny A a (p1,...,pr) jsou zavislé, (A |
p1,---,Pk) ~ GO a;pj,q), navic (p1,...,pr) nyni nemaji Dirichletovo rozdélent,

1
ale hustotu 7 (p1, ..., px) o< ([Tp¥ ~")/(X ajp;)? na Yp; = 1.
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Tvrzeni 3.3. Predpokladdme-li apriorni hustotu (3.3), bayesovské odhady jsou

ot 5 Wt t >‘(Iﬂ'+‘“)
J W—I—a]” J I'—f-q]'—l, W+aj
ZI+% ,\‘_ W+Clj Ig-i—(]g
W +a;’ i Ij+qj—1z¢jW+ag’

}?j(\t):(u

Y

pro gj a 7; predpokladdme I + q; > 1.
Diikaz. Tvrzenl uvadi aposteriorni stfedni hodnoty parametrii, vyuzivame = > )\

aq/j—H ZE# O

Chybi nam odhad pro pj, coz je déno slozitym tvarem hustot v tomto piipadé.
Pokud bychom se omezili na k = 2 (2 pfic¢iny smrti), bylo by mozno jej vyjadrit
pomoci hypergeometrické funkce jako

. n 4+
P = R, I+ qen+q+1,1— (W +a1)/(W +as)),
L+aq
kde
oFi(a,b,c,z) = Z ik o @r=z+l). (@+k-1).

Vsechny tii uvedené apriorni hustoty spadaji pod spolecné zobecnéni predstavo-
vané hustotou

Tay, @k, q1seesqr,r X H )‘;I‘j_l(z )‘j)r exp ( o Zaj)‘J)

P1i hledani odhadt odpovidajicich této hustoté vsak dochazime k integralim

‘hy gk, / / Za]p] qum’

7pk>0
Py

jejichz vyjadieni pro m # 0 predstavuje problém. S nim se lze vyrovnat v piipadé
m € N, kdy je mlizeme explicitné vyjadrit, v jiném specidlnim pripadé, k = 2, opét
dochazime k o F}.

4. KONVERGENCE

Zakon velkych cisel a centralni limitni véta pro posloupnosti nezavislych a stejné
rozdélenych velicin W1, W2 ... a (I,...,I}),(I#,...,I?),... poskytuji pii rostou-
cim poctu pozorovani n — oo konvergenci skoro jisté a v distribuci také pro nase

odhady.
Tvrzeni 4.1. Pro odhady z tvrzeni 3.1, 3.2, 3.3 plati
~ D
\/—()‘ —Aj ) TN( 7)‘?/pj)7 \/ﬁ(ej_gj) mN(O,@?/pj),

Va(R;(5) = Bj(1)) =2 N(0, #2722 /p;),  v/n(X = A) —2— N(0,\?),

n—oo

Vi = 75) ——= N, (1 +77)). Vil —p;) —— N(0,p;(1 - py)).
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Dikaz. Napt. pro /):j z Tvrzeni 3.1 je asymptoticky pro n — oo

NQIYEPHE \/5<Ij o Aj)

W +a
1 I; w 1
~ Sp) =N (———) ~ AN(0, ;).
W/n {\/ﬁ(n p]) ]\/ﬁ 0 b\ ] (0,p;)
Podobné nalozime s ostatnimi odhady, pricemz tvar R/J(\t) vyzaduje jemnéjsi zaché-
zeni. O

Uvazujeme-li o odhadu funkce spolehlivosti ﬁj (t) = (W%Zai -)it4 jako o ndhod-
J

ném procesu v C([0, o0]), mizeme ukazat nasledujici slabou konvergenci.
Tvrzeni 4.2. Pro odhad }/%j(t) = (%)Iﬂ"kqi funkce spolehlivosti R;(t) = e~ i,
t >0, plati

\/ﬁ(ﬁj ~ Rj) —2 .7 na C([0, x0)),

n—oo

kde Z je Gaussovsky proces s EZ(t) =0 a cov(Z(s), Z(t)) = ste_)‘j(s“))\?/pj.

Dikaz. Uplatnime stejné argumenty jako [6]. Nejdiive se Taylorovymi rozvoji do-
pracujeme k procesu e‘Ajt\/ﬁ(%t— Ajt). Ten se od /n(R; — R;) lisi o ¢len, ktery
J

podle pravdépodobnosti konverguje k 0, a jeho kone¢nérozmérna rozdéleni konver-
guji k odpovidajicim rozdélenim Z. Ze Z je jeho limitou na C([0,c]), plyne po
ovéreni podminek tésnosti. O

5. BAYESOVSKA RIZIKA

Pri kvadratické ztratové funkci je bayesovskym rizikem bayesovského odhadu
stfedni hodnota aposteriorniho rozptylu odhadované veli¢iny. Aposteriorni rozptyl
v nasem piipadé zname, zbyva tedy spocitat stfedni hodnotu. Pro konkrétnost po-
¢itdme s prirozenou konjugovanou apriorni hustotou (3.1) (podobnym zpiisobem
bychom postupovali pii (3.2), (3.3), ¢i v pfipadé dalsich odhadd, viz [4]).

Pro nékteré z odhadt z Tvrzeni 3.1 umime bayesovské riziko explicitné spocitat,
jako piiklad zvolme ;.

Tvrzeni 5.1. Pri apriorni hustoté (3.1) je bayesovské riziko bayesovského odhadu

~ 1 gqi(g+1) _gi(g+1)1 1
5.1 BR); = J _ 9 - O<_)
(5-1) T n4+qg+1 a2 a? n+ n?

P — 00.
Diikaz. Vyuzijeme (nepodminéné) nezavislosti I; a W, znalosti rozdéleni 1/(W +
a) ~ (1/a)B(g,n) a podminéného (I; | p;) ~ Bi(n, p;),

q(q+1)
a?(n+q)(n+q+1)

. B "
BRA; =E(; + ¢;)(W +a) % = (nzj +q;)
]

Pro jiné odhady vsSak nejsme schopni bayesovské riziko explicitné vyjadrit, a proto
se uchylime k jeho asymptotickému rozvoji pro n — oco. Mame vyjadrit rozvoje
stfednich hodnot funkci veli¢in W/n a I;/n, kdyz W a I; jsou souc¢tem podminéné
nezavislych a stejné rozdélenych velic¢in. Praveé kvili podminéné nezavislosti je tfeba
postupovat opatrné. Nase rozvoje vyuzivaji tvrzeni z [5], zaloZena na rozvojich z [10],
viz Dodatek. R

Jako piiklad uvedme riziko odhadu 6.
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Tvrzeni 5.2. Pri apriorni hustoté (3.1) je bayesovské riziko bayesovského odhadu

@3 1, 1
BRY, = 50 — o= Ol

za predpokladu q; > 7.

Diikaz. Pro 0; s aposteriornim inverznim gama rozdélenim méame
(W +a)?

(I +a; —1)*(I; + 4 — 2)

kdyz I; + g; > 2. VyuZijeme opét nezavislosti W a I; a piseme

var(f; | W, I) =

~ 1
BRO; = — E(W + a)’>E gn(I;/n),
kde funkce g,, je dana vztahem

gn(@) = (@ + (¢ —1)/n) (@ +(q; —2)/n)"",  =€[01].

Prvni ze strednich hodnot nepiisobi vzhledem k prihodnému rozdéleni W + a pro-
blémy, ve druhé rozvijime pii daném p; kolem E(I;/n | p;) = pj. V Tvrzeni 7.1
pocitdme s ¢ = 1, k = 3, mame g,(z) < const - (¢; — 2)"3n3. Vidime, Ze g,(p;)
g5 (p;) a g, mna (p;/2,3p;/2) jsou pro vSechna n omezené nasobkem pj_g, resp.
pj_4 a pj_5. Pii g; > 7 jsou stfedni hodnoty Epé- prot = —7,...,8, Epj_?’p;- pro
1 = —1,0, Epj_4p§- proi = 0,1 a Epj_5p§ pro ¢ = 1,2 konecné a mizeme psat
Egn(Ij/n) = Egn(p;) + O(1/n), coz vede k vysledku

~ 1
BRO; = ~ EXTEp;° +0(1/n?)

_1 a? (¢—1)(g—2)(q—3) 1
n(g—1)(g—2) (qj—l)(qj—2)(qj—3)+0( )
O

—
v/

Jesté komplikovanéjsi je pfipad rizika odhadu R;(t), kde je t¥eba pouzit dalsich
Taylorovych rozvoji. Vysledkem je, Ze pro ¢ > 6 je mozno psat

BRR/j(\t) _ E{(l N W2_t|— a>(1j+Qj) B (1 N W:— a>2(fj+%')}

i o Li+a;
_ E(tze 2t(I;+q;)/(W+ )W) +O(1/n2)

1
= ﬁt2 Ee 2%p;A% 4+ 0(1/n?),

podrobnosti a rizika dalsich odhadi v [4].

6. CITLIVOST

Nakonec se podivame, jak je bayesovské riziko citlivé na nepfesnost predpokladu
o apriorni hustoté, jako priklad poslouzi odhad parametru A;. PouZzijeme-li misto
bayesovského odhadu A; jiny odhad Aj, je

BR; = E(\; — A;)? = BRA; + E(); — A;)2.
Maji-li rizika téchto odhadi rozvoje pro n — oo

~ c a 1
(61) BR,/\J = E—Fm—f—O(ﬁ), BR)\j =

Slo
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definujeme (dle [¢]) asymptotickou deficienci Xj vzhledem k Xj jako (b—a)/c.
Prikladem jiného odhadu mtize byt takové XJ, které bychom dostali jako bayesov-

sky odhad pii (nespravném) predpokladu, ze apriorni hustotou je (3.1) s parametry

CL ql, ceay Qk

Tvrzeni 6.1. Deficience odhadu Xj = (I;+q;)/(W+a) vzhledem ka je pri apriornt

hustoté (3.1)

q q+2 ~ ~ 1 q;
2 (g, — —922 "(g. — 0. —
" (QJ ) a (QJ %)(a a) "" q+1

(¢+2)(q+3)(a—a).

Dikaz. Rozdil koeficientii b — a v (6.1) ziskdme z rozvoje

5 % Y W(g; — @) — Ijla — @) + q;a — Ga\*
BR)\j—BR)\j:E(/\j—)\j)Q:E( ! ZWM)(WM)J 19

(W +a)(g; — qj) — Lj(a—a)\2 3
:E( TR ) +O(1/n)
1

= S B¢ —3)°N = 2(¢j — @) —D)p;N’ + (a —@)*pjA*] + O(1/n?),

kde jsme nakonec postupovali podobné jako v ditkazu Tvrzeni 5.1. Koeficient ¢ ¢teme
v (5.1). O

7. DODATEK

V dtikazu Tvrzeni 5.2 (i dale) bylo pro asymptotické rozvoje stiednich hodnot
pouzito tvrzeni z [5], které se hodi pro ndhodné veli¢iny s momenty omezenymi
mocninami stiedni hodnoty.

Tvrzeni 7.1. Necht nahodné veliciny Y1,Ys, ... jsou pii daném 6 nezdvislé a stejné
rozdélené, veliciny X,, = % Sor Y, n=1,2,..., maji hodnoty v intervalu A C R a
o = E[Y1|0] € A je kladné. Necht funkce g,: A — R, n € N, maji spojité derivace
radu (q+1) na My = (10/2,3p9/2) N A. Necht k > 0 je celé a pro momenty Y1 plati
E[]Y1j| 0] < S°1_ ciply s néjakymi konstantamicy,...,c; >0, j=1,...,q+6+142k
(kde 6 = 0 pro q liché a 6 = 1 pro q sudé). Jestlize existuje 0 < u < k a ddle pro
kazZdé 0 konstanty ag,aoe, a0, - - -,09+1,0 > 0 tak, Ze pro vSechnan € N

|9(J)(H9)|§aj9; .j:O:"'7Q7
95 ()] < ag1,e na My, lgn(@)] < aglz[*n®  na Mg =A \ My,

a jsou-li stredni hodnoty Eaguy proi=—(q+0+2k),...,q+ 0+ 142k a Eajou}
proi=j5—q—0,...,5+060 (j=0,...,q+ 1) konecné, pak

q (J)
Bn(Xa) = B3 F5 (00) B1(X — o) 6]+ OQ/n2) i o
Dikaz. Viz [5], Proposition 2.3. O
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