Verze 2002-04-04 Ref: in Robust 2002, Sbornik praci 12. zimni skoly JCMF (J. Antoch,
Michal Friesl G. Dohnal a J. Klaschka, eds.), JCMF, Praha, 2002, pp. 117-125.

PITMANOVO POROVNANI ODHADU

MICHAL FRIESL A JIRI REIF

ABSTRACT. The paper deals with the Pitman closeness criterion for a com-
parison of estimators. First, some general properties of the Pitman closeness
and its Bayesian version are recalled. Then, under this criterion, for a normal
linear model the least square estimator is compared with the restricted model
estimator and with pre-test estimators.

PE3IOME. ABTOpLI 3aHUMAIOTCA AJLTEPHATUBHLIM KPUTEPUEM IJIS CPABHEHU
olleHUBaTe e, KACAIOTCS HEKOTOPLIX cBo¥cTB Onu3octu [lurMmana u ero Oaiie-
COBCKOU aHajoruu. B HOpMaJILHONW JIMHEMHON MONEIN CPaBHUBAETCS OIEHUBA-
TeJb METOMOM HANMEHBLIINX KBAAPATOB C OIEHWBATEJIEM W3 MOAMONETU U MpPe-
TECT OICHUBATEJIEM.

1. Uvop

Préce Reif a Vicek (v tisku), jejiz zavéry byly prezentovany na minulém Robustu,
se zabyva optimalnimi pre-test odhady v regresi, pticemz odhady byly porovnavany
z hlediska st¥edni ¢tvercové chyby (MSE). V tomto pfispévku porovname odhady
regresnich parametrid metodou nejmensich ¢tverct z iplného modelu s analogickym
odhadem z chudsiho modelu a s pre-test odhadem pomoci Pitmanova kritéria.

P1i odhadovani parametru hleddme obvykle odhad, ktery je z néjakého hlediska
nejlepsi. Pitman (1937) navrhl ze dvou odhadi §; a d; redlného parametru 6 povazo-
vat za lepsi ten, ktery pravdépodobné bude lezet blize k odhadovanému parametru.
Definoval, Ze d; je blizsi (closer) odhad 6 nez do, kdyz

(1.1) Po(|01 — 0] < |02 — 0]) > 1/2 pro vSechna 6.

Cislo uvedené na levé strané nerovnosti (1.1) se pfitom nékdy (ponékud vagné)
nazyvé Pitmanovou mirou blizkosti (Pitman’s closeness/nearness measure). Timto
kritériem nestanovujeme méfitko pro kvalitu jednotlivych odhadu (jako je napf. mé-
fitko MSE), ale porovnévame dvojice odhadu. V knize Keating, Mason a Sen (1993)
je uvedena rada ptikladii, ve kterych ma Pitmanovo porovnani smysluplnéjsi vyznam
nez porovnani zalozené na MSE. Je napf. ziejmé, Ze ve srovnani s kritériem MSE
klade Pitmanovo porovnani mensi diiraz na velké odchylky vyskytujici se s malou
pravdépodobnosti a nevyzaduje existenci momentti odhadi.

Kritérium (1.1) je mozna pfili§ pfisné. Pro nékteré hodnoty 6 bychom mohli pfi-
pustit i rovnost s 1/2 a ostrou nerovnost mezi vzdalenostmi nahradit neostrou,
zvlasté hodlame-li navzajem porovnavat odhady, které se pri mnohych pozorova-
nich mohou shodovat (pfikladem jsou tzv. pre-test odhady, viz nize). Pouzivaji se
proto ruzné varianty porovnavajici pravdépodobnost z (1.1) s pravdépodobnosti,
Ze nastane opa¢na nerovnost. Napi. Saleh a Sen (1991), Nayak (1998) aj. uzivaji
nasledujici definici.

Tato prace vznikla za podpory vyzkumného zaméru MSM 235200001.
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Definice 1.1. Rekneme, Ze 61 je blizsi odhad 6 neZ 62, kdyz

(1.2) Py (|61 — 6] < 62 — 0]) 2 Po(|01 — 6] > |62 — 0]) pro vs. 0
s ostrou merovnosti alespon pro jedno 0. Rozdil pravdépodobnosti v (1.2)
(1.3) PCy(01,02) = Py(|61 — 0| < |52 — 0]) — Py (|61 — 0] > |02 — 0])
nazveme opravenou Pitmanovou mirou blizkosti.

Rizni autori odvozuji tvrzeni o tzv. nejblizsich odhadech, ale obvykle tento pojem
nedefinuji a rovnéz my prenechame tento krok c¢tenari. Misto absolutni hodnoty, tj.
misto ztratové funkce L(4,0) = | —6|, 1ze pouzit i jinou ztratovou funkci. Pitmanova
mira v8ak zrejmé vyjde stejné pro vSechny ztratové funkce, které jsou rostouci funkci
vzdalenosti mezi § a 6. V pripadé, ze nevime, s jakou ztratovou funkci pocitat, tuto
vlastnost ocenime.

Dokladem obnoveného zajmu o toto kritérium je, kromé rady dalsich ¢lank, spe-
cialni ¢islo ¢asopisu Communications in Statistics [3], které bylo celé tomuto kritériu
vénovano a obsahuje téz reedici ¢lanku Pitman (1937). Pitmanovym porovnanim od-
hadu se zabyva také monografie Keating, Mason a Sen (1993) a od jejiho vydéni vyslo
vice nez 50 praci, které Pitmanovo kritérium studuji nebo ho pouzivaji. O nékterych
znamych vlastnostech tohoto kritéria se zminime v ¢astech 2 a 3 tohoto prispévku,
¢ast 4 bude vénovana nasim vysledktim pii porovnani odhadd v regresi.

2. NEKTERE VLASTNOSTI

Prirozenou otazkou je, jak hledat nejblizsi odhad, tj. odhad, ktery bude blizsi
nez ostatni. P¥i tomto hledani se musime omezit jen na urcitou tfidu odhadi (napf.
na odhady invariantni vii¢i posunuti, zméné métitka nebo jinym transformacim),
protoze mezi vSemi odhady je nejblizsim jen spravna hodnota parametru. Pitman
(1937) napt. uvazoval, Ze nejblizsi odhad (ve smyslu (1.1)) bude funkci postacujici
statistiky 7, jeji medidn ozna¢me ¥ (0) = medy T'. Je-li ¢»(f) monotdénni, pak

medg ¢~ (T) = 6.

V disledku intuitivni pfedstavy, ze median je ,nejlepsi predpovédi“ (co do blizkosti)
pro budouci hodnotu statistiky, se 77 = 1 ~1(T) stava kandiddtem na nejblizsi odhad
0. Ptiznivé vlastnosti odhadu, jehoz medidnem je odhadovany parametr, prokazal
Pitman za pomoci nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.1. Jsou-li' Ty, a Ty spojité rozdélen€ veliciny, Ty s medidnem 0, a existuje-
li velicina Z (bud kladnd, nebo zdpornd) takovd, zZe Th a Z(To — T1) jsou nezavislé,
pak Ty je blizsim odhadem 6 neZ Ts.

Predpoklady tohoto tvrzeni l1ze zeslabit; k platnosti zavéru tvrzeni staci, aby byly
nezavislé jevy [17 > 6] a [T < T3], resp. [11 < 6] a [T > T3].

Pro problémy nejblizsiho invariantniho odhadu parametru méritka, resp. polohy,
se hodi pouzit uvedené tvrzeni se Z = 1/T; (pfedpoklad pak znamend nezavislost
Ty a Ty/Ty), resp. se Z =1 (11 a Ty — 11 nezéavislé). Pitman (1937) ukazuje apli-
kaci Tvrzeni 2.1 na prikladu normalniho, gama, exponencialniho ¢i rovnomérného
rozdéleni.

Mé&jme napt. ndhodny vybér X1, ..., X,, z normalniho rozdéleni N(u, 02) a odha-
dujme rozptyl o2 pii neznamé stiedni hodnoté u. Postacujici statistika

T = (n—1)s"/medx; 4,
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kde s? je vybérovy rozptyl, ma median o2. Kazdy jiny odhad 75 invariantni vzhledem
ke zméné méritka a polohy (tudiz s podilem 75 /77 nezavislym s 77) je horsi. Pii
znamé stfedni hodnoté u je takovym nejblizsim odhadem Y ,(X; — p)?/med x2.
Pokud jde o odhad stfedni hodnoty z X;,..., X, ~ N(u, 1), postacujici statistika
Ty = X mé median p a kazdy jiny odhad 75 invariantni viiéi posunuti (tudiz Tp — T
nezavislé s T1) je horsi, podobné pfi nezndmém rozptylu.

Pochézi-li vybér z gama rozdéleni G(1/60, m) se zndmym m, je nejblizsim odhadem
f invariantnim vicéi zméné méfitka

0 =2 ZXi/medxgnm.

Pro vybér z Exp(a, 1/0) uvadi Pitman (1937) odhady

h= 2) (X;— X))/medx3, , a a=Xq— YO -1)> (X - Xq))/n,
pro rovnomérné rozdéleni Ro(a — 60/2,a + 6/2) odhady
a=(Xay+Xw)/2, 0=(X@un) —Xu)/m,
kde m je fesenim rovnice nm" ! — (n — 1)m™ = 1/2.
Rada tvrzeni byla pozdéji odvozena pro medidnové nestranné odhady. P¥ipo-
menme, ze T se nazyva medianové nestranny odhad 0, kdyz Py(T < 0) = Py(T = 6).
Ghosh a Sen (1989) modifikuji Pitmanovu definici (1.1) tak, Ze obé nerovnosti uva-

zuji neostré, a dokazuji nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.2. Medidnové nestranny odhad Ty je blizsim odhadem 6 nez odhady tvaru
To =T1+ Z, kde Ty a Z jsou nezduvisle.

Pomoci predchoziho tvrzeni Ghosh a Sen podobné jako Pitman odvozuji nejblizsi
odhady (ve tfidé odhadt invariantnich vuéi pfislusnym transformacim) pro parame-
try polohy a pomoci obdobného tvrzeni také pro parametry méritka.

Vyjadfenim odhadii pro parametry polohy a méfitka se vénuje téz Nayak (1990)
pouzivajici Definici 1.1. Napriklad:

Tvrzeni 2.3. Nejblizsim invariantnim odhadem parametru polohy 0 € R z pozoro-
vani (X1, ..., X,) s hustotou f(x1—0,...,x,—0) pri libovolné ztrdtové funkci, kterd
jakozZto funkce rozdilu 6 — 6 nejprve klesa k hodnoté 0 pro 6 — 6 = 0, a pak roste, je
odhad

X, —medg—o(Xp | X1 — Xny oo, Xnnm1 — X))

V praci Nayak (1998) nasleduji tvary odhadi pro elipticky symetrické hustoty.

Tvrzeni 2.4. Ma-li (Xq,...,X,) elipticky symetrickou hustotu
flx1—0,...,0p —0)=h((x1—0,...,2, — 0)'B(x1 —0,...,2, — 0)),
pak nejblizsim invariantnim odhadem 6 pri ztrdatove funkci z Tvrzeni 2.3 je
D (XY bi)/ D by,
i j ij

kde b;; jsou prvky matice B.

Obdobna tvrzeni uvadi Nayak téz pro vicerozmérny parametr.

Pitmantv zptsob porovnani odhadt mé nékteré neptiznivé vlastnosti, jednou
z nich je jeho netranzitivita. Odhad §; mtze byt blizsi nez d2, d2 blizsi nez ds, a
pritom 03 blizsi nez 6;. Napi. pfi odhadu 6 z X ~ Ro(—0,96;1,16) je X blizsi nez
0,9|X|, dale 0,9|X]| je blizsi nez 3,2|X| a ten je blizsi nez X. Pokud ndm vsak jde
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o nejblizsi odhad a nachézime ho, nemusi nas tolik zajimat, jak se mezi sebou seradi
porazené odhady.

Vysledek Pitmanova porovnani je urcen sdruzenym rozdélenim dvojic odhad.
Mize se stat, ze dva odhady maji stejné (marginédlni) rozdéleni a presto jeden je
bliz$i nez druhy. Napt. pro X7, X nezavislé se stejnym Cauchyovym rozdélenim ma
pramér (X;+ X3)/2 opét totéz Cauchyovo rozdéleni a je blizsim odhadem parametru
polohy nez X; (Nayak (1998) navic ukézal, Ze pfi ndhodném vybéru X, Xo z rozdé-
leni s hustotou symetrickou kolem odhadovaného parametru polohy je (X; + X3)/2
nejbliz$im invariantnim odhadem).

3. BAYESOVSKY PRISTUP KE KRITERIU

Nepriznivym vlastnostem Pitmanova porovnani se lze vyhnout pouzitim bayesov-
ského pristupu k tomuto kritériu, ktery navrhli Ghosh a Sen (1991). Ti pro realny
parametr 6 predpoklddali apriorni rozdéleni 7 () a definovali prostfednictvim apo-
steriorniho rozdéleni, ze odhad J; je aposteriorné blizsim (posterior Pitman closer)
odhadem 6 nez odhad 42, pokud

(3.1) P(|0y —60| = |02 —0|| X) =21/2 pro vSechna X

a pro nékteré X je tato pravdépodobnost vétsi nez 1/2. Ukazali, Ze je-li §; median
aposteriorniho rozdéleni, §; = med(f | X), pak pro libovolny odhad d2 plati (3.1).
Jsou-li aposteriorni rozdéleni 7(0| X) spojita pro vSechna X, kritérium je tranzitivni.

Bose (1991) jejich definici upravil. Misto (3.1) pouzil rozdil aposteriornich prav-
dépodobnosti

PPC(31,8; | X) = P(15, — 6] < |32 — 6] | X) — P(|61 — 6] > |6, — 6] | X) 2 0

a ukdzal mimo jiné, Ze stejné rozdélené odhady jsou stejné preferovany. Bose (1998)
se dale zabyval tranzitivitou kritéria, nutnou a postacujici podminkou pro ni je jedno-
znac¢nost medianu aposteriorniho rozdéleni. V piipadé vektorového parametru 6 pra-
cuje s vicerozmérnym medidnem (m je vicerozmérny median Y, kdyz a’m = med a'Y’
pro vS. a). Pokud existuje a rozdéleni neni koncentrovino na pfimce, je dan jed-
nozna¢né. Aposteriorni median je nejbliz§im (pfi pouziti eukleidovské vzdalenosti)
odhadem. I ve vicerozmérném ptipadé jsou uvedeny nutné a postacujici podminky
pro tranzitivitu kritéria.

Uvedenim Pitmanova porovnani do pojmil teorie rozhodovani (Robert, Hwang a
Strawderman (1993) kritériu vytykali, Ze do ni nezapadd) se zabyval Rukhin (1996).
Ve zbytku odstavce se pokusime jeho koncepci popsat. Mnohé v teorii rozhodovani
zavisi jen na rozdilech rizikovych funkci Ry(dg) — Rg(d1), kde rizikova funkce od-
hadu ¢ je definovana jako Ry () = Eg L(0,0). Vyjdéme proto ze srovnavaciho rizika
(comparative risk)

(3.2) Ry (b0, 61) = Eo L(0, 60, 01),

kde L(0,dp,d1) je srovnévaci ztratova funkce vyjadiujici ztratu vzniklou z pouZiti
dp namisto 67 (¢im je vétsi, tim hife si dg vede ve srovnani s d;). Predpoklddejme
pritom konecénost (3.2) a symetrii Ry(dg, 1) = —Rg(d1,00).

Definujme pripustnost odhadu a bayesovsky odhad. Odhad &g je C-pripustny
(comparative admissible), kdyZ neexistuje lepsi, tj. Ry(dp,d) = 0 pro v8. 6§ implikuje
Ry(09,d) = 0. K Pitmanovu kritériu (se ztratovou funkci L(J,6)) se dostaneme
vhodnou volbou srovnavaci ztratové funkce. Pro

(33) L(0,50,51) = 81gn(L(50,9) — L((51,9))
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vychazi Rgy(do,01) = —PCp(do, d1). I kdyz vychézime ze srovnavaci ztratové funkce,
ktera je tranzitivni, tranzitivitu kritéria nemame zarucenu. Miize se také stat, ze
néktery neptipustny odhad neméa zadné pripustné zlepseni.

Pfi apriornim rozdéleni 7(6) nazveme odhad éy C-bayesovsky, kdyz

Sup/R9(50, 5)dm(0) =0 (tedy rovno 0).
é

C-bayesovsky odhad je C-pfipustny a naopak kazdy C-pfipustny odhad je (v jis-
tém smyslu) ,limitou“ C-bayesovskych. Pfi hledani C-bayesovského odhadu misto
klasického

argmin/L((S, 0)f(z|6)dr(#) mame argmin n}sax/L(é’, 0,01)f(z | 6)dm(0),

) k) 1

pricemz dosazenym minimem je 0. Pro redlny parametr 6 a ztratovou funkci L(J, 6),
ktera je pro kazdé § jakozto funkce 6 unimodalni, spojitd a ma minimum v 9, je
C-bayesovsky odhad dy pii (3.3) dén rovnosti

50 o
Fa10)ax(0) = [ sz |0)dx(o)
oo o
Dostavame tedy &g jako aposteriorni median a tento odhad nezavisi na konkrétni
volbé L(6,0) s uvedenymi vlastnostmi.

4. POROVNANI NEKTERYCH ODHADU V REGRESI

Zabyvejme se standardnim linedrnim modelem
(4.1) y=XpB+e

s k-slozkovym vektorem parametri 3, kde matice X méa plnou hodnost k a chybovy
vektor e ~ N,,(0,02I). Maximalné vérohodny odhad 3 (ktery je roven odhadu me-
todou nejmensich ¢étvercil) znaéme b = (X’X)~1X’y. Podobné jako pfi porovnani
pomoci stfedni ¢tvercové chyby také pri pouziti Pitmanova porovnani existuji blizsi
odhady nez b. Napt. Steinovy odhady

_ (y = X6)'(y = XP)
p = (1= (n— k+2)b’X’Xb>b

pii 0 < ¢ < 2(k — 1), k > 1 a ztratové funkci L(b,3) = (b — B)' X' X (b — ) jsou
dle prace Srivastava a Srivastava (1993) blizsi, a to asymptoticky, za predpokladu
konvergence X’'X/n ke koneéné nesinguldrni matici (pfipomindme, Ze pfi pouZziti
MSE plati totéz pti k > 2 a 0 < ¢ < 2(k — 2)). I ty lze déle zlepsit, jak ukazuji Tran
Van Hoa a Chaturvedi (1997) pfi o — 0.

Uvazujme nyni situaci, ve které mame podezieni, Ze v modelu (4.1) je vhodné
vynechat posledni regresor. Pisme X = (X;,23) a 8 = (01, 32), kde z2 je posledni
sloupec X a (35 posledni slozka 3, tedy

y=X101 +e", e’ = x93 +e.

Maximélné vérohodny odhad v modelu s omezenim (5 = 0 (tj. v podmodelu y =
X161 +e) je

b = (09),0),  kde b = (X1 X1) ' X1y.
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V praxi se obvykle voli mezi mezi odhady b° a b na zakladé testu hypotézy £2 = 0,
tj. pouziva se tzv. pre-test odhad
(4.2) bE = {bo el |T] <a,
b jeli|T| 2 a,

kde T je vhodna testovaci statistika (bude upfesnéna nize v Tvrzenich 4.3 a 4.4)
a a = 0 jeji kritickd hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti testu. V dalsim
uvedeme bez ditkazu nékteré vlastni vysledky pro Pitmanovo porovnani odhadu b
z ptivodniho modelu s odhadem b° z mensiho modelu a s pre-test odhadem b7,

Predpokladame ztratovou funkei ve tvaru L(b, 3) = (b—3)'Q(b—),kde Q@ = A’A
je pozitivné semidefinitni matice, A je libovolnd matice o k sloupcich. Podobné jako
v matici X odliSme v A posledni sloupec, A = (A1, az). Dale ozna¢me

c=(az — 2)'(az — 2), kde z = Ay (X X1) 1 X 2o,

d=0\/(az — 2)' Ay (X] X1) "1 4] (az — 2).

Lze ukézat, ze hodnoty konstant ¢ a d nezaviseji na volbé rozkladu Q = A’ A.

V pripadé regresni primky y; = 61 + B2x; +¢€;, 1 = 1,...,n, lze snadno interpreto-
vat vyznam konstant c a d. Poc¢itame-li s pfirozenou ztratovou funkci ) " (b1 +box; —
(B1+52xi))% jec = (z;—7)? ad = 0. Pii ztratové funkci (by +bazo— (81 +6220))?
je c = (w9 — 7)%, d = |z0 — Z|o/\/n.

Obecné pro (4.1) a nesingularni (tj. pozitivné definitni) matici Q je ¢ # 0. Casto je
d = 0, nap¥. pro ztratovou funkci s @ = X’ X (nebo také pro Q = I, kdyz 26 X; = 0).

V nésledujicim budou ® a ¢ znacit distribucni funkci a hustotu normalniho nor-
movaného rozdéleni, vy bude znacit posledni diagonalni prvek matice (X’'X)~1, by
bude posledni slozka vektoru b a s? standardné pouzivany nestranny odhad o?2.
Oznac¢me 7 parametr necentrality definovany predpisem

(4.3) n = Pa//varby = [Ba/\/02vs.

Uvedeme nejprve Pitmanovu miru blizkosti pro porovnani odhadu v© z chudsiho
modelu s odhadem b z Uplného modelu. Pripad ¢ = 0 je trivialni, nebot pak se
rovnaji uz hodnoty ztratovych funkci obou odhadti, odhady jsou tedy stejné dobré.

Tvrzeni 4.1. Je-lic#0 ad=0, pak
PC(60,5) = 3 — 48 ().

P1i zGzZeni parametrického prostoru na |n| < ug 75 = 0,773 je tedy odhad z men-
$tho modelu b blizsi nez b, p¥i || > ug 75 je tomu naopak. Neni tak zadny z odhad
blizsi nez druhy.

Tvrzeni 4.2. Je-lic#0 ad# 0, pak
PC;(b°,0) =2(R™ +R™) — 1,
kde

R* = /OOO @(602\25(2: + 277)>go(x +n)dz.

Odtud lze déle odvodit, Ze b° je blizsi pro |n| < n1 = ug 75, zatimco b je bliz
pro |n| = ny = 0,877, kde 75 je jediné kladné Feseni rovnice n + 2p(n) — 2n®(n) = 0.
Pro 1 € (11,72) mohou vyjit preference ve prospéch b° nebo ve prospéch b v zavis-
losti na volbé matice @), ktera urcuje ztratovou funkci. V tomto pripadé tedy dava
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Pitmanovo porovnani komplikovanéjsi vysledek nez porovnani pomoci MSE, nebot
MSE preferuje b° v oblasti || < 1 a b v oblasti || > 1.

Nakonec porovnidme maximélné vérohodny odhad b s pre-test odhadem b v pii-
padé dvou testovych statistik 7" volenych podle toho, zda rozptyl rozptyl chyb o?
zname ¢i ne. Abychom situaci zjednodusili, omezime se na p¥ipad d = 0, nebof pak
Pitmanovo porovnani nebude zaviset na volbé pozitivné semidefinitni matice Q).

Tvrzeni 4.3. Pric # 0, d = 0 a volbé testové statistiky T = by/v/02vy ve (4.2)
plati
PCs(bg ,b) = ga(|nl),
kde
() Pla+z)+Pla—xz)—4P(x)+1 proz <a/2,
€Tr) =
Ja Pla+x)—Pla—x)—2P(x)+1 prox=a/2.
Odtud plyne, ze pro a > 0 pre-test odhad bY je preferovan pted b pii || < n* a
odhad b je blizsi pii || > n*, kde n* je kladné ¢islo zavisejici jen na kritické hodnoté
testu a, pfi¢emz hodnota n* je mensi nez a/2 i nez ug 75.

Protoze b 1ze ztotoznit s pre-test odhadem s kritickou hodnotou a = 0, dostavame
odtud specidlng, ze ve t¥idé {b}'},>, neexistuje nejblizsi odhad £.

Tvrzeni 4.4. Proc#0,d=0 a T = by/\/svs je

PC4(B7 1) = / " Gua(in)(2) da

kde f(z) je hustota s/o ~ \/x*(n —k)/(n — k).

Odtud lze ziskat, ze pfi a > 0 je bY blizsl nez b pro n blizké k 0, pro |n| = ug 75
je tomu naopak. Piesn&j§i vyjadieni preferen¢nich oblasti pro pre-test odhad b. a
odhad b je v tomto pripadé obtizné, avsak z uvedeného je jasné, ze zaviseji pouze
na 7, kritické hodnoté a testové statistiky a poc¢tu stupnid volnosti n — k a plati
PCs(b7,b) — ga(ln]) pro n — k — ox.

Zabyvejme se nyni otazkou, kdy lze ve tiidé pre-test odhadt najit optimalni od-
hady ve smyslu bayesovského pristupu z odstavce 3. Abychom tvahy zjednodusili,
divejme se na o2 jako na pevny (zndmy nebo nezndmy) parametr a bayesovsky
pristup uplatnime pouze vzhledem k vektoru 3. Lze dokazat, ze misto apriorniho
rozdéleni vektoru (3 pak stac¢i pro tucely Pitmanova porovnani pre-test odhadt znat
pouze marginalni apriorni rozdéleni slozky (.

Domnivame se, ze bayesovsky pristup k pre-test odhadu vektoru § bude lépe
odpovidat realité, jestlize misto tradi¢niho spojitého apriorniho rozdéleni pouzijeme
kombinace spojitého rozdéleni s diskrétnim tak, aby apriorni pravdépodobnost jevu
B2 = 0 (tj. pravdépodobnost platnosti testované hypotézy) byla obecné nenulova,
viz napf. Griffiths a Dao (1980). Zvolme py € (0,1) a 02 > 0 a pfedpokladejme, Ze

apriorni rozdéleni slozky (2 méa distribuc¢ni funkci
(1 —po)®(z/02) pro xz < 0,
po+ (1 —po)®(z/0o2) proz = 0.

m@§@={

Diskuse existence aposteriorné nejblizsiho odhadu (3 mezi pre-test odhady je pak
pomeérné rozveétvena.
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Tvrzeni 4.5. Necht ¢ # 0, d = 0 a necht testovd statistika T v (4.2) je rovna
T = by /\/0?vy nebo T = ba/\/s?vq. Predpoklddejme, Ze vektor 3 md apriorni rozdé-
lent takové, Ze margindlni rozdéleni slozky Bs md vyse uwvedenou distribucni funkci
s parametry po € (0,1) a oo > 0. O aposteriorné nejblizsim pre-test odhadu (ktery
obecné nemust existovat) vektoru (3 ve t¥idé pre-test odhadii {br}o<,<oo, kde bE =1

a bl = b, plati ndsledugici.

(i) Je-li 02 < o2vy nebo je-li 03 = o

2v9 a pg > 0, pak aposteriorné nejblizsim

pre-test odhadem B je b, tj. odhad metodou nejmensich ctverci v chudsim
modelu.

(ii) Je-li 02 = 02vs a py = 0, pak viechny pre-test odhady (3 jsou z hlediska apo-

steriorni Pitmanovy miry blizkosti ekvivalentni.

(iii) Je-li 03 > 02vy a py = 0, pak aposteriorné nejblizsim pre-test odhadem f3 je b,

tj. odhad metodou nejmensich ctverciu v uplném modelu.

(iv) Je-li 03 > o?vy a pg > 0, pak:

10.

11.

12.
13.

14.

a) V pFipadé volby testové statistiky T = ba/+/s?va aposteriorné nejblizsi pre-
test odhad vektoru (3 neexistuje, protoze pro kazdé dvé rizné hodnoty ay, as
z mnoziny (0, 00) existuji vektory pozorovdani yi,ys takové, Ze

PPC(HY b2 |y1) >0 o  PPC(OY ,bE |42) <.

ay) 2 ay)? 2

b) V pripadé volby testové statistiky T = ba/\/0?vy existuje a € (0,00) ta-
kové, Ze bY je aposteriorné nejblizsim pre-test odhadem vektoru (3. Cislo
a je reSenim rovnice

1 — 2
NG Y (La>+2®<—a>—1:0,
1~ po V¥ oIt 2

-1/2

kde r = oo(0v2)
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