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ABSTRACT. Comments on pre-test estimation and a short review of shrinkage
estimation in the setting of classical linear regression models are presented.

1. Uvop
Jednoduchy regresni model ve tvaru primky
yi=Po+ bizite, i=1,...,n,

s neznamymi parametry 3y a 1 a ndhodnymi odchylkami e; nebo model s kvadra-
tickou zavislosti

Yi = Bo+ Bixi + Bl + e, i=1,...,n,

stejné jako model y; = By + frx; + P2z + €; se dvéma vysvétlujicimi proménnymi,
spadaji do teorie linearni regrese, kde linearitou je myslena linearni zavislost vysveét-
lované proménné na parametrech modelu. V pripadé nendhodnych vysvétlujicich
proménnych miizeme takovy model zapsat maticové ve tvaru

(1.1) y=XB+e,

kde X je znama pevna (nendhodna) matice typu n X p, p < m, u niz budeme pted-
pokladat hodnost p, 3 je vektor neznamych parametr a e je ndhodny vektor chyb.
Sloupce matice X se nazyvaji regresory. Budeme dale predpokladat, ze vektor e
spliiuje podminky

Ee=0 a cove=o0%l,,

kde o2 je neznamy kladny parametr. V piipadé, ze matice X nebude pevna, ale
jejimi prvky budou realizace néjakych nahodnych vysvétlujicich proménnych, budou
nase zavéry pravdivé pfi podminéni danymi hodnotami vysvétlujicich proménnych.

V domaéci literatufe je tento model podrobné studovan napf. v monografii [70] a
ucebnich textech [26], [27]. V tomto textu se zaméfime na popis nékterych odhadu
vektoru regresnich koeficientii 5. Nekladli jsme si za cil vytvorit pfehled ,,bez mezer*,
ale pouze doplnit nékteré informace k vyse uvedenym ceskym publikacim.

Nas plan je nasledujici. Po zavedeni zdkladnich pojmi v odst. 2 a kratkém pripo-
menuti nékterych vlastnosti odhadu metodou nejmensich étverctt (MNC) v odst. 3
se v dalsich dvou odstavcich zminime o tzv. pre-test odhadech, které se ¢asto pouzi-
vaji v praxi, a o odhadech Steinova typu (zkracenych a srazenych odhadech), které
jsou lepsi nez odhad MNC. Odhadiim parametru o2 se v tomto pojednani nebudeme
vénovat a odkazujeme ¢tenare napf. na [33] str. 18, popf. na [39] nebo [29].

Tato prace vznikla za podpory vyzkumného zaméru MSM 235200001.
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2. SROVNAVACI KRITERIA

Odchylku vektoru B od vektoru 8 v prostoru RP budeme mérit pomoci kvadratické
ztratové funkce

(2.1) Lw(8,8) = (8- B)W(3 - B),

kde W bude néjaka symetrickd nezdporné definitni matice typu p x p (¢tvercovou
matici budeme nazyvat nezaporné definitni, jestlize kvadraticka forma urcend touto
matici nabyva pouze nezapornych hodnot; v literatute se téz pouziva nazvu pozi-

tivné semidefinitni matice), a kvalitu odhadu 3 vektoru  budeme posuzovat pomoci
stfedni kvadratické chyby (v angl. mean square error) definované vztahem

-~

(2.2) MSEyw (3, 3) = E Lw (8. 3).

Vyraz (2.2), chapany jako funkci 3, budeme nazyvat rizikovou funkci. Nebude-li
pochybnost o tom, ktery vektor parametri odhadujeme pomoci B, budeme misto
(2.2) psat struénéji MSEy, 3.

Uvedme nejcastéjsi volby vahové matice WW. P¥i volbé jednotkové vahové matice
W = I, je ztratovad funkce kvadratem eukleidovské vzdalenosti 3 a B Pro tlohu
odhadu vektoru § v modelu (1.1) se vSak ¢astéji voli W = X’ X. Protoze plati

MSExx 3 =E(8 - 8)X'X(3 - 8) = B(XB — X8) (X} - XB),

je MSEx/ x B stfedni hodnotou kvadratu eukleidovské vzdalenosti vektoru ,vyrov-
nanych® hodnot X B a vektoru teoretickych regresnich hodnot X /.

Je-li £ € RP a chceme odhadovat parametrickou kombinaci /3, je vhodné volit
vahovou matici W = £¢', pro kterou pak plati

MSE (3, 3) = E(3 — )¢/ (B - 8) = E(('3 — (')

Definice 2.1. Necht B, B jsou dva odhady vektoru 3 € RP a W je symetrickd
nezdporné definitni matice typu p x p. Rekneme, Ze B dominuje 3 ve smyslu MSEy/,
jestlize pro vsechny 8 € RP plati MSEyy, B < MSEy 6 Plati-lv navic pro néktere (3
ostrd nerovnost, rekneme, Ze B ostre dominuge B ve smyslu MSEy .

Neéktefi autofi porovnavaji odhady vektoru [ pomoci maticové MSE.
Definice 2.2. Necht’aje odhad vektoru (3. Matici
MSE § = MSE(8, 8) = E(8 — 8)(5 - 8)'

budeme nazyvat maticovou stredni kvadratickou chybou.

Véta 2.3. Necht B a B jsou odhady vektoru 8 € RP a necht MSEB a MSEg jsou
jejich maticove stredni kvadratické chyby. Nasledujict podminky jsou ekvivalentns.

(i) Pro vSechny 3 € RP je matice MSEE — MSE@ nezaporné definitni.
(ii) Pro vsechny ¢ € RP a 3 € RP plati E(0'B — V'3)2 S EW'B — '3)2.
(iii) Pro wSechny symetrické nezdporné definitni matice W typu p X p odhad [
dominuge 3 ve smyslu MSEyw (viz def. 2.1).
Dikaz. Podminka (i) znamend, Ze pro kazdy vektor £ € RP a 3 € RP plati
¢'(MSE 3 — MSE 3)¢ > 0,
neboli podle definice MSE B a MSE B

(2.3) EL(B—B)(3—B)t—ELB-B)(B-p)L=0.
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Protoze soudiny E’(E -pB) = (5 —B)¢ a e’(B— B) = (B — B3)'¢ patii do R, je (2.3)
ekvivalentni (ii), tedy (i) je ekvivalentni (ii). Z téhoz divodu je (i) ekvivalentni
podmince, ze B dominuje 5 ve smyslu MSEyy pro vsechna ¢ € RP. Z této podminky
vSak plyne (iii), nebot kazda symetrickd matice W typu p X p lze vyjadiit ve tvaru
tzv. spektralniho rozkladu

W= Xp: Ailil),
=1

kde )\; jsou vlastni ¢isla matice W (a tedy A; = 0, je-li W nezdporné definitni) a ¢;
jsou odpovidajici vlastni vektory (napf. [70], str. 21-22). Opac¢na implikace plyne ze
skutecnosti, ze pro kazdé £ € RP je matice W = £{' symetrickd a nezdporné definitni;
symetrie je zfejma a pro kazdé v € RP plati v'0'v = (v'0)(('v) = (v'¢)?. O

Definice 2.4. Rekneme, Ze odhad B vektoru B dominuje odhadu B ve smyslu mati-
cové MSE, jestlize pro vsechna 3 € RP je splnéna nékterd z ekvivalentnich podminek
vety 2.3. Je-li T néjakd trida odhadiu vektoru (B a B € 7T je odhad, ktery dominuje
ve smyslu maticovée MSE kaZdému 5 € T, rekneme, Ze Bje nejlepsim odhadem v 7T .

Definice 2.5. Rekneme, Ze odhad B vektoru 3 je pripustny (resp. mepripustny) ve
smyslu MSEywy , jestlize neexistuje (resp. existuje) odhad vektoru 3, ktery ostie do-
minuje B ve smyslu MSEyw, (viz definice 2.1).

Hodnotit kvalitu odhadu jen podle hlediska, zda je ¢i neni pripustny ve smyslu
MSEy, neni vhodné. Lze napi. ukazat, ze je-li W symetrickd pozitivné definitni
matice, pak odhad ﬁ = 0 (popf. jiny konstantni odhad) je pfipustny ve smyslu
MSEy, zatimco (jak uvidime v odst. 5) odhad b poiizeny pomoci MNC pro p = 3
tuto vlastnost nema. Divodem pripustnosti odhadu B = 0 je skutecnost, ze pro 3 = 0
ma tento odhad nulovou MSEy, (3, B\) a zadny jiny odhad (zanedbdme-li zmény na
mnoziné miry 0) tuto vlastnost nema. Pro ||3|] — oo vS8ak MSEyw (/3,0) roste do
nekonecna, zatimco MSEy, (3, b) je konstantni. Z hlediska velikosti MSEy, (3, -) pro
3 ,nejméné piiznivé“ pro dany odhad je tedy MNC vyhodnéjsi nez B = 0; optimalni
z tohoto hlediska budou tzv. minimax odhady.

Definice 2.6. Necht T je néjakd tiida odhadi B a B* € T je odhad takovy, Ze pro
kazdé 3 € T plati

(2.4) sup MSEw (5, 5%) < sup MSEW(B,B).
BERP BERP

Pak rekneme, Ze * je minimax odhadem [ ve tridée T wve smyslu MSEy . Plati-li
(2.4) pro vSechny odhady B véetné tzv. zndhodnénych odhadi (pro definici zndhod-
néngch odhadi viz napr. [41], str. 37), tekneme, Ze 5* je minimaz odhadem [ ve
smyslu MSEyy .

Je ztejmé, Ze je-li * minimax odhadem [ a Bje odhad, ktery dominuje *, pak

-~

£ je rovnéz minimax odhadem [ (vSe ve smyslu MSEy, pro pevnou vahovou matici

V nékterych pripadech se provadi také porovnani odhad ve smyslu Pitmana,
viz napt. prehled [19] a citace v ném obsazené, které je definovano nésledujicim
zpusobem.
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Definice 2.7. Rekneme, Ze odhad B\ vektoru [ dominuje odhadu B v Pitmanove
smyslu pri ztrdtove funkci L, jestlize pro kaZdé B € RP plati

P(L(8,5) < L(B,B)) = P(L(B, B) > L(5, B)).

Dominance ve smyslu Pitmana neni obecné tranzitivni relaci.

3. VLASTNOSTI METODY NEJMENSIiCH CTVERCU

Nejpouzivanéjsi metodou odhadu vektoru  modelu (1.1) je metoda nejmensich
¢tverctt (MNC). Odhad 3 spocteny touto metodou budeme znacit b. Jak znadmo, je

(3.1) b= (X'X)"t X"y,

a tedy b je linearni odhad (vzhledem k y). Podle zndmé Gaussovy-Markovovy véty
jeb neglepsun odhadem [ ve tfidé nestrannych linearnich odhadi ve smyslu deﬁnlce
2.4 (odhad B vektoru 3 se nazyva nestranny, jestlize pro kazdé g € RP je E ﬁ B).
Pomérné jednoduchy pfimy dukaz véty lze najit v [26].

V ptipadé, ze vektor chyb mé norméalni rozdéleni, tj. e ~ N, (0,021,), je b nej-
lepsi dokonce ve tfidé vSech nestrannych (tedy i nelinedrnich) odhadd vektoru g.
Diikaz tohoto tvrzeni lze najit napi. v [59], str. 152. Dobré vlastnosti MNC v pii-
padé normality vektoru chyb e souvisi s tim, Ze v tomto piipadé odhad MNC je
také odhadem metodou maximalni vérohodnosti, viz napt. [26], str. 66. Pro jina
rozdéleni vSak (alespon v typickém piipadé) metoda maximéalni vérohodnosti ne-
splyva s MNC; napi. pro symetrické exponencialni rozdéleni odchylek vede metoda
maximalni vérohodnosti k minimalizaci sou¢tu absolutnich hodnot rezidui ([26] aj.).

Rao dokazal, ze dava-li MNC nejlepsi odhad ve tiidé nestrannych odhadt, pak za
jistych velmi obecnych predpoklad musi mit ndhodny vektor e normalni rozdéleni,
viz [51], str. 359. Pro nenorméalni rozdéleni chybového vektoru e mtize MNC posky-
tovat znac¢né horsi odhad nez jiné metody. Specidlnimi postupy, které se uplatnuji
v pripadé, Zze mame podezieni na nenormalitu vektoru e nebo na poruseni pfed-
pokladu cove = 021, se v tomto élanku zabyvat nebudeme a odkazujeme ¢tenafe
zejména na publikace [27], [70], [2] (odst. 2.8, 3.4.3. a 3.5.2.) a dale napf. na [1] nebo
monografii [54].

I v pripadé, ze klasické predpoklady o vektoru e a jeho normalita jsou splnény,
nemusi byt realizace MNC bez problémii. Na potiZe narazime napi. p¥i silné multi-
kolinearité regresorti, kdy sloupce regresni matice X maji blizko k linearni zavislosti,
viz [70], [25] a [26]. S vhodnymi numerickymi algoritmy pro MNC se ¢tenadf mtze
seznamit v [70], [2] odst. 2.7. a ndroény ¢tenaf napt. v [40].

Vsimnéme si jesté, za jakych podminek poskytuje MNC minimax odhad f.

Véta 3.1. Necht vdhova matice W wrcujici ztratovou funkci (2.1) je symetrickd
pozitivné definitni. Pak odhad MNC vektoru 3 je minimaz odhadem ve tridé vsech
linedarnich odhadu (B ve smyslu MSEyw, . Ma-li vektor chyb e normadlni rozdelent, pak
odhad MNC je minimaz odhadem (ve tiidé vsech odhadi 3) ve smyslu MSEyy .

Véta 3.1 je dobfe zndma pro ptipad W = I,,, viz napt. [32], str. 19-20. Obecny pii-
pad symetrické pozitivné definitni vdhové matice lze na tento ptripad transformovat
podle nésledujici poznamky.

Poznamka 3.2. Uvazujme model (1.1) a ztratovou funkci (2.1). UkdZeme, Ze vhod-
nou reparametrizact lze model prevést na pripad ortonormadlni regresni matice. Je-li
vahova matice W symetrickd pozitivné definitni, lze model transformovat tak, Ze
ztratovd funkce md v reparametrizovaném modelu jednotkovou vahovou matici. Je-li
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W = X'X, lze vhodnou linedrni transformact dosdhnout obou vlastnosti zdroven, tj.
ortonormalni regresni matice a jednotkové vahové matice.

Necht A je néjakd reguldrni matice typu p x p. Oznacme 0 = AB a Z = XA™1L.
Model (1.1) lze pak zapsat ve tvaru

(3.2) y=20+e.

Mezi odhady B vektoru (B a 0 vektoru 0 definujme vzdjemné jednoznacné prirazent

vatahem 0 = AB (tj. B = A_lg). Pak
Lw (8,8) = (6 —6)W (8 — ).
kde W = (A"YYW A=Y, Je-li matice W symetrickd nezdporné definitni, plati totés

o matici W. Vsimnéme si, Ze odhadu MNC vektoru 3 odpovidd pri vyse zminéném
jednoznacném prirazeni odhad MNC vektoru 6, nebot plati
(X'X)IX' = [(ZAY (ZA)] Y ZA) = (A'Z'ZA)"tA'Z
— A—l(Z/Z)—l(A/)—lA/Z/ — A_l(Z’Z)_lZ’.

Pro libovolnou symetrickou pozitivne definitni matici S existuje ctvercovd requ-
larni matice A takovd, Ze S = A’A (toto turzeni je dusledkem Véty 2.12 v [70] a
skutecnosti, Ze pozitivné definitni matice je reguldrni).

a) ProtoZze matice X md mazimdlni hodnost, je matice X' X symetrickd pozitivné

definitni a existuje requldrni matice A takovd, ze A’A = X'X. Pak pro Z =
XA~ plati

77 =ANX' XA =AY AAAT = (AT A = A4 =1,

b) Je-li vahovd matice W symetrickd pozitivné definitni, existuje requldrni matice

A takovd, Ze A’A =W. Pak
W=(A"YWA " = (AYAAA =1,

V poslednich 40 letech byly intenzivné studovany také vychylené (tj. nikoliv ne-
stranné) odhady vektoru (. Nékteré z nich pfi poctu regresortt p = 3 a normalité
vektoru e (¢asto i pro obecnéjsi chybovy vektor €) dominuji odhadu MNC ve smyslu
MSEw napi. pro vahovou matici W = X'X nebo W = I,,. Pouzijeme-li porovnéani
v Pitmanové smyslu pti ztratové funkci Lyy s pozitivné definitni matici W, lze se-
strojit odhad dominujici MNC jiz pii p = 2. Témto odhadtim se budeme vénovat
v odstavci 5. Jesté predtim se vSak zminime o jednom postupu bézné uzivaném
v praxi, ktery rovnéz vede k vychylenym odhadéim vektoru S.

4. PRE-TEST ODHADY

Soucasti regresni analyzy byva obvykle i vhodny vybér vysvétlujicich proménnych.
S touto problematikou se ¢tendf muize seznamit napf. v [25], [26] odst. 4.3, [27], [70],
[47], [33], ndrocnému ¢tenari doporucujeme [45], [7], [44], [68] a literaturu v nich
citovanou.

V tomto odstavci se budeme zabyvat nasledujicim v praxi béznym postupem.
Regresni matici X rozdélime na dvé ¢asti, X = (U,V). V ¢&asti U jsou regresory,
které v modelu urcité ponechame, nebot z néjakého duivodu jsme presvédceni o jejich
dilezitosti bez ohledu na pravé analyzovana data. Regresory umisténé v ¢asti V' pak
s ohledem na data bud v regresi ponechame, nebo je vSechny z modelu vytradime.

vvvvv

obtizné takové postupy obecné analyzovat.
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Uplny model mé tedy tvar
(4.1) y=XB+e=Ua+Vy+e,

kde o vektoru e budeme v tomto odstavci predpoklddat, ze ma norméalni rozdéleni
N, (0,021I,), a redukovany model m4 tvar

(4.2) y=Ua+e",

kde e* = Vy+e. V ptipadé volby modelu (4.1) odhadujme 3 pomoci MNC v iplném
modelu, tj. pomoci (3.1), v pfipadé volby modelu (4.2) odhadujme [ pomoci

b() = (CL/,O,...,O)/,

kde a = (U'U)"'U’y je odhad a pomoci MNC v modelu (4.2). Mezi modely se
budeme rozhodovat na zakladé statistiky F', kterd se standardné pouziva pfi testu
hypotézy v = 0 ([70], [26]). Celkové ma tedy odhad [ vektoru (3 tvar

B - b pro F i Fkrit
~|bo pro F < Figit,

kde Fi.it je kritickd hodnota pro zvolenou hladinu vyznamnosti, resp. obecnéji Fi.it
je néjaké nezaporné cislo nebo Fi,iy = co. V pripadé, ze matice V' ma pouze jeden
sloupec, a tedy v € R, se obvykle misto statistiky F' pouzije statistika |¢|, viz napf¥.
[70], str. 63.

Definice 4.1. Vyse popsany odhad B budeme nazyvat pre-test odhadem, zkrdcené
PTE (z angl. preliminary test estimator, pre-test estimator nebo pretest estimator,
vyjimecéné se pouZivd i ndazev testimator).

Prvnim, kdo analyzoval pre-test odhady dikladnéji z teoretického hlediska, byl
[32], [21], [43], [52] a citace v nich obsazené.

Necht W je néjaké symetrické pozitivné definitni matice. Na obr. 1 je zndzornéna
zévislost MSEw (8, 3) pre-test odhadu 3 prislugejiciho kritické hodnoté Fiyi, = ¢ na
tzv. parametru necentrality A, ktery je kvadratickou formou «y ([32]), pti kritickych
hodnotach ¢ =0, ¢ = o0 a ¢ € (0, 00).

Problémem volby kritické hodnoty Fi,;; tak, aby pfislusny PTE byl v jistém
smyslu optimélni, se zabyvala fada autortu ([55], [64], [32], [63], [53], [69], [52] aj.).
Neexistuje totiz zadné ¢ € [0, 00] takové, aby PTE s kritickou hodnotu Fi,i; = ¢
dominoval (ve smyslu MSEy ) ostatni PTE.

Popisme strucéné pristup, ktery k volbé ,optimalniho“ PTE zaujali Reif a Vicek
v nedavné publikaci [52]. Tito autofi se omezili na pfipad, kdy matice V mé je-
den sloupec, takze v € R. Zvazuje se tedy vyrazeni jednoho konkrétniho regresoru.
Protoze MSEw (53, B) zévisi na 3 pouze prostfednictvim slozky -, integrovali autori
tuto rizikovou funkci vzhledem ke v s vyuzitim néjaké vahové integrovatelné funkce
f(7), kterou mize byt napf. apriorni rozdéleni ~y. Lze tedy ¥ici, Ze kvalita PTE byla
méfena pomoci bayesovského rizika, které reprezentuje primérnou hodnotu MSEy,
vzhledem k urcitému rozdéleni slozky ~. Pritom byly uvazovany zobecnéné PTE,
které kombinovaly tplny model a redukovany model v zavislosti na tom, zda t € S
nebo t ¢ S,

B_ b proteS
bp prot¢sS,
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MSE

OBRAZEK 1. Zavislost MSEyw (3, B) pre-test odhadu B na parame-
tru necentrality A pfi riznych volbach kritické hodnoty Fiit = ¢

kde S je néjakd obecna méritelnd podmnozina R urcujici dany PTE. Pti takto po-
stavené tloze vzdy existuje nejlepsi zobecnény PTE.

Autory zajimalo, pro ktera rozdéleni f() se optimalni zobecnény PTE chova jako
tradi¢ni PTE v tom smyslu, ze mnozina S odpovidajici tomuto zobecnénému PTE
obsahuje okoli 00 a neobsahuje okoli 0. Vysledky lze shrnout nasledovné.

1. Existuji kladnd ¢isla 0 > o3 takova, ze ma-li f(y) pro v — +oo chvost

6781 nez norméalni rozdéleni s rozptylem o2 (resp. lehéi nez normalni rozdéleni
s rozptylem o3), pak pro velky pocet stupiiil volnosti je optimalni zobecnény
PTE pro velka t roven odhadu MNC v tplném modelu (resp. v redukovaném
modelu), tedy mnozina S charakterizujici optimalni zobecnény PTE obsahuje
(resp. neobsahuje) okoli +occ. Cisla 0? a 02 zavisi pouze na rozptylu posledni
slozky b.

2. Je-li apriorni rozdéleni v symetrické kolem 0 a ma velky (resp. maly) rozptyl,
pak optimélni zobecnény PTE je pro mald |t| roven odhadu MNC v plném
modelu (resp. v redukovaném modelu), tedy mnozina S pfislusna tomuto zo-
becnénému PTE neobsahuje (resp. obsahuje) okoli 0.

Kdybychom napft. pouzili pro v rovnomérné rozdéleni (nebo symetrické useknuté
normalni rozdéleni) se stfedni hodnotou 0 a velkym rozptylem, mélo by optimalni
rozhodovani (z hlediska minimalizace MSEy ) byt pro velky pocet stupiiti volnosti
opacné, nez je v praxi zvykem.

Pro nevlastni neuré¢itou apriorni hustotu f(v) = 1, v € R, byly tradi¢ni PTE
prislusné kritickym hodnotdm ¢ € [0, 00| porovnavany v préaci [64] a bylo zjisténo,
Zze optimalni hodnotou je pak ¢ = 0 odpovidajici pouziti jen odhadu MNC v tplném
modelu. Neurcité apriorni rozdéleni parametru v se vSak nehodi pro castou intuitivni
predstavu, Zze parametr v by mohl byt ,se zna¢nou pravdépodobnosti“ blizky k nule,
ktera prave inspirovala praktiky k pouzivani PTE.

Pre-test odhady, byt by byly voleny optimélné, nedavaji tak dobré vysledky z hle-
diska MSE x' x jako zkracené odhady, kterymi se budeme zabyvat v dalsim odstavci.
Vyhodou PTE vsak je, ze pripousti pouziti netplného modelu, takze vzorec miize
mit mensi pocet ¢lenti nez pii pouziti odhadt z nasledujiciho odstavce.
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5. ODHADY STEINOVA TYPU

V tomto odstavci se budeme zabyvat dosti obecnou tfidou odhadt s vyhodnymi
vlastnostmi, které budeme nazyvat zkracenymi ¢i srazenymi odhady nebo také od-
hady Steinova typu. V jistém ohledu jsou pfibuzné tzv. hiebenovym odhadim, se
kterymi se ¢tendf muze seznamit napf. v [25] odst. 19.5 a 19.6 nebo v [70] odst. 9.3.

Pokud nebude feceno jinak, budeme predpokladat, ze chybovy vektor e modelu
(1.1) m4 normalni rozdéleni N,,(0, 02 1,,).

Protoze v literature byly intenzivné studovany odhady vektoru stfednich hodnot
vicerozmérného normaéalniho rozdéleni, objasnime nejprve v nasledujicich poznam-
kéch, jakou maji souvislost s odhady vektoru 3 modelu (1.1).

Poznamka 5.1. Vsimnéme si, Ze specidlnim pripadem nasi ulohy je odhad stredni
hodnoty u € RP normdlniho rozdéleni N, (11, 0%1,) s nezndmou hodnotou o?; mdme-li
k dispozici nahodny vybér rozsahu k > 1, miuzZeme tuto ulohu interpretovat jako ulohu
odhadu parametri modelu (1.1) s nezndmym vektorem 3 = p a vhodnou ortogondlni
matici X typu (kp) X p takovou, Ze X'X = kI,. Odhad p metodou mazimdlni véro-
hodnosti pFitom odpovidd odhadu vektoru 3 pomoci MNC v odpovidajicim modelu

(1.1).

Poznamka 5.2. UkdZeme, jakym zpusobem lze pro ziskdni nékterych odhadi vek-
toru 3 modelu (1.1) vyuZit ilohy odhadu p rozdéleni N,(u,0%1,).

Necht A je konstantni requldrni matice typu p X p, kterd nezdvisi na nezndmijch
parametrech. Oznacéme

x = Ab,

kde b je odhad (3.1). Plati x ~ Np(u,X), kde p = AB a ¥ = o2 A(X'X) 1A', Je-li
i néjaky odhad p zaloZeny na pozorovdni x, pak pro odhad (3 vektoru (3 definovany
vetahem 3 = A~ plati

-~

MSEy (8,5) = MSEj; (u. ). kde W = (A~)y WA
Specidlné, MSEw (8,b) = MSEVT/(M,x).

Napt. pro vdhovou matici W = X'X miZeme volit requldrni matici A tak, Ze
A'A = X'X (jeji existenci jsme odivodnili jiz v pozn. 3.2). Pak podle édsti b)
pozn. 3.2 je

—~

W =1,
a dile A(X'X) 1A = A(AA)TTA = AAY (A 1A = 1, tedy
z ~ N,(c%1,).

Vyse popsand transformace umoznuje prendset vysledky o odhadech vektoru
zaloZené na x na vysledky (specidlnich) odhadi vektoru 8 modelu (1.1) zaloZengch
na b. Nalezneme-li odhad 11 vektoru p zaloZeny na pozorovdni x, ktery ve smyslu
MSE (ostre) dominuje odhadu x (coZ je mazimdlné vérohodny odhad i zaloZeny

na jednom pozorovdini ), pak B = A~17i je odhad (3, ktery ve smyslu MSEy, (ostre)
dominuge b. Podobné, je-li i = u(x) nepripustnym odhadem p ve smyslu MSEVT/’
pak B = A7 je nepripustngm odhadem 3 ve smyslu MSEyy.

Nevime vsak, zda pripustny odhad [t se popsanym zpusobem transformuje na pri-
pustny odhad E; vime pouze, Ze pak B nent ostre dominovan ve smyslu MSEw Zdd-
nym odhadem ve tvaru A~1(ji(Ab)), tedy Zddnym odhadem ve tvaru f(b), kde it a f
jsou funkce z RP do RP.
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Plati vsak, Ze je-li matice W (a tedy i W ) symetrickd pozitivné definitni a i je
minimaz odhadem i ve smyslu MSEﬁ/, pak B = A7 je minimaz odhadem (3 ve

smyslu MSEvw,, nebot pro libovolny odhad 5 vektoru (B s vyuZitim véty 3.1 a vyse
uwvedenych transformacnich vzorci dostdavame

Sup Lw(B,5) 2 sup Lw (6,b) = Sup L (pz) 2 sup IEAVADES sup L=(8.B).

Definice 5.3. (Zjednodusend terminologie za ucelem strucnosti dalsiho popisu.)

Necht’B je né&jaky odhad 3 v modelu (1.1). Rekneme, Ze odhad B vektoru [ je
lepst nez 5, jestlize B ostre dominugje B ve smyslu MSEx-x. Rekneme, Ze odhad
B\ je pripustny (resp. nepripustny), je-li pripustny (resp. mepFipustny) ve smyslu
MSEx-x. Rekneme, Ze odhad a je minimax odhadem, je-li minimax odhadem ve
smyslu MSE x/ x .

Analogickou terminologii budeme pouZivat pro odhady vektoru p normdlniho roz-
déleni Np(p, X) s tim, Ze odhady budou porovndvdny ve smyslu MSE; .

Protoze podle véty 3.1 je odhad MNC vektoru 8 modelu (1.1) minimax odhadem,
bude totéz platit i o kazdém lepsim odhadu.

Co se tyée piipustnosti odhadu MNC vektoru 3, neni odpovéd jednoznaéna. V této
souvislosti je vhodné si pripomenout, ze podle poznamky 3.2 se stac¢i omezit na
pripad ortogonalni regresni matice a jednotkové vadhové matice. V literatufe se bézné
uvadi tvrzeni, ze odhad vektoru stfednich hodnot p-rozmérného normalniho rozdéleni
metodou maximélni vérohodnosti je pro p < 2 pfipustny (napi. [5], str. 256), avsak
odtud bezprostiedné neplyne piipustnost odhadu MNC vektoru f3, viz poznamka
5.2. Tvrzeni o ptipustnosti odhadu MNC v modelu (1.1) pro p < 2 je uvedeno bez
dukazu v [32], str. 240.

V roce 1956 Stein [61] ukéazal, ze odhad stfedni hodnoty normalniho rozdéleni
metodou maximélni vérohodnosti je pii poctu slozek p = 3 nepfipustny. Explicitni
lepsi odhad zkonstruovali James a Stein [31] jednak pro pfipad nezavislych slozek
se znamym rozptylem, dale pro pfipad spole¢ného neznamého rozptylu nezavislych
slozek a rovnéz pro pripad zavislych slozek, kde rozptyl je odhadnut Wishartovou
matici.

Pokud jde o model (1.1), po vyuziti poznamky 5.2 miZzeme pro p = 3 psat
Jamesuv-Steintiv odhad (JS odhad) vektoru 5 ve tvaru

c(n — p)s?
(5.1) W = (1- =

2(p —2)

>b, kde 0<c<
n—p-+2

a s? je standardni nestranny odhad o2. JS odhad je tedy vhodnym nasobkem odhadu
MNC. Optimélni konstantou ¢ (z hlediska MSExx) je ¢ = (p—2)/(n —p+2). I pri
optimélnim ¢ je JS odhad neptipustny, lepsim odhadem je napft.

(PPJS) _ (1 _ c(n — p)52>+

(5.2) b = (1- o) o
kde A" znadl max{\,0}. Pro tento odhad, ktery se v anglickém jazyce nazyva
positive-part JS estimator, pouzijeme oznaceni PPJS odhad. Rovnéz PPJS odhad je
v8ak nepfipustny pfi libovolném ¢ ([32], [60]) a navic nelze ur¢it optimalni ¢, protoze
rizikové funkce se protinaji ([32], str. 211).

Vyhodnost pouziti JS odhadu v porovnani s MNC roste s poétem regresorti p
a také se snizujici se velikosti vektoru . Pro p = 10 a malé 8 muze byt stredni
kvadraticka chyba JS odhadu az 5krate mensi nez tataZ chyba odhadu MNC ([13]).



10 MICHAL FRIESL A JIRI REIF

MSE

odhad MNC

JS odhad

OBRAZEK 2. Zavislost MSEy/x (3, 8) na A = 3'X'X /o2 pro od-
had metodou nejmensich ¢tvercti a Jamestv-Steintiv odhad.

Odhady Steinova typu patfi mezi tzv. zkracené odhady (v angl. shrinkage esti-
mators, Cesky nazev zkrdcené odhady byl pouzit v [25]). Lze totiz ukazat, ze délka
vektoru (5.1) je s velkou pravdépodobnosti (u PPJS odhadu dokonce vzdy) nejvyse
rovna délce vektoru b. Podrobné informace o vyvoji odhadd tohoto typu mizeme
nalézt nap¥. v monografii [23] a pfehledovych ¢lancich [29] a [38]. Uvedme v pfiblizné
chronologicky sefazené posloupnosti nékteré prace vénované zkracenym odhadim.
Jde o struény vybér; napf. monografie [23] obsahuje vice nez 400 referenci, zna¢na
¢ast z nich se vsak vztahuje k pfipadu zndmého rozptylu nebo k p-rozmérnému nor-
malnimu rozdéleni s ur¢itym predpokladem o kovarianc¢ni matici. Na druhé strané
mnoho praci o zkracenych odhadech neni v seznamu literatury [23] uvedeno.

Ortogonalni linearni model s alespon tfemi regresory vysetfoval Sclove [56] a uvedl
tvar JS odhadu pro tento piipad. Navrhnul kombinovat odhad MNC s JS odhadem
podle viznamnosti jednotlivych slozek odhadu MNC. V élanku je také zminén PPJS
odhad.

Baranchik [4] (viz napt. Judge a Bock [32]) ukézal, ze PPJS odhad je lepsi nez JS
odhad. Efron a Morris [14] a [15] upozornuji, Ze ackoli mé JS odhad mensi stfedni
kvadratickou chybu nez odhad metodou maximélni vérohodnosti, jednotlivé slozky
¢asto tuto vlastnost nemaji. Navrhuji rovnéz kombinovat JS odhad s odhadem MNC.

Sclove, Morris a Radhakrishnan v r. 1972 zkonstruovali pre-test odhad Steinova
typu, ktery je lepsi nez standardni pre-test odhad (avSak neni lepsi nez MNC),
struény komentar k tomuto viz [32], str. 190. Zminény odhad v obecné podobé lze
charakterizovat jako ,srazeni“ odhadu MNC smérem k uréitému pevnému hypote-
tickému vektoru regresnich koeficientti a obecné tedy nemusi jit o zkracovani odhadu
MNC (zakladni informace o principu srazeni k nenulovému vektoru lze najit také
v monografiich [41], [33] a [59]). V konkrétnim ptikladé, ktery byl vySetfovan si-
mulaci, byl zisk pre-test odhadu Steinova typu v porovnani s tradi¢nim pre-test
odhadem pro bézné pouzivané hladiny vyznamnosti maly ([32], str. 214).

Baranchik se zabyval JS odhady v kontextu linearni regrese se stochastickou ma-
tici X a dokazal, ze maximalné vérohodny odhad za predpokladu sdruzené normality
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1ze pro p 2 3 zlepsit, viz [32], kap. 12. Efron [13] udava zkraceny odhad stfedni hod-
noty p jednorozmérného normalniho rozdéleni N(pu, 1) na zakladé jednoho pozorovani
x a tvrdi, ze je v Pitmanové smyslu lepsi nez maximalné vérohodny odhad (tedy nez
x), pficemz za ztratovou funkci je mozno volit libovolnou rostouci funkci argumentu
|lt — p]. Efron své tvrzeni nedokazuje. Jeho odhad je uvadén téz v [58] a porovnavan
s jinymi odhady v kontextu linearniho regresniho modelu. Efrontiv vzorec ma tvar

(5.3) ") =z — h(x),

kde h(z) je lichd funkce, ktera je pro = 0 definovana vztahem
1
h(z) = 3 min{z, ®(—x)} (P je distribuéni funkce N(0,1)).

Bock ukézal, Ze je-li stopa matice (X’X)~! mensi nebo rovna dvojnasobku nej-
vétsiho vlastniho ¢isla téze matice, pak pro zddnou volbu konstanty ¢ ve vzorci (5.1)
neni JS odhad minimax odhadem ve smyslu MSE; a tedy JS odhad nedominuje
odhad MNC ve smyslu MSE; , viz [32], str. 243, dalsi informace k tomuto jsou v [33],
str. 923-924.

Odhad, ktery ostie dominuje odhadu MNC ve smyslu MSEy, kde W je libovolna
(pevné zvolend) symetricka pozitivné definitni matice, lze odvodit z vysledku Ber-
gera. Bergertv odhad, ktery byl ptivodné odvozen pro normalni rozdéleni se zndmym
rozptylem, byl upraven do kontextu regresniho modelu (1.1) s nezndmym o2 v mo-
nografii [32], str. 250-251, a jeho dominance odhadu MNC byla dokizana tamtéz
pro kvadratickou ztatovou funkci s jednotkovou vahovou matici. Pouzijeme-li line-
arni transformaci podle poznadmky 3.2, mtzeme pro p = 3 sestavit analogicky odhad
dominujici MNC i pro piipad obecné symetrické pozitivné definitni vahové matice
W. Vysledny odhad Steinova typu, ktery budeme nazyvat BS odhadem, mé pak
tvar

BS c(n —p)s® 1y 2(p —2)

(5.4) bEBS) = (Ip — oV X X)b, kde 0<e< =,
Vsimnéme si, Zze JS odhad obdrzime jako zvlastni pripad tohoto odhadu, zvolime-
li vAhovou matici W = X’X. Optimalni konstantou ¢ (z hlediska MSEy/ ) je ¢ =
(p —2)/(n —p+2). Je zde tedy analogie s JS odhadem. Dale uvazujme BS odhad
(5.4) jen pro jednotkovou vahovou matici W = I,. VSimnéme si, ze je-li matice
X ortogonalni, pak BS odhad je tvaru b®S) = Db pro jistou diagonalni matici
D = diag{ds,...,d,}. ,Positive-part variantu“ BS odhadu (PPBS) Ize pak definovat
jako D*b, kde Dt = diag{d{,...,d}}. V monografii [32] bylo metodou Monte-
Carlo porovnano 9 variant odhadu Steinova typu pro dvé rizné ortogonalni matice
X s p =5 regresory. V souladu s teoretickymi vysledky vSechny uvazované odhady
vyrazné piedéily odhad MNC, aviak nebylo mozné uréit jednoznaéného vitéze, nebot
rizikové funkce (2.2) se v oboru parametri (3 casto kiizily. Odhad PPJS byl jen
o malo lepsi nez JS, avSsak odhad PPBS byl podstatné lepsi nez BS. Zatimco pro
pripad nezndmého rozptylu a nepfili§ velkého n nebyl mezi odhady PPJS a PPBS
velky rozdil, pro ptipad zndmé rozptylové matice bylo mozno z téchto dvou odhadi
povazovat PPBS za zna¢né lepsi pro malé ||3]| a jen nepatrné horsi pro velka ||3]].

Pokrac¢ujme ve struéném piehledu dalsich praci. Efron a Morris [16] prezentuji
intuitivni vyklad JS odhadu. Zkracené odhady z bayesovského pohledu popisuje
Vinod [66] v pfehledném ¢lanku s rozsadhlou bibliografii. Draper a Van Nostrand [12]
poskytuji prehled literatury o zkracenych odhadech dostupné v té dobé, ¢itajici 77
odkaz.



12 MICHAL FRIESL A JIRI REIF

Odhad regresnich koeficientii Steinova typu byl uplatnén v USA na data o pfi-
jmech pfi nedplném statistickém Setfeni v r. 1970 ([17]) a bylo ukazano, ze vysledné
odhady maji mensi priimérnou chybu nez tradi¢cni odhady.

Ullah, Srivastava a Chandra [65] uvazuji obecnou tfidu zkracenych odhadi za-
hrnujici také JS odhad a odvozuji podminky, za ktergch jsou lepsi nez MNC, kdyz
u rozdéleni chyb se predpoklada jen konecnost ¢tvrtého momentu. Mittelhammer
[46] a pozdéji téz Ohtani [48] ukazuji, ze v pfipadé Spatné uréeného regresniho mo-
delu JS odhad nedominuje MNC. Judge a kol. [33] objastiuji pro odhady Steinova
typu fadu ruznych souvislosti s aktudlnimi referencemi. Ghosh a kol. [20] v pre-test
odhadu kombinuji JS odhad a odhad MNC, viz téz [33].

Nékteré prace se zabyvaji hodnocenim zkracenych odhad@i pomoci Pitmanova
kritéria (viz def. 2.7). Keating a Czitrom [34] ukézali, Ze i pii porovnani pomoci
Pitmanova kritéria se ztratovou funkci Lx/x je JS odhad lepsi nez odhad MNC.
Rovnéz Sen, Kubokawa a Saleh [58] se zabyvaji Steinovym principem v kontextu
Pitmanova kritéria a pouzivaji kvadratickou ztratovou funkci s obecnou pozitivné
definitni vdhovou matici W. Z jejich vysledk plyne, Ze je-li p = 2, pak odhad

as - (P—1)Bp+1)

5.5 (I . W 1X’X) b, kde 0<a<
(5.5) P X' XW-1X'Xb © == 2p
dominuje odhadu MNC v Pitmanové smyslu pii ztratové funkci (2.1). Pozoruhodné
je, ze vysledek plati jiz pro p = 2, takze umoziuje zlepsit odhad MNC (v Pitmanové
smyslu) jiz pro regresni pfimku (pfipominame, ze Efrontiv odhad (5.3) umoziiuje pii
zndmém parametru o2 zlepsit v Pitmanové smyslu metodu maximalni vérohodnosti
také pro p = 1). Odhad (5.5) 1ze jesté déle v uvedeném smyslu zlepsit jeho ,,positive-
part verzi“ ([58]), kterd ma tvar
< min{as?, b’ X' Xb}

Py X' XW-1X/Xb
Ctenaf si miize povsimnout, ze pro a = c(n — p) splyva odhad (5.5) s BS odhadem
(5.4) a je-li navic W = X'X, splyva odhad (5.5) také s JS odhadem a odhad (5.6)
s PPJS odhadem, pokud ovsem konstanty a, ¢ vyhovuji pfislusnym rozmezim.

2

Y

(5.6) W—1X’X> b.

Miller [45] se zabyvéa JS odhady v regresnim modelu z pohledu volby vysvétluji-
cich proménnych. Zdtraziuje, ze MNC ¢&asto dava prilis velké odhady, s ¢imz se lze
vypotadat pomoci zkrdcenych odhadi. Carter a kol. [8] dochazeji k zavéru, ze MNC

vevs

vevs

predpovédi zalozené na zkracenych odhadech a metodou Monte-Carlo je porovna-
vaji s jinymi metodami. Brandwein a Strawderman [6] zobectiuji teorii zkrécenych
odhadt pro sféricky symetrickd rozdéleni a uvazuji kvadratické a konkévni ztratové
funkce.

Ki [35] se blize zabyva odhadem Steinova typu, ktery navrhnul v r. 1986 Georg a
ktery srazi odhad smérem k nékolika ,apriornim podprostorim® zaroven. Na redl-
nych i simulovanych datech ukazuje, ze tento odhad dava obvykle lepsi predpovédi
nez krokova regrese. Guo a Pal [24] definuji posloupnost odhadi (niZe se na né bu-
deme odkazovat jako na odhady GP;) se snizujici se stfedni kvadratickou chybou,
které jsou lepsi nez JS odhad a na rozdil od PPJS odhadu jsou hladké, a dale ne-
hladky odhad, ktery je jesté lepsi. Kritické zhodnoceni zkracenych odhadi podava
Hill [28]. Hwang a Ullah [30] porovnévaji konfiden¢ni mnoziny pro parametry linear-
niho regresniho modelu se stiedy rovnymi JS odhadu a odhadu MNC. Prvni varianta
vychézi z porovnani lépe.
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Kim a Hill [36] uvadéji verzi PPJS odhadu v nelinedrnim modelu s mensi stfedni
kvadratickou chybou, nez méa maximélné vérohodny odhad a pre-test odhad pri
kvadratické ztratové funkci, jejiz vdhova matice je rovna informacni matici. Uvazuji
téz jednotkovou véhovou matici a nékteré dalsi. Vinod a Srivastava [67] vySetiuji
jistou t¥idu odhadi (double k class estimators) a uvadéji podminky, kdy jsou lepsi
nez JS odhad vzhledem k MSE; a MSE x-x; chyby nemuseji mit normalni rozdéleni.
Vysledky se ¢astecéné opiraji o simula¢ni porovnani. Giri v knize [22] popisuje odhady
Steinova typu a méa fadu referenci.

Cellier, Fourdrinier a Robert [9] a Cellier a Fourdrinier [10] prezentuji robustni
odhad Steinova typu, ktery je lepsi nez maximalné vérohodny odhad jak v pripadé
normalniho rozdéleni, tak i pro Sirokou tfidu nenormalnich rozdéleni. Obecné vzorce
pro momenty parametrickych funkci JS odhadu a PPJS odhadu odvozuji Ohtani
a Kozumi [49]. Uvadéji postacujici podminku pro to, aby parametrické funkce JS
odhadu dominovaly funkcim odvozenym z odhadu MNC (obecné takové dominance
neplati).

Kubokawa [37] navrhl specidlni odhad stfedni hodnoty p-rozmérného normalniho
rozdéleni a ukazal, Ze je lepsi nez JS odhad. Navic dokazoval, Ze jeho odhad je pii-
pustny, dikaz vSak obsahuje chybu, kterou opravili az Lin a Pal [42]. Pal a Chano
[50] srovnavaji tento Kubokawtiv odhad (K odhad) s odhady JS, PPJS, s vySe zmi-
nénymi odhady GP; a se Strawdermanovym odhadem jak pro normaélni rozdéleni,
tak pro vicerozmérné t-rozdéleni chyb. Ukazuji, Ze i pro t-rozdéleni jsou JS odhad a
K odhad lepsi nez metoda maximalni vérohodnosti. Pro normalni rozdéleni vyjadiuji
rizikové funkce ve tvaru fad a ukazuji, Ze mezi odhady PPJS, GP; a K neni jasny
vitéz, vSechny jsou vsak lepsi nez JS odhad.

Shao a Strawderman [60] uvedli pro pfipad zndmé rozptylové matice odhad stfedni
hodnoty normalniho rozdéleni, ktery je lepsi nez PPJS odhad, a Sugiura a Takagi [62]
rozsitili jejich vysledek na pripad, kdy rozptylova matice neni zndma. DasGupta a
Sinha [11] pracovali s obecnymi ztratovymi funkcemi a navrhli pro stfedni hodnotu
vicerozmérného normalniho rozdéleni odhady Steinova typu. Napf. pro zkraceny
odhad navrzeny pro ztratovou funkci rovnajici se souctu absolutnich hodnot odchylek
dokazali jeho dominanci nad JS odhadem a maximalné vérohodnym odhadem.

Zavérem je mozno Fici, ze odhady Steinova typu prokazaly v mnoha studiich své
vyhodné vlastnosti a proto nelze pochybovat o tom, Ze si v budoucnu najdou svoje
misto i v praxi.
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