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Abstract. Comments on pre-test estimation and a short review of shrinkage
estimation in the setting of classical linear regression models are presented.

1. Úvod

Jednoduchý regresní model ve tvaru přímky

yi = β0 + β1xi + ei, i = 1, . . . , n,

s neznámými parametry β0 a β1 a náhodnými odchylkami ei nebo model s kvadra-
tickou závislostí

yi = β0 + β1xi + β2x
2
i + ei, i = 1, . . . , n,

stejně jako model yi = β0 + β1xi + β2zi + ei se dvěma vysvětlujícími proměnnými,
spadají do teorie lineární regrese, kde linearitou je myšlena lineární závislost vysvět-
lované proměnné na parametrech modelu. V případě nenáhodných vysvětlujících
proměnných můžeme takový model zapsat maticově ve tvaru

y = Xβ + e,(1.1)

kde X je známá pevná (nenáhodná) matice typu n× p, p < n, u níž budeme před-
pokládat hodnost p, β je vektor neznámých parametrů a e je náhodný vektor chyb.
Sloupce matice X se nazývají regresory. Budeme dále předpokládat, že vektor e
splňuje podmínky

E e = 0 a cov e = σ2In,

kde σ2 je neznámý kladný parametr. V případě, že matice X nebude pevná, ale
jejími prvky budou realizace nějakých náhodných vysvětlujících proměnných, budou
naše závěry pravdivé při podmínění danými hodnotami vysvětlujících proměnných.
V domácí literatuře je tento model podrobně studován např. v monografii [70] a

učebních textech [26], [27]. V tomto textu se zaměříme na popis některých odhadů
vektoru regresních koeficientů β. Nekladli jsme si za cíl vytvořit přehled „bez mezerÿ,
ale pouze doplnit některé informace k výše uvedeným českým publikacím.
Náš plán je následující. Po zavedení základních pojmů v odst. 2 a krátkém připo-

menutí některých vlastností odhadu metodou nejmenších čtverců (MNČ) v odst. 3
se v dalších dvou odstavcích zmíníme o tzv. pre-test odhadech, které se často použí-
vají v praxi, a o odhadech Steinova typu (zkrácených a sražených odhadech), které
jsou lepší než odhad MNČ. Odhadům parametru σ2 se v tomto pojednání nebudeme
věnovat a odkazujeme čtenáře např. na [33] str. 18, popř. na [39] nebo [29].

Tato práce vznikla za podpory výzkumného záměru MSM 235200001.
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2. Srovnávací kritéria

Odchylku vektoru β̂ od vektoru β v prostoru Rp budeme měřit pomocí kvadratické
ztrátové funkce

LW (β, β̂) = (β̂ − β)′W (β̂ − β),(2.1)

kde W bude nějaká symetrická nezáporně definitní matice typu p × p (čtvercovou
matici budeme nazývat nezáporně definitní, jestliže kvadratická forma určená touto
maticí nabývá pouze nezáporných hodnot; v literatuře se též používá názvu pozi-
tivně semidefinitní matice), a kvalitu odhadu β̂ vektoru β budeme posuzovat pomocí
střední kvadratické chyby (v angl. mean square error) definované vztahem

MSEW (β, β̂) = ELW (β, β̂).(2.2)

Výraz (2.2), chápaný jako funkci β, budeme nazývat rizikovou funkcí. Nebude-li
pochybnost o tom, který vektor parametrů odhadujeme pomocí β̂, budeme místo
(2.2) psát stručněji MSEW β̂.
Uveďme nejčastější volby váhové matice W . Při volbě jednotkové váhové matice

W = Ip je ztrátová funkce kvadrátem eukleidovské vzdálenosti β a β̂. Pro úlohu
odhadu vektoru β v modelu (1.1) se však častěji volí W = X ′X. Protože platí

MSEX′X β̂ = E(β̂ − β)′X ′X(β̂ − β) = E(Xβ̂ −Xβ)′(Xβ̂ −Xβ),

je MSEX′X β̂ střední hodnotou kvadrátu eukleidovské vzdálenosti vektoru „vyrov-
nanýchÿ hodnot Xβ̂ a vektoru teoretických regresních hodnot Xβ.
Je-li ` ∈ Rp a chceme odhadovat parametrickou kombinaci `′β, je vhodné volit

váhovou matici W = ``′, pro kterou pak platí

MSE``′(β, β̂) = E(β̂ − β)′``′(β̂ − β) = E(`′β̂ − `′β)2.

Definice 2.1. Nechť β̂, β̃ jsou dva odhady vektoru β ∈ Rp a W je symetrická
nezáporně definitní matice typu p×p. Řekneme, že β̂ dominuje β̃ ve smyslu MSEW ,
jestliže pro všechny β ∈ Rp platí MSEW β̂ 5 MSEW β̃. Platí-li navíc pro některé β

ostrá nerovnost, řekneme, že β̂ ostře dominuje β̃ ve smyslu MSEW .

Někteří autoři porovnávají odhady vektoru β pomocí maticové MSE.

Definice 2.2. Nechť β̂ je odhad vektoru β. Matici

MSE β̂ = MSE(β, β̂) = E(β̂ − β)(β̂ − β)′

budeme nazývat maticovou střední kvadratickou chybou.

Věta 2.3. Nechť β̂ a β̃ jsou odhady vektoru β ∈ Rp a nechť MSE β̂ a MSE β̃ jsou
jejich maticové střední kvadratické chyby. Následující podmínky jsou ekvivalentní.

(i) Pro všechny β ∈ Rp je matice MSE β̃ −MSE β̂ nezáporně definitní.
(ii) Pro všechny ` ∈ Rp a β ∈ Rp platí E(`′β̂ − `′β)2 5 E(`′β̃ − `′β)2.
(iii) Pro všechny symetrické nezáporně definitní matice W typu p × p odhad β̂

dominuje β̃ ve smyslu MSEW (viz def. 2.1).

Důkaz. Podmínka (i) znamená, že pro každý vektor ` ∈ Rp a β ∈ Rp platí

`′(MSE β̃ −MSE β̂)` = 0,

neboli podle definice MSE β̃ a MSE β̂

E `′(β̃ − β)(β̃ − β)′`− E `′(β̂ − β)(β̂ − β)′` = 0.(2.3)
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Protože součiny `′(β̃ − β) = (β̃ − β)′` a `′(β̂ − β) = (β̂ − β)′` patří do R, je (2.3)
ekvivalentní (ii), tedy (i) je ekvivalentní (ii). Z téhož důvodu je (i) ekvivalentní
podmínce, že β̂ dominuje β̃ ve smyslu MSE``′ pro všechna ` ∈ Rp. Z této podmínky
však plyne (iii), neboť každá symetrická matice W typu p× p lze vyjádřit ve tvaru
tzv. spektrálního rozkladu

W =
p∑

i=1

λi`i`
′
i,

kde λi jsou vlastní čísla matice W (a tedy λi = 0, je-li W nezáporně definitní) a `i

jsou odpovídající vlastní vektory (např. [70], str. 21–22). Opačná implikace plyne ze
skutečnosti, že pro každé ` ∈ Rp je maticeW = ``′ symetrická a nezáporně definitní;
symetrie je zřejmá a pro každé v ∈ Rp platí v′``′v = (v′`)(`′v) = (v′`)2.

Definice 2.4. Řekneme, že odhad β̂ vektoru β dominuje odhadu β̃ ve smyslu mati-
cové MSE, jestliže pro všechna β ∈ Rp je splněna některá z ekvivalentních podmínek
věty 2.3. Je-li T nějaká třída odhadů vektoru β a β̂ ∈ T je odhad, který dominuje
ve smyslu maticové MSE každému β̃ ∈ T , řekneme, že β̂ je nejlepším odhadem v T .

Definice 2.5. Řekneme, že odhad β̂ vektoru β je přípustný (resp. nepřípustný) ve
smyslu MSEW , jestliže neexistuje (resp. existuje) odhad vektoru β, který ostře do-
minuje β̂ ve smyslu MSEW (viz definice 2.1).

Hodnotit kvalitu odhadu jen podle hlediska, zda je či není přípustný ve smyslu
MSEW , není vhodné. Lze např. ukázat, že je-li W symetrická pozitivně definitní
matice, pak odhad β̂ ≡ 0 (popř. jiný konstantní odhad) je přípustný ve smyslu
MSEW , zatímco (jak uvidíme v odst. 5) odhad b pořízený pomocí MNČ pro p = 3
tuto vlastnost nemá. Důvodem přípustnosti odhadu β̂ ≡ 0 je skutečnost, že pro β = 0
má tento odhad nulovou MSEW (β, β̂) a žádný jiný odhad (zanedbáme-li změny na
množině míry 0) tuto vlastnost nemá. Pro ‖β‖ → ∞ však MSEW (β, 0) roste do
nekonečna, zatímco MSEW (β, b) je konstantní. Z hlediska velikosti MSEW (β, ·) pro
β „nejméně příznivéÿ pro daný odhad je tedy MNČ výhodnější než β̂ ≡ 0; optimální
z tohoto hlediska budou tzv. minimax odhady.

Definice 2.6. Nechť T je nějaká třída odhadů β a β∗ ∈ T je odhad takový, že pro
každé β̂ ∈ T platí

sup
β∈Rp

MSEW (β, β∗) 5 sup
β∈Rp

MSEW (β, β̂).(2.4)

Pak řekneme, že β∗ je minimax odhadem β ve třídě T ve smyslu MSEW . Platí-li
(2.4) pro všechny odhady β̂ včetně tzv. znáhodněných odhadů (pro definici znáhod-
něných odhadů viz např. [41], str. 37), řekneme, že β∗ je minimax odhadem β ve
smyslu MSEW .

Je zřejmé, že je-li β∗ minimax odhadem β a β̂ je odhad, který dominuje β∗, pak
β̂ je rovněž minimax odhadem β (vše ve smyslu MSEW pro pevnou váhovou matici
W ).

V některých případech se provádí také porovnání odhadů ve smyslu Pitmana,
viz např. přehled [19] a citace v něm obsažené, které je definováno následujícím
způsobem.
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Definice 2.7. Řekneme, že odhad β̂ vektoru β dominuje odhadu β̃ v Pitmanově
smyslu při ztrátové funkci L, jestliže pro každé β ∈ Rp platí

P(L(β, β̂) < L(β, β̃)) = P(L(β, β̂) > L(β, β̃)).

Dominance ve smyslu Pitmana není obecně tranzitivní relací.

3. Vlastnosti metody nejmenších čtverců

Nejpoužívanější metodou odhadu vektoru β modelu (1.1) je metoda nejmenších
čtverců (MNČ). Odhad β spočtený touto metodou budeme značit b. Jak známo, je

b = (X ′X)−1X ′y,(3.1)

a tedy b je lineární odhad (vzhledem k y). Podle známé Gaussovy-Markovovy věty
je b nejlepším odhadem β ve třídě nestranných lineárních odhadů ve smyslu definice
2.4 (odhad β̂ vektoru β se nazývá nestranný, jestliže pro každé β ∈ Rp je E β̂ = β).
Poměrně jednoduchý přímý důkaz věty lze najít v [26].
V případě, že vektor chyb má normální rozdělení, tj. e ∼ Nn(0, σ2In), je b nej-

lepší dokonce ve třídě všech nestranných (tedy i nelineárních) odhadů vektoru β.
Důkaz tohoto tvrzení lze najít např. v [59], str. 152. Dobré vlastnosti MNČ v pří-
padě normality vektoru chyb e souvisí s tím, že v tomto případě odhad MNČ je
také odhadem metodou maximální věrohodnosti, viz např. [26], str. 66. Pro jiná
rozdělení však (alespoň v typickém případě) metoda maximální věrohodnosti ne-
splývá s MNČ; např. pro symetrické exponenciální rozdělení odchylek vede metoda
maximální věrohodnosti k minimalizaci součtu absolutních hodnot reziduí ([26] aj.).
Rao dokázal, že dává-li MNČ nejlepší odhad ve třídě nestranných odhadů, pak za

jistých velmi obecných předpokladů musí mít náhodný vektor e normální rozdělení,
viz [51], str. 359. Pro nenormální rozdělení chybového vektoru e může MNČ posky-
tovat značně horší odhad než jiné metody. Speciálními postupy, které se uplatňují
v případě, že máme podezření na nenormalitu vektoru e nebo na porušení před-
pokladu cov e = σ2In, se v tomto článku zabývat nebudeme a odkazujeme čtenáře
zejména na publikace [27], [70], [2] (odst. 2.8, 3.4.3. a 3.5.2.) a dále např. na [1] nebo
monografii [54].
I v případě, že klasické předpoklady o vektoru e a jeho normalita jsou splněny,

nemusí být realizace MNČ bez problémů. Na potíže narazíme např. při silné multi-
kolinearitě regresorů, kdy sloupce regresní matice X mají blízko k lineární závislosti,
viz [70], [25] a [26]. S vhodnými numerickými algoritmy pro MNČ se čtenář může
seznámit v [70], [2] odst. 2.7. a náročný čtenář např. v [40].
Všimněme si ještě, za jakých podmínek poskytuje MNČ minimax odhad β.

Věta 3.1. Nechť váhová matice W určující ztrátovou funkci (2.1) je symetrická
pozitivně definitní. Pak odhad MNČ vektoru β je minimax odhadem ve třídě všech
lineárních odhadů β ve smyslu MSEW . Má-li vektor chyb e normální rozdělení, pak
odhad MNČ je minimax odhadem (ve třídě všech odhadů β) ve smyslu MSEW .

Věta 3.1 je dobře známa pro případW = Ip, viz např. [32], str. 19–20. Obecný pří-
pad symetrické pozitivně definitní váhové matice lze na tento případ transformovat
podle následující poznámky.

Poznámka 3.2. Uvažujme model (1.1) a ztrátovou funkci (2.1). Ukážeme, že vhod-
nou reparametrizací lze model převést na případ ortonormální regresní matice. Je-li
váhová matice W symetrická pozitivně definitní, lze model transformovat tak, že
ztrátová funkce má v reparametrizovaném modelu jednotkovou váhovou matici. Je-li
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W = X ′X, lze vhodnou lineární transformací dosáhnout obou vlastností zároveň, tj.
ortonormální regresní matice a jednotkové váhové matice.

Nechť A je nějaká regulární matice typu p × p. Označme θ = Aβ a Z = XA−1.
Model (1.1) lze pak zapsat ve tvaru

y = Zθ + e.(3.2)

Mezi odhady β̂ vektoru β a θ̂ vektoru θ definujme vzájemně jednoznačné přiřazení
vztahem θ̂ = Aβ̂ (tj. β̂ = A−1θ̂). Pak

LW (β, β̂) = (θ̂ − θ)′W̃ (θ̂ − θ),

kde W̃ = (A−1)′WA−1. Je-li matice W symetrická nezáporně definitní, platí totéž
o matici W̃ . Všimněme si, že odhadu MNČ vektoru β odpovídá při výše zmíněném
jednoznačném přiřazení odhad MNČ vektoru θ, neboť platí

(X ′X)−1X ′ = [(ZA)′(ZA)]−1(ZA)′ = (A′Z ′ZA)−1A′Z ′

= A−1(Z ′Z)−1(A′)−1A′Z ′ = A−1(Z ′Z)−1Z ′.

Pro libovolnou symetrickou pozitivně definitní matici S existuje čtvercová regu-
lární matice A taková, že S = A′A (toto tvrzení je důsledkem Věty 2.12 v [70] a
skutečnosti, že pozitivně definitní matice je regulární).

a) Protože matice X má maximální hodnost, je matice X ′X symetrická pozitivně
definitní a existuje regulární matice A taková, že A′A = X ′X. Pak pro Z =
XA−1 platí

Z ′Z = (A−1)′X ′XA−1 = (A−1)′A′AA−1 = (A−1)′A′ = (AA−1)′ = Ip.

b) Je-li váhová matice W symetrická pozitivně definitní, existuje regulární matice
A taková, že A′A =W . Pak

W̃ = (A−1)′WA−1 = (A−1)′A′AA−1 = Ip.

V posledních 40 letech byly intenzivně studovány také vychýlené (tj. nikoliv ne-
stranné) odhady vektoru β. Některé z nich při počtu regresorů p = 3 a normalitě
vektoru e (často i pro obecnější chybový vektor e) dominují odhadu MNČ ve smyslu
MSEW např. pro váhovou matici W = X ′X nebo W = Ip. Použijeme-li porovnání
v Pitmanově smyslu při ztrátové funkci LW s pozitivně definitní maticí W , lze se-
strojit odhad dominující MNČ již při p = 2. Těmto odhadům se budeme věnovat
v odstavci 5. Ještě předtím se však zmíníme o jednom postupu běžně užívaném
v praxi, který rovněž vede k vychýleným odhadům vektoru β.

4. Pre-test odhady

Součástí regresní analýzy bývá obvykle i vhodný výběr vysvětlujících proměnných.
S touto problematikou se čtenář může seznámit např. v [25], [26] odst. 4.3, [27], [70],
[47], [33], náročnému čtenáři doporučujeme [45], [7], [44], [68] a literaturu v nich
citovanou.
V tomto odstavci se budeme zabývat následujícím v praxi běžným postupem.

Regresní matici X rozdělíme na dvě části, X = (U, V ). V části U jsou regresory,
které v modelu určitě ponecháme, neboť z nějakého důvodu jsme přesvědčeni o jejich
důležitosti bez ohledu na právě analyzovaná data. Regresory umístěné v části V pak
s ohledem na data buď v regresi ponecháme, nebo je všechny z modelu vyřadíme.
Obvyklé způsoby rozhodování v praxi sice bývají složitější (vícestupňové), ale je
obtížné takové postupy obecně analyzovat.
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Úplný model má tedy tvar

y = Xβ + e = Uα+ V γ + e,(4.1)

kde o vektoru e budeme v tomto odstavci předpokládat, že má normální rozdělení
Nn(0, σ2In), a redukovaný model má tvar

y = Uα+ e∗,(4.2)

kde e∗ = V γ+e. V případě volby modelu (4.1) odhadujme β pomocí MNČ v úplném
modelu, tj. pomocí (3.1), v případě volby modelu (4.2) odhadujme β pomocí

b0 = (a
′, 0, . . . , 0)′,

kde a = (U ′U)−1U ′y je odhad α pomocí MNČ v modelu (4.2). Mezi modely se
budeme rozhodovat na základě statistiky F , která se standardně používá při testu
hypotézy γ = 0 ([70], [26]). Celkově má tedy odhad β̂ vektoru β tvar

β̂ =

{
b pro F = Fkrit

b0 pro F < Fkrit,

kde Fkrit je kritická hodnota pro zvolenou hladinu významnosti, resp. obecněji Fkrit
je nějaké nezáporné číslo nebo Fkrit = ∞. V případě, že matice V má pouze jeden
sloupec, a tedy γ ∈ R, se obvykle místo statistiky F použije statistika |t|, viz např.
[70], str. 63.

Definice 4.1. Výše popsaný odhad β̂ budeme nazývat pre-test odhadem, zkráceně
PTE (z angl. preliminary test estimator, pre-test estimator nebo pretest estimator,
výjimečně se používá i název testimator).

Prvním, kdo analyzoval pre-test odhady důkladněji z teoretického hlediska, byl
patrně Bancroft [3]. Později jim byla věnována pozornost v desítkách prací, viz např.
[32], [21], [43], [52] a citace v nich obsažené.
Nechť W je nějaká symetrická pozitivně definitní matice. Na obr. 1 je znázorněna

závislost MSEW (β, β̂) pre-test odhadu β̂ příslušejícího kritické hodnotě Fkrit = c na
tzv. parametru necentrality λ, který je kvadratickou formou γ ([32]), při kritických
hodnotách c = 0, c =∞ a c ∈ (0,∞).
Problémem volby kritické hodnoty Fkrit tak, aby příslušný PTE byl v jistém

smyslu optimální, se zabývala řada autorů ([55], [64], [32], [63], [53], [69], [52] aj.).
Neexistuje totiž žádné c ∈ [0,∞] takové, aby PTE s kritickou hodnotu Fkrit = c
dominoval (ve smyslu MSEW ) ostatní PTE.
Popišme stručně přístup, který k volbě „optimálníhoÿ PTE zaujali Reif a Vlček

v nedávné publikaci [52]. Tito autoři se omezili na případ, kdy matice V má je-
den sloupec, takže γ ∈ R. Zvažuje se tedy vyřazení jednoho konkrétního regresoru.
Protože MSEW (β, β̂) závisí na β pouze prostřednictvím složky γ, integrovali autoři
tuto rizikovou funkci vzhledem ke γ s využitím nějaké váhové integrovatelné funkce
f(γ), kterou může být např. apriorní rozdělení γ. Lze tedy říci, že kvalita PTE byla
měřena pomocí bayesovského rizika, které reprezentuje průměrnou hodnotu MSEW

vzhledem k určitému rozdělení složky γ. Přitom byly uvažovány zobecněné PTE,
které kombinovaly úplný model a redukovaný model v závislosti na tom, zda t ∈ S
nebo t /∈ S,

β̂ =

{
b pro t ∈ S

b0 pro t /∈ S,
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Obrázek 1. Závislost MSEW (β, β̂) pre-test odhadu β̂ na parame-
tru necentrality λ při různých volbách kritické hodnoty Fkrit = c

kde S je nějaká obecná měřitelná podmnožina R určující daný PTE. Při takto po-
stavené úloze vždy existuje nejlepší zobecněný PTE.
Autory zajímalo, pro která rozdělení f(γ) se optimální zobecněný PTE chová jako

tradiční PTE v tom smyslu, že množina S odpovídající tomuto zobecněnému PTE
obsahuje okolí ±∞ a neobsahuje okolí 0. Výsledky lze shrnout následovně.
1. Existují kladná čísla σ21 > σ22 taková, že má-li f(γ) pro γ → +∞ chvost
těžší než normální rozdělení s rozptylem σ21 (resp. lehčí než normální rozdělení
s rozptylem σ22), pak pro velký počet stupňů volnosti je optimální zobecněný
PTE pro velká t roven odhadu MNČ v úplném modelu (resp. v redukovaném
modelu), tedy množina S charakterizující optimální zobecněný PTE obsahuje
(resp. neobsahuje) okolí +∞. Čísla σ21 a σ22 závisí pouze na rozptylu poslední
složky b.

2. Je-li apriorní rozdělení γ symetrické kolem 0 a má velký (resp. malý) rozptyl,
pak optimální zobecněný PTE je pro malá |t| roven odhadu MNČ v úplném
modelu (resp. v redukovaném modelu), tedy množina S příslušná tomuto zo-
becněnému PTE neobsahuje (resp. obsahuje) okolí 0.

Kdybychom např. použili pro γ rovnoměrné rozdělení (nebo symetrické useknuté
normální rozdělení) se střední hodnotou 0 a velkým rozptylem, mělo by optimální
rozhodování (z hlediska minimalizace MSEW ) být pro velký počet stupňů volnosti
opačné, než je v praxi zvykem.
Pro nevlastní neurčitou apriorní hustotu f(γ) = 1, γ ∈ R, byly tradiční PTE

příslušné kritickým hodnotám c ∈ [0,∞] porovnávány v práci [64] a bylo zjištěno,
že optimální hodnotou je pak c = 0 odpovídající použití jen odhadu MNČ v úplném
modelu. Neurčité apriorní rozdělení parametru γ se však nehodí pro častou intuitivní
představu, že parametr γ by mohl být „se značnou pravděpodobnostíÿ blízký k nule,
která právě inspirovala praktiky k používání PTE.
Pre-test odhady, byť by byly voleny optimálně, nedávají tak dobré výsledky z hle-

diska MSEX′X jako zkrácené odhady, kterými se budeme zabývat v dalším odstavci.
Výhodou PTE však je, že připouští použití neúplného modelu, takže vzorec může
mít menší počet členů než při použití odhadů z následujícího odstavce.
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5. Odhady Steinova typu

V tomto odstavci se budeme zabývat dosti obecnou třídou odhadů s výhodnými
vlastnostmi, které budeme nazývat zkrácenými či sraženými odhady nebo také od-
hady Steinova typu. V jistém ohledu jsou příbuzné tzv. hřebenovým odhadům, se
kterými se čtenář může seznámit např. v [25] odst. 19.5 a 19.6 nebo v [70] odst. 9.3.
Pokud nebude řečeno jinak, budeme předpokládat, že chybový vektor e modelu

(1.1) má normální rozdělení Nn(0, σ2In).
Protože v literatuře byly intenzivně studovány odhady vektoru středních hodnot

vícerozměrného normálního rozdělení, objasníme nejprve v následujících poznám-
kách, jakou mají souvislost s odhady vektoru β modelu (1.1).

Poznámka 5.1. Všimněme si, že speciálním případem naší úlohy je odhad střední
hodnoty µ ∈ Rp normálního rozdělení Np(µ, σ2Ip) s neznámou hodnotou σ2; máme-li
k dispozici náhodný výběr rozsahu k > 1, můžeme tuto úlohu interpretovat jako úlohu
odhadu parametrů modelu (1.1) s neznámým vektorem β = µ a vhodnou ortogonální
maticí X typu (kp)× p takovou, že X ′X = kIp. Odhad µ metodou maximální věro-
hodnosti přitom odpovídá odhadu vektoru β pomocí MNČ v odpovídajícím modelu
(1.1).

Poznámka 5.2. Ukážeme, jakým způsobem lze pro získání některých odhadů vek-
toru β modelu (1.1) využít úlohy odhadu µ rozdělení Np(µ, σ2Ip).
Nechť A je konstantní regulární matice typu p × p, která nezávisí na neznámých

parametrech. Označme

x = Ab,

kde b je odhad (3.1). Platí x ∼ Np(µ,Σ), kde µ = Aβ a Σ = σ2A(X ′X)−1A′. Je-li
µ̂ nějaký odhad µ založený na pozorování x, pak pro odhad β̂ vektoru β definovaný
vztahem β̂ = A−1µ̂ platí

MSEW (β, β̂) = MSE
W̃
(µ, µ̂), kde W̃ = (A−1)′WA−1.

Speciálně, MSEW (β, b) = MSE
W̃
(µ, x).

Např. pro váhovou matici W = X ′X můžeme volit regulární matici A tak, že
A′A = X ′X (její existenci jsme odůvodnili již v pozn. 3.2). Pak podle části b)
pozn. 3.2 je

W̃ = Ip

a dále A(X ′X)−1A′ = A(A′A)−1A′ = AA−1(A′)−1A′ = Ip, tedy

x ∼ Np(σ
2Ip).

Výše popsaná transformace umožňuje přenášet výsledky o odhadech vektoru µ
založené na x na výsledky (speciálních) odhadů vektoru β modelu (1.1) založených
na b. Nalezneme-li odhad µ̂ vektoru µ založený na pozorování x, který ve smyslu
MSE

W̃
(ostře) dominuje odhadu x (což je maximálně věrohodný odhad µ založený

na jednom pozorování x), pak β̂ = A−1µ̂ je odhad β, který ve smyslu MSEW (ostře)
dominuje b. Podobně, je-li µ̂ = µ̂(x) nepřípustným odhadem µ ve smyslu MSE

W̃
,

pak β̂ = A−1µ̂ je nepřípustným odhadem β ve smyslu MSEW .
Nevíme však, zda přípustný odhad µ̂ se popsaným způsobem transformuje na pří-

pustný odhad β̂; víme pouze, že pak β̂ není ostře dominován ve smyslu MSEW žád-
ným odhadem ve tvaru A−1(µ̃(Ab)), tedy žádným odhadem ve tvaru f(b), kde µ̃ a f
jsou funkce z Rp do Rp.
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Platí však, že je-li matice W (a tedy i W̃ ) symetrická pozitivně definitní a µ̂ je
minimax odhadem µ ve smyslu MSE

W̃
, pak β̂ = A−1µ̂ je minimax odhadem β ve

smyslu MSEW , neboť pro libovolný odhad β̃ vektoru β s využitím věty 3.1 a výše
uvedených transformačních vzorců dostáváme

sup
β

LW (β, β̃) = sup
β

LW (β, b) = sup
µ

L
W̃
(µ, x) = sup

µ
L

W̃
(µ, µ̂) = sup

β
L

W̃
(β, β̂).

Definice 5.3. (Zjednodušená terminologie za účelem stručnosti dalšího popisu.)
Nechť β̃ je nějaký odhad β v modelu (1.1). Řekneme, že odhad β̂ vektoru β je

lepší než β̃, jestliže β̂ ostře dominuje β̃ ve smyslu MSEX′X . Řekneme, že odhad
β̂ je přípustný (resp. nepřípustný), je-li přípustný (resp. nepřípustný) ve smyslu
MSEX′X . Řekneme, že odhad β̂ je minimax odhadem, je-li minimax odhadem ve
smyslu MSEX′X .
Analogickou terminologii budeme používat pro odhady vektoru µ normálního roz-

dělení Np(µ,Σ) s tím, že odhady budou porovnávány ve smyslu MSEIp
.

Protože podle věty 3.1 je odhad MNČ vektoru β modelu (1.1) minimax odhadem,
bude totéž platit i o každém lepším odhadu.
Co se týče přípustnosti odhadu MNČ vektoru β, není odpověď jednoznačná. V této

souvislosti je vhodné si připomenout, že podle poznámky 3.2 se stačí omezit na
případ ortogonální regresní matice a jednotkové váhové matice. V literatuře se běžně
uvádí tvrzení, že odhad vektoru středních hodnot p-rozměrného normálního rozdělení
metodou maximální věrohodnosti je pro p 5 2 přípustný (např. [5], str. 256), avšak
odtud bezprostředně neplyne přípustnost odhadu MNČ vektoru β, viz poznámka
5.2. Tvrzení o přípustnosti odhadu MNČ v modelu (1.1) pro p 5 2 je uvedeno bez
důkazu v [32], str. 240.
V roce 1956 Stein [61] ukázal, že odhad střední hodnoty normálního rozdělení

metodou maximální věrohodnosti je při počtu složek p = 3 nepřípustný. Explicitní
lepší odhad zkonstruovali James a Stein [31] jednak pro případ nezávislých složek
se známým rozptylem, dále pro případ společného neznámého rozptylu nezávislých
složek a rovněž pro případ závislých složek, kde rozptyl je odhadnut Wishartovou
maticí.
Pokud jde o model (1.1), po využití poznámky 5.2 můžeme pro p = 3 psát

Jamesův-Steinův odhad (JS odhad) vektoru β ve tvaru

b(JS) =
(
1− c(n− p)s2

b′X ′Xb

)
b, kde 0 < c <

2(p− 2)
n− p+ 2

(5.1)

a s2 je standardní nestranný odhad σ2. JS odhad je tedy vhodným násobkem odhadu
MNČ. Optimální konstantou c (z hlediska MSEX′X) je c = (p− 2)/(n− p+2). I při
optimálním c je JS odhad nepřípustný, lepším odhadem je např.

b(PPJS) =
(
1− c(n− p)s2

b′X ′Xb

)+
b,(5.2)

kde λ+ značí max{λ, 0}. Pro tento odhad, který se v anglickém jazyce nazývá
positive-part JS estimator, použijeme označení PPJS odhad. Rovněž PPJS odhad je
však nepřípustný při libovolném c ([32], [60]) a navíc nelze určit optimální c, protože
rizikové funkce se protínají ([32], str. 211).
Výhodnost použití JS odhadu v porovnání s MNČ roste s počtem regresorů p

a také se snižující se velikostí vektoru β. Pro p = 10 a malé β může být střední
kvadratická chyba JS odhadu až 5kráte menší než tatáž chyba odhadu MNČ ([13]).
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Obrázek 2. Závislost MSEX′X(β, β̂) na λ = β′X ′Xβ/σ2 pro od-
had metodou nejmenších čtverců a Jamesův-Steinův odhad.

Odhady Steinova typu patří mezi tzv. zkrácené odhady (v angl. shrinkage esti-
mators, český název zkrácené odhady byl použit v [25]). Lze totiž ukázat, že délka
vektoru (5.1) je s velkou pravděpodobností (u PPJS odhadu dokonce vždy) nejvýše
rovna délce vektoru b. Podrobné informace o vývoji odhadů tohoto typu můžeme
nalézt např. v monografii [23] a přehledových článcích [29] a [38]. Uveďme v přibližně
chronologicky seřazené posloupnosti některé práce věnované zkráceným odhadům.
Jde o stručný výběr; např. monografie [23] obsahuje více než 400 referencí, značná
část z nich se však vztahuje k případu známého rozptylu nebo k p-rozměrnému nor-
málnímu rozdělení s určitým předpokladem o kovarianční matici. Na druhé straně
mnoho prací o zkrácených odhadech není v seznamu literatury [23] uvedeno.

Ortogonální lineární model s alespoň třemi regresory vyšetřoval Sclove [56] a uvedl
tvar JS odhadu pro tento případ. Navrhnul kombinovat odhad MNČ s JS odhadem
podle významnosti jednotlivých složek odhadu MNČ. V článku je také zmíněn PPJS
odhad.
Baranchik [4] (viz např. Judge a Bock [32]) ukázal, že PPJS odhad je lepší než JS

odhad. Efron a Morris [14] a [15] upozorňují, že ačkoli má JS odhad menší střední
kvadratickou chybu než odhad metodou maximální věrohodnosti, jednotlivé složky
často tuto vlastnost nemají. Navrhují rovněž kombinovat JS odhad s odhadem MNČ.
Sclove, Morris a Radhakrishnan v r. 1972 zkonstruovali pre-test odhad Steinova

typu, který je lepší než standardní pre-test odhad (avšak není lepší než MNČ),
stručný komentář k tomuto viz [32], str. 190. Zmíněný odhad v obecné podobě lze
charakterizovat jako „sráženíÿ odhadu MNČ směrem k určitému pevnému hypote-
tickému vektoru regresních koeficientů a obecně tedy nemusí jít o zkracování odhadu
MNČ (základní informace o principu srážení k nenulovému vektoru lze najít také
v monografiích [41], [33] a [59]). V konkrétním příkladě, který byl vyšetřován si-
mulací, byl zisk pre-test odhadu Steinova typu v porovnání s tradičním pre-test
odhadem pro běžně používané hladiny významnosti malý ([32], str. 214).
Baranchik se zabýval JS odhady v kontextu lineární regrese se stochastickou ma-

ticí X a dokázal, že maximálně věrohodný odhad za předpokladu sdružené normality
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lze pro p = 3 zlepšit, viz [32], kap. 12. Efron [13] udává zkrácený odhad střední hod-
noty µ jednorozměrného normálního rozdělení N(µ, 1) na základě jednoho pozorování
x a tvrdí, že je v Pitmanově smyslu lepší než maximálně věrohodný odhad (tedy než
x), přičemž za ztrátovou funkci je možno volit libovolnou rostoucí funkci argumentu
|µ̂−µ|. Efron své tvrzení nedokazuje. Jeho odhad je uváděn též v [58] a porovnáván
s jinými odhady v kontextu lineárního regresního modelu. Efronův vzorec má tvar

µ̂(E) = x− h(x),(5.3)

kde h(x) je lichá funkce, která je pro x = 0 definována vztahem

h(x) =
1
2
min{x,Φ(−x)} (Φ je distribuční funkce N(0, 1)).

Bock ukázal, že je-li stopa matice (X ′X)−1 menší nebo rovna dvojnásobku nej-
většího vlastního čísla téže matice, pak pro žádnou volbu konstanty c ve vzorci (5.1)
není JS odhad minimax odhadem ve smyslu MSEIp

a tedy JS odhad nedominuje
odhad MNČ ve smyslu MSEIp , viz [32], str. 243, další informace k tomuto jsou v [33],
str. 923–924.
Odhad, který ostře dominuje odhadu MNČ ve smyslu MSEW , kdeW je libovolná

(pevně zvolená) symetrická pozitivně definitní matice, lze odvodit z výsledků Ber-
gera. Bergerův odhad, který byl původně odvozen pro normální rozdělení se známým
rozptylem, byl upraven do kontextu regresního modelu (1.1) s neznámým σ2 v mo-
nografii [32], str. 250–251, a jeho dominance odhadu MNČ byla dokázána tamtéž
pro kvadratickou ztátovou funkci s jednotkovou váhovou maticí. Použijeme-li line-
ární transformaci podle poznámky 3.2, můžeme pro p = 3 sestavit analogický odhad
dominující MNČ i pro případ obecné symetrické pozitivně definitní váhové matice
W . Výsledný odhad Steinova typu, který budeme nazývat BS odhadem, má pak
tvar

b(BS) =
(
Ip −

c(n− p)s2

b′X ′XW−1X ′Xb
W−1X ′X

)
b, kde 0 < c <

2(p− 2)
n− p+ 2

.(5.4)

Všimněme si, že JS odhad obdržíme jako zvláštní případ tohoto odhadu, zvolíme-
li váhovou matici W = X ′X. Optimální konstantou c (z hlediska MSEW ) je c =
(p − 2)/(n − p + 2). Je zde tedy analogie s JS odhadem. Dále uvažujme BS odhad
(5.4) jen pro jednotkovou váhovou matici W = Ip. Všimněme si, že je-li matice
X ortogonální, pak BS odhad je tvaru b(BS) = Db pro jistou diagonální matici
D = diag{d1, . . . , dp}. „Positive-part variantuÿ BS odhadu (PPBS) lze pak definovat
jako D+b, kde D+ = diag{d+1 , . . . , d+p }. V monografii [32] bylo metodou Monte-
Carlo porovnáno 9 variant odhadu Steinova typu pro dvě různé ortogonální matice
X s p = 5 regresory. V souladu s teoretickými výsledky všechny uvažované odhady
výrazně předčily odhad MNČ, avšak nebylo možné určit jednoznačného vítěze, neboť
rizikové funkce (2.2) se v oboru parametrů β často křížily. Odhad PPJS byl jen
o málo lepší než JS, avšak odhad PPBS byl podstatně lepší než BS. Zatímco pro
případ neznámého rozptylu a nepříliš velkého n nebyl mezi odhady PPJS a PPBS
velký rozdíl, pro případ známé rozptylové matice bylo možno z těchto dvou odhadů
považovat PPBS za značně lepší pro malé ‖β‖ a jen nepatrně horší pro velká ‖β‖.

Pokračujme ve stručném přehledu dalších prací. Efron a Morris [16] prezentují
intuitivní výklad JS odhadu. Zkrácené odhady z bayesovského pohledu popisuje
Vinod [66] v přehledném článku s rozsáhlou bibliografií. Draper a Van Nostrand [12]
poskytují přehled literatury o zkrácených odhadech dostupné v té době, čítající 77
odkazů.
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Odhad regresních koeficientů Steinova typu byl uplatněn v USA na data o pří-
jmech při neúplném statistickém šetření v r. 1970 ([17]) a bylo ukázáno, že výsledné
odhady mají menší průměrnou chybu než tradiční odhady.
Ullah, Srivastava a Chandra [65] uvažují obecnou třídu zkrácených odhadů za-

hrnující také JS odhad a odvozují podmínky, za kterých jsou lepší než MNČ, když
u rozdělení chyb se předpokládá jen konečnost čtvrtého momentu. Mittelhammer
[46] a později též Ohtani [48] ukazují, že v případě špatně určeného regresního mo-
delu JS odhad nedominuje MNČ. Judge a kol. [33] objasňují pro odhady Steinova
typu řadu různých souvislostí s aktuálními referencemi. Ghosh a kol. [20] v pre-test
odhadu kombinují JS odhad a odhad MNČ, viz též [33].

Některé práce se zabývají hodnocením zkrácených odhadů pomocí Pitmanova
kritéria (viz def. 2.7). Keating a Czitrom [34] ukázali, že i při porovnání pomocí
Pitmanova kritéria se ztrátovou funkcí LX′X je JS odhad lepší než odhad MNČ.
Rovněž Sen, Kubokawa a Saleh [58] se zabývají Steinovým principem v kontextu
Pitmanova kritéria a používají kvadratickou ztrátovou funkci s obecnou pozitivně
definitní váhovou maticí W . Z jejich výsledků plyne, že je-li p = 2, pak odhad(

Ip −
as2

b′X ′XW−1X ′Xb
W−1X ′X

)
b, kde 0 5 a 5

(p− 1)(3p+ 1)
2p

,(5.5)

dominuje odhadu MNČ v Pitmanově smyslu při ztrátové funkci (2.1). Pozoruhodné
je, že výsledek platí již pro p = 2, takže umožňuje zlepšit odhad MNČ (v Pitmanově
smyslu) již pro regresní přímku (připomínáme, že Efronův odhad (5.3) umožňuje při
známém parametru σ2 zlepšit v Pitmanově smyslu metodu maximální věrohodnosti
také pro p = 1). Odhad (5.5) lze ještě dále v uvedeném smyslu zlepšit jeho „positive-
part verzíÿ ([58]), která má tvar(

Ip −
min{as2, b′X ′Xb}
b′X ′XW−1X ′Xb

W−1X ′X
)
b.(5.6)

Čtenář si může povšimnout, že pro a = c(n− p) splývá odhad (5.5) s BS odhadem
(5.4) a je-li navíc W = X ′X, splývá odhad (5.5) také s JS odhadem a odhad (5.6)
s PPJS odhadem, pokud ovšem konstanty a, c vyhovují příslušným rozmezím.

Miller [45] se zabývá JS odhady v regresním modelu z pohledu volby vysvětlují-
cích proměnných. Zdůrazňuje, že MNČ často dává příliš velké odhady, s čímž se lze
vypořádat pomocí zkrácených odhadů. Carter a kol. [8] docházejí k závěru, že MNČ
je užitečnější pro posuzování jednotlivých regresních koeficientů, avšak pro celý vek-
tor je při p = 3 užitečnější JS odhad. Fomby a Samanta [18] navrhují dvě metody
předpovědí založené na zkrácených odhadech a metodou Monte-Carlo je porovná-
vají s jinými metodami. Brandwein a Strawderman [6] zobecňují teorii zkrácených
odhadů pro sféricky symetrická rozdělení a uvažují kvadratické a konkávní ztrátové
funkce.
Ki [35] se blíže zabývá odhadem Steinova typu, který navrhnul v r. 1986 Georg a

který sráží odhad směrem k několika „apriorním podprostorůmÿ zároveň. Na reál-
ných i simulovaných datech ukazuje, že tento odhad dává obvykle lepší předpovědi
než kroková regrese. Guo a Pal [24] definují posloupnost odhadů (níže se na ně bu-
deme odkazovat jako na odhady GPi) se snižující se střední kvadratickou chybou,
které jsou lepší než JS odhad a na rozdíl od PPJS odhadu jsou hladké, a dále ne-
hladký odhad, který je ještě lepší. Kritické zhodnocení zkrácených odhadů podává
Hill [28]. Hwang a Ullah [30] porovnávají konfidenční množiny pro parametry lineár-
ního regresního modelu se středy rovnými JS odhadu a odhadu MNČ. První varianta
vychází z porovnání lépe.
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Kim a Hill [36] uvádějí verzi PPJS odhadu v nelineárním modelu s menší střední
kvadratickou chybou, než má maximálně věrohodný odhad a pre-test odhad při
kvadratické ztrátové funkci, jejíž váhová matice je rovna informační matici. Uvažují
též jednotkovou váhovou matici a některé další. Vinod a Srivastava [67] vyšetřují
jistou třídu odhadů (double k class estimators) a uvádějí podmínky, kdy jsou lepší
než JS odhad vzhledem k MSEIp a MSEX′X ; chyby nemusejí mít normální rozdělení.
Výsledky se částečně opírají o simulační porovnání. Giri v knize [22] popisuje odhady
Steinova typu a má řadu referencí.
Cellier, Fourdrinier a Robert [9] a Cellier a Fourdrinier [10] prezentují robustní

odhad Steinova typu, který je lepší než maximálně věrohodný odhad jak v případě
normálního rozdělení, tak i pro širokou třídu nenormálních rozdělení. Obecné vzorce
pro momenty parametrických funkcí JS odhadu a PPJS odhadu odvozují Ohtani
a Kozumi [49]. Uvádějí postačující podmínku pro to, aby parametrické funkce JS
odhadu dominovaly funkcím odvozeným z odhadu MNČ (obecně takové dominance
neplatí).
Kubokawa [37] navrhl speciální odhad střední hodnoty p-rozměrného normálního

rozdělení a ukázal, že je lepší než JS odhad. Navíc dokazoval, že jeho odhad je pří-
pustný, důkaz však obsahuje chybu, kterou opravili až Lin a Pal [42]. Pal a Chano
[50] srovnávají tento Kubokawův odhad (K odhad) s odhady JS, PPJS, s výše zmí-
něnými odhady GPi a se Strawdermanovým odhadem jak pro normální rozdělení,
tak pro vícerozměrné t-rozdělení chyb. Ukazují, že i pro t-rozdělení jsou JS odhad a
K odhad lepší než metoda maximální věrohodnosti. Pro normální rozdělení vyjadřují
rizikové funkce ve tvaru řad a ukazují, že mezi odhady PPJS, GP1 a K není jasný
vítěz, všechny jsou však lepší než JS odhad.
Shao a Strawderman [60] uvedli pro případ známé rozptylové matice odhad střední

hodnoty normálního rozdělení, který je lepší než PPJS odhad, a Sugiura a Takagi [62]
rozšířili jejich výsledek na případ, kdy rozptylová matice není známa. DasGupta a
Sinha [11] pracovali s obecnými ztrátovými funkcemi a navrhli pro střední hodnotu
vícerozměrného normálního rozdělení odhady Steinova typu. Např. pro zkrácený
odhad navržený pro ztrátovou funkci rovnající se součtu absolutních hodnot odchylek
dokázali jeho dominanci nad JS odhadem a maximálně věrohodným odhadem.

Závěrem je možno říci, že odhady Steinova typu prokázaly v mnoha studiích své
výhodné vlastnosti a proto nelze pochybovat o tom, že si v budoucnu najdou svoje
místo i v praxi.
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