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Nahodné jevy jsou podmnoziny mnoziny vSech moznych vysledku néjakého pokusu
(podrobnéji [1], str. 9-10).

Nejcastéjsimi operacemi s jevy jsou:
e sjednoceni dvou jevi: AUB (A nebo B)
e prunik dvou jevi:  ANB (AaB)
e negace jevu A: A (jev opacny k A, neboli doplitkovy k A)

Neslucitelné (disjunktni) jevy:

Jevy A, B se nazyvaji neslucitelné, je-li AN B = ().

Pravdépodobnost P(A) jevu A je limita relativni ¢etnosti jevu A, zvétSujeme-li pocet
pokusu n — oo ([1], str. 13). Napi. P(A) = 0,25 tedy znamend, ze pii velkém mnozstvi
pokusu nastane jev A piiblizné ve 25% piipadu.

Za urcitych dosti specifickych podminek sice lze pravdépodobnost jevu pocitat pomoci tzv.
,klasické definice pravdépodobnosti® ([1], str. 13), pii praktickych aplikacich vsak (pfibliznou)
pravdépodobnost stanovujeme pravé pomoci relativni ¢etnosti vyskytu jevu pii velkém mnozstvi
pokusu (napft. pravdépodobnost vzniku zmetku pfi neménném vyrobnim postupu). Z takto
stanovenych pravdépodobnosti jevii pak umime spocitat pravdépodobnosti jevu z nich odvozenych.
Pouzivdme k tomu nésledujici pravidla.

Zakladni pravidla pro pravdépodobnost:
1) Vzdy 0 < P(A) < 1.

2) P(A)=1-P(A).
3) Jsou-li jevy A, B neslucitelné, pak
P(AuB)=P(A)+ P(B)
4) Jsou-li jevy A, B dva tzv. nezdvislé jevy, pak
P(AnB)=P(A)-P(B)
Posledni vztah je vlastné definici nezavislosti dvou jevi. Podobné pravdépodobnost pruniku

vétsiho poctu jevu pocitame soucinem, pokud jde o jevy nezavislé. Pro jevy, které jsou zavislé,
tento vztah neplati.



Podminéna pravdépodobnost:

Jsou-li A, B dva jevy a P(B) > 0, pak tzv. podminéna pravdépodobnost jevu A za predpokladu,
ze nastal jev B, se zna¢i P(A|B) a spoc¢teme ji podle vzorce

P(AB) = B

Pokud jevy A, B jsou zavislé (tj. nejsou nezavislé), pak P(AN B) # P(A) - P(B) a odtud
plyne, ze P(A|B) # P(A). V takovém piipadé muze byt P(A|B) vyssi nebo nizsi nez P(A).

Nahodna velic¢ina je funkce, kterd ndhodnym jevam ptifazuje ¢isla. Ndhodna veli¢ina, ktera
muze nabyvat jen hodnot z néjaké koneéné mnoziny nebo jen celo¢iselnych hodnot, se nazyva
diskrétni velicinou. Ndhodn4 veli¢ina, kterd muze nabyvat vSech hodnot v néjakém intervalu,
se nazyva spojitou veli¢inou.

Distribuéni funkce nahodné veli¢iny X je funkce F(z) redlné proménné x, kterd kazdému
x € (—00,+00) piitadi pravdépodobnost jevu X < x, viz [1], str. 24.

Piiklad: Je-li X = pocet ok pii hodu obvyklou hraci kostkou, pak F(—5) = 0, F (%) =0,
F(l) = , F(2) = 2, F(2,8) = 2, F(3) = 2, F(7,5) = 1. Jde o nespojitou po &astech
konstantni funkci, coz plati vzdy, jde-li o ndhodnou veli¢inu diskrétni. Graf funkce F'(z) je
obdobou obrazku v [1], str. 25, bodu nespojitosti je ovSem v tomto piipadé Sest.

Je-li X spojitd ndhodn4 velic¢ina, kterd muze nabyvat vSech hodnot v intervalu (a, b), pak jeji
distribu¢ni funkce F'(z) je spojitd (nemé ,skoky“) a je rostouci na intervalu (a,b). Z definice
distribuéni funkce F'(z) plyne, Ze pro libovolnou ndhodnou veli¢inu je F'(x) neklesajici funkef
a vzdy plati

0<F(z)<1

DISKRETNI NAHODNA VELICINA

Dulezitymi charakteristikami ndhodné veli¢iny X jsou:

1) stfedni hodnota E(X);

2) rozptyl D(X), nékdy znaceny o?(X);

3) smérodatnd odchylka o(X).
Pro zptsob jejich vypoctu v piipadé diskrétni veliciny X, kterd muze nabyvat jen konetné
mnoha hodnot, viz [1], str. 29, piiklad 2.5. Vypocet stiedni hodnoty veli¢iny, kterd muze
nabyvat hodnot z néjaké nekonetné mnoziny, vyzaduje hlubsi znalosti matematické analyzy.



Zakladni diskrétni ndhodné veli¢iny jsou popsény v [1], str. 32-38. Budeme pro né pouzivat
oznaceni:

Bi(n,p) (tzv. binomické rozdéleni s parametry n, p)
A(p) (tzv. alternativni rozdéleni s parametrem p)
H(N,K,n) (tzv. hypergeometrické rozdéleni s parametry N, K, n)
Po(X) (tzv. Poissonovo rozdéleni s parametrem \)

Hypergeometrické rozdéleni se ¢asto aproximuje jednodussim binomickym rozdélenim, viz [1],
str. 35.

Binomické rozdéleni lze za uré¢itych podminek aproximovat Poissonovym rozdélenim, viz [1],
str. 38. Tato aproximace je velmi uzitecnd, protoze Poissonovo rozdéleni mé pouze jediny
parametr, a proto lze pro toto rozdéleni snadno zhotovit tabulky, viz napf.[1], str. 104.

SPOJITA NAHODNA VELICINA

Hustota pravdépodobnosti spojité nah. veliciny

Hustota pravdépodobnosti se zna¢i f(z) a definuje se pouze pro ndhodné veli¢iny spojité.
Ten, kdo zna pojmy derivace a integralu, si muze zapamatovat, ze hustota pravdépodobnosti
f(x) je derivaci distribu¢ni funkce F(z) a F(z) je tedy integrdlem k f(x) s vhodné zvolenou
integracni konstantou.

Vyznam hustoty pravdépodobnosti lze oziejmit ndsledujicim popisem. Necht ndhodn4 veli¢ina
X nabyvé hodnot z intervalu (a, b). Rozdélime tento interval na mensi intervaly (tzv. tfidy),
uskuteénime velky pocet experimentii a budeme zaznamenévat pocty vyskytu veli¢iny v jed-
notlivych t¥idach (tzv. tiidni cetnosti). Délime-li t¥idni ¢etnosti poctem experimentt, ziskame
tzv. relativni tfidni Cetnosti, jejich soucet je ziejmé 1. Tyto relativni cetnosti piehledné
graficky znézornime pomoci tzv. histogramu, viz [2], str. 26. Vysky sloupcu volime tak, aby
jejich obsahy byly rovny relativnim tfidnim ¢etnostem, tedy soucet obsaht jejich sloupcu je
1.

Zvétsujme nyni pocet experimentu a zéroven volme stéle jemnéjsi déleni intervalu (a,b), tj.
veétsi pocet tiid. Za uréitych pomérné obecnych predpokladii budou histogramy konvergovat
k ngjaké funkei f(x), kterd se nazyvé hustotou pravdépodobnosti veli¢iny X . Tato funkce je
nezapornd a mezi ni a osou z je celkova plocha 1.

Protoze jsme predpoklddali, ze velicina mohla nabyvat pouze hodnot z intervalu (a, b), je vné
intervalu (a, b) hustota pravdépodobnosti nulové. Pro nékteré ndhodné veli¢iny se predpokldda,
ze mohou nabyvat vSech hodnot z intervalu (—oo,+00), a pro takové veliciny bude hustota
pravdépodobnosti nenulova na celé realné ose.

Je-li —oo < 1 < 9 < +00, pak pravdépodobnost, ze veli¢ina X padne do intervalu (x1, z2), je
rovna obsahu plochy omezené zdola osou z, shora hustotou f(z) a ze stran svislymi piimkami
=1 a=T9.

Analogické tvrzeni plati, pouzijeme-li misto (x1,x2) uzavieny interval [z1,z2] Tyto poucky

vS8ak plati jen pro spojitou nadhodnou veli¢inu, protoze pro diskrétni veli¢cinu neni hustota
pravdépodobnosti definovana.



wParadox* spojité nahodné veli¢iny

Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina a xy redlné ¢islo, pak P(X = zp) = 0. Graficky to lze
zduvodnit tak, ze plosny obsah pod hustotou pravdépodobnosti f(x) v mezich od z1 = z¢ do
x9 = o je nulovy, nebof plosny utvar ,degeneroval® na tsecku kolmou k ose z.

Vypocet pravdépododnosti jevu a < X < 3

Je-li X spojita nahodnd veli¢ina, pak pro libovolna realné ¢isla «, 8 spliiujici nerovnost a < 8
plati
Pla < X <) =F(p) - F(a)

kde F je distribuéni funkce veli¢iny X.

V disledku vyse popsaného ,paradoxu® spojité nahodné veli¢iny muzeme pouzit stejny vzorec
také pro otevieny interval (a, 8) nebo interval kombinovany, viz [1], str. 39, Véta 2.9 - vlast-
nost 5).

Zakladni spojité nahodné veli¢iny

1) Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na intervalu (a,b). Pro tuto veli¢inu se
pouzivé symbolické oznaceni R(a,b). Hustota pravdépodobnosti je rovna konstanté 1/(b — a )
na intervalu (a,b) a nule vné tohoto intervalu. Vsechny dulezité informace lze pro toto
rozdéleni najit v [1], str. 40-41. K vypoctu pravdépodobnosti, ze tato veli¢ina patii do néjakého
intervalu, nepotfebujeme znat v tomto piipadé distribuéni funkci. Jak vyplyva z postupu v

prikladu 2.10 v [1], str. 40, vypocet lze v tomto piipadé prevést na vypocet obsahu urcitého
obdélnika.

2) Exponenciilni rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem § > 0, viz [1], str. 41-
42, budeme symbolicky oznacovat Exp(d). Doporuc¢ujeme samostatné vytesit piiklady z [1],
2.9.7a) a 2.9.8, vysledky jsou uvedeny v [1].

3) Normadlni rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p a o2, viz [1], str. 43-44, budeme
symbolicky oznacovat N(u, o). Chyby pii méfeni se nejcastéji iidi piiblizné normalnim
rozdélenfm. Normalni rozdéleni s parametry i = 0 a 02 = 1 se nazyva normalni normované
rozdéleni. PTi vypoctech s timto rozdélenim se zpravidla neobejdeme bez tabulky pro dis-
tribuéni funkei @ normalnfho normovaného rozdéleni, kterou lze najit v [1], str. 105. Ctenafi
doporucujeme samostatné vyfesit piiklad 2.9.10 z [1].

Centralni limitni véta

Megjme n nezavislych nahodnych velic¢in X1, ..., X,, které maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti
se stiedni hodnotou pg a rozptylem 3. Oznaéme



Podle tzv. centraln{ limitn{ véty majf pro velké n veli¢iny S a X pfiblizné normaln{ rozdélent
s nasledujicimi parametry:

S ~ N(nug, nog)

2
va<uo,“0>.
n

Odtud je napf. vidét, ze vybérovy prumér ma stejnou stiedni hodnotu jako puvodni veli¢iny,
ale jeho rozptyl je n-krate mensi. To je duvodem, pro¢ se pii odhadu stfedni hodnoty néjaké
veli¢iny vyplati provést vice nezavislych méfreni a hodnoty prumérovat.

Ctenéfi doporucujeme k prostudovani [1], pitklad 2.16 na str. 52 a cviéeni 2.9.13.

Kvantily spojitych rozdéleni

Velmi dulezitym pojmem je pojem kvantilu spojité ndhodné veli¢iny, viz [1], str. 53-54.
Napi. 90 % (devadeséti-procentni) kvantil je ¢islo oznacované zggp takové, ze velicina je s
pravdépodobnosti 0,90 mensi nez g a s pravdépodobnosti 0,10 vétsi nez xggo (hodnoty
presné xggo nabyva spojitd veli¢ina s pravdépodobnosti 0). K procviceni tohoto pojmu jsou
v [1] uréeny piiklady 2.9.7 b), 2.9.9 a 2.9.14. Kvantily normélniho nornovaného rozdéleni se
zpravidla znaé¢f u, a pro vybrané pravdépodobnosti p je lze najit v [1], str. 105, Tabulka 3.

Kovariance a korelace

Vzajemny vztah dvou ndhodnych velicin Xy, X5 lze do urcité miry charakterizovat pomoci
kovariance cov(X71, X3) a korelacniho koeficientu o(X7, X2) téchto veli¢in. Oznacme py, o
stfedni hodnoty a o1, o3 smérodatné odchylky veli¢in X;, Xs. Kovariance veli¢in X1, X5 je
definovana vztahem

cov (X1, X2) = E([X1 — pu] - [X2 — p2]) -

Z definice je vidét, ze je-li nadprumérna hodnota X; obvykle doprovazena nadprumérnou hod-
notou X5 a podprumérnd hodnota X; je obvykle doprovézena podprumérnou hodnotou Xs,
pak kovariance téchto dvou veli¢in je kladnd (tyto veli¢iny se ovliviiuji v ,kladném smyslu®).
Tak napf. mezi vyskou a vdhou osob je kladna kovariance. Jestlize nadprimérnd hodnota
X1 je zpravidla doprovézena podprumérnou hodnotou Xy a podprumérnd hodnota Xi je
doprovazena nadpriumérnou hodnotou Xs, pak kovariance téchto dvou veli¢in je zaporna.

Kovarianci lze také pocitat pomoci tzv. vypocetniho tvaru
COov (Xl,XQ) = E(Xl XQ) — M1 2.
Ctenéii doporucujeme k pozornosti pifklad 3.1 v [1], str. 59.

Korela¢ni koeficient o(X7, X2) je definovén vztahem,



cov(X 1, X2
o(X1,X3) = covli X, Xo)
0109
7 definice je vidét, ze korelaéni koeficient mé stejné znaménko jako kovariance. Lze dokazat,

ze vzdy plati

Tak napf. korela¢ni koeficient mezi vyskou a vahou osob je ptiblizné 0,4. Je-li o(X;, X2) = 0,
pak veliciny X7, Xs se nazyvaji nekorelované. Plati implikace, Ze jsou-li dvé veli¢iny nezavislé,
pak jsou nekorelované.

Odhady parametra

Provedeme-li n nezdvislych pokusu, pfi kterych sledujeme uréitou ndhodnou veli¢inu X, pak
jeji zjisténé hodnoty x1, ..., x, nazyvame ndhodnym vybérem (pfesnéji, ndhodnym vybérem
z rozdéleni dané ndhodné veli¢iny). Pocet n se nazyva rozsahem ndhodného vybéru. Cislo

se nazyva vybérova smérodatna odchylka.

Hodnoty z a s? jsou tzv. bodovymi odhady stiedni hodnoty a rozptylu veli¢iny X a pro
n — oo k nim v jistém smyslu konverguji,

lim z= E(X),

n—oo

lim s> = D(X) .

n—oo
Tak napt. ptfi vytrvalém hézeni standardni hraci kostkou se bude prumér z poctu ok blizit k
hodnoté 3,5.

V nékterych pripadech nas zajimé nikoliv bodovy, ale tzv. intervalovy odhad néjakého parametru.
V takovém piipadé hledame interval (a,b) takovy, aby sledovany parametr lezel v tomto in-
tervalu s pfedem zvolenou pravdépodobnosti p (zpravidla se voli p = 0,90 nebo p = 0,95
nebo p = 0,99). Rikdme pak, ze interval (a,b) je 100 p-procentnim intervalem spolehlivosti
pro dany parametr. Cislo p se v obecnych vzorcich zpravidla pise ve tvaru p = 1 — a, kde «

je malé ¢islo (zpravidla a = 0,10 nebo o = 0,05 nebo o = 0,01).



Tak napt. je-li x1,...,x, nadhodny vybér z normélniho rozdéleni N(u,0?) a n > 10, pak
pribliznym 100 (1 — «)%-nim intervalem spolehlivosti pro stfedni hodnotu p je interval

s s
AR T Vi

kde x je vybérovy primér, s je vybérové smérodatna odchylka a up—g je 100 (1 — §) %-ni
kvantil rozdéleni N(0, 1).

<p<Ttu_a -

Tak napf. priblizny 90%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu g mé pro velké n tvar

s
T — 0,95 %
kde podle Tabulky 3 v [1], str. 105, je ug95 = 1,645.

— s
< p < TH+up9s —=

\/ﬁ I

Pro malé n je tfeba misto kvantilu rozdéleni N (0, 1) pouzivat kvantily tzv. t-rozdéleni (Stu-
dentova rozdéleni); pfipadné zdjemce o tuto problematiku odkazujeme na [2], odst.3.3.3.

Vybérovy korela¢ni koeficient

Zajima-li nas vztah mezi dvéma veli¢inami X, Y a provedeme-li n nezavislych pokusii, mame
k dispozici dvojice (z;,y;) pro ¢ = 1,...,n. Pomoci téchto udaju lze spocitat tzv. vybérovy
korela¢ni koeficient r, (vzorec si nebudeme uvadeét, zdjemce jej nalezne v literatute), pomoci
kterého odhadujeme korelaéni koeficient o(X,Y"). Plati, Zze pro n — oo vybérovy korelaéni
koeficient konverguje (v jistém smyslu) k o(X,Y). Vzdy plati

-1<r<1.

Jaké mohou byt hodnoty vybérového korela¢niho koeficientu r pfi riznych rozmisténich bodu
(x4,yi) v roviné ukazuje obrézek ve [2], str. 84.

Regresni funkce, metoda nejmensich étvercil

Regresni funkei se mini zavislost stfedni hodnoty néjaké ndhodné velic¢iny (kterou nazyvame
vysvétlovanou veli¢inou) na jiné nebo nékolika jinych veli¢inach (ty se pak nazyvaji vysvétlujicimi
veli¢inami). Pro jednoduchost uvazujme pouze jednu vysvétlujici velic¢inu, kterou oznac¢me z,
vysvétlovanou veli¢inu ozna¢me y. Méjme k dispozici n dvojic (x;,y;), kde : = 1,..., n, které
jsme ziskali n-nasobnym nezavislym opakovéanim pokusu. Piikladem muze byt vyska a vaha
u n ndhodné vybranych muzu, cilem je pfiblizné popsat zavislost vahy na vysce dospélych
muzu.
V piipadé jedné vysvétlujici veli¢iny je nejcastéji pouzivanym modelem regresni funkce re-
gresni pfimka

yi:,B0+,31$i+€i (7:217"')”)7

kde g; (i = 1,...,n) jsou n&jaké ndhodné odchylky a [y, 1 jsou tzv. regresni koeficienty.
Néhodné odchylky e; zpusobuji, ze i pii platnosti vyse uvedeného modelu nebudou body
(x4,yi) lezet presné na piimce, ale pouze v jeji blizkosti, viz obrazek ve [2], str. 91. Regresni



koeficienty 5y, f1 nezname a chceme je urcit tak, aby ptimka y = By + iz ,,co nejlépe”
vystihovala polohu bodu (x;,y;) v roviné. Na obrazku ve [2] str. 91 jsou kromé bodu (x;, y;)
zakresleny také body (x;,9;), kde

Qi260+61xi (Z:Lvn)

jsou tzv. ocekdvané hodnoty; abychom tyto ocekdvané hodnoty mohli vy¢islit, musime za
neznamé regresni koeficienty (o, 51 dosadit jejich odhady. V nasem piipadé, kdy modelem
regresni funkce je piimka, lezi body (x;,9;) pfesné na piimce. Za ,nejlepsi“ volbu odhadu
koeficientu By, 51 se obvykle povazuje takova, pii které je minimalizovan soucet

n

> (i — )°

i=1

Protoze v anglickém jazyce se druhd mocnina vyjadiuje slovem ,square“, vznikl doslovnym
prekladem pojmenovani tohoto postupu nazev ,,metoda nejmensich ¢tverca“.

Metodou nejmensich étvercu muzeme pocitat ,nejlepsi“ koeficienty také v jinych modelech
regresnich funkci. Na zdkladé polohy bodu (z;,y;) v roviné se napf. muzeme rozhodnout, zda
pouzijeme parabolu

yi = Po + Bixi + Pox? +e; (i=1,...,n)
nebo hyperbolu

nebo néjakou jinou regresni funkci.

Zatimco volba typu regresni funkce je na nasem rozhodnuti (a je tedy do urc¢ité miry sub-
jektivni zalezitosti), vypocet ,nejlepsich“ koeficientu pro zvoleny typ regresni funkce se v
praktickych aplikacich témér vzdy provadi popsanou metodou nejmensich ¢tverca a pouziva
se pocitacovych programi. Napi. produkt EXCEL umoznuje aplikovat metodu nejmensich
¢tvercu za icelem odhadu az Sestndcti nezndmych regresnich koeficientu, viz [2], str. 236.

Testovani hypotéz

Ctenéii doporucujeme k prostudovani z textu [2] odstavec 4.1, uvodni pojednani odstavce
4.10, odst.4.10.1, piiklad na str. 63 a odstavce 4.11.1 a 4.12. Samostatné by mél ¢tendr
zvladnout cviceni 4.15.1 az 4.15.5 a 4.15.20 az 4.15.22.



