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Uvod

UvoD

Snad mohu fici, Zze na ¢eském internetu neni nadbytek ma-
terialt z oblasti pravdépodobnosti a statistiky a mnoho z téch,
které existuji, nevyuziva dostateéné hypertextovych moznosti
formatt, ve kterych jsou prezentoviny (pojem hypertertové
pouzivam, mozné trochu nepfesné, ve smyslu pfitomnosti kii-
zovych odkazit). Pravdépodobnost a statistika hyperteztové je
mym pokusem o vytvoreni takového ,,poradné hypertextového
materidlu“.

Text sleduje vyklad z tvodnich kurzt pravdépodobnosti a
statistiky, nema nicméné nahrazovat klasicky uc¢ebni text. Ob-
sahuje definice pojmil a tvrzeni o nich (i kdyZ ne explicitné
oznacené), ne uz ale podrobnéjsi vysvétlovani a komentéfe.
Chyb{ také ptiklady (viz ovSem sbirku pseudofesenych piikladt
Posbirané priklady z pravdépodobnosti a statistiky). Text se
svym usporadanim spiSe podobd jakési encyklopedii a mtze
poslouzit tfeba tém, ktefi si potiebuji rychle pfipomenout né-
které z pojmi, vztahi, poznatk.

Oproti prvni verzi, zvefejnéné v zari 2002, jsem v roce 2003
opravil nékteré chyby, doplnil 22 hesel, pfidal obrazky, v roce
2004 opravil dalsi drobné chyby a doplnil jedno chybéjici heslo,
v této verzi jsem opravil dalsi preklepy. Materidl je dostupny
ve tfech podobach — HTML verze v podobé klikacich obrazki,
PDF verze pro obrazovku a PDF verze k tisku — spolu s dal-
$imi informacemi z internetové adresy

http://home.zcu.cz/ " friesl /hpsb/
Hlaseni o chybach, pfipominky i naméty samoziejmé rad pri-
jmu.

Michal Friesl
Plzen, zari 2002 — iinor 2014 friesl@kma.zcu.cz
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1. Pravdépodobnost

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1. PRAVDEPODOBNOST

Ndhodny jev. Je-li ddna mnozina 2 (v8ech vysledki nahodného
pokusu, tj. pokusu, jehoZ vysledek neni jednoznac¢né urc¢en pod-
minkami, za kterych je proviadén), pak ndhodnym jevem (v 2)
nazyvame kazdou podmnozinu mnoziny 2.

Jev Q nazyvame jisty, jev () nemoZny. Jednotlivé vysledky
w € Q se nazyvaji elementarni jevy.

Jev oznacuje urcitou vlastnost vysledkt pokusu. Pro jevy
A, B C Q) interpretujeme

e we A— jev A nastal,

e we N\ A— jev A nenastal,

e w e AU B — aspoii jeden z jevii (A nebo B) nastal,

e we AN B — oba dva jevy (A i B) nastaly,

e A C B — nastava-li A, nastava i B,

e ANB =0 — jevy A a B jsou nesluditelné (nenastévaji
soucasng).

Ne vsechny jevy v  musi byt pozorovatelné a ne vsem musi
byt mozné rozumné p¥ipsat PRAVDEPODOBNOST! 3.

o Viz téz: SIGMA-ALGEBRA!2, PRAVDEPODOBNOSTNI MiRA!*3,
KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI' 4, NAHODNA VE-
LICINAZL

Sigma-algebra. Systém A podmnozin mnoziny {2 se nazyva o-
algebra, pokud

e N e A,

e Ac A = Q\Ac A,

° Al,Ag,"‘ cA = UAZ GA,
tedy pokud v A je zahrnuta mnozina (2, s kazdou mnozinou je
v A i jeji doplnék a s kazdymi spocetné mnoha mnozinami i
jejich sjednoceni.

Miuzeme si predstavovat, ze o-algebra predstavuje souhrn
informaci, které o vysledcich NAHODNEHO POKUSU!'! mame
— ne vechny JEVY!! v Q) musi bjt totiZz pozorovatelné.

Pravdépodobnostni mira. Redlna funkce P definovand na o-
ALGEBRE!? (pfiméfené bohatém systému) A JEVOH! v Q se
nazyva pravdépodobnostni mira, pokud

e P mé hodnoty v (0, 1),

e P(Q) =1,

e pro disjunktni mnoZiny (neslucitelné jevy) Ay, Ag,--- € A

je P(UA;) = P(4).

Trojice (€2, .4, P) se nazyvéa pravdépodobnostni prostor.

Z téchto vlastnosti lze odvodit, ze P(2\ A) = 1 — P(A),
déle P()) = 0. Pro libovolné jevy A, B € A lze psat

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB),
pro NESLUCITELNE!! je posledni ¢len nulovy. Kdyz B C A,
méme P(A\ B) = P(A) — P(B).
o Viz téz: KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI' 4, ROz-
DELEN{??, ZAKON VELKYCH CisgL®!

Klasicka definice pravdépodobnosti. Je-li mnozina vysledka po-
kusu Q = {w, ...w,} koneéna (a neprazdna) a véechny elemen-
tarni jevy wy, . ..,w, maji stejnou pravdépodobnost, ze nasta-
nou (rovnou 1/n), mizeme pro viechny JEVY!! A C Q pouzit
klasickou definici pravdépodobnosti

P(A) = ||é||.
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1. Pravdépodobnost

P(A) = P(4)/P(Q)

ANB

Pp(A) = P(AN B)/P(B)

Podminéna a nepodminéna pravdépodobnost

Rozklad pravdépodobnosti jevu

1.5.

1.6.

1.7.

Ta spliiuje pozadavky kladené na PRAVDEPODOBNOSTN{ MiRU'3,
za 0-ALGEBRU? jevill v tomto p¥ipadé miiZeme vzit o-algebru
vSech podmnozin €.

Klasickou definici nelze pouzit, pokud vsechny elementarni
jevy nejsou stejné pravdépodobné nebo jich je nekone¢né (spo-
¢etné, ¢i dokonce nespoéetné) mnoho.

Nez&vislost jevii. Rekneme, 7e JEVY ! ze systému C jsou neza-
vislé, jestlize pro PRAVDEPODOBNOSTI'® kazdého koneéného
poctu k jevii {A;,..., Ax} C C plati

P(ﬂ A;) = HP(A»-

V opacéném piipadé jevy nazyvame zavislé.

Nezavislost jevil znamend, ze vyskyt jednéch neposkytuje
zaddnou dodatecnou informaci k pravdépodobnosti vyskytu ostat-
nich.

Dva jevy A a B jsou tedy nezavislé, pokud P(A N B) =
P(A)P(B). Jev C s P(C) = 0 nebo P(C) = 1 je nezavisly
s kterymkoli jinym jevem.

Nahradime-li v C nékteré jevy jejich dopliiky, nezévislost
(zavislost) zlistava zachovana.

o Viz té%: NEZAVISLE NAHODNE VELICINY?10, PODMINENA
PRAVDEPODOBNOST!6

Podminénd pravdépodobnost. Podminéna pravdépodobnost jevu
A za podminky, ze nastal jev B (s P(B) > 0) je definovéna jako

P(AN B)

PB(A) = P(A ‘ B) = W7

kde P zna¢i (nepodminénou) PRAVDEPODOBNOST! 3.
Podminéna pravdépodobnost Pp je opét PRAVDEPODOB-
NOSTNI MirROU!3.
Pro jevy A, B s kladnymi pravdépodobnostmi je ekviva-
lentni

e A, B jsou NEZAVISLE!'"®
o Py(A) = P(A)
e PA(B) = P(B).

o Viz téZz: BAYESOVA VETA'®, VETA O CELKOVE PRAVDE-
PODOBNOSTI

Véta o celkové pravdépodobnosti. Tvoti-li JEvY't Hy, Hs, ...
rozklad pravdépodobnostniho prostoru (jsou navzajem disjunktni,
>, P(H;) =1, P(H;) > 0), pak pro kazdy jev A

P(A) = ZP(A | H;) P(H;) .
‘ P(ANH;)

Zname-li (PODMINENE!) pravdépodobnosti P(A | H;) jevu A
za hypotéz H; a znédme-li PRAVDEPODOBNOSTI!® P(H;), s ja-
kymi tyto hypotézy nastavaji, umime spocitat celkovou prav-
dépodobnost jevu A.

o Viz téz: BAYESOVA VETA!'®, PODMINENA PRAVDEPODOB-
NosT!-6
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2. Ndhodna veli¢ina

1.8.

2.1.

2.2,

2.3.

Bayesova véta. Tvori-li JEvyY!t Hy, Hs,... rozklad pravdépo-
dobnostniho prostoru (jsou navzéjem disjunktni, Y. P(H;) =
1, P(H;) > 0), a A je jevs P(A) > 0, pak pro kazdé k

> P(A| H;) P(H;)
Nastal-li jev A, miZzeme na zdkladé této informace opravit (ak-
tualizovat) apriorni PRAVDEPODOBNOSTI™® P(H}) na aposte-
riorni P(Hj, | A).

Ve jmenovateli zlomku je CELKOVA PRAVDEPODOBNOST!”
jevu A.

o Viz té%: PODMINENA PRAVDEPODOBNOST6, VETA O CEL-
KOVE PRAVDEPODOBNOSTI!”

2. NAHODNA VELICINA

Nahodna velicina. Nahodné veli¢iny jsou funkce definované na

né&jakém prostoru, obvykle PRAVDEPODOBNOSTNIM!3.
Presnéji, funkce X : Q — R definované na prostoru €2 se o-

ALGEBROU'? A se nazjva (redlna) nahodna veli¢ina, jestlize

X (B) ={w; X(w) € (a,b)} € A

pro libovolné —oo < a < b < oo. Tento technicky pozadavek

— méFitelnost funkce X — zajistuje, Ze vzoriim rozumnych

mnozin z R bude mo7né pfifadit PRAVDEPODOBNOST! 3.
Pouzivame oznaceni

[XeBl:={we Y X(w)eB}=XYB)
pro vzor mnoziny B C R pii zobrazeni X.

o Viz téz: NAHODNY VEKTOR®!, ROZDELEN{?2

Rozdéleni. Rozdélenim redlné NAHODNE VELICINY ! X defino-
vané na PRAVDEPODOBNOSTNIM PROSTORU'? (€, A, P) nazy-
véme PRAVDEPODOBNOSTNI MIiRU'3 @

Q(B)=P[X € B], BeBR),

pusobici na vhodném systému podmnozin R, tzv. Borelovské
o-algebte B(R). Jde o nejmensi o-ALGEBRU™? v R obsahujici
vSechny intervaly.

Néhodna veli¢ina X piendsi pravdépodobnost P z 2 na R,
Q je ,obrazem“ miry P. Ke kazdé pravdépodobnostni mife )
na R existuje ndhodné veli¢ina, jejimz je rozdélenim.

Rozdéleni popisuje pravdépodobnostni chovani ndhodné ve-
li¢iny (pii dané pravdépodobnostni mife P), nikoliv veli¢inu sa-
motnou. MizZeme tak mit dvé rizné veliiny, na stejném nebo
na riznych pravdépodobnostnich prostorech, které maji stejné
rozdéleni. Zménime-li P, mize se rozdéleni veli¢iny X zménit.

o Viz té%: SPOJITE ROZDELEN{?® DISKRETNf ROZDELEN{?4,
SDRUZENE ROZDELENT?2, MARGINALN{ ROZDELEN{®3, Cni-
KVADRAT TEST DOBRE SHODY' '3, NEKTERA ROZDELEN{*

Distribu¢ni funkce. Funkce F': R — (0,1) se nazyva distri-
buéni, je-li neklesajici, zprava spojitd a s limitami F(—oo) = 0,
F(o0) =1.

Distribuéni funkei ROZDELENT?? @ na R, resp. (redlné) NA-
HODNE VELICINY?'! X rozumime funkci

F(r) = Q((—00,z)),
resp. F(z)=P[X Zz], z€R.
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10 2. Nahodné veli¢ina,

Pomoci distribuéni funkce miZeme zapisovat PRAVDEPO-
DOBNOST!?, Ze hodnoty veli¢iny X padnou do intervalu (a,b) C
R, resp. Zze X nabude pravé hodnoty a € R, jako

P[X € (a7b>] = F(b) - F(a’)7
resp. P[X =a]= F(a)— F(a—),
kde F(a—) znadi limitu F' v bod& a zleva.
Kazda distribu¢ni funkce popisuje néjaké rozdéleni na R a
je distribu¢ni funkci néjaké nahodné veliciny.
o Viz téZ: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE2®, HusTOTA?7,
INTENZITA PORUCHZ®, KVANTIL? 4, SDRUZENE ROZDELEN{>2

-— 2.4. Diskrétni rozdéleni. NAHODNA VELICINAZ! X m4 diskrétni roz-
— déleni, existuje-li spocetnd mnozina M = {z1,22,...} C R
\ (nosi¢ rozdéleni) takova, Ze
o P[X € M] = 1.
= e | Mt 2.3 ; « ;s sz
e vy DISTRIBUCNI FUNKCE* takového rozdéleni je schodovita, se
K3

skoky v bodech z;, i =1,2,...
Distribuéni funkce diskrétniho rozdéleni e . , 25 L,
o Viz té%: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?®, DISKRETNI SDRU-

7ENE ROZDELEN{>#, NEKTERA ROZDELEN{*

2.5. Pravdépodobnostni funkce. Pravdépodobnostni funkci rozumime
nezédpornou funkci nulovou vsude s vyjimkou spocetné bodu
x1,%2,--- € R, v nichz nabyva postupné hodnot py,ps,--- €
(0,1), pficemz > p; = 1.

Je-li ddno DISKRETNI ROZDELEN{?# @ na R, jeho pravdé-
podobnostni funkci rozumime funkci

P(z) = Q({z}) =P[X =a] = F(z) - F(2—)
F pi oz=m, =12,

I ZI '_¥ |0 £,
T

T kde F je DISTRIBUGNI FUNKCE?? rozdéleni @, x; jsou body
skokll F' a p; velikosti skokil v téchto bodech.
Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Pro NAHODNOU VELICINUZ! X s takovym rozdélenim je

PXeB]= ) p, BCR.
i,x,€B

Kazdou pravdépodobnostni funkei (tj. dvojicemi (z;, p;), i =
1,2,..., kde z; € R, p; € (0,1), > p; = 1) je popséno né&jaké
diskrétni rozdéleni. Pro jeho distribu¢ni funkci plati

F(x) = Z Di, z € R.

iz, Sx
o Vig téz: HusTtoTa%7

2.6. Spojité rozdéleni. NAHODNA VELICINAZ! X s DISTRIBUCNT FUNKCi23
F ma4 spojité rozdéleni, existuje-li funkce f(x) takovéa, ze

F(x):P[Xix]:/_x f(t)dt, zeR.

Distribué¢ni funkce takového rozdéleni je (v feéi matematické
analyzy) absolutné spojita.

o Viz téz: HusTOTA%7, DISKRETNI ROZDELENT?*, SPOJITE
SDRUZENE ROZDELENI®®, NEKTERA ROZDELEN{*
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2. Ndhodna veli¢ina
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2.7.

2.8.

2.9.

Hustota. Jako hustotu oznacujeme kazdou funkci f(z) s vlast-
nostmi

f(x) 20, z€R, / f(z)dz =1.
R

Funkci f nazjvame hustotou SPOJITEHO ROZDELENI?6 s DIs-
TRIBUCNI FUNKCI?? F, pokud

ﬂ@:/ff@&,xeR

Takova f mé vlastnosti hustoty a je f(x) = F'(z) pro ,skoro
vSechna® x € R (a napf. v bodech, kde F’ neexistuje, mizeme
f wvolit libovolng).

Pro vELICINU?! X s hustotou f plati

P[X=2]=0, z€R,
a je-li I interval s krajnimi body a < b (at uz uzavieny, po-

louzavieny, nebo otevieny), pak

b
HXEH:waHQ:/f@Nx

Kazd4 hustota f je hustotou néjakého ROZDELEN{?Z, pfi-
slu$né distribu¢ni funkce mé tvar

ﬂ@z/ﬁf@&,xeR

¢ Viz té%: PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?®, SPOJITE SDRU-
ZENE ROZDELEN{3-5

Intenzita poruch. Pro nezdpornou NAHODNOU VELICINUZ! X
se SPOJITYM ROZDELENIM?C definujeme intenzitu poruch

. PXe(@az+h)|X>2]  f(x)
A) = hlg(r)l+ h - 1-F(x)

tam, kde F'(z) < 1, pficemz f a F jsou HUSTOTA?" a DISTRI-
BUCNI FUNKCE?3 X.

Predstavuje-li X dobu do poruchy néjakého zafizeni, inten-
zita A\(x) vyjadiuje, Ze pokud do ¢asu = nedoslo k poruse, tak
PRAVDEPODOBNOST! 3, 7e k ni dojde v nésledujicim okamziku
malé délky h, je pfiblizné A(z)h.

Intenzita charakterizuje ROZDELEN{?-?
veli¢iny, lze psat

nezaporné nahodné

F(z) = l—exp(—/:)\(t)dt), x> 0.

¢ Viz téz: EXPONENCIALNI ROZDELEN{*®

Stfedni hodnota. St¥edni hodnota NAHODNE VELICINYZ?! X,
resp. g(X), kde g : R — R je (MERITELNAZ!) funkce, je

e pro X DISKRETNE ROZDELENOU?4 s PRAVDEPODOBNOSTN{
FUNKC{?® P definovana jako

EX =) z;P(x),

resp. Eg(X) = Zg(%)P(%)a
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2. Nahodna velic¢ina

e pro X SPOJITE ROZDELENOUZ® s HusTOoTOUZ7 f jako

o0
EX = / zf(x)dex,
— 00
oo
resp. B g(X) = / o(2) f(z) da,
—o0
maji-li vyrazy napravo smysl.
Stfedni hodnota E X pfedstavuje primérnou hodnotu (ve
smyslu vazeného praméru), které veli¢ina X nabyva.
Stfedni hodnota je linedrni operator. Jsou-li X,Y ndhodné
veli¢iny definované na stejném PRAVDEPODOBNOSTNIM PRO-
STORU'3 Q a a,b € R, plati

Ea=a, E(aX 4+bY)=aEX +bEY.

Operator E také zachovavd monotonii. Je-li X < Y (4.
X(w) =Y (W) Ywea), pak EX S EY.

o Viz téz: MoMENTY?!?, RozpTyL?!!, STREDNI HODNOTA
VEKTORU®®, MEDIAN? 13, VYBEROVY PROUMERS S, TEST O STREDN{
HODNOTE?

2.10. Momenty. Momenty ROZDELEN{?? jsou STREDNI HODNOTY?*
mocnin pifslu§né NAHODNE VELICINY?!.
E X* je k-ty (necentralni) moment rozdéleni veli¢iny X,
E(X — E X)¥ je k-ty centralni moment (k € N).
o Viz téz: Rozpryr?!!
2.11. Rozptyl. Rozptyl (ROZDELEN{??) VELICINY?! X je definovan
jako druh§ CENTRALNf MOMENT?!0 rozdéleni X,

varX =E(X —EX)?=EX? - (EX)?,

pokud je E X2 koneénA.
Pro ¢ € R plati

varc =0, varcX = c¢?var X.

Rozptyl vyjadfuje variabilitu rozdéleni kolem jeho STREDNI{
HODNOTY??. Je-li EX? < o0, CebySevova nerovnost odha-
duje (velice hrub&) PRAVDEPODOBNOST!? odchylky X od jej
stfedni hodnoty

var X

P[X —EX|>¢ < , >0

£2

o Viz téz: VARIANCNI MATICE?®, VYBEROVY ROZPTYLS”,
TEST O ROZPTYLU NORMALNI{HO ROZDELEN{"-10

2.12. Smérodatna odchylka. Smérodatna odchylka je druhd odmoc-
nina z ROZPTYLUZ !,

o Viz téz: RozrTYL?!!, VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKAS®

2.13. Mediin. Median ROZDELEN{?? veli¢iny X je libovolné ¢islo & €
R spliujici
PX <2z £1/2<P[X £ 7).
Jde o jakousi ,prostfedni hodnotu rozdéleni, podobné jako
STREDNI HODNOTA?? je méfitkem polohy rozdéleni.
Pro SPOJITE ROZDELENOU?6 veli¢inu s DISTRIBUCNT FUNKC?3
F je medidnem Z ¢islo spliujici F(z) = 1/2.

o Viz téz: KVANTIL?!* VYBEROVY MEDIANS6
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2.14.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

Kvantil. Pro p € (0,1) je p-kvantil 2, ROZDELEN{?? s DISTRI-
BUCGNI FUNKCI?3 F definovan jako ¢&islo splitujici

F(xp—) =p = F(xp).
Je-li F spojit4, p-kvantilem jsou hodnoty F~1(p).

Pro p = 1/2, resp. p = 1/4,3/4 hovoiime o MEDIANU?13,
resp. dolnim a hornim kvartilu.

3. NAHODNY VEKTOR

Néahodny vektor. Ndhodnym vektorem rozumime vektor slo-
zeny z NAHODNYCH VELICIN?'! definovanych na stejném PRAV-
DEPODOBNOSTNIM PROSTORU'3, X = (X1,...,X,).

Nahodny vektor X mutzeme chapat také jako ndhodnou ve-
licinu s hodnotami v R™.

o Viz té%: SDRUZENE ROZDELEN{®2

SdruZené rozdéleni. SdruZené rozdéleni NAHODNEHO VEKTORU> !
X = (X1,...,X,) s hodnotami v R" je charakterizovino sdru-
Zenou distribuéni funkci
F(:L') :P[Xl § x17"'5X7L § xn]a
z=(z1,...,2,) € R™

o Viz téz: MARGINALNI ROZDELEN{?3, DISKRETN{ SDRU-
ZENE ROZDELEN{®#, SPOJITE SDRUZENE ROZDELEN{3-?

Marginaini rozdéleni. Marginalnim rozdélenim NAHODNEHO VEK-
TorU*! X = (Xi,...,X,) rozumime ROZDELEN{*? jeho slo-
zek.

Mé-li vektor X SDRUZENOU DISTRIBUCNT FUNKCT®? F(21, . .
pak marginalni distribu¢ni funkce j-té slozky X; je

Fj(z;) = P[X; = ]

lim F(zy,...,2,), zj €R,

T —00,iF ]

tj. v F(z1,...,2,) vSechny ostatni slozky kromé j-té posilame
k oo.
Obecnéji, marginalni rozdéleni podvektoru (Xj,,...,X;,),
i1,...,0k € {1,...,n}, k < n, ma distribu¢ni funkci
Fil;-“7ik (l‘il, . ,xik) = P[le é Z‘il, - 7Xik é .Tik]
= lim  F(z1,...,%n), Zi,...,2, €R.
T—00,8F01 yeu ik

¢ Viz té%: NEZAVISLE NAHODNE VELICINY®10

Diskrétni sdruZené rozdéleni. NAHODNY VEKTOR?*! X m4 dis-
krétni rozdéleni, pokud existuje spo¢etnd mnozina bodi M =
{x1, 22, ...} takovd, ze P[X € M] = 1.

Jako pravdépodobnostni funkci takového vektoru oznacu-
jeme funkci

MARGINALNT ROZDELENT?? diskrétné rozdéleného vektoru
X jsou DISKRETNi?>*, PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCE?® j-té
slozky je

Pi(z) =P[X;=2a]=) ---) Plz), z€R,

rEM;xj=x

tj. pfi daném x séitdme sdruzenou pravdépodobnostni funkci
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3. Néhodny vektor

3.5.

3.6.

3.7.

pres vSechny hodnoty ostatnich slozek.

o Viz té%: SPOJITE SDRUZENE ROZDELEN{>-®

Spojité sdruZené rozdéleni. NAHODNY VEKTOR?*! X = (Xq,...,X,)
se SDRUZENOU®? distribuéni funkei F(z1,...,,) ma spojité
rozdéleni, pokud existuje nezapornd funkce n proménnych f,

ze

(—o0,z1) X+ X (—00,2x)

pro vSechna (x1,...z,) € R Tato funkce se nazyvéa sdruzena
hustota vektoru X.

MARGINALNT ROZDELEN{?? spojité rozdéleného vektoru X
jsou sPOJITA?Y, slozka X; ma HUSTOTU”

fla = [ [ fnm)

Rn-1
X dlL’l e d.’Ej_l d$j+1 . dxn,

tj. pro dané z; integrujeme hustotu sdruzeného rozdéleni pres
vSechny hodnoty ostatnich slozek.

o Viz téz: DISKRETNI SDRUZENE ROZDELENI**, ViCEROZ-
MERNE NORMALN{ ROZDELEN{*"

Stredni hodnota vektoru. St¥edni hodnotou NAHODNEHO VEK-
ToRU*! X = (X,...,X,) rozumime vektor STREDNICH HOD-
NoT?? jeho slozek

EX =(EX,...,EX,).

Stfedni hodnotu NAHODNE VELICINY ! g(X), kde g: R™ —
R, Ize pro VEKTOR S DISKRETNIM ROZDELENiM®* s PRAVDE-
PODOBNOSTNI FUNKCI?® P poéitat jako

Eg(X)= ) g(z)P(x)
xcM
a pro vektor SE SPOJITYM ROZDELENIM?® s HUusTOTOU®® f
jako

Bo(X) = [+ [ g@)f(@)da.
o

o Viz téz: KOVARIANCE?", PAROVY TEST"!!, DVOUVYBE-
ROVY TEST 12

Kovariance. Kovariance mezi slozkami X; a X; NAHODNEHO
VEKTORU?! X je
COV(Xi, X]) = E(Xz — EXl)(XJ - EXJ)
—EX,X; -EX,EX].
Je-lii = j, dostavame cov(X;, X;) = var X;, tedy ROZPTYL? L.
S pomoci kovariance mizeme psat pro rozptyl linearni kom-
binace VELICIN?>! X a Y s konstantami a,b € R

var(aX + bY)
= a®var X + 2abcov(X,Y) + b varY.
o Viz téz: VARIANCNT MATICE®®, KORELACNT KOEFICIENTY
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3.8.

3.9.

3.10.

4.1.

Varianéni matice. Varianéni matice NAHODNEHO VEKTORU®'!

X = (Xi1,...,X,) je matice slozend z KOVARIANCI*7 mezi
jeho slozkami, o2
021
var X = (COV(Xi’Xj))i,jzl,m,n' vV =
Variancéni matice je symetricka pozitivné semidefinitni, s ROZ- o
n
PTYLY?!! slozek na diagonale.

. - . - . . . . 4.7 Varian¢ni matice
¢ Viz téZz: VICEROZMERNE NORMALNI ROZDELENI*
Korelacni koeficient. Korelaéni koeficient mezi slozkami X; a
X; NAHODNEHO VEKTORU*! X je definovan jako

COV()Q7 XJ)

Pid = \/var X; vaer‘

Tato hodnota z intervalu (—1,1) je mirou linedrni zavislosti
mezi X; a X;.

Pfi p = 0 mluvime o nekorelovanych veli¢inach, krajni hod-
noty p;; = +1 znamenaji linedrni zavislost mezi X; a X;. Pii
pi; = £1 totiz existuji konstanty a,b € R (znaménko b je pfi-
tom stejné jako u p;;), ze s pravdépodobnosti 1 je X; = a+bX;.

o Viz té%: NEZAVISLE NAHODNE VELICINY®10

Nez&vislé nahodné veli¢iny. NAHODNE VELICINY?! X1, Xo, ...,
definované na stejném PRAVDEPODOBNOSTNIM PROSTORU'3,
se nazyvaji nezavislé, jestlize pro kazdé n € N je

F(Xh.__,Xn)(xl, N ,l’n) = Fl(fl) cee Fn(xn)

pro vSechna (x1,...,2,) € R", tedy pokud SDRUZENA®? dis-
tribuéni funkce vektoru (X, ..., X,) je sou¢inem MARGINAL-
Nicu?? distribuénich funkei jednotlivych veli¢in. Obdobné de-
finujeme nezévislost NAHODNYCH VEKTORU®!.

Pro SPOJITE ROZDELENE®® (X7, ..., X,,) je tato shoda ekvi-
valentni rovnosti HUsTOT?”

fxnx) (@1, zn) = fi(zn) - fo(zn)
pro vSechna z1,...,x, € R.

Jsou-li X1, X, ... nezavislé, pak pro libovolné (MERITELNE? 1)
funkce g;: R = R,i=1,2,..., jsounezavislé i veli¢iny g1 (X1), g2(X2),. ...

Jsou-li veli¢iny X; a X; nezavislé, pak

E)(l)(J:EAX)E)(]7 COV(Xi,Xj):pijZO.
Nezavislé veli¢iny jsou tedy NEKORELOVANE®Y. Opaéné tvrzeni
obecné neplati.

Jsou-li NAHODNE VELICINY?! X a Y nezavislé, pak vzo-
rec pro ROZPTYL?!! souétu, resp. rozdilu neobsahuje KOVARI-
ANCI®7,

var(X £Y) =var X +varY.

o Viz téz: TEST NEZAVISLOSTI V KONTINGENCN{ TABULCE 12,
TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{’-16

4. NEKTERA ROZDELENI

Alternativni rozdéleni. Alternativni rozdéleni Alt(p) s parame-
trem p € (0,1) je DISKRETNI ROZDELEN{** soustiedéné na
dvoubodové mnozing {0, 1} s PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKC{*?

P(1)=p, PO)=1-p

a nulovou jinde. NAHODNA VELICINAZ! s alternativnim rozdé-
lenim, X ~ Alt(p), ma STREDNI HODNOTU?? a ROZPTYL?!!

EX =p, var X = p(1 — p).
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16 4. Nékterd rozdéleni

o Viz téz: BINOMICKE ROZDELEN{*?2

4.2. Binomické rozdéleni. Binomické rozdéleni s parametry n € N a
p € (0,1), znadeni napt. Bi(n,p), je DISKRETNI ROZDELEN{?*
na mnoziné {0,1,...,n} s PRAVDEPODOBNOSTN{ FUNKC{?*®

(NP —p)™*, k=0,1,2,...,n

P(k) =
(k) 0 jinak.

NAHODNA VELICINAZ! s binomickym rozdélenim, X ~ Bi(n, p),
ma STREDNI HODNOTU?? a rROZPTYLZ!!

EX = np, var X = np(1l — p).

Jsou-li ¥7,Y5, ..., Y, NEZAVISLE?!? ndhodné velidiny s AL-
TERNATIVNIM ROZDELENIM* ! Alt(p), pak S = 3, Y; ~ Bi(n, p).

Binomickym rozdélenim mutzeme modelovat pocet tispéchu
nastavajicich v posloupnosti n NEZAVISLE!® opakovanych NA-
HODNYCH POKUSU''!, z nich? kazdy konéi tispéchem s PRAV-
DEPODOBNOSTI™® p a netispéchem s pravdépodobnosti 1 — p.

o Viz téZ: APROXIMACE BINOMICKEHO ROZDELEN{ P0ISSO-
NovyM*4, CENTRALNI LIMITN{ VETA PRO BINOMICKE ROZ-
DELEN{®-6

4.3. Poissonovo rozdéleni. Poissonovo rozdéleni s parametrem \ >
0, znadeni napi. Po()), je DISKRETNT ROZDELEN{?* na mnoZiné
celjch nezdpornych ¢isel s PRAVDEPODOBNOSTNI FUNKCi?5

e Nk k=0,1,2,.. .,

P(k) =
(k) 0 jinak.

NAHODNA VELICINAZ! s Poissonovym rozdélenim, X ~ Po()\),
mé STREDNT HODNOTU?? a ROZPTYL?!! rovny parametru roz-
déleni,

EX =varX =),
hodnoty DISTRIBUCNT FUNKCE?® byvaji tabelovany.

¢ Viz téZ: APROXIMACE BINOMICKEHO ROZDELENI POISSO-
NovyM*4

4.4. Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym. Pfi velkych hod-
notéch n a mal§ch hodnotéch p je mozné PRAVDEPODOBNOSTN{?,
resp. DISTRIBUCN{?? funkci BINOMICKEHO ROZDELENT*? Bi(n, p)
aproximovat pravdépodobnostni, resp. distribu¢ni funkci Po-
ISSONOVA ROZDELEN{*? Po()\) s parametrem \ = np.

Aproximace je povazovana za dobrou pro n > 30 a p < 0,1.

¢ Viz téz: CENTRALNI LIMITNI VETA PRO BINOMICKE ROZ-
DELEN{®-6

4.5. Exponencialni rozdéleni. Exponencialni rozdéleni s parametrem
A > 0, znadeni napi. Exp()\), je SPOJITE ROZDELEN{? na mno-
7iné kladnych ¢&isel s DISTRIBUGNT FUNKCI?3

1—e ™ >0,

F(z) = .
0 jinak,
A tj. s HusToTOU27
(@) e ™ 2> 0,
€Tr) =
0 jinak.
[
Toto rozdéleni m4 konstantni INTENZITU PORUCH?®, \(z) = A,
Hustota exponencialniho rozdéleni x> 0.
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4.6.

4.7.

NAHODNA VELICINAZ?! s exponenciadlnim rozdélenim, X ~
Exp()\), m4 sSTREDNi HODNOTU?? a ROZPTYL?!!

EX =1/,  varX =1/\%

Nékdy se jako parametr exponencialniho rozdéleni udava ni-
koli intenzita poruch A, ale jeji pfevracena hodnota, tj. stredni
hodnota rozdéleni 6§ = 1/\.

Normdini rozdéleni. Normélni (Gaussovo) rozdéleni se STREDNI
HODNOTOU?? i € R a ROZPTYLEMZ!! 62 (o > 0 je SMERO-
DATNA ODCHYLKAZ!?), znadeni N(u,0?), je SPOJITE ROZDE-
LENi?® s HUSTOTOUZ

1 2 2
- —(z—p)"/20
flx)= 277026 , x€R.

Normalni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotu a jednotko-
vym rozptylem, N(0,1), se nazyva standardni (normované)
normalni, jeho hustota se znaci

olx) =(1/V 27T)e_g”2/2, z €R.
DISTRIBUCNI?® a KVANTILOVA?1* funkce rozdéleni N(0,1),
B(x) = / ot)dt, up=3_1(p), pe(0,1),
byvaji tabelovany, vzhledem k symetrii N(0, 1) plati
O(—x)=1—2(x), Ui—p = —Up.

Pii linearni transformaci ztistdva normalita rozdéleni zacho-
véna. Je-li X ~ N(u,0?) a a,b € R, pak aX + b ~ N(au +
b,b%0?). Pro distribuéni funkci Fx VELICINY?! X ~ N(u,0?)
muzeme tedy psat

Fx(z) :@(”C—“), zeR.

g

o Viz téz: VICEROZMERNE NORMALN{ ROZDELEN{*7, CENT-
RALNf LIMITNT VETA®#

Vicerozmérné normalni rozdéleni. n-rozmérné normalni rozdé-
leni N, (i, V'), kde p je sloupcovy vektor z R™ a V' pozitivné
definitni matice fadu n, je ROZDELEN{*? s HUSTOTOU®?

flxy, ... xy)
1

ryy—1
= W—dm exp(—(z — p)'V"(z — pn)/2),
z = (z1,...,2,) € R™

Parametr p je STREDNT HODNOTOU®® a V' VARIANCNT MA-
T1Cf?8 tohoto rozdéleni.

Mé4-li NAHODNY VEKTOR®*! X rozdéleni N,, (i, V'), jeho slozky
maji také NORMALNT ROZDELENI*S) X; ~ N(u;,0?), kde o2 je
i-ty diagonalni prvek ve V. Norméalné rozdélené jsou i linearni
kombinace slozek.

Jsou-li slozky X; a X; ndhodného vektoru se sdruzenym
normalnim rozdélenim NEKORELOVANE®?, pak X; a X, jsou
NEZAVISLE? 10, Ve sdruzeném normélnim rozdéleni je tedy ne-
korelovanost ekvivalentni nezavislosti (coz obecné neplati).

o Viz té7: TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{’-16
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4.8. Chi-kvadrat rozdéleni. Chi-kvadrat rozdéleni o n € N stupnich
volnosti, x2, je SPOJITE ROZDELEN{?® na mnoziné kladnych
¢isel s HUSTOTOU?

1 n/2—1,—xz/2
f() = 72T () & e , x>0,
0 jinak.

Takové ROZDELENI?? mé napiiklad NAHODNA VELICINAZ!
Y = X2+ -+ X2 kdyz X1,..., X, jsou NEZAVISLE* !0 na-
0 hodné veli¢iny s rozdélenim NORMALNIM*® N(0, 1).

Hustota chi-kvadrat rozdgleni o Viz téZ: STUDENTOVO T-ROZDELEN{*?, FISHEROVO-SNEDECOROVO
F-rOZDELEN{*1?, TEST O ROZPTYLU NORMALNIHO ROZDE-
LENi"10 CHI-KVADRAT TEST DOBRE SHODY"'13

4.9. Studentovo t-rozdéleni. Studentovo t-rozdéleni o n € N stup-
nich volnosti, t,, je SPOJITE ROZDELENI*® s HUSTOTOU?”

I'((n+1)/2 2\ —(n+1)/2
f(x)zu(lgi) R
o I'(n/2)y/mn n
Hustota t-rozdé&leni Takové ROZDELEN{?? ma napiiklad NAHODNA VELICINAZ!

T =U/\/Y/n, kdyz U a Y jsou NEZAVISLE®*!Y ngdhodné veli-
¢iny s rozdélenim NORMALNIM* Y N(0,1) a CHI-KVADRAT*® x2

n*

o Viz téz: FISHEROVO-SNEDECOROVO F-ROZDELEN{*10, TESTY
STREDNf HODNOTY NORMALN{HO ROZDELEN{"%, PAROVY
TEST ', DVOUVYBEROVY TEST 12

4.10. Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni. Fisherovo-Snedecorovo F'-
rozdéleni o m € N an € N stupnich volnosti, F,,, ,,, je SPOJITE
ROZDELEN{?® na mnoziné kladnych &isel s HusToTOU?”

m )—(m-irn)/2

C~xm/2*1(1+—x , x>0,
n

fz) =
0 jinak,
kde
_ T((m+n)/2) (@)mﬁ
- T(m/2)T(n/2)\ n
je normovaci konstanta.
Takové ROZDELEN{?? mé napiiklad NAHODNA VELICINAZ!
Z = (X/m)/(Y/n), kdyz X a Y jsou NEZAVISLE*!? ndhodné
veli¢iny s CHI-KVADRAT?® rozdélenimi x2, a x2.

o Viz téz: TEST VYZNAMNOSTI REGRESES”

5. LIMITNI VETY

5.1. Zakon velkych ¢&isel. Jako zakon velkych €isel oznacujeme tvr-
zeni o konvergenci primért v posloupnosti NAHODNYCH VE-
LICIN?L. Nastava-li tato konvergence s PRAVDEPODOBNOST{!?
1, hovofime o silném zékonu velkych ¢isel.

Jsou-li X1, Xo,... NEZAVISLE®!Y a stejné ROZDELENE?? né-
hodné veli¢iny s koneénou STREDNI HODNOTOU?? 1 = E X7,
pak pro S, :=3>_" | X;, n € N, plati

S,/n 2= 1 s pravdépodobnosti 1.

Pro S,, oznacujici poéet vyskyti JEVU!'! A v prvnich n po-
kusech v posloupnosti nezavisle se opakujicich NAHODNYCH
POKUSU!!, tj. kdyz X; = 1 nebo 0 podle toho, zda v i-tém
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5.2.

5.3.

5.4.

pokusu jev A nastal nebo nenastal, dostavame s pravdépodob-
nosti 1 statistickou definici pravdépodobnosti zaloZzenou na li-
mité relativnich cetnosti,

S, /n 2= E X; = P[vyskyt A v daném pokusu].

o Viz téz: KOLMOGOROVUV ZAKON VELKYCH CISEL®2, SLABY
ZAKON VELKYCH CisgL®3

Kolmogoroviiv zdkon velkych Cisel. Kolmogorovuv zakon vel-
kych &isel je ZAKON VELKYCH CiSEL®! tohoto znéni:

Jsou-li NAHODNE VELICINY?! X, Xs, ... NEZAVISLE? !0 s ko-
neénymi ROZPTYLYZ !, a je-li Y 57 var X;/b; < oo pro néja-
kou posloupnost ¢isel by < by < ... s limb,, = oo pfi n — oo,
pak

3.10

1 . .
™ (X; —EX;) =250 s PrRAVDEPODOBNOSTI!? 1.
n

1

n

2
Neni tfeba, aby X1, Xs,... byly stejné ROZDELENE?2,

o Viz té%: SLABY ZAKON VELKYCH CGiSEL®3

Slaby zdkon velkych ¢&isel. Slaby zakon velkych &isel postihuje
— oproti SILNEMU®! — slabgf formu konvergence (totiz jen pro
PRAVDEPODOBNOSTI'? odchylek PROUMERU®® od jeho STREDNT
HODNOTY??), oviem také za slabsich predpokladfi na NEZAVIS-
LosT?1% v posloupnosti NAHODNYCH VELICIN?L,

Jsou-li X1, Xs,... NEKORELOVANE®* ndhodné veli¢iny s ko-
neénymi ROZPTYLY*! S, =" X, a jeli varS,/n? =
S, var X;/n? — 0 pfi n — oo, pak

En

< s} 27,1 pro kazdé e > 0.

o Viz téz: ZAKON VELKYCH CiSEL?!, KOLMOGOROVUV ZA-
KON VELKYCH CfSEL?2, CENTRALN{ LIMITNT VETA?*

Centrdlni limitni véta. Centralni limitni véty popisuji limity
PRAVDEPODOBNOSTI!3 odchylek NAHODNYCH VELICINZ! od
jejich STREDNT HODNOTY??,

Pro stejné ROZDELENE?? ndhodné veli¢iny plati Lindebergova-
Lévyova centralni limitni véta: Jsou-li X1, Xo, ... NEZAVISLE? 10
stejné ROZDELENE?? nahodné velidiny s koneénym ROZPTY-
LEM?1 pak pro kazdé x € R

P Z?:l Xi - nEX1
vnvar X,

kde ® je DISTRIBUCNI FUNKCE?? standardniho NORMALNIHO
ROZDELEN{*® N(0,1).

To znamend, ze je-li S,, = Z?:l X; souctem velkého mnoz-
stvi nezavislych nahodnych veli¢in, mizeme jeji rozdéleni po-
vazovat za priblizné normalni,

<x} — ®(z) piin — oo,

Sn ~ N(n.uano—z)a
kde = E X; a 02 = var X;.

¢ Viz té%: LIAPUNOVOVA CENTRALNT LIMITNT VETA®®, CEN-
TRALN{ LIMITNT VETA PRO BINOMICKE ROZDELENT®-®, SLABY
ZAKON VELKYCH CfSEL3
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5.5.

5.6.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Ljapunovova centrdlni limitni véta. Ljapunovova centralni limitni
véta nevyzaduje, na rozdil od LINDEBERGOVY-LEVYOVY®4,
stejné ROZDELEN{?? u jednotlivych NAHODNYCH VELICINZ!,

Jsou-li X1, Xo,... NEZAVISLE®!? nghodné veliciny, s? =
var Z;l Xz = Z;l E(Xl — EX1)2 a je—li

STEIX; —EX; P
2490
Sn

0 pro néjaké § > 0,

potom pro kazdé z € R
"X, - S TEX;
P[Zl \/%1 <z
Sn

kde ® je DISTRIBUCNI FUNKCE??® standardniho NORMALNIHO
ROZDELEN{*® N(0,1).

] — ®(x) pfin — oo,

¢ Viz téz: CENTRALN{ LIMITN{ VETA?4

Centrdlni limitni véta pro binomické rozdéleni. Uplatnénim CEN-
TRALNI LIMITNI VETY®* na NAHODNE VELICINY?'! S, s BINO-
MICKYM ROZDELENIM*? Bi(n, p), chidpané jako soudty NEZA-
visLYcn® 10 veli¢in s ALTERNATIVNIM ROZDELENIM* !, dosta-
neme

Sn ~ N(np,np(l —p)) piin— oo.

Tuto aproximaci lze povazovat za dobrou, kdyz var S,, = np(1—
p) > 9.

¢ Viz téZ: APROXIMACE BINOMICKEHO ROZDELENI PoISso-
NOovyMm*4

6. TEORIE ODHADU

Nzhodny vybér. Posloupnost NAHODNYCH VELICINZ! (piip. NA-
HODNYCH VEKTORU?!) X1,..., X, se nazyva nadhodny vybér
rozsahu n z ROZDELEN{?? s DISTRIBUCNI FUNKCI?? F, jsou-
li tyto veliciny NEZAVISLE®1Y a vechny maji stejné rozdéleni
charakterizované distribu¢ni funkci F'.

Takova posloupnost veli¢in odpovida vybéru ze zakladniho
souboru s vracenim.

Statistika (hodnota). Statistikou rozumime (MERITELNOU®!)

funkci pozorovanych hodnot, kterymi je obvykle NAHODNY VY-
6.1

BERL.

o Viz té%: POPISNE STATISTIKYS*

Odhad. Odhadem parametrické funkce g(6) na zdkladé pozoro-

vani X1, ..., X, nazgvame libovolnou STATISTIKU®? S(X71, ..., X,),

kterd nezavisi na 6.

o Viz téz: POPISNE STATISTIKY®#, INTERVALOVE ODHADYY16,

MAXIMALNE VEROHODNY ODHADS1?

Popisné statistiky. Popisné statistiky zachycuji nékteré charak-
teristiky NAHODNEHO VYBERUS!. Jednd se o vybérové pro-
t&j8ky obdobnjch charakteristik ROZDELEN{?2, jako napf. V-
BEROVY PRUMERS®, VYBEROVY ROZPTYLS”, VYBEROVY SME-
RODATNA ODCHYLKAS®® VYBEROVA KOVARIANCE®?, vVBE-
ROVY KORELACNI KOEFICIENT® 10 vYBEROVY MEDIANSS,
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6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Vybérovy priimér. Vybérovym prumérem z NAHODNEHO VY-

BERU®! X1,..., X, rozumime VELICINUZ!
_ 1<
X == ZX
n
=1

Jde o v§bérovy protéjsek STREDNI HODNOTY?".

Vybérovy primér X je NESTRANNYM®!! a KONZISTENT-
NiMO12 odhadem stiedni hodnoty E X; (existuje-li tato). Je
také NEJLEPSIM®1* odhadem mezi linedrnimi (tj. tvaru ), a; X;)
nestrannymi odhady E X;, v BINOMICKEM* 2, POISSONOVE*3,
NORMALNIM*C, & EXPONENCIALNIM?*® rozdéleni dokonce mezi
vSemi odhady.

o Viz téz: TEST O STREDNI HODNOTE"?

Vybérovy medidn. Vybérovym medianem z NAHODNEHO VY-
BERUS! X1, ..., X,, rozumime

e pro n liché veli¢inu
X = X((n+1)/2)»

e pro n sudé veli¢inu

X = (X(n/2) + X(n/241))/2,

kde X(1) = -+ = X(,) znaci hodnoty Xj,..., X, usporddané
podle velikosti. Vybérovy medidn je prostiedni hodnotou (co
do velikosti), resp. pramérem dvou prostfednich hodnot, v né-
hodném vybéru.

Jde o vibérovy protéjsek MEDIANUZ13,

o Viz té%: VYBEROVY PRUMERS®

Vybérovy rozptyl. Vybérovym rozptylem z NAHODNEHO VY-
BERU®! X1,..., X, n > 1, rozumime VELICINU?!

1 _
2 _ L 2
= Y (K- XP

i=1

kde X je vVBEROVY PROUMERS®. Jde o vybérovy protéjsek
ROZPTYLUZ L,

Vybérovy rozptyl s? je jakozto opHADS? rozptylu var X;
(existuje-li tento) NESTRANNY®! a KONZISTENTN{C-12,

Pro odhad rozptylu lze pouzit také STATISTIKU® 2

1 _ ~1
S -X)2 = .
n “—

n

2

ktera méa mensi rozptyl nez s°, na rozdil od néj je vsak vy-

CHYLENAS-11,

o Viz té%: VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKAS®, VYBE-
ROVA KOVARIANCES?, TEST O ROZPTYLU NORMALN{HO ROZ-
DELEN{-10

Vybérova smérodatnd odchylka. Vybérova smérodatna odchylka
s je odmocninou z VYBEROVEHO ROZPTYLU®7 2.
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6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

Vybérova kovariance. Vybérovou kovarianci mezi slozkami NA-
HODNEHO VYBERUS'!

X1 Xn
() (). wo

1< - -
snyn_lg(XifX)(YifY)

1 - _—
= n_1<ZXiYi—nXY),

i=1

je VELICINAZL

kde X a Y jsou V¥BEROVE PROMERY®® slozek pozorovani. Jde
o vibérovy protéjsek KOVARIANCE?T,

o Viz té%: VYBEROVY KORELACNI KOEFICIENT®10

Viybérovy korelacéni koeficient. Vybérovy korelaéni koeficient mezi

slozkami NAHODNEHO VYBERU (F1),..., (37), n > 1 je defi-
novan pomoci VYBEROVE KOVARIANCE®® sxy a VYBEROVYCH

ROZPTYLUS T 5% a s2 jako

SxXy > XY —nXY
TXYy = =
2 2 ~-2 2\’
V Sx Sy (ZXZQ—TLX )(ZY?—HY )
kde X a Y jsou V¥BEROVE PROMERY®® slozek pozorovani. Jde
o vybérovy protéjsek KORELACGNIHO KOEFICIENTU>Y,

o Viz téz: TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{"-16

Nestrannost. OpHAD®? S, (X1,...,X,) parametrické funkce
g(0) se nazyva nestranny (nevychyleny), jestlize

Ey S,(X1,...,X,) = ¢g(f) pro viechna 0.

V opaéném piipadé se nazyva vychyleny.

VYBEROVY PROMER®® a VYBEROVY ROZPTYLS” coby od-
hady sTREDNT HODNOTY?? a ROZPTYLUZ!! jsou nestranné
(existuji-li pfislusné momenty).

Konzistence. OpHAD®? S, (X1,...,X,) parametrické funkce
g(0) se nazyva (silné) konzistentni, jestlize

Py[ lim S,(X1,...,Xn) =9g(0)] =1 pro vSechna 6.

VYBEROVY PROUMERS® a VYBEROVY ROZPTYL®” coby od-
hady STREDNI HODNOTY?? a ROZPTYLU?!! jsou konzistentni
(existuji-li pfislusné momenty).

Stredni ¢tvercovd chyba. St¥edni Etvercova chyba (MSE, mean
squarred error) ODHADU®S S(X7, ..., X,,) realné parametrické
funkce g(0) je definovana jako

MSEg S = Eg(S(X1,...,X,) — g(0))?,

pokud tato STREDNI HODNOTA?? existuje.

Udéava, jak se v primeéru lisi odhad od odhadované hodnoty,
méfime-li odlisnost pomoci druhé mocniny jeho odchylky od
spravné hodnoty. Na zdkladé MSE muzeme odhady porovné-
vat, uréovat, ktery je LEPSi®-14,

o Viz téz: NEJLEPSI opHADS 14

Michal Friesl: Pravdépodobnost a statistika HYPERTEXTOVE PRINT 2014-02-08 4n8alubh40189x


http://home.zcu.cz/~friesl/
http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/

6. Teorie odhadu

23

6.14. Nejlepsi odhad. Rekneme, ze ODHADS® S je (dle STREDN{ CTVER-

6.15.

6.16.

6.17.

cove cuyBY®1? MSE) lep#i nez Ss, pokud
MSEy S1 < MSEy Sy pro vSechna 6.

Odhad S nazveme nejleps§im odhadem g(6) (ve smyslu MSE),
pokud pro libovolny jiny odhad S’ je

MSEy S < MSEy S’ pro viechna 6

Nejlepsi odhad mezi vsemi odhady nemusi existovat, casto se
proto omezujeme jen na urcitou tfidu odhadi.

¢ Viz téz: ODHADY V REGRESI®®, VYBEROVY PROUMER®?S,
VYBEROVY ROZPTYLS”

Maximaliné vérohodny odhad. Mame-li NAHODNY VYBERS! X =
(X1,...,X,) s HUSTOTOUT fy(x), odhadem metodou maxi-
malni vérohodnosti rozumime tu hodnotu 6, pro niz (pfi da-
nych X)) funkce L(0; X) = fo(X) nabyvid maxima,

8(X) = arg ;nax(L(G; X)).

Maximélné vérohodné odhady jsou (za predpokladu regu-
larity rozdéleni) asymptoticky optimélni (asymptoticky NE-

STRANNE®!! a asymptoticky eficientni).

Intervalové odhady. Je-li pocet n pozorovani Xy, ..., X, maly,
mize se ¢asto bodovy opHAD®3 dost lisit od odhadovaného
parametru. Zavadeéji se proto intervalové odhady.

Interval (D(X1,...,X,), H(X1,...,X,)) nazveme interva-
lovym odhadem 6 o spolehlivosti 1 — a nebo (1 — «)-intervalem
spolehlivosti pro 6 (a € (0,1)), jestlize

Py[D(X1,..., X)) <0< H(X1,...,X,)]=1-a.

Je-li H(Xq,...,X,) = oo, resp. D(X1,...,X,) = —o0, mlu-
vime o dolnim, resp. hornim, intervalovém odhadu.

Krajni body intervalu spolehlivosti jsou funkcemi NAHOD-
NEHO VYBERUS!, jsou to tedy NAHODNE VELICINYZ!. Defi-
niéni rovnost vyjadfuje, Ze intervalovy odhad ,pokryva“ sku-
tecnou hodnotu € s pravdépodobnosti 1 — . Tim neni tvar
odhadu definovan jednoznacné, obvykle hledame nejkratsi in-
terval s takovou vlastnosti.

¢ Viz téZ: INTERVALY SPOLEHLIVOSTI V NORMALNIM ROZ-

DELEN{6-17

Intervaly spolehlivosti v normdlnim rozdéleni. Je-li Xy,..., X,
NAHODNY VYBER?! z NORMALNIHO ROZDELEN{*® N(u,o?),

pak

— oA o
(X - Ulfa/2%7X +U17a/2%>7

_ - s

<X —ti_ay2(n — 1)%7)( +ti_as2(n — 1)ﬁ>7

resp.

(n—1)0? (n—1)o?
e )
Xn-11-a/2 Xn-1,a/2
kde X je VYBEROVY PRUMERS®, s VYBEROVY ROZPTYLS” a
Up, tp(n — 1), resp. x2(n — 1) postupné p-KVANTILY?'* roz-
déleni N(0,1), ¢, 19 a x?_;*%, jsou 1 — a INTERVALY SPO-
LEHLIVOSTI®'6 pro p (prvni pouzijeme, kdyz o2 zname, druhy,

kdyZ nezname), resp. pro o2.
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7. Testovani hypotéz

7.1
©
60 @1 72
Nulova a alternativni hypotéza
O X Hodnoty X
7.3
w
nezamitnout zamitnout
Kriticky obor
Q X Hodnoty X
7.4.
w

nezamitnout zamitnout

v

skuteéna rozhodnuti
hodnota 6 Hyp Hy
chyba
6o € O » |O.K. 1—pl 1. druhu

chyba
61 € ©1 p |2. druhu [=7 O.K.

Chyby 1. a 2. druhu a jejich pravdépodobnosti

Jednostranné intervaly dostaneme, kdyz jeden krajni bod
nahradime oo, resp. oo nebo 0, a u druhého pouzijeme «
misto a/2.

Diky CENTRALN{ LIMITNI VETE®? a KONZISTENCI®!? s
muzeme stejny tvar odhadu jako pro p pouzit i pfi vybérech
z jinych ROZDELEN{?? s koneénym ROZPTYLEM? ! o2, Interval

2

_ o — o

(X - U1—a/2%, X+ up_ay2 ﬁ»
pripadné podobné s s misto o, pak predstavuje pfiblizné 1 —
intervalovy odhad sTREDNf HODNOTY?? E Xj.

o Viz téz: TEST O STREDNi HODNOTE'?, TESTY STREDN{
HODNOTY NORMALNIHO ROZDELEN{"®, TEST O ROZPTYLU
NORMALNIHO ROZDELEN{"-10

7. TESTOVAN|I HYPOTEZ

Hypotéza. Hypotézou rozumime tvrzeni o ROZDELEN{?? pozo-
rované NAHODNE VELICINYZ?! (napf. o rozdéleni NAHODNEHO
VYBERUS1).

Jsou-li rozdéleni, ktera prichazeji v ivahu, parametrizovana
pomoci parametru § € O, povaZzujeme za hypotézu také tvrzeni
0 hodnoté tohoto parametru.

Jednoduchou hypotézu predstavuje hypotéza H: 6 = 6, Ze
parametr 6 je roven danému &islu 6y € ©. Hypotéza H': 6 €
Oy, ze parametr § pochédzi z dané (viceprvkové) mnoziny ©g C
O, je hypotézou slozenou.

o Viz téz: TEsT 2

Test. Test hypotézy je pravidlo, které pozorované hodnoté NA-
HODNE VELICINY?! (obvykle realizaci NAHODNEHO VYBERUS1)
pfifadi rozhodnuti HYPOTEZU”! zamitnout nebo nezamitnout.
Obvykle proti nulové hypotéze H: 6 € Oy, ze hodnota pa-
rametru 6 pochazi z dané mnoziny ©g C O, kde © je mno-
Zina moznych hodnot parametru, stavime alternativni hypo-
tézu H;: 0 € O, kde ©; = © \ O, Ze tomu tak neni.
Zamitnuti Hy pak fakticky znamend rozhodnout se pro H;.

o Viz téz: KRITICKY OBOR"3, CHYBA 1. A 2. DRUHU

. Kriticky obor. Je-li TEST"-? zaloZen na NAHODNE VELICINEZ-!

(pozorovani) X s hodnotami v R", pak jeho kriticky obor je
mnozina W C R™ téch hodnot X, pro néz test HyroTrzU™!
zamita.

Kriticky obor lze casto popsat prostfednictvim kritického
oboru pro vhodnou (jednorozmérnou) STATISTIKUS2
vanych hodnot.

pozoro-

o Viz téz: CHYBA 1. A 2. DRUHU"*

Chyba 1. a 2. druhu. Rozhodnuti TESTU"? 0 HYPOTEZE™! ne-
musi byt vzdy spravné. Chyba 1. druhu nastava, kdyz je hypo-
téza zamitnuta, prestoze plati, chyba 2. druhu, kdyz hypotéza
zamitnuta neni, prestoze neplati.

Kvalita testu je dédna pravdépodobnostmi, s jakymi tyto
chyby nastavaji. Je-li test hypotézy Hy: 6 € Oy proti ALTER-
NATIVE"? Hi: @ € O o parametru 6 zaloZeny na hodnotéch
NAHODNE VELICINY?! X s KRITICKYM OBOREM™? W, pak
pravdépodobnost chyby 1. druhu je

Pg[XGW], ESECN
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

a chyby 2. druhu
Pg[XgéW], 96@1,

kde Py oznaduje PRAVDEPODOBNOSTNI MIRU'?, pii niz ma X
ROZDELEN{?? s parametrem 6.

P¥i daném rozsahu vYBERU®! obvykle nelze soucasné mini-
malizovat pravdépodobnosti obou druhi chyb.

¢ Viz téz: HLADINA VYZNAMNOSTI'-®, SfLA TESTUC

Hladina vyznamnosti. TESTEM' na hladiné vjyznamnosti o (a-
testem), a € (0,1), rozumime test, u néjz pravdépodobnost
cuyBY 1. brRUHUT* nepiekracuje hodnotu o.

Je zadouci, aby test mél nizkou hladinou vyznamnosti, roz-
hodnuti o zamitnuti HYPOTEZY'! pak interpretujeme ve smyslu,
Ze hypotéza neplati. Obvykle volené hodnoty pro hladinu « by-
vaji 0,05, 0,01 nebo 0,001.

o Viz téz: SiLa TESTU”®, P-HODNOTA"”

Sila testu. Ma-li TEST™-? (s KRITICKYM OBOREM'® W) prav-
dépodobnost CHYBY 2. DRUHUT* Py[X ¢ W], pak hodnota

P@[XEW] :1—P9[X¢W]

se nazyvé sila testu proti ALTERNATIVE"2 § € Oy.

P hledani optimélniho testu stanovime HLADINU VYZNAM-
NOSTI”® o (omezime pravdépodobnost CHYBY 1. DRUHUT?) a
mezi a-testy hleddme ten s nejvétsi silou (nejmensi chybou 2.
druhu).

P-hodnota. P-hodnota TESTU-? je u test®, kde m4 tato defi-
nice smysl, pravdépodobnost, s jakou testovaci STATISTIKAS?
nabyva hodnot  horsich® (vice svédéicich proti testované HY-
POTEZE"!), nez je pozorovana hodnota statistiky.

P-hodnota je obvyklym vystupem pocitacovych programu
na testovani hypotéz, uddvé mezni HLADINU VYZNAMNOSTI %,
pfi které bychom hypotézu jesté zamitali.

Hypotézu Hy zamitdme na hladiné «, pravé kdyz p-hodnota
je mensi nez a.

Testy stredni hodnoty normalniho rozdéleni. Pro testovani HY-

POTEZY"! o STREDNI HODNOTE?? p veliéin Xq,..., X, NA-
HODNEHO VYBERU®! z NORMALNIHO ROZDELEN{*6 N(u,o?)

Ho: pp=po proti Hi: p # po,

kde po € R je dané &islo, pouzivame TESTY"? zaloZzené na
STATISTIKACHS2
U X Ho X —po

a/\n’ s/vm’
kde X je VYBEROVY PRUMERS® a s? VYBEROVY ROZPTYLS”.
Statistiku volime podle toho, zda ROzZPTYL*'! ¢? je znamy,
nebo ne, druhy z testd se nazyva t-test.

Hypotézu Hy zamitdme na HLADINE VVZNAMNOSTI'® q,
pokud

resp. T =

|U| > Ul—q/2, TESP. |T| > tlfa/2(n - l)a

kde wu1_q/2, T€SP. t1_q0/2(n — 1) jsou (1 — a/2) KVANTILY? !

rozdéleni N(0,1), resp. t,, 1*7.

Za platnosti Hy maji U, resp. T, ROZDELEN{?? N (0, 1), resp.
t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti, KRITICKY OBOR™* tvofi
hodnoty U, resp. T, blizké +oo.

Michal Friesl: Pravdépodobnost a statistika HYPERTEXTOVE PRINT 2014-02-08 4n8a1ubh40189x

| Pravdépodobnost
| zamitnuti

Hladina vyznamnosti

o

(SJ1 0

| Pravdépodobnost
| zamitnuti

Sila testu

SN}

(SJ1 0

hustota testové statistiky

pozorovana
hodnota

p-hodnota

P-hodnota

kriticky obor


http://home.zcu.cz/~friesl/
http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/

26

7. Testovani hypotéz

/2

hustota T’

—Ul_o/2 !

Kriticky obor oboustranného testu

7.9.

7.10.

Pro test Hy proti jednostranné alternative

Hy iy > po, resp. Hi:p < po,
na hladiné vyznamnosti o pouzijeme v piipadé zndmého o>
kriticky obor

U >uyp_q, resp. U < —ui_q,
pfi nezndmém o? pak

T>t1—qn—1), resp. T <—t1_o(n—1)

(kriticky obor pfedstavuji hodnoty statistik blizké +oco u Hj,
resp. —oo u HY').

© Viz téZ: INTERVALY SPOLEHLIVOSTI V NORMALNIM ROZ-
DELENI®17 DvOUVYBEROVY TEST''2, PAROVY TEST !,
TEST O STREDNI HODNOTE"?, TEST O ROZPTYLU NOR-
MALN{HO ROZDELENI"10 TEST NEZAVISLOSTI V NORMAL-
NiM ROZDELEN{"-16

Test o stfedni hodnoté. Pro pfiblizné testovani HyYPOTEZY”!
o STREDNI HODNOTE?? y = E X; veli¢in v NAHODNEM VY-
BERUS! X,,..., X,
Ho:p=po proti Hi:p# po,

kde po € R je dané ¢islo, pouzijeme, podobné jako u t-TESTU™
v NORMALNIM ROZDELEN{*® N(u, 02), STATISTIKU®-2
_ X — o

s/v/n’
kde X je VYBEROVY PRUMER®?® a s2 VYBEROVY ROZPTYLS7.

Hypotézu Hy zamitneme na HLADINE VYZNAMNOSTI'® pf¥i-
blizné « v pripadé, ze

T

|T| > Ul—a /2,

kde u, zna¢i p-KVANTIL*'* rozdéleni N (0, 1)*F.

Za Hy mé T diky CENTRALNI LIMITNI VETE®* a KONZIS-
TENCI®!? vibérového rozptylu asymptoticky rozdéleni N(0,1),
KRITICKY OBOR”? pfedstavuji hodnoty T blizké +oo.

Test o rozptylu normdiniho rozdéleni. Necht X1,..., X, je NA-
HODNY VYBERS! z NORMALN{HO ROZDELEN{*® N(u,02). Pro

testovani HYPOTEZY"! 0 hodnoté ROZPTYLUZ!! o2

Hy: 0? =02 proti Hy:o? # of,

kde 02 > 0 je dané ¢islo, pouzivdme TEST”-? zaloZeny na STA-
TISTICES2
2 _ (n—1)s?
X = 2 )
99
kde s? je VYBEROVY ROZPTYLS".
Hypotézu H, zamitneme na HLADINE VYZNAMNOSTI'® «,

kdyz

X2 > Xia/z(n —1), mnebo x2< Xi/Q(n —1),

2.14 8

kde x2(n — 1) zna¢i p-KVANTIL®'* rozdéleni \7 ,**.
Za Hp m4 statistika y? rozdéleni x2_;, KRITICKY OBOR'*?
tvoifi hodnoty x? blizké 0 nebo oo.

¢ Viz téZ: INTERVALY SPOLEHLIVOSTI V NORMALNIM ROZDE-
LEN{®17, TESTY STREDN{ HODNOTY NORMALN{HO ROZDIE-

LEN{"®, TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{’16
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7.11.

7.12.

Pdrovy test. Parovy t-test je testem HYPOTEZY”! o hodnoté
rozdilu mezi STREDNIMI HODNOTAMI?? 11y a po slozek NAHOD-

NYCH VEKTORU?! v NAHODNEM VYBERUS! (X1,Y7),...,(Xn, Yn

z DVOUROZMERNEHO NORMALNIHO ROZDELEN{*7,
Ho: py —p2 =d proti Hi:py —p2 #d,

kde d € R je dané ¢islo (pro d = 0 to znamen4 shodu stfednich
hodnot slozek p1 = ps).
Tento TEST"? zamitd Hy na HLADINE VYZNAMNOSTI'® «,
pokud
Z—d
—| >t n—1),
‘SZ/\/H‘ 1 a/2( )

kde Z a s? jsou VYBEROVY PRUMERS® a VYBEROVY ROZ-
PTYLS " ndhodného vybéru slozeného z rozdili

ZszZ—}/;, izl,...,n,

a t,(n) znadi p-KVANTIL? ™ rozdéleni ¢,* 7.

Ve skutecnosti provadime t-TEST”® o stiedni hodnoté p; —
2 vybéru NORMALNE ROZDELENYCH*C veli¢in Z1, ..., Z,.

Péarovy test mizeme pouzivat pouze pokud je vybér tvoren
dvojicemi méfeni.

o Viz té%: DVOUVYBEROVY TEST'!'2, TEST NEZAVISLOSTI
V NORMALNIM ROZDELEN{"-16

Dvouvybérovy test. Dvouvybérovy t-test je testem HyPOTEZY !

o0 hodnoté rozdilu STREDNiCH HODNOT?? 11 a py ve dvou NE-
zAvisLycn® 1% ndhodnych vibérech

X1,..., X, 2 NORMALNiHO ROZDELEN{*® N(u,0?)

Yla"'aym ZN(ILLQ,UQ)

se stejnym (i kdyz nezndmym) rRozZPTYLEM? ! 52,

Ho: p1 —pe=d proti Hy: py — pe # d,

kde d € R je dané ¢islo (pro d = 0 to znamend shodu stfednich
hodnot slozek p1 = ps).
Pouzijeme-li k testovani sTATISTIKU®?

X-Y—d nm(n+m —2)

T =
V(n—1)s% + (m—1)s2 n+m

)

kde s% a s2- jsou piislusné VYBEROVE ROZPTYLY®', zamit-
neme Hy na HLADINE VYZNAMNOSTI"® «, pokud

IT| > t1_aj2(n+m—2),
kde t,(n) je oznaceni pro p-KVANTIL? 14 rozdéleni ¢,**.

Za platnosti Hy mé statistika T" rozdéleni ¢, 4,2, KRITICKY
0BOR"? tvoif hodnoty T blizké +o0.

Pfedpoklad nezévislosti testovanych vybért (které mohou
byt rizného rozsahu a mély by, alespon pfiblizné, mit stejny
rozptyl) je podstatny.

o Viz téz: PAROVY TEST'!!
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vysledek ¢. 1 k
pozorované Cetnosti  nj ng
ocekavané Cetnosti np; np
Chi-kvadrat test dobré shody
hustota X;
p3
p2 P4
p1 V245
I I I3 Iy I5

Testovani shody s rozdélenim

7.13.

7.14.

Chi-kvadrat test dobré shody. Pro testovani HYPOTEZY ! 0 hod-
notéch PRAVDEPODOBNOSTI' 3 p1, ..., pi, se kterymi nastévaji
jednotlivé vysledky NAHODNEHO POKUSU'! (0 k moznych vy-
sledcich), na zdkladé pozorovani ¢etnosti nq,...,n; vysledku
p¥i n NEZAVISLYCH!"® opakovanich pokusu

Ho:pi=pY,...,px = pj

proti
Hy:pj #p) alespoi pro jedno j,

kde p?,...,p% € (0,1), > p(; =1, jsou dan4 ¢isla, se pouziva
TEST™? zaloZeny na STATISTICES?

kde o; = np(;.

Za predpokladu, ze o; > 5 pro vSechna j = 1,...,k, zami-
tame hypotézu H piiblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI " a,
pokud

X2 > Xifa(k - 1)7
kde x3_,(k —1) je (1 — a)-KVANTIL*'* rozdéleni x7 ,*®.

Neni-li podminka o; > 5 Vj splnéna, je mozné nejdiive
nékteré vysledky (tj. etnosti a pravdépodobnosti) sloudit.

Za platnosti Hy jsou o; ofekdvanymi ¢etnostmi E X; a sta-
tistika x? ma asymptoticky pro n — oo rozdéleni x7 ;. KRI-
TICKY OBOR’? je tvofen hodnotami x? blizkymi oo.

Pro testovani hypotézy, Ze NAHODNY VYBERS! X1,..., X,
pochézi z daného ROZDELEN{?? (se zndmymi parametry) roz-
délime obor hodnot VELICIN?*' X; na k intervald I;,...,I; a

za vysledek i-tého pokusu povazujeme zarazeni hodnoty X; do
prislusného intervalu. Testujeme pak hypotézu o pravdépodob-
nostech

ijP[XZ‘EIj], jzl,...,k7
na zékladé pocti pozorovani n; = #{i; X; € I;},j=1,... k,
v jednotlivych intervalech.

¢ Viz téZ: CHI-KVADRAT TEST PRI NEZNAMYCH PARAMET-
RECH 14

Chi-kvadrat test pfi neznamych parametrech. Pro testovani HY-
POTEZY"! 0 hodnotdch PRAVDEPODOBNOSTI'® pq, ..., pk, se
kterymi nastévaji jednotlivé vysledky NAHODNEHO POKUSU!"!
(o k moznych vysledcich) z pozorovani ny, ..., n; etnosti vy-
sledk® pii n NEZAVISLYCH'® opakovanich pokusu

Ho:pj=p;(0), i=1,...,k
proti
Hy:p; #pj(0) alespoi pro jedno j,
kde p;(0) jsou dané funkce a § € R™, m < k — 1, neznamy

parametr, se pouzivd TEST'? zaloZeny na STATISTICE®? ana-
logické té z testu PRI ZNAMYCH PARAMETRECH '3,

k k
2 _ (n; —0;)* _ Z
Oj —

=1 i=1 7

>

"
N
py

J
a 0 je Fesenim soustavy rovnic

kde 0; = npj(a)

v 0O oy
o ,
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7.15.

7.16.

¢ili 0 je MAXIMALNE VEROHODNYMO15

Nyyeo., NE.
Predpoklada se, ze v néjakém okoli skuteéné hodnoty 6
(véetné) jsou funkce py, ..., py kladné, Ej pj = 1, a zobrazeni

odhadem 6 z pozorovani

(p1,-..,pr): R™ — RF je dvakrat spojité diferencovatelné a
regularni. Statistika x? pak mé4 asymptoticky pii n — oo roz-
déleni X%—m—l‘
Hypotézu Hy zamitame p¥iblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI' -
«, pokud
X2 > xioa(k—m—1),

2.14 24.8
.

Xf,(n) znaél p-KVANTIL®'* rozdéleni

Test nezavislosti v kontingencni tabulce. Pro testovani HYPO-
TEZY"! o NEzZAVISLOSTI?!? slozek X,Y NAHODNEHO VEK-
TORU! s DISKRETNIM ROZDELENIM?“, kde slozky nabyvaji
hodnot z1,...,z, ay1,...,ys, 7,5 = 2,

Hy: X,Y nezéavislé proti Hi: X,Y zavislé,

se pouziva x2-TEST DOBRE SHODY PRI NEZNAMYCH PARAME- = 51 55 nz
TRECH'* vychézejici z pozorovanych ¢etnostingj, i = 1,...,r, . |
j =1,...,s, dvojic hodnot (x;,y;) v NAHODNEM VVBERUS!
rozsahu n z rozdéleni (X,Y"). (Tyto ¢etnosti zapisujeme do tzv. Tr_| Mr1 Nrs | Nr.
kontingenéni tabulky.) TEST”? pracuje se STATISTIKOUY- 2. [ na s |1
r s (n . 4)2 TS 2 Kontingencni tabulka
I O D Il
i=1j=1 0ij im1 g1 T

kde 0;; = n; n_;/n, pricemz
J 3l

s r
n; = E Nij, n;= E Nij.
j=1 i=1

jsou radkové a sloupcové soucty v tabulce.
Za predpokladu, ze o;; > 5 pro vSechna i, j, zamitdme hy-
potézu Hy piiblizné na HLADINE VYZNAMNOSTI'® «, kdyz

X > X3 o ((r=1)(s — 1)),

2.14 24.8

X%(n) je oznaceni pro p-KVANTIL*** rozdéleni y;,

Jsou-li nékterd o;; < 5, je mozné nejdrive sloucit pfislusné
rfadky nebo sloupce se sousednimi, pocet fadkl i sloupcu se
vSak nesmi zredukovat na jeden.

Za Hy predstavuji o;; odhady ocekdvanych cetnosti dvojic
(z4,y;) a statistika x? mé4 asymptoticky (pro n — oc) rozdéleni
X%’r‘fl)(sfl)'
¢ Viz téZ: TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{"-16

Test nezdvislosti v normdlnim rozdéleni. Pro testovani NEZAVIS-
LosTI* !0 slozek NAHODNYCH VEKTORU! (X1, Y1), ..., (X, Yn)
v NAHODNEM VYBERU®! z DVOUROZMERNEHO NORMALNIHO
ROZDELENT*T vektoru (X,Y),

Hy: X,Y nezévislé proti Hi: X,Y zavislé,
se pouziva test zaloZeny na STATISTICE®?
T
= _Vn-3
VA
kde r je VYBEROVY KORELAGNI KOEFICIENT 10,
Hyrorezu™! Hy zamitdme na HLADINE VYZNAMNOSTI ®
«, pokud
T > t1—aja(n - 2),

kde pravou stranu tvoif (1—a/2)-KVANTIL?

rozdéleni t,,_o*°.
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8.1.

8.2.

Hypotéza Hy je diky normalité ekvivalentni nulovosti KO-
RELACNIHO KOEFICIENTU®® mezi X a Y. Za platnosti Hy ma
statistika T rozdéleni t,,_»*?, KRITICKY OBOR"? tvoii hodnoty
T blizké +oo.

o Viz téz: TEST NEZAVISLOSTI V KONTINGENCN{ TABULCET-1?,
PAROVY TEST™ 1!

8. REGRESE

Regresni model. Regresnim modelem rozumime model

Y—i:f(xilv"wxi@;ﬂla-'wﬁk)+ei7 i:17~-~,n,

kde
e Y; jsou NAHODNE VELICINY?!, jejichz hodnoty pozoru-
jeme,
e f je znama funkce,
o z;,i=1,...,n,j=1,...¢, znama cisla,
e f31,..., 0 parametry (které vétSinou nezndme) a
e e1,...,e, ndhodné chyby (ndhodné veli¢iny s nulovou

STREDNi HODNOTOU??).

Modelem se snazime pomoci mensiho poctu parametra Gy, . . .
popsat vliv regresnich konstant x;; (vysvétlujici, nezavislé pro-
ménné) na hodnoty vétsiho po¢tu ndhodnych veli¢in Y7, ..., Y,
(vysvétlované, zavislé proménné).

Prikladem mtze byt zavislost linearni, Y; = o + fx; + e;,
nebo exponencialni, ¥; = e + ;.

o Viz téz: LINEARNT REGRESE®?, METODA NEJMENS{CH CTVERCUS3

Lineadrni regrese. Linearni regresi rozumime REGRESNT MODEL®!

s regresni funkeci, kterd je linedrni kombinaci parametri mo-

delu,
Yz‘:l"ilﬁl‘f""‘f'l“ikﬁk‘i‘eia izlv"'anv

tj. zapsano maticové

Y =X(B+e,
kde
Y; T11 T1k
Yn><1 = 7Xn><k = y
Y. Tnl Tnk
b1 el
Bixi= 1| : | enx1=
Br €En

jsou vektor VYSVETLOVANYCH POZOROVANI®!, regresni ma-
tice, vektor parametri a chybovy vektor s Ee = 0.

Predpokladame, Ze pocet parametri je mensi nez pocet po-
zorovani, k < n, a Ze hodnost matice X je k (tj. X m4 line-
arné nezavislé sloupce — nezavadime nadbyteéné VYSVETLU-
jici PROMENNES).

Pokud néktery sloupec matice X tvofi jednotkovy vektor,
hovofime o modelu s absolutnim ¢&lenem (jimz je piislusnd
slozka vektoru 3).

¢ Viz téz: ODHADY V REGRESI®®, TEST VYZNAMNOSTI RE-
GRESE®7
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m 8. Regrese

8.3. Metoda nejmensich Ctvercii. ODHADEMS3 parametrfi REGRES-

: 1 ) o

NTHO MODELUS ' Y; = f(mi1,. .., 20 B1,y- -y Br)+ei i =1,...,n,
metodou nejmensich étverci nazyvame ty hodnoty b = (by, ..., b;)’
parametrii 3 = (01, ..., Ok)’, které minimalizuji soudet étvercu

n

SBry. - Be) =Y (Vi — f(min,. o ies B, Br))
i=1
Za predpokladu hladkosti S je tento odhad feSenim soustavy
normalnich rovnic 95/98; =0,i=1,... k.
Hodnoty Y; = f(x1,...,@i;b1,...,bk), i = 1,...,n, ozna-
¢ujeme jako vyrovnané hodnoty pozorovéani Y;, i =1,...,n.

¢ Viz téz: ODHADY V REGRESI®®, REZIDUALNT SOUCET CTVERCTHS4

8.4. Rezidudlni soucet ctverci. Rezidualnim souétem &étvercu S, ro-
zumime minimélni hodnotu soudTu ¢TVERCU®? S pii odha-
dovani parametri REGRESNIHO MODELU®! pomoci METODY
NEJMENSICH CTVERCUS3,

Se=(Y -Y)(Y -Y),

kdeY a Y jsou pozorované, resp. VYROVNANE®3 hodnoty zA-
VISLE PROMENNES! Y,

Se udava modelem nevysvétlenou ¢ast z pavodniho celko-
vého souétu ¢tvercu

S;=(Y-Y)(Y-Y),
kde Y je aritmeticky primér slozek Y.

¢ Viz té%2: KOEFICIENT DETERMINACES6

8.5. Odhady v regresi. V modelu LINEARNT REGRESE®? Y = X B+e
mé 0DHAD®? parametrit 3 METODOU NEJMENSICH GTVERCT®3
tvar

b= (X'X)'XY
a REZIDUALNI SOUCET GTVERCT®# je
Se=(Y -Xb)'(Y -Xb)=Y'Y -bX'Y.

Jsou-li slozky vektoru chyb e NEKORELOVANE®? a se stej-

nym ROZPTYLEM?!! 02, tj. Ee = 0, vare = 021, je
S

n —e ko o,
tedy ba s? = S./(n—k) jsou NESTRANNYMI®!! odhady 3 a o2.

Odhad b je dokonce NEJLEPSI®!* mezi linedrnimi (ve slozkach
vektoru Y') nestrannymi odhady 3.

Eb=03, varb=0*X'X)"', E

o Viz té%: TEST VYZNAMNOSTI REGRESES”

8.6. Koeficient determinace. Koeficientem determinace rozumime
veli¢inu

kde S. je REZIDUALN{®* a S, CcELKOVY®* soucet ¢tverct.

V modelu LINEARNI REGRESE®2 s ABSOLUTNIM CLENEM®2
lezi hodnota R? v intervalu (0,1) a udéavé, jaky podil rROZ-
PTYLUS" v pozorovani zZAVISLE PROMENNES! se podafilo RE-
GREST®! vysvétlit (vétsi hodnoty znamenaji vétsi tispésnost re-
grese).

o Viz téz: TEST VYZNAMNOSTI REGRESES”
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8. Regrese

8.7.

Test vyznamnosti regrese. Predpokladejme, ze v modelu LINE-

ArNf REGRESE®? m4 chybovy vektor (eq,...,e,) NORMALN{
ROZDELENI*T N,,(0, 0%1).
V modelu s ABSOLUTNIM CGLENEM®? 31, kde s, . .., i jsou
ostatni parametry, lze pro test HYPOTEZY ™!
Hy: o=+ =0,=0
proti

Hy: Bj # 0 pro nékteré j =2,...,k
pouzit STATISTIKU®2
R?2 n—k
T1-RE-1
kde R? je KOEFICIENT DETERMINACE®C. Hypotézu Hy zamit-
neme na HLADINE VYZNAMNOSTI"® «, kdyz
F>F_o(k—1n—k),

kde F1_(k—1,n—k) je (1—a)-kVANTIL* ! rozdéleni F},_q , ;%10
(coz je ROZDELENI*? statistiky F za platnosti Hy). Zamit-
nuti znamena, Ze vliv vYSVETLUJICICH PROMENNYCH® ! je vy-

F

znamny.

Existuji i TESTY"? pro HYPOTEZY"! o nulovosti jednoho
nebo nékolika parametrt 31, ..., Ok, ¢i jejich linedrni kombi-
nace.
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SEZNAM HESEL

Abecedni seznam ¢islovanych hesel.
ALTERNATIVNI ROZDELEN{*!
APROXIMACE BINOMICKEHO ROZDELENI PoissoNovYM*4
BAYESOVA VETA!®
BINOMICKE ROZDELEN{*2
CENTRALNI LIMITN{ vETA®*
CENTRALNI LIMITNI VETA PRO BINOMICKE ROZDELEN{®0
DISKRETN{ ROZDELEN{?*
DISKRETN{ SDRUZENE ROZDELEN{34
DISTRIBUGNI FUNKCE??
DVOUVYBEROVY TEST' 12
EXPONENCIALNI ROZDELEN{*®
FISHEROVO-SNEDECOROVO F-ROZDELEN{*10
HLADINA VYZNAMNOSTI'-®
HusToTa?7’
HYPOTEZAT!
CHI-KVADRAT ROZDELEN{*®
CHI-KVADRAT TEST DOBRE SHODY 13
CHI-KVADRAT TEST PRI NEZNAMYCH PARAMETRECH 14
CHYBA 1. A 2. DRUHUT#
INTENZITA PORUCHZS
INTERVALOVE ODHADY%16
INTERVALY SPOLEHLIVOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{®-17
KLASICKA DEFINICE PRAVDEPODOBNOSTI!
KOEFICIENT DETERMINACES-S
KOLMOGOROVUV ZAKON VELKYCH GISEL?-2
KONZISTENCES12
KORELACNI KOEFICIENT??
KOVARIANCE?7
KRITICKY OBOR""3
KvaNTIL? 14
LINEARN{ REGRESE®2
LJAPUNOVOVA CENTRALNI LIMITNI VETA®®
MARGINALN{ ROZDELEN{3-3
MAXIMALNE VEROHODNY ODHADS15
MEDIANZ13
METODA NEJMENSICH ¢TVERCHSS
MOMENTY?2 10
NAHODNA VELICINAZ!
NAHODNY JEV!!
NAHODNY VEKTOR?!
NAHODNY VYBERS!
NEJLEPS! opHADS 14
NESTRANNOSTS 11
NEZAVISLE NAHODNE VELICINY3-10
NEzAvVISLOST JEVO!®
NORMALNI ROZDELEN{*6
OpuADY3
ODHADY V REGRESI®®
P-HoDNOTA™7?
PArOvVY TEsST 1!
PODMINENA PRAVDEPODOBNOST! 6
POISSONOVO ROZDELEN{*3
POPISNE STATISTIKYS
PRAVDEPODOBNOSTN{ FUNKCEZ®
PRAVDEPODOBNOSTNI MirRa!3
REGRESN{ MODEL®!
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Seznam hesel

REZIDUALNI SOUCET ¢TVERCUS4

ROZDELEN{?2

RozpryL?!!

SDRUZENE ROZDELEN{?-2

SIGMA-ALGEBRA!2

SfLAa TESTUT®

SLABY ZAKON VELKYCH CISEL®3

SMERODATNA ODCHYLKAZ 12

SPOJITE ROZDELEN{26

SPOJITE SDRUZENE ROZDELEN{?-®

STATISTIKA (HODNOTA )62

STREDNI CTVERCOVA cHYBAS 13

STREDNI HODNOTAZ?

STREDNI HODNOTA VEKTORU?-6

STUDENTOVO T-ROZDELEN{**

TEST 2

TEST NEZAVISLOSTI V KONTINGENCNI TABULCE"1®
TEST NEZAVISLOSTI V NORMALNIM ROZDELEN{"-16
TEST O ROZPTYLU NORMALNIHO ROZDELEN{"-10
TEST O STREDNI HODNOTE"?

TEST VYZNAMNOSTI REGRESES”

TESTY STREDNI HODNOTY NORMALN{HO ROZDELEN{"-8
VARIANGONI MATICE?®

VETA O CELKOVE PRAVDEPODOBNOSTI!”
VICEROZMERNE NORMALNI ROZDELEN{*7
VYBEROVA KOVARIANCES-?

VYBEROVA SMERODATNA ODCHYLKAS®
VYBEROVY KORELAGNI KOEFICIENT® 10
VYBEROVY MEDIANS6

VYBEROVY PRUMERS®

VYBEROVY ROZPTYLS?

ZAKON VELKYCH CGisELS!
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SEZNAM OBRAZKU

Abecedni seznam obrazk.
DISTRIBUGN] FUNKCEZ3
DISTRIBUGN{ FUNKCE DISKRETN{HO ROZDELEN{?*
HLADINA VYZNAMNOSTI'-®
HUSTOTA EXPONENCIALNIHO ROZDELEN{*?
HUSTOTA CHI-KVADRAT ROZDELEN{*8
HuSTOTA NORMALNIHO ROZDELEN{*6
HUSTOTA ROZDELEN{?7
HUSTOTA T-ROZDELEN{*?
CHI-KVADRAT TEST DOBRE SHODY 13
CHYBY 1. A 2. DRUHU A JEJICH PRAVDEPODOBNOSTI"*
KONTINGENCNI TABULKA”-1®
KRITICKY OBOR""3
KRITICKY OBOR OBOUSTRANNEHO TESTU’?
KvANTIL? 14
NAHODNA VELIGINAZ!
NULOVA A ALTERNATIVNI HYPOTEZA"2
P-HODNOTA7
PODMINENA A NEPODMINENA PRAVDEPODOBNOST!6
POKRYTI PARAMETRU INTERVALOVYM ODHADEM®-16
POROVNANI ODHAD(S 14
P0OZOROVANI PRO DVOUVYBEROVY TEST' 12
P0ZOROVANI PRO PAROVY TEST'-!!
PRAVDEPODOBNOST SJEDNOCEN{!3
PRAVDEPODOBNOSTN{ A DISTRIBUCNI FUNKCE?®
PRENOS PRAVDEPODOBNOSTI??
ROZKLAD PRAVDEPODOBNOSTI JEVU™7
SDRUZENA A MARGINALNI PRAVDEPODOBNOSTN{ FUNKCE®*
SfLAa TESTUT6
TESTOVANI SHODY S ROZDELENIM
VARIANGONI MATICE?®

7.13
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Stranky s vyskytem polozek

alternativni hypotéza, 2474,
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aproximace binomického
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164.4

Bayesova véta, 918
centralni limitni véta, 19°4,
205.6, 246.17’ 267.9
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Ljapunovova, 20°°

Cebysevova nerovnost, 12211
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distribuéni funkce, 923, 1024,
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297.10’ 297.16’ 328.7

chyba
1. druhu, 2474, 257° 2576
2. druhu, 2474, 2576

intenzita poruch, 1128, 16%°
interval spolehlivosti, 23517,
236.16

intervalovy odhad, 23%1¢

jednoduché hypotéza, 247!
jev

elementarni, 7%

jisty, T4

nahodny, 714, 713, 712
71.1’ 81'7, 81‘5, 91.8’ 185.1
nemozny, 7!

koeficient determinace, 3156,
328.7

kontingencni tabulka, 2

konzistentni, 2165, 2167,
226.12 246.17 267‘9

b )

korela¢ni koeficient, 15310,
153.9 174.7 195.3
226.10’ 307.16 318.5

kovariance, 1437, 15310,
15‘5'8, 2269

kriticky obor, 2474, 2473
257.6 257.8 267.9
267.10 277.12 287.13
307.16

kvantil, 13714, 1746, 23617,
257.8, 267'9, 267.107
277.127 277411, 287.137
297.14’ 297.157 297.167
328.7

97.15

lepsi, 23614

marginalni rozdéleni, 1334,
1333’ 143.5’ 153.10
medidn, 12213, 13214 2166
méFitelnost, 921, 1129,
153.10’ 206.2
moment, 12211, 122-10

nahodna velic¢ina, 92'3, 92-27
92.1’ 102.4’ 102‘5’ 102.6,
112.9’ 112.7’ 112.8’
122'107 122411, 133.1’
143.77 143.67 154.1’
153.10 164,2 164'3

) B s
1745 1746 18410

) 5 s
1848, 1849 1851 1954,
195-2, 195.3? 205.6’ 205.57
2061, 2165 2167 99269
23617 936.16 9471
247.4 247.3 247‘2

) 5 y
287'13, 308‘1

nahodny
pokus, 752, 7811642,

1851 28714 9g7.13

néhodny vektor, 1334, 1333,
135?’ 133‘1’ 143.7, 143.6,
143"), 153'9, 153~107
153.8, 174_7 206.1
27711 297.15 2977.16

néhodny vybér, 2064, 2062,
2001, 2106, 2109, 2167,
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236.15 247.1 24742
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267.10 277.11 287.13
297.15 297.16
b
nejlepsi odhad, 2165, 22613,
236.14 318.5
)
neslucitelné jevy, 713, 74!
nestranny, 21%°, 2167,
226.11 236.15 318.5
b) b
nezévislé, 15310, 1642, 1747,
184'10, 184'8, 184‘9,
1822,1922,192?,1953,
20°-°, 20°2, 20°+,
277.12 297.15 297.16
nezavislost
jev, 81'6, 81'5, 164'2,
287.14 287.13
)
normalni rovnice, 3
nulové, hypotéza, 2472

18.3

odhad, 20°3, 2167 226-12/
226.13 226.11 236.16
) ) )
236.14 318.3 31845
metodou maximalni
vérohodnosti, 2361,
297.14
metodou nejmensich
¢tverct, 3185, 3184,
318.3

p-hodnota, 2577
popisné statistiky, 2
pravdépodobnost
celkova, 817, 918
klasick4, 7'+
podminéna, 87, 816
statisticka definice, 19°'!
pravdépodobnostni funkce,
102.5’ 112.97 133.4’ 143.67
154.17 164.47 164'2, 164.3
pravdépodobnostni mira,
71.1, 71.3’ 81'7, 81'4, 81'5,
81.67 91.87 92.1’ 92.2’
102.37 112.87 122.11’
164.27 185'1, 195.47 195.2’
195.3, 257.4’ 287'14,
287.13
pravdépodobnostni prostor,
71.37 92.1, 92.2’ 122.97
133.17 153.10

06.4

regrese, 3052, 30%1, 3186,
3153, 3184
linearni, 3082, 3186, 3185,
3287
s absolutnim ¢lenem, 3032,
318.67 328.7

rozdéleni, 923, 922, 1127,
112.8 122.13 122.10
122.11 132.14,1 133.3’
184.107 184.8 ’184'9 ’
18?'1, 19?.4’ 195.2’ 205.5’
206.1, 206.4’ 247.1’
246.177 25744, 257.87
287.137 32847

alternativni, 15%!, 16%2,
205.6

binomické, 16**, 16*2,
205.6’ 216.5

exponencialni, 1645, 216

F 184.10 328.7

chi-kvadrat, 18419, 1849,
184.82 236.17’ 267'10,
287'15, 297.14’ 297.15

normalni, 1747, 1746,
184'8, 184'9, 195.47 205.57
216.5’ 236.177 257.87
267'9, 267'10, 277.12’
277.11
vicerozmérné, 1747,

277.11 297.16 328.7

Poissonovo, 1644, 1643,
216.5

t, 189, 23617 2578,
277.12’ 277.11’ 297.16,
307.16

rozptyl, 12212 12211 1437,
154.17 153.107 153.87
164'2, 164'3, 174.:’)’ 174,.6’
1954, 1952, 1953, 2167,
226.127 226411’ 246.177
257.8, 267.107 277.12’
318.5

sdruzené rozdéleni, 1332,
174.7
sigma-algebra, 713, 712, 814
92.1 92.2
b
borelovska, 922
sila testu, 2576
slozené hypotéza, 247!
smérodatna odchylka, 1
174.6
soucet ¢étverci, 3184, 3183
celkovy, 3186, 3184
rezidudlni, 3186, 3185,
318.4
spojité rozdéleni, 1026, 1127,
1128’ 12?.9’ 12{2.13,
143.6, 143.5’ 143.5,
153.107 164‘5, 174.67
184.107 184'8, 184'9
statistika, 207, 2092, 2157,
247.3’ 257.7’ 257.8’ 267'9,
267.10 277‘12 287.14
K ) )
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277,
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174.5 174.6 185.1 195.4
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226.13’ 226.117 246.17’
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stredni hodnoty
dvouvybérovy, 27712
normalniho rozdéleni,
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