KKE MECHANIKA TEKUTIN I. Ing. Marek KLIMKO

CVICENI ¢. 6
KINEMATIKA TEKUTIN

Kontinuita, Virivost, Rychlost deformace

Piiklad €. 1:

Nestlacitelné 2-D rychlostni pole je ur¢ené ve sméru osy y rovnici:
v = 3xy — x%y

Urcete rovnici slozky rychlosti «, piisobici ve sméru osy x.

Zadané hodnoty: v = 3xy — x?y, p = konst.
Vypoctéte: u

RESENI:

Budeme vychazet z obecné 3-D rovnice kontinuity, kterd ma tvar:

dp a(p-u)+6(p-v)+6(p-W):

ot T ox 3y oz 0

Kdyz aplikujeme podminku p = konst., vypadne ve vSech Castech levé strany rovnice parametr
hustoty tekutiny. Jedna se o ptipad rovinného proudéni (2D), to znamend, Ze vypadne 1 tfeti ¢len
na levé stran¢€ rovnice, tedy dostavame:

6u+6v —0

ox dy
ov ou
27— 42 22
3y 3x—xc - o X 3x

PiepiSeme parcialni derivaci do tvaru totdlniho diferencidlu a po nésledné integraci dostavame
vztah pro x-ovou slozku rychlosti.

fdu = f(x2 — 3x)dx
1

3
:—3——2
u 3x 2x +C
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Piiklad ¢. 2:

Rychlost ¢astice tekutiny, ktera se pohybuje podél horizontalni proudnice (totozna s osou x) ve
2D nestlacitelném rychlostnim poli byla experimentilné uréena a definovana rovnici u = x°.

Nasim ukolem je podél této proudnice urcit vztah pro:

a.) Slozku rychlosti v s ohledem na velikost parametru y (soufadnici y).
b.) Celkové zrychleni ¢astice tekutiny.

c¢.) Gradient tlaku ve sméru osy x.
RESENI:
a.) Opét budeme vychazet z2-D rovnice kontinuity pro nestlacitelnou tekutinu. Postup

feseni je stejny jako v pfedchozim ptikladu.

Ju OJdv
axtay !

ou ov

a = 2x @ = —2x

fdv = j —2xdy = -2xy+C
b.) Celkové zrychleni ¢astice je obecné vyjadiené rovnici:
d=dy+dy=a, - T+ay,J

Jednotlivé slozky zrychleni jsme jiz odvozovali na pfedchdzejicim cviceni, pficemz pro nas 2D

piipad plati:
ou ou
Ay =a-u+@-v= 2x3
ov ov
ay =a-u+7-v = 4x%y — 2x%y = 2x%y
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Protoze nase proudnice lezi na ose x, plati podminka y = 0, tedy i a, = 0 a vysledny vztah pro
zrychleni ¢astice nabyva tvar:

a=(2x%-1

c.) Vztah mezi zrychlenim, tlakem a dalSimi velicinami ndm popisuje N-S rovnice

(odvadéna pres smykové napéti na elementdrnim objemu tekutiny, viz obrazek).

Pouzijeme jiz odvozeny vztah z piedndsSek pro x-ovou slozku zrychleni elementu tekutiny.
Uvazujeme, ze g, = 0.

xz_i.a_p_i_gx_i_u.vz(u)
p Ox

1 ap:i Viu)—a, /p

p & p
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Piiklad €. 3

Uvazujme 2D nestlacitelné proudové pole tekutiny, ve kterém ma Castice (element) tekutiny
Ctvercovy tvar, jak je naznaceno na obrazku. Pfi pohybu tekutiny dochazi k jeji deformaci. Po
urcitém case je rozmer Castice stale v souladu s osami x a y, ale deformuje se do obdélnikového
tvaru, kde vodorovna slozka je rovna 7,06 nasobku ptuvodni délky a vertikalni 0,937 nasobku

puvodni délky. Vypocitejte, o kolik procent se zvysi nebo snizi hustota castice tekutiny.

a -

RESENI:
Nasim ukolem je zjistit zménu hustoty Castice tekutiny po jeji deformaci. Budeme vychazet ze

zakona zachovani hmotnosti, tedy hmotnost pted a po deformaci musi byt stejna.

Hustota je obecné definovana jako pomér hmotnosti a objemu. Objem vSak nejsme schopni urcit,
protoze nezname tieti rozmér sledované Castice. Budeme tedy uvazovat, ze nas element je ve
tvaru krychle a z-ovd soufadnice je rovna rozméru a ze zaddni. V tom piipadé muizeme
jednoznacéné urcit objem elementu a zaroven hodnotu zmény hustoty po deformaci.

Piivodni hustot m_oq
uvoanl nustota. =—=1—
pl Vl a3

m _ m
V,  (1,06-a)- (0,931 a)- (a)

m
Hustota po deformaci: p, = = 1,0135

Hustota Castice tekutiny se zvysila oproti pivodni hodnoté o 1,3%.
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Piiklad ¢. 4

Uvazujme 3D rychlostni pole, které je popsané vektorem se slozkami rychlosti:

V=(@vw)=B+2x—y) i+ 2x—2y) ]+ (05xy) - k

Vypocitejte rotaci vektoru @ jako funkci prostorovych soufadnic (x, y, z).

RESENI:

V Kartézském soufadném systému je rotace vektoru popsana nasledovne¢:

o <6w 617) iy <6u 6w> oy (617 6u> 7
©=\oy "8z) T \az " ax) T \ox T oy
Postupné do rovnice pro rotace vektoru dosadime vSechny slozky rychlosti ze zadani a parcidlné

derivujeme podle jednotlivych prostorovych soutadnic.
@=(05x—0)-T+(0—05y)-J+[2—(-1)]'k=0,5x-T{—0,5y-J+3 -k

Rotace neni nulova, z ¢ehoz vyplyva, Ze proudové pole je rotacni.

Piiklad €. 5

Uvazujme ustalené, nestlacitelné 2D proudové pole (smykovy tok), které je popsané rychlostnim
polem:

V=@wv)=(a +by) -1+ 0]
Kde a, b jsou konstanty. V Case ¢ si vytkneme element tekutiny s rozméry dx a dy (jak je
naznadeno na obrazku). Céstice se potupné deformuje, pii¢emz se soufadnice jednotlivych bodi

elementu v Case #+dt posunou do novych pozic.

a.) Urcete soufadnice bodl deformované ¢astice
b.) Ze zéakladni definice linearni rychlosti deformace vypocitejte: €.y, &,
c¢.) Porovnejte vysledky z bodu b.) s hodnotami linearnich rychlosti deformace ziskanymi

z obecnych rovnic:

ou ov
Cax T 0 Gy :@
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Particle at time ¢ .
Particle at

time t + dt

(x,y+dy)

RESENI:
a.) Nejdiiv si kvuli pfehlednosti pfepiseme jednotlivé body ptvodniho elementu s

odpovidajicimi soufadnicemi.

A=(xy)
B =(x+dx,y)
C=(xy+dy)

D= (x+dx,y+dy)

Levy dolni roh (bod A) ma v Case t soutadnice (x, y). V Case t + dt se tento bod pfesune do nové
polohy (4 ") o drahu u - dt. Nesmime zapominat, ze x-ova slozka rychlosti je zndma ze zadéani a

ma velikost u = a + by. To znamena, ze soufadnice bodu 4 " jsou:
A =(x+u-dt,y) = (x+ (a+by)dt,y)
Stejnym zpisobem ur¢ime zbyl¢ soufadnice bodii deformované ¢astice.

B '=((x+dx+u-dt,y) = (x+dx + (a + by)dt,y)
C'=(x+u-dt,y+dy)=(x+(a+b-(y+dy))dt,y+dy)
D’=(x+dx+u-dt,y+dy)=(x+dx+(a+b-(y+dy))dt,y+dy)
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b.) Zéakladni definice lineami rychlosti deformace vyplyva z nasledujiciho obrazku:

Na obrazku je znazornéna usecka PQ, ktera ma pocate¢ni délku oznacenou jako dx,. Deformaci

této usecky ziskavame nové body P’'Q". Pro linearni rychlost deformace v tomto ptipadé plati:

ou
K (P,Q,_ PQ) d (e + G e ) e + g = wgddt] = [dxa]\ gy,
N dt dxa axa

faa = 4y PQ -

V Kartézském soufadném systému lze linearni rychlost deformace zapsat pro kazdou slozku
jako:

du dv ow
gxx:a ’ Syy:@ ’ SZZ:E

Cast b.) a ¢.) tohoto piikladu je mozné tedy slou¢it a pfeformulovat do jednoho bodu zadani, kde
je nasi ulohou dokazat platnost vyse uvedenych rovnic pro jednotlivé slozky linearnich rychlosti

deformace.

Vsechny uvedené skutecnosti pak mizeme aplikovat a dopocitat linearni rychlost deformace

ve sméru osy x (€,,) ay (eyy).
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1 [[x +dx+ (a+ by)dt — (x + (a+ by)dt)] — [dx]] _o

fo Ty dx
. _L|btdy—yl-ldyl| o
Yo dt dy B

6u_6(a+by)_0

Exx = 5y 0x
_ 617_ 00 _
oy Tay

Obéma zplisoby vypoctu vychazeji stejné vysledky, ¢imz jsme dokazali, ze plati:

ou ov

xS v T gy



