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2.1 Poštovńı problém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 Problém skládky toxického odpadu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.3 Geometrická interpretace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3 Jak vypadaj́ı Voroneho diagramy 4
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1 Historie

Prvńı použit́ı Voroneho diagramů můžeme vystopovat až do roku 1644, kde se objevily v
Descartově práci “Principy filozofie”, kde s jejich pomoćı ukazoval uspořádáńı hmoty ve
slunečńı soustavě a jej́ım okoĺı. Německý matematik Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet
byl prvńı, kdo se začal zabývat př́ımo těmito diagramy - použ́ıval 2D a 3D Voroneho
diagramy ve svých studíıch kvadratických forem v roce 1850, proto se také setkáváme
někdy s názvem Dirichletovy mozaiky. Britský fyzik John Snow použil diagramy v roce
1854 k ilustraci jevu, kdy většina lid́ı, kteř́ı zemřeli v Soho při epidemii cholery žila bĺıž k
infikované pumpě na Broad Street než k ostatńım pumpám v Londýně.
Struktury jsou pojmenovány po ruském matematikovi Georgy Fedoseevichovi Voronoi
(nebo Voronoy), který je v roce 1908 nadefinoval a dále se zabýval zobecněným n-rozměr-
ným př́ıpaděm diagramů. Voroneho diagramy, které se použ́ıvaj́ı v geofyzice a meteorologii
k analýze prostorově rozložených dat (měřeńı srážek, vlkosti, atd.) se nazývaj́ı Thiesse-
novy polygony po americkém meteorologovi Alfredu H. Thiessenovi. Ve fyzice materiál̊u
jsou diagramy také známé jako Wigner-Seitz jednotkové buňky. V př́ıpadě zobecněńı na
jiné metrické prostory jsou buňky často nazývané metrické fundamentálńı polygony.
V matematice jsou Voroneho diagramy speciálńım př́ıpadem dekompozice metrického pro-
storu určené vzdálenostmi od specifické diskrétńı množiny objekt̊u v prostoru, např́ıklad
diskrétńı množinou bod̊u. Kromě matematiky jsou dnes Voroneho diagramy hojně použ́ı-
vané v biologii, medićıně, robotice, chemii, geografii, karotgrafii atd.

2 Definice

Voroneho diagram dané množiny bod̊u je kolekce oblast́ı, které rozděluj́ı rovinu. Každá
oblast koresponduje s jedńım ze zadaných bod̊u a všechny ostatńı body nálež́ıćı jedné
oblasti jsou v dané metrice bĺıž svému odpov́ıdaj́ıćımu bodu než všem ostatńım.
Všechny Voroneho oblasti jsou konvexńı mnohoúhelńıky. Některé z nich jsou nekonečné
- ty koresponduj́ı s body konvexńıho obalu (konvexńı obal množiny bod̊u P v reálném
vektorovém prostoru V je nejmenš́ı množina obsahuj́ıćı P). Hranićı mezi dvěma sousedńımi
oblastmi je úsečka (př́ıpadně polopř́ımka nebo př́ımka), která lež́ı na ose úsečky spojuj́ıćı
odpov́ıdaj́ıćı body sousedńıch oblast́ı. Obvykle se potkávaj́ı tři Voroneho oblasti v jednom
Voroneho bodu. Pokud tři body určuj́ı Voroneho diagram, kružnice, která je těmito třemi
body určená má střed právě ve Voroneho bodu.

2.1 Poštovńı problém

Ve městě se nacháźı pošty a je potřeba zjistit, kteř́ı obyvatelé budou každou z pošt
navštěvovat. Budeme předpokládat některá zjednodušeńı (která můžeme zobecňovat - viz
6):

• Neuvažujeme překážky v cestě - domy, zatáčky, řeky, atd., takže náklady na cestu se
rovnaj́ı součtu ceny dopravy a ceny služeb (ty by měly být všude stejné).
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• Cenu dopravy źıskáme jako součin ceny za jednotku vzdálenosti (konstantńı) a Eu-
klidovské vzdálenosti na poštu.

Mı́sto pošty bychom mohli potřebovat vyzkoumat, do jakého supermarketu chod́ı lidé na-
kupovat. V tom př́ıpadě je třeba minimalizovat celkové náklady, kromě cesty tedy ještě
přibývá cena zbož́ı. V tomto modelu muśıme přidat ještě daľśı zjednodušeńı:

• Cena zbož́ı je stejná v každém obchodě.

• Náklady na źıskáńı zbož́ı jsou rovné součtu ceny zbož́ı a ceny dopravy.

• Zákazńık se snaž́ı minimalizovat náklady na źıskáńı zbož́ı.

• Faktory typu úroveň služeb, š́ı̌re sortimentu atd. neuvažujeme.

Samozřejmě zejména předpoklady stejných cen a lineárńıho r̊ustu ceny dopravy uvnitř
města nejsou ideálńı, proto nám tento model poskytuje pouze hrubou aproximaci problému.
Při vymodelováńı situace se vytvoř́ı takové oblasti, že lid́ı bydĺıćı v jedné z nich budou jezdit
na poštu (do obchodu) odpov́ıdaj́ıćı danému regionu. To přesně odpov́ıdá definici Voroneho
diagramu, kde pošty jsou body generuj́ıćı śıtě a regiony jsou Voroneho oblasti. jakmile tedy
sestroj́ıme Voroneho diagram, můžeme pomoćı něj vyřešit poštovńı problém.

Obrázek 1: Poštovńı problém a jeho Voroneho diagram

2.2 Problém skládky toxického odpadu

Máme n bod̊u v rovině, které reprezentuj́ı města a potřebujeme naj́ıt úložǐstě toxického
odpadu a to tak, aby se nacházelo co nejdál od měst. Samozřejmě nejlepš́ım řešeńım by bylo
dát odpad někam úplně mimo města, co nejdál od nich, ale my zavedeme daľśı omezeńı,
které udělá řešeńı zaj́ımavěǰśım - je potřeba umı́stit odpad dovnitř konvexńıho obalu bod̊u
reprezentuj́ıćıch města (za ńım už je třeba daľśı stát a odpad neńı možné vyvážet). S touto
podmı́nkou budou všechna potenciálńı úložǐstě ležet na hranách Voroneho oblast́ı diagramu
generovaného śıt́ı měst a to skutečně nejv́ıc vzdálené najdeme na nejdeľśı spojnici dvou měst
(viz Delaunyho triangulace, 5).
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2.3 Geometrická interpretace

V předchoźım textu jsme použ́ıvali Euklidovskou vzdálenost, aniž bychom si j́ı nadefinovali.
Euklidovská vzdálenost dvou bod̊u P = [px, py], Q = [qx, qy] je

|PQ| =
√

(px − qx)2 + (py − qy)2.

Máme danou množinu P = {P1, . . . , Pn} n bod̊u v rovině - ty nazveme śıt́ı nebo středisky.
Voroneho diagram množiny P je rozděleńı roviny na n oblast́ı (region̊u, buněk) př́ıslušných
k bod̊um śıtě Pi takových, že bod roviny Q lež́ı v oblasti př́ıslušné bodu Pi právě tehdy,
kdy je k němu v Euklidovské metrice bĺıž, než ke kterémukoliv ze zbylých bod̊u śıtě Pj,
tedy

|QPi| < |QPj| ∀Pj ∈ P : j 6= i.

Voroneho diagram množiny P znač́ıme V or(P), oblast odpov́ıdaj́ıćı mı́stu Pi znač́ıme ν(Pi)
a nazýváme j́ı Voroneho oblast́ı (regionem, buňkou) mı́sta Pi. Pr̊useč́ıky hranic Voroneho
oblast́ı nazýváme Voroneho body.

3 Jak vypadaj́ı Voroneho diagramy

Pokud je množina P dvoubodová (máme daná dvě mı́sta P a Q), budou oblastmi Voroneho
diagramu poloroviny ohraničené osou úsečky PQ.

h(P, Q) . . .otevřená polorovina obsahuj́ıćı bod P ,

h(Q, P ) . . .otevřená polorovina obsahuj́ıćı bod Q.

Pro v́ıcebodovou množinu P je Voroneho oblast pr̊unikem n − 1 polorovin a proto jde o
otevřenou konvexńı mnohoúhelńıkovou oblast ohraničenou nejvýše n− 1 vrcholy a nejvýše
n − 1 hranami. Otevřené buňky nálež́ı bod̊um śıtě Pi, které tvoř́ı konvexńı obal množiny
P. Voroneho diagram je vždy souvislý.

Obrázek 2: Voroneho diagramy
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Hrany Voroneho diagramu jsou části př́ımek - tedy úsečky a polopř́ımky (na okraj́ıch).
Pokud jsou všechny body śıtě kolineárńı, jsou hrany dokonce celé př́ımky, pokud existuje
alespoň jeden bod śıtě nekolineárńı s ostatńımi, žádná hrana pak nemůže být př́ımkou (viz
obr.3).

Obrázek 3: Voroneho diagramy pro śıt’ kolineárńıch bod̊u

Obrázek 4: Voroneho diagramy pro śıt’ obsahuj́ıćı alespoň čtyři body lež́ıćı na kružnici

Pomoćı Eulerovy věty dokážeme, že počet vrchol̊u diagramu V or(P) je nejvýše 2n − 5 a
počet hran nejvýše 3n−6, kde n je počet bod̊u śıtě množiny P (Eulerova věta udává vztah
mezi počtem vrchol̊u (V ), hran (E) a stěn (F ) konvexńıho mnohostěnu: V − E + F = 2).
Přidáme nevlastńı vrchol (V + 1)− E + F = 2:

∑
i

di = 2E

V + 1 = 2 + E − n

2E ≥ 3(V + 1) = 3(2 + E − n)

2E ≥ 3(2 + E − n)

3n− 6 ≥ E

5



E = (V + 1) + n− 2

2E = 2(V + 1) + 2n− 4

2(V + 1) + 2n− 4 ≥ 3(V + 1)

2n− 5 ≥ V

Dále v́ıme, že hrany buněk jsou částmi os úseček PiPj, kde Pi, Pj jsou body śıtě množiny
P a Voroneho vrcholy jsou pr̊useč́ıky těchto os. Všechny osy ale nemuśı definovat hrany
a všechny pr̊useč́ıky os nemuśı tvořit vrcholy Voroneho diagramu. Bod X lež́ı na hraně
V or(P) právě tehdy, když je středem kružnice, která procháźı dvěma body śıtě a žádný
jiný bod śıtě v této kružnici nelež́ı. Obdobně je vrcholem bod Y , který je středem kružnice
určené (procházej́ıćı) třemi body śıtě a žádný daľśı bod śıtě uvnitř této kružnice nelež́ı (viz
obr.5).

Obrázek 5: Body na hranách a vrcholech Voroneho diagramu

Obrázek 6: Voroneho diagramy pro speciálńı rozložeńı bod̊u śıtě
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4 Výpočet Voroneho diagramu

Pro výpočet Voroneho diagramu můžeme použ́ıt několik algoritmů:

• Naivńı (pr̊unik polorovin) - př́ımá aplikace definice Voroneho diagramu - složitost
výpočtu jedné buňky je O(n log n), tedy O(n2 log n) pro výpočet celého diagramu.

• Inkrementálńı - najdeme diagram pro nějaký jednoduchý př́ıpad (např́ıklad vybe-
reme dva nebo tři body z množiny generátor̊u) a pak postupně přidáváme po jednom
zbylé body.

• Rozděl a panuj - zadanou generuj́ıćı množinu rekurzivně rozdělujeme, dokud ne-
máme množinu tř́ı bod̊u, ze kterých jednoduše sestroj́ıme diagram a následuje zpětný
chod. Algoritmus je náchylný na numerické chyby, ale vypoč́ıtá celý diagram v čase
O(n log n).

• Fortuneho (zametaćı) - použ́ıvá se tzv. zametaćı př́ımka, kterou postupně pohy-
bujeme jedńım směrem a během pohybu se všechny informace potřebné pro výpočet
uchováváj́ı vytvář́ı se hledaná struktura. Vypoč́ıtá celý diagram v čase O(n log n).

• Metoda zdvihu - transformaćı přǐrazujeme bodu P = [px, py] paraboloid y = x2+y2

a rovinu z = 2pxx + 2pyy − (p2
x + p2

y), která je tečnou rovinou paraboloidu v bodě
P̄ = [px, py, p

2
x+p2

y] (P̄ odpov́ıdá kolmému pr̊umětu bodu P na paraboloid). Najdeme
všechny obrazy bod̊u generuj́ıćı množiny na paraboloid, odpov́ıdaj́ıćı tečné roviny
a projekce konvexńıho mnohostěnu vzniklého pr̊unikem rovin je hledaný Voroneho
diagram.

5 Delaunyho triangulace

Delaunyho triangulaci dostaneme, pokud spoj́ıme navzájem úsečkami ty body śıtě, je-
jichž buňky ve Voroneho diagramu soused́ı (viz obr.7). Delaunyho triangulace je duálńı
k Voroneho diagramu, rozděluje konvexńı obal bod̊u na śıt’ trojúhelńık̊u a d́ıky dualitě
jedno určuje druhé (tedy pokud máme spoč́ıtaný Voroneho diagram, snadno dostaneme
Delaunyho triangulaci a naopak). Taková triangulace lokálně minimalizuje nejmenš́ı úhly
a uvnitř kružnice opsané každému jej́ımu trojúhelńıku nelež́ı žádný daľśı vrchol triangu-
lace (to vyplývá z konstrukce diagramu, viz 3). Protože Voroneho diagram má nejvýše
3n− 6 hran, v okamžiku, kdy chceme naj́ıt nejbližš́ı 2 body z generuj́ıćı śıtě, stač́ı prohle-
dat 3n− 6 dvojic (ty, mezi kterými existuje hrana v Delaunyho triangulaci) namı́sto všech
n(n−1)

2
dvojic p̊uvodně připadaj́ıćıch v úvahu.

Některé ze zaj́ımavých vlastnost́ı Delaunyho triangulace tedy jsou:

• Dualita k Voroneho diagramu - jedno určuje druhé.

• Vlastnost prázdé kružnice - kružnice opsaná libovolnému trojúhelńık̊u z Delaunyho
triangulace neobsahuje žádný daľśı bod śıtě.
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• Jde o rovinný graf, který má z Eulerovy věty maximálně 3n − 6 hran a 2n − 5
trojúhelńık̊u. Tato vlastnost může být využitá při redukci problémů z tř́ıdy kvadra-
tické složitosti (nejbližš́ı pár bod̊u) na lineárńı.

• Obsahuje “tlusté” trojúhelńıky v tom smyslu, že minimálńı úhel každého Delaunyho
trojúhelńıku je největš́ı možný. Pokud bychom sepsali seznam všech úhl̊u v Delaunyho
triangulaci ve vzestupném pořad́ı a udělali totéž s jakoukoliv jinou triangulaćı stejné
množiny bod̊u, Delaunyho seznam bude určitě lexikograficky menš́ı.

Obrázek 7: Delaunyho triangulace a jej́ı minimalizace úhl̊u

6 Zobecněńı Voroneho diagramů

Zobecněńım Voroneho diagramů rozumı́me změnu některých základńıch předpoklad̊u.

6.1 Přidáńı vah

Jednotlivým bod̊um generuj́ıćı śıtě přidáme váhy (to může reprezentovat např́ıklad levněǰśı
ceny v některých obchodech z úvodńıho př́ıkladu). Nyńı tedy máme množinu n bod̊u v
rovině P = {P1, . . . , Pn} a k nim odpov́ıdaj́ıćı váhy v1, . . . , vn a změńıme definici oblasti:
bod Q lež́ı v oblasti ν(Pi) právě tehdy, když

|QPi|
vi

<
|QPj|

vj

∀j 6= i.

Hranami tohoto Voroneho diagramu budou části kružnic a části př́ımek.

6.2 Rozš́ı̌reńı generuj́ıćı množiny

Je možné kromě bod̊u přidat jako zdrojové objekty i př́ımky. Pak hledáme množiny bod̊u,
které maj́ı stejnou vzdálenost od pevně daného bodu a úsečky, což je definice paraboly,
a množiny bod̊u se stejnými vzdálenostmi od 2 bod̊u a od 2 př́ımek (oboj́ı jsou př́ımky).
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Obrázek 8: Přidáńı vah bod̊um generuj́ıćı śıtě

Hrany Voroneho diagramu takové generuj́ıćı množiny tedy budou části př́ımek a části
parabol. Tyto diagramy se využ́ıvaj́ı např́ıklad v GIS. Množinu P bychom mohli rozš́ı̌rit
ještě o oblouky křivek a pak bychom museli zavést pojem osy křivky. Tato problematika
by se řešila zavedeńım axiomatických a abstraktńıch Voroneho diagramů.
Stejně tak bychom mohli nadefinovat Voroneho diagram měřeńım vzdálenost́ı k plochám
mı́sto k bod̊um. Tyto typy Voroneho buněk se použ́ıvaj́ı v segmentaci obrázk̊u (to je potřeba
např́ıklad při jejich kompresi nebo dekompozici), k optickému rozpoznáváńı charakter̊u a v
daľśıch poč́ıtačových aplikaćıch. Ve výzkumu materiál̊u jsou polykrystalizace mikrostruktur
v kovových slitinách běžně reprezentovány použit́ım Voroneho mozaiky.

6.3 Pohyb bod̊u

Řeš́ıme, co se stane, pokud v pevně dané soustavě generuj́ıćıch bod̊u P1, . . . , Pn−1, Pn bu-
deme posledńım bodem Pn pohybovat. Zkoumáńım topologických vlastnost́ı Voroneho di-
agramů bylo zjǐstěno, že změna nastane tehdy, kdy bod Pn přidáváme nebo mažeme nebo
když se změńı konvexńı obal množiny P = {P1, . . . , Pn−1, Pn}.
Složitěǰśı př́ıpad nastane, pokud necháme pohybovat všechny body soustavy. Jako analogii
poštovńımu problému můžeme jako generuj́ıćı body śıtě brát pošt’áky, kteř́ı se pohybuj́ı po
městě. Pohyb každého z nich můžeme popsat rovnićı pi = si+vit, kde si ∈ R je pozice i -tého
pošt’áka v čase t = 0 a vi jeho rychlost. Mezi pošt’áky umı́st́ıme daľśı pohybuj́ıćı se osobu
pi+1 a zaj́ımá nás, ke komu bude v čase t = 0 nejbĺıž a koho dohońı jako prvńıho. Řešeńı
může vést k diagramu ve tř́ıdimenzionálńım prostoru (x, y, t), kde osa t je kolmá na zbylé
dvě osy a znázorňuje čas. V každém čase tj množina bod̊u pi(tj) definuje rovinný Voroneho
diagram V or(pi(tj)). S pohybem generuj́ıćıch bod̊u v čase se měńı spojitě odpov́ıdaj́ıćı
Voroneho diagram a vytvář́ı tak 3D objekty, kde hrany diagramu generuj́ı stěny a vrcholy
generuj́ı hrany 3D diagramu (Voroneho diagram pohybuj́ıćıch se bod̊u).
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6.4 Změna metriky

Voroneho diagramy nemuśıme poč́ıtat pouze v Euklidovské metrice, mohli bychom použ́ıt
např́ıklad metriku Lp, kde definujeme vzdálenost dvou bod̊u v rovině P = [px, py], Q =
[qx, Qy] jako

||PQ||p = p

√
|px − qx|p + |py − qy|p,

||PQ||∞ = max {|px − qx| , |py − qy|}

Samozřejmě v těchto metrikách bude vypadat Voroneho diagram jinak než v Euklidovské
metrice (viz obr.9).

Obrázek 9: Voroneho diagram v L1 metrice

7 Použit́ı

7.1 Biologie

Biologický model r̊ustu rostlin - máme danou skupinu rostlin v rovině, které jsou charak-
terizované souřadnicemi, poloměrem a druhem. Různé druhy maj́ı rozd́ılná pravidla, podle
kterých rostou a které definuj́ı poměr mezi velikost́ı oblasti, kterou okupuj́ı a š́ı̌rkou rost-
liny. Naš́ım úkolem je studovat vztahy velikost-vzdálenost, velikost-plocha a vztahy v hustě
posázeném systému rostoućıch rostlin. K tomu se použ́ıvá vážený Euklidovský Voroneho
diagram, rostliny jsou reprezentovány body śıtě, diagram je pro komunitu rostlin kon-
struován inkrementálńı metodou, oblast okupovaná rostlinou se spoč́ıtá jako obsah oblasti
odpov́ıdaj́ıćı buňky Voroneho diagramu.
Obdobně se dá modelovat r̊ust buněk v mitóze (zelená, obr.10) - ty obaluj́ı krevńı cesty
(červená) a tyto buňky jsou pak obaleny odpoč́ıvaj́ıćımi buňkamy (fialová), které tvoř́ı
hrozny - skupiny buněk. Modře zobrazené rozlǐsené buňky doplňuj́ı prostor a obklopuj́ı
hrozny.
Včeĺı plástve jsou také postavené do tvaru Voroneho diagramu, dokonce do speciálńıho
mozaikovitého př́ıpadu. Každá larva má mı́t stejně velký a stejně tvarovaný prostor, čehož
se doćıĺı právě t́ım, že se speciálně rozmı́stěné larvy vezmou jako generuj́ıćı body pro
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Voroneho diagram. Výsledná struktura bude z horńıho pohledu množina šestiúhelńık̊u
(obr.10).

Obrázek 10: Model r̊ustu rostlin (vlevo), simulace r̊ustu buněk (uprostřed), včeĺı plástve

7.2 Geologie

Rekonstrukce geologických dat za použit́ı 3D Voroneho diagramů (z projektu PRISME) -
nekompletńı a heterogenńı data potřebujeme zpracovat, abychom s nimi mohli pracovat
např́ıklad na lokálńıch zkoumáńıch (vrty, studny, tunely), mohli udělat numerický model
terénu, geologickou mapu, interpretovat geologické řezy atd.
Heterogenńı vstupńı data se diskretizuj́ı, vzniklým bod̊um se přǐrad́ı brava (každá barva
koresponduje s jinou geologickou formaćı - obr.11a). Voroneho diagram těchto bod̊u vytvář́ı
dekompozici prostoru do konvexńıch buněk. Tato metoda nám dává 3D reprezentaci p̊udńıho
podlož́ı. Geologické formace určené Voroneho diagramy jsou pak vyhlazeny za použ́ıt́ı 3D
deformaćı, které zachovávaj́ı vstupńı topologii modelu.
Na obrázku 11c je rekonstrukce p̊udńıho podlož́ı Morges (francouzských Alp), na kterém
jsou data vymodelovaná jako numerický model terénu, geologická mapa a osm geologických
řez̊u (ty jsou interpretované a nekompletńı, na v́ıceméně paralelńıch rovinách).

Obrázek 11: Rekonstrukce geologických dat
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7.3 Mozaiky

Pokud zvoĺıme určité speciálńı rozložeńı bod̊u generuj́ıćı śıtě, můžeme dostat Voroneho
diagramy jako zaj́ımavé pravidelné mozaiky.

7.4 Chemie

Voroneho mozaikový rozklad - běžný 3D model buněk, chemických prvk̊u apod. - se vykres-
luje jako Voroneho mozaika generuj́ıćıch bod̊u v prostoru. Kolem každého bodu je oblast,
jej́ıž všechny body jsou k bodu śıtě bĺıž než ke kterémukoliv daľśımu. Při konstrukci 3D
diagramu necháme z každého bodu śıtě r̊ust kouli, všechny stejnou rychlost́ı. Tam, kde se
dvě sousedńı dotknou, dostáváme kontaktńı bod. Po projit́ı všech bod̊u můžeme sestrojit
Voroneho diagram, kde jsou všechny oblasti konvexńımi mnohostěny. Polygony nálež́ıćı
bod̊um konvexńıho obalu jsou otevřené. Na obrázku vlevo je aproximace Kelvinovy pěny
Voroneho diagramem - všechny buňky maj́ı jednotný tvar, jsou plné a splňuj́ı Plateau pra-
vidlo pěnové rovnováhy (tři stěny se potkávaj́ı pod úhlem 120◦ a čtyři vzpěry pod úhlem
109,5◦). Aby toto platilo, muśı být stěny a hrany lehce zahnuté.
Pokud potřebujeme namodelovat tvar krystalu nějaké látky, stač́ı nám znát rozložeńı atomů
v něm. Ty pak bereme jako generuj́ıćı množinu bod̊u pro Voroneho diagram, ten sestroj́ıme,
najdeme Delaunyho triangulaci a ta je pak velmi dobrou aproximaćı tvaru krystalu (obr.12
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vpravo). Voroneho diagramy se také použ́ıvaj́ı k určeńı strukturálńıch vlastnost́ı protein̊u
(nalezeńı největš́ıho volného prostoru, konstrukce povrchu molekul atd.).

Obrázek 12: 3D Voroneho diagramy využ́ıvané v chemii

7.5 Geografie

V geografii se Voroneho diagramy využ́ıvaj́ı k analýze śıdel. Např́ıklad rozlož́ıme Zemi na
polygony založené na lidské populaci. Kde je vysoká hustota obyvatel, bude v́ıc buněk (také
samozřejmě budou menš́ı). Tam, kde žije obvatel málo, vznikne málo velkých region̊u - viz
následuj́ıćı obrázek.

7.6 Modelováńı terénu a tekoućı lávy

Ćılem je realisticky namodelovat předpokládanou cestu lávy po výbuchu sopky - tato úloha
je d̊uležitá při plánováńı únikových cest, při evakuaci, při výstavbě nových domů v do-
sahu sopky atd. Velmi zjednodušeně (neuvažujeme rozd́ıly teplot, erozi, atd.) - nejdř́ıve je
potřeba namodelovat terén - to uděláme pomoćı Voroneho diagramu a jemu odpov́ıdaj́ıćı
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Delaunyho triangulaćı. Pak se muśı namodelovat láva - to je možné bud’ velmi jednoduše -
jako množinu navzájem se dotýkaj́ıćıch kouĺı, které se přirozeně pohybuj́ı aproximaćı terénu
(obr.13 vlevo) nebo použijeme v každém okamžiku středy těchto kouĺı jako generuj́ıćı body
śıtě pro 3D Voroneho diagram. Z něj vypoč́ıtáme opět Delaunyho triangulaci a tu bereme
jako dobrou aproximaci pohybuj́ıćı se lávy (obr.13 vpravo). Obdobně se dá vygenerovat i
animace povrchu lávy, pokud necháme na koule p̊usobit daľśı śıly (proud, atd.).

Obrázek 13: Modelováńı proud̊u lávy

Pomoćı Delaunyho triangulace se dá vygenerovat terén velmi přesně a realisticky (obr.14
vlevo), můžeme pomoćı ńı kromě pohybu lávy namodelovat i jej́ı texturu (obr.14 vpravo -
skutečná láva a vymodelovaná láva, vpravo dole je naznačen postup modelováńı povrchu).

Obrázek 14: Modelováńı terénu, toku a textury lávy

7.7 Robotika

V kybernetice a robotice se Voroneho diagramy použ́ıvaj́ı v okamžiku, kdy je potřeba
naplánovat cestu nějakému pohybuj́ıćımu se stroji. Protože chceme, aby se robot vyhl co
nejlépe překážkám, muśı jet co nejdál od nich. Toho doćıĺıme, když pro překážky jako
generuj́ıćı plochy śıtě vytvoř́ıme Voroneho diagram a robota naprogramujeme tak, aby se
pohyboval po hranách diagramu.
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7.8 Poč́ıtačová grafika

Pomoćı Voroneho diagramů se daj́ı vygenerovat ideálńı mozaiky z barevné mapy. Středy ob-
last́ı s př́ıbuznými barvami (v zadané toleranci) se vezmou jako generuj́ıćı body diagramu,
vytvoř́ı se hranice a jednotlivé buňky se vyplńı barvou, která odpov́ıdá generuj́ıćımu bodu
oblasti. Podobný princip se použ́ıvá také při kompresi obrázk̊u.

Obrázek 15: Dekompozice fotky na mozaiku pomoćı Voroneho diagramu

7.9 Př́ıroda, zoologie

V zoologii se použ́ıvaj́ı Voroneho diagramy k modelováńı teritoríı jednotlivých zv́ı̌rat,
stád, tlup apod. Do buněk Voroneho mnohoúhelńık̊u se tvaruj́ı kř́ıdla vážek, v d̊usledku
smršt’ováńı a roztahováńı p̊udy bud’ kv̊uli zamrzáńı a roztáváńı tundry (Island, severńı
Evropa) nebo kv̊uli vysušováńı a zavodňováńı zeminy (solné pouště v jižńı Americe) do
těchto tvar̊u praská nebo se naopak shlukuje zem. Mořské korály si stav́ı buňky do tvaru
Voroneho diagramů (každý tvoreček stav́ı rozd́ılnou rychlost́ı a v okamžiku setkáńı se sou-
sedem už nemůže pokračovat dál). Dál je možné v př́ırodě pomoćı 3D Voroneho diagramů
modelovat srážky a jejich regionálńı předpověd’.

Obrázek 16: Voroneho diagramy v př́ırodě - kř́ıdlo vážky, poušt’ Atacama, tundra na Is-
landu, korál
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7.10 Geometrické problémy

Pomoćı Voroneho diagramů se řeš́ı také velké množstv́ı geometrických problémů. Jak
uspořádat kabely r̊uzného pr̊uměru do válcového objektu, problém nalezeńı nejkratš́ı cesty
nebo problém největš́ıho toku.

7.11 Hranice osobńıho prostoru

Jak určit hranici osobńıho prostoru člověka pohybuj́ıćıho se mezi daľśımi lidmi? Prostor,
který nálež́ı pouze jemu je nečekaně opět region Voroneho diagramu, který se dynamicky
měńı s t́ım, jak se pohybuje nejen sledovaná osoba, ale i všichni lidé okolo ńı. Tento model
byl dokonce zrealizován v měř́ıtku 1:1 na malé čtvercové ploše - lidé se po této ploše
pohybuj́ı, jejich aktuálńı pozice je ze stropu sńımána a přenášena do poč́ıtače. Ten zpracuje
data a v závislosti na nich dynamicky generuje na zemi Voroneho diagram, jehož hranice
jsou hranicemi osobńıho prostoru. Když se nějaká osoba pohne, pohnou se i tyto hranice a
změńı se tvar buněk. Pro dvě osoby bude hranićı vždycky př́ımka, pro v́ıce osob ve většině
př́ıpad̊u p̊ujde o mnohoúhelńıkové buňky.

Obrázek 17: Poč́ıtačový generátor Voroneho diagramu v rovině - demonstrace velikosti
osobńıho prostoru
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