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8.3 Grupy malého řádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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Kapitola 1

Permutace

Definice 1.1. Permutace množiny M je bijekce M →M . Množinu všech per-
mutaćı množiny M = {1, 2, . . . , n} označ́ıme Sn. Pro obecnou množinu M ji
označ́ıme SM . Množina Sn je pro velké n velmi velká, počet jej́ıch prvk̊u je
n! = 1 · 2 · 3 · · · · · (n− 1) · n.

Operace složeńı. Složeńı dvou permutaćı α, β množiny M je permutace
množiny M . Složeńı zapisujeme α ◦ β(i) = α(β(i)). Permutaci zaṕı̌seme do
tabulky:

α =

(
1 2 . . . n

α(1) α(2) . . . α(n)

)
.

Všimněme si, že skládáńı permutaćı neńı pro n ≥ 3 komutativńı. To zna-
mená, že pro každé n ≥ 3 existuj́ı permutace takové, že α · β ̸= β ·α. Např́ıklad
pokud

α =

(
1 2 3
1 3 2

)
, β =

(
1 2 3
3 2 1

)
,

potom

β ◦ α =

(
1 2 3
3 1 2

)
̸=
(
1 2 3
2 3 1

)
= α ◦ β.

Cyklový zápis permutace. Je-li α(k) = k, ř́ıkáme, že permutace α fixuje
prvek k. Necht’ M = {i0, i1, . . . , ir−1} ⊆ {1, 2, . . . , n} je r-prvková podmnožina,
r > 1. Necht’ α ∈ Sn je permutace taková, že α(ij) = ij+1, j = 0, 1, . . . , r − 1
a α(k) = k pro k ∈ {1, 2, . . . , n} \ M . Potom permutaci α nazveme cyklus
délky r a budeme ji zapisovat α = (i0, i1, . . . , ir−1). Všimněme si, že zápis
α = (i1, i2, . . . , ir−1, i0) definuje stejnou permutaci. Č́ıslo r nazveme délka cyklu;
cyklus délky 2 se nazývá transpozice. Dva cykly α, β se nazývaj́ı disjunktńı, po-
kud množiny prvk̊u, které nejsou fixované těmito permutacemi, jsou disjunktńı.

Pro permutaci α označ́ıme αm permutaci α ◦ α ◦ · · · ◦ α︸ ︷︷ ︸
m

.
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2 KAPITOLA 1. PERMUTACE

Věta 1.2. Každou permutaci r̊uznou od identity m̊užeme rozložit na součin
disjunktńıch cykl̊u. Nav́ıc, tento rozklad je až na pořad́ı cykl̊u jednoznačný.

D̊ukaz. Pokud je j ∈ {1, 2, . . . , n}, označme O(j) = {k ∈ M : ∃m, k = ϕm(j)}.
Zřejmě množiny O(j) tvoř́ı rozklad M . Dále postupujeme indukćı podle počtu
množin O(j). Pokud existuje i ∈M , které ještě neńı pokryté, vytvoř́ıme cyklus
(i, ϕ(i), ϕ2(i), . . . , ϕm−1(i)), přičemž m je nejmenš́ı č́ıslo takové, že ϕm(i) =
i.

Množinu O(i) = {i, α(i), α2(i), . . . } budeme nazývat orbita prvku i.

Definice 1.3. Úplná faktorizace permutace je rozklad permutace na disjuktńı
cykly, kde za každý fixovaný bod doplńıme cyklus délky 1.

Uvažujme součin transpozic

(1, 2) . . . (1, r − 1)(1, r) = (1, r, r − 1, r − 2, . . . , 2).

Toto pozorovańı můžeme lehce zobecnit na libovolný cyklus. V kombinaci s
větou 1.2 lze dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 1.4. Každou permutaci r̊uznou od identity m̊užeme rozložit na součin
transpozic.

Tento rozklad však už nebude v rozumném smyslu jednoznačný. Porovnáńım
r̊uzných rozklad̊u té samé permutace však zjist́ıme, že parita počtu transpozic
v rozkladech z̊ustává nezměněná. Důvod je skrytý v efektu složeńı transpozic
(a, b) s libovolnou permutaćı.

Definice 1.5. Necht’ α = β1β2 . . . βt je úplný rozklad permutace α ∈ Sn.
Označme sgn(α) = (−1)n−t.

Lemma 1.6. Pokud β ∈ Sn a τ je transpozice, plat́ı

sgn(τβ) = − sgn(β).

D̊ukaz. Uvažujme rozklad β = γ1γ2 . . . γt na disjunktńı cykly. Necht’ τ = (m, k),
kde m ∈ γi a k ∈ γj . V d̊ukazu rozlǐśıme dva př́ıpady: i = j a i ̸= j. Pokud
i = j, počet disjunktńıch cykl̊u je v rozkladě τβ rovný t + 1; pokud i ̸= j,
př́ıslušný počet cykl̊u je t− 1. (Dokažte podrobně!)

Věta 1.7. Pro každé α, β ∈ Sn plat́ı

sgn(αβ) = sgn(α) sgn(β).

D̊ukaz. Necht’ α = τ1τ2 . . . τm je rozklad na součin transpozic, kde m je mi-
nimálńı. Použijeme indukci podle m. Je-li m = 1, použijeme Lemma 1.6. Je-li
m > 1, označ́ıme α′ = τ2 . . . τm. Pak z předchoźıho lemmatu dostáváme:

sgn(αβ) = − sgn(α′β) = − sgn(α′) sgn(β) = sgn(τ1α
′) sgn(β) = sgn(α) sgn(β).

Pokud α′ = τ2 . . . τm je minimálńı rozklad, tvrzeńı plat́ı. Proč α′ muśı být
minimálńı rozklad?
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Definice 1.8. Permutace se nazývá sudá, pokud se dá rozložit na sudý počet
transpozic. Pokud permutace neńı sudá, je lichá.

Věta 1.9. Permutace α ∈ Sn je sudá právě tehdy, když sgn(α) = 1.

Cvičeńı

1.1. Necht’ α(i) = 10−i je permutace v S9. Zapǐste α jako součin disjunktńıch cykl̊u.

1.2. Kolik je permutaćı α v S6 takových, že α2 = 1? Zkuste tvrzeńı zobecnit pro Sn.

1.3. Pro které r je r-cyklus sudá permutace?

1.4. Určete sgn(α) pro

α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 8 7 6 5 4 3 2 1

)
.

1.5. Máme dánu množinu Sn, kde n ≥ 3. Kolik fixovaných prvk̊u k může existovat
v nějaké permutaci v Sn? Jak vypadá inverzńı permutace k permutaci α, v ńıž je
fixováno právě n− 2 prvk̊u?

1.6. V pytĺıku je každá permutace v S3 napsaná právě na jednom ĺıstečku. Jaká je
pravděpodobnost, že vytáhneme najednou dva ĺıstečky s permutacemi α a β, pro něž
plat́ı α · β = β · α? Jak se pravděpodobnost změńı, vytáhneme-li nejprve prvńı ĺıstek,
který následně vrát́ıme zpět do pytĺıku, a teprve poté vytáhneme druhý ĺıstek?

1.7. Necht’ jsou dány permutace

α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 7 3 2 10 9 1 5 6 8

)
,

β =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4 3 6 9 8 5 10 7 2

)
.

Najděte cykly, znaménka a inverze obou permutaćı. Zjistěte, zda plat́ı α · β = β · α.
1.8. Necht’ je dána permutace α = (1, 2, 5, 6)(3, 4)(7, 10, 9)(8).

Určete nejmenš́ı mocninu k ≥ 1, pro ńıž dostaneme αk = id?
Určete α−14, α9, α−12 a α7.

1.9. Jak vypadá permutace α v Sn, pro ńıž α2 = id? A jak vypadá permutace β v
Sn, pro ńıž βn−1 = id?

1.10. Necht’ α, β, γ, δ jsou permutace v Sn a plat́ı α · β = β · α i γ · δ = δ · γ. Plat́ı
pak nutně, že α · γ = γ · α nebo α · δ = δ · α? Pokud ano, dokažte. Pokud ne, najděte
př́ıklad, kdy věta neplat́ı.

1.11. Identická funkce 1X na množině X je permutace, kterou obvykle znač́ıme 1
(nebo id). Dokažte, že 1 · α = α = α · 1 pro každou permutaci α ∈ SX .

1.12. Pro každou permutaci α ∈ SX existuje permutace β ∈ SX taková, že αβ =
1 = βα. Dokažte.

1.13. Pro všechny permutace α, β, γ ∈ SX dokažte, že α(βγ) = (αβ)γ.

1.14. Necht’ 1 ≤ r ≤ n. Kolik existuje r-cykl̊u v Sn?

1.15. Necht’ α, β, γ jsou permutace. Dokažte, že pokud αβ = αγ nebo βα = γα, pak
β = γ.
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1.16. Necht’ α = (i1i2 · · · ir) a β = (j1j2 · · · js). Dokažte, že α a β jsou disjunktńı
permutace právě tehdy, když {i1, i2, . . . , ir} ∩ {j1, j2, . . . , js} = ∅.
1.17. Necht’ α a β jsou disjunktńı permutace. Dokažte, že potom αβ = βα.

1.18. Pokud α a β jsou disjunktńı permutace a αβ = 1, plat́ı, že α = 1 = β. Dokažte.

1.19. Najděte permutace α, β, γ ∈ S5 takové, že α komutuje s β, β komutuje s γ,
ale α nekomutuje s γ.

1.20. Necht’ α, β jsou permutace v Sn. Pokud α i β maj́ı stejnou paritu, je sgn(αβ) =
1, pokud α a β maj́ı rozd́ılnou paritu, je sgn(αβ) = −1. Dokažte.

1.21. Zapǐste následuj́ıćı permutace jako součin disjunktńıch cykl̊u:

� (1, 2, 3, 5)(4, 1, 3),

� (1, 3, 2, 5, 6)(2, 3)(4, 6, 5, 1, 2),

� (1, 2)(1, 3)(2, 3)(1, 4, 2).

Následně permutace zapǐste tabulkou.

1.22. Necht’ jsou dány dvě permutace α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 5 1 7 8 6

)
a β =(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 8 7 6 5 2 4

)
. Zapǐste αβ jako součin disjunktńıch cykl̊u a poté jako

součin dvou cykl̊u. Totéž proved’te pro βα.

1.23. Necht’ α a β jsou permutace v Sn. Dokažte, že α−1β−1αβ je sudá permutace.

1.24. Najděte tři permutace α z S9 takové, že α3 = (1, 5, 7)(2, 8, 3)(4, 6, 9).

1.25. Necht’ je dána permutace β = (1, 3, 5, 7, 9, 8, 6)(2, 4, 10). Jaké je nejmenš́ı
přirozené č́ıslo n takové, že βn = β−5?

1.26. Necht’ je dána permutace γ = (1, 3, 5, 7, 9)(2, 4, 6)(8, 10). Pokud γm je 5-cyklus,
co můžete ř́ıci o m?

1.27. Necht’ o permutaci β v́ıme následuj́ıćı: β ∈ S7 a β4 = (2, 1, 4, 3, 5, 6, 7). Určete
permutaci β.

1.28. Necht’ β = (1, 2, 3)(1, 4, 5). Zapǐste β99 jako součin disjunktńıch cykl̊u.

Následuj́ıćı př́ıklady vyřešte po nastudováńı úvodńıch čtyř kapitol.

1.29. Určete řád následuj́ıćıch permutaćı:

� (1, 2, 4)(3, 5, 7),

� (1, 2, 4)(3, 5, 7, 8, 6, 9),

� (3, 4, 5)(2, 4, 5).

1.30. Ukažte, že v grupě A8 existuje prvek řádu 15.

1.31. Jaké jsou možné řády prvk̊u grup S6 a A6. Jak je to u grupy A7?

1.32. Uved’te dva d̊uvody, pro množina lichých permutaćı v Sn neńı podgrupa grupy
Sn.

1.33. Kolik prvk̊u řádu 5 obsahuje grupa S7? Kolik prvk̊u řádu 4 obsahuje grupa
S6?

1.34. V grupě S4 najděte jednu cyklickou a jednu necyklickou podgrupu řádu 4.



5

1.35. Předpokládejme, že permutace δ je 10-cyklus. Pro jaké přirozené č́ıslo i =
{2, 3, . . . , 10} je δi rovněž 10-cyklus?

1.36. Najděte jednu cyklickou a jednu necyklickou podgrupu grupy A8, jež má řád
4.

1.37. Necht’ H je podgrupa grupy Sn lichého řádu. Dokažte, že H je podgrupa grupy
An.

1.38. Ukažte, že pro všechna n ≥ 3 je Z(Sn) = {id}.

Nápověda k vybraným cvičeńım

1.4 Zapǐste permutaci α jako součin cykl̊u a použijte vzorec sgn(α) = (−1)n−t,
kde n = 9 a t je počet cykl̊u.

1.5 Evidentně 0 ≤ k ≤ n. Pokud k = 0, neexistuje žádný fixovaný prvek, po-
kud k = n, dostáváme identitu. Jak vypadá permutace s právě n−1 fixovanými
prvky? Protože α · α−1 = id, muśı stejných n − 2 prvk̊u být fixńıch i v α−1.
Budete platit α−1 = α, nebo α−1 = id?

1.6 Celkem existuje 3! = 6 r̊uzných permutaćı v S3. Vytahujeme-li z pytĺıku
dva ĺıstečky s permutacemi, máme celkem

(
6
2

)
= 15 možnost́ı. Prověřte, pro

kolik z 15 variant plat́ı α · β = β · α. Vrát́ıme-li ĺısteček zpět do pytĺıku, zvětš́ı
se počet možnost́ı, konkrétně o 6 (můžeme vytáhnout stejný ĺısteček).

1.7 Jeden cyklus permutace α je např́ıklad (1, 4, 2, 7). Po převedeńı do součinu
cykl̊u pro zjǐstěńı znaménka permutace použijte vzorec sgn(α) = −1n−t, kde
n = 10 a t je počet cykl̊u. Pro zjǐstěńı inverzńıch permutaćı stač́ı např́ıklad v
obou permutaćıch v tabulkové podobě prohodit řádky a pak setř́ıdit sloupce od
nejmenš́ıho.

1.8 Prvńı cyklus má délku 4, každý prvek bude tedy nazpět na svém mı́stě
po každých čtyřech iteraćıch. Např́ıklad pro α−14 spoč́ıtejme nejprve α14 =
α8 · α4 · α2 a následně proved’te inverzi.

1.9 Podobně jako v př́ıkladu 1.2. Pokud n−1 je nejmenš́ı mocnina taková, že
βn−1 = id, muśı v permutaci β existovat cyklus délky n− 1, a tedy právě jeden
fixovaný prvek. Diskutujte možnost, že n− 1 neńı nejmenš́ı mocnina.

1.10 Necht’ α, β, γ a δ jsou permutace v S3. Dále necht’ β = id a γ = δ ̸= id
(tzn., že existuje právě jeden fixńı prvek). Nalezněte α a γ a přesvědčete se, že
daná věta neplat́ı.

1.12 Položme β = α−1.
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1.13 Připomeňme, že dvě funkce f, g : A → B jsou stejné právě tehdy, když
pro všechna a ∈ A plat́ı f(a) = g(a).
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Řešeńı vybraných cvičeńı

1.1 Permutace α vypadá následovně:

α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 8 7 6 5 4 3 2 1

)
.

Vyskytuje se zde 5 cykl̊u, konkrétně čtyři transpozice τ1 = (1, 9), τ2 = (2, 8), τ3 =
(3, 7) a τ4 = (4, 6) a jeden fixńı prvek (5). Proto α = (1, 9)(2, 8)(3, 7)(4, 6)(5).

1.2 Aby α2 = 1, nesmı́ existovat v α žádný trojcyklus, čtyřcyklus, pěticyklus
a ani šesticyklus. Permutaci α můžeme tedy vyjádřit jako součin transpozic a
fixńıch prvk̊u. Fixńı prvek nemuśı existovat nebo jich počet muśı být sudý. Tzn.
bud’ je α = 1, nebo lze α vyjádřit jako součin jedné transpozice a čtyř fixńıch
prvk̊u, dvou transpozic a dvou fixńıch prvk̊u, a nebo jako součin tř́ı transpozic.

0 transpozic: To je identita, tedy 1 možnost.
1 transpozice: Máme tedy čtyři fixńı prvky, transpozice je tedy po zafixováńı

těchto čtyř prvk̊u dána jednoznačně. Tedy
(
6
4

)
=
(
6
2

)
= 6·5

2·1 = 15 možnost́ı.

2 transpozice: Máme tedy dva fixńı prvky:
(
6
2

)
= 15 možnost́ı; čtyři prvky

muśıme po dvou prohodit, to jsou 3 možnosti. Tedy celkem 15 ·3 = 45 možnost́ı.
3 transpozice: Prvek 1 lze prohodit s pěti prvky. Dále vezmeme dosud ne-

prohozený prvek. Ten může být prohozen s třemi zbývaj́ıćımi prvky. Posledńı
prohozeńı je již dáno dvěma zbývaj́ıćımi dosud neprohozenými prvky. Celkem:
5 · 3 · 1 = 15 možnost́ı.

Celkem tedy v S6 existuje 1 + 15 + 45 + 15 = 76 permutaćı α takových, že
α2 = 1.

V Sn existuje n(n−1)
2 2-cykl̊u, n(n−1)(n−2)(n−3)

22·2 součin̊u dvou disjunktńıch

2-cykl̊u a obecně n(n−1)...(n−2k+1)
2k·k! součin̊u k disjunktńıch 2-cykl̊u, kde 2k ≤ n.

1.3 Cyklus délky r je tvořen r − 1 transpozicemi: α = (i0, i1, . . . , ir−1) =
(i0, i1)(i0, i2) . . . (i0, ir−1). Tzn., že sgn(α) = (−1)r−1. Pro sudou permutaci β
plat́ı, že sgn(β) = 1, a proto r − 1 muśı být sudé. A tedy r je nutně liché.

1.4 Permutaci α zaṕı̌seme jako součin disjunktńıch cykl̊u, tedy: α = (1, 9)(2, 8)(3, 7)(4, 6)(5).
Využijeme vztah sgn(α) = (−1)n−t, kde n = 9 a t = 5 je počet cykl̊u. Po dosa-
zeńı zjist́ıme, že sgn(α) = 1, jedná se tedy o sudou permutaci.
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Kapitola 2

Grupy

Definice 2.1 (Binárńı operace). Necht’ G je množina. Binárńı operace je funkce
G×G→ G.

Pokud f je binárńı operace, budeme namı́sto f(a, b) psát ab, a◦ b, a∗ b nebo
a+ b.

Definice 2.2 (Grupa). Necht’ G je množina s binárńı operaćı. Binárńı operace
je funkce G×G→ G splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

� pro každé a, b, c ∈ G plat́ı: a(bc) = (ab)c (asociativnost),

� existuje e ∈ G takové, že pro každý prvek a ∈ G plat́ı ea = ae = 1,

� pro každý prvek a existuje prvek b takový, že plat́ı ab = e = ba.

Binárńı operace definovaná na G se nazývá komutativńı, pokud pro každé
dva prvky a, b plat́ı ab = ba.

Poznámka.

Př́ıklad 2.3 (Př́ıklady grup a negrup).

(a) (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q+, ·), (R− {0}, ·), (C,+), (C− {0}, ·).

(b) Je (Z, ·) grupa?

(c) (U, ·), kde U = {x ∈ C; |x| = 1}.

(d) Kladná iracionálńı č́ısla s operaćı násobeńı splňuj́ı všechny 3 axiomy, ale
netvoř́ı grupu. Proč?

(e) Matice 2× 2 s operaćı sč́ıtáńı.

(f) (Zn,+).

(g) Grupy lineárńıch transformaćı GL(2, R), GL(2, Q), GL(2, C).

9
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(h) Kdy je (Zn − {0}, ·) grupa?

(i) Multiplikativńı grupy U(n).

Grupa U(n) je grupou jedniček modulo n, tzn. že množina U(n) obsahuje
všechna č́ısla 1, . . . , n nesoudělná s n. Př.: U(12) = {1, 5, 7, 11}.

(j) Vektory nad polem Rn se sč́ıtáńım.

(k) GL(2,Zp).

(l) Lineárńı a afinńı grupa.

(m) Permutačńı grupy Sn, dihedrálńı grupy Dn.

Prvek e budeme v obecné grupě značit 1 a v komutativńı grupě 0. Prvek
b = a−1 z axiomu (iii) nazveme inverzńım prvkem k prvku a. Zapisujeme
1 = aa−1 = a−1a.

Lemma 2.4 (Základńı vlastnosti). Necht’ G je grupa. Potom

� G má jediný neutrálńı prvek,

� ba = ca implikuje b = c (pravé kráceńı),

� ab = ac implikuje b = c (levé kráceńı),

� pro každý prvek existuje jediný inverzńı prvek,

� (ab)−1 = b−1a−1.

Definice 2.5 (Mocnina prvku). Necht’ G je grupa. Z asociativity operace
vyplývá, že výraz x1x2 . . . xm je v grupě G dobře definován pro každé přirozené
m. Necht’ G je grupa a x je prvek. Pro přirozené č́ıslo m definujeme xm =
xx . . . x, m-krát. Mocninu můžeme rozš́ı̌rit na celá č́ısla následovně: x0 = 1 a
xm = (x−m)−1 = x−1x−1 . . . x−1 pro m < 0.

Definice 2.6 (Cayleyho tabulka). PokudG je konečná grupa, potom př́ıslušnou
binárńı operaci můžeme definovat pomoćı Cayleyho tabulky, jež má rozměryG×
G. Tabulka je definovaná lineárńım uspořádáńım prvk̊u grupy, zpravidla dáváme
na začátek 1. Řádky a sloupce odpov́ıdaj́ı prvk̊um grupy. V poli se souřadnicemi
[a, b] ṕı̌seme prvek c = ab. Takovýto zp̊usob zadáńı grupy je vhodný jen pro malé
konečné grupy. Nav́ıc, stejnou grupu můžeme v závislosti na pořad́ı definovat
r̊uznými tabulkami.

Cvičeńı

2.1. Najděte inverzńı prvek k prvku a grupy G.

1. a = 13, G = Z20,

2. a = 13, G = U(14),
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3. a = n− 1, G = U(n) n > 2,

4. a = 3− 2i, G = (C− {0}, ·).

2.2. Najděte inverzńı prvek k matici

(
2 6
3 5

)
v grupě GL(2,Z11).

2.3. Určete všechny prvky x dihedrálńı grupy D4 splňuj́ıćı rovnici x2 = 1.

2.4. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro grupu U(12).

2.5. Částečně definovaná binárńı operace je daná tabulkou:

1 a b c d

1 1 - - - -
a - b - - 1
b - c d 1 -
c - d - a b
d - - - - -

Doplňte chyběj́ıćı poĺıčka tabulky tak, aby definovala grupu.

2.6. Dokažte, že množina racionálńıch č́ısel tvaru 3m6n, kde m,n ∈ Z, tvoř́ı grupu
vzhledem k operaci násobeńı.

2.7. [Heisenbergova grupa] Necht’ G je množina trojúhelńıkových reálných matic
rozměr̊u 3× 3 s binárńı operaćı definovanou následovně:1 a b

0 1 c
0 0 1

×

1 a′ b′

0 1 c′

0 0 1

 =

1 a+ a′ b′ + ac′ + b
0 1 c′ + c
0 0 1


Dokažte, že uvedená množina matic s danou operaćı tvoř́ı grupu.

2.8. Kolik prvk̊u má grupa GL(2,Z2)? Je to komutativńı grupa?

2.9. Dokažte, že pokud pro každý prvek grupy G plat́ı x2 = 1, je G abelovská.

2.10. Uvažujme zobrazeńı f : Z11 → Z11 dané polynomem f(x) = 4x2 − 3x7.
Zjistěte, zda f je permutace. Jestliže ano, vypoč́ıtejte řád f .

2.11. Necht’ G je grupa a necht’ a1, . . . , an ∈ G. Dokažte, (a1 · a2 · · · an)
−1 = a−1

n ·
a−1
n−1 · · · a

−1
1 .

2.12. Necht’ G je grupa, a ∈ G a necht’ m,n jsou nesoudělná č́ısla. Jestliže am = 1,
ukažte, že existuje b ∈ G, pro nějž je a = bn.

2.13. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro grupu D4 (což je dihedrálńı grupa řádu
8).

2.14. Je grupa D3 abelovská?

2.15. Geometricky vysvětlete, proč slož́ıme-li v Dn za sebou dvě reflexe, dostaneme
rotaci.

2.16. Geometricky vysvětlete, proč slož́ıme-li v Dn za sebou dvě rotace, dostaneme
rotaci.

2.17. Geometricky vysvětlete, proč slož́ıme-li v Dn za sebou rotaci a reflexi, dosta-
neme reflexi.
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2.18. Necht’ r1, r2, r3 reprezentuj́ı tři rotace v Dn a necht’ f1, f2, f3 reprezentuj́ı v
Dn tři reflexe. Je r1r2f1r3f2f3r3 rotace, nebo reflexe?

2.19. Najděte prvky (symetrie) A,B,C ∈ D4 takové, že AB = BC, ale A ̸= C. Co
t́ım ukážeme?

2.20. Proč množina lichých č́ısel neńı grupa? Uved’te dva d̊uvody.

2.21. Ukažte, že množina {1, 2, 3} s násobeńım modulo 4 neńı grupa, ale množina
{1, 2, 3, 4} s násobeńım modulo 5 grupa je.

2.22. Ukažte, že množina {5, 15, 25, 35} je grupa s násobeńım modulo 40. Jaký prvek
představuje identitu? Vid́ıte nějaký vztah s touto grupou a grupou U(8)?

2.23. Profesor abstraktńı algebry měl v úmyslu dát student̊um seznam dev́ıti č́ısel, jež
tvoř́ı grupu při násobeńı modulo 91. Omylem však vynechal jedno č́ıslo, takže seznam
vypadal následovně: {1, 9, 16, 22, 53, 74, 79, 81}. Na jaké č́ıslo profesor zapomněl?

2.24. Dokažte, že grupa G je abelovská právě tehdy, když (ab)−1 = a−1b−1 pro
všechna a, b ∈ G.

2.25. Necht’ a, b jsou prvky abelovské grupy a n nějaké celé č́ıslo. Ukažte, že (ab)n =
anbn. Plat́ı tento vztah i pro neabelovské grupy?

2.26. Č́ısla 5 a 15 patř́ı do seznamu dvanácti přirozených č́ısel, která tvoř́ı grupu při
násobeńı modulo 56. Nalezněte všech dvanáct č́ısel patř́ıćı do této grupy.

2.27. Najděte grupu se 105 prvky. Najděte dvě grupy se 44 prvky.

2.28. Dokažte, že pokud (ab)2 = a2b2 v grupě G, je ab = ba.

Nápověda k vybraným cvičeńım

2.1

1. Z20 = {0, 1, . . . , 19}. Najděte mocninu m č́ısla 13 takovou, že am = 1.
Prvek am−1 je pak inverzńım prvkem k prvku a.

2. U(14) = {1, 3, 5, 9, 11, 13}. Plat́ı 132 (mod 14) = 1, a tedy inverzńım
prvkem k prvku a = 13 je prvek a−1 = 13. Určete inverzńı prvky ke
zbývaj́ıćım prvk̊um grupy U(14).

2.2 Pro inverzńı matici

(
a b
c d

)
muśı platit, že

(
2 6
3 5

)
·
(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Hledáme tedy řešeńı soustavy čtyř rovnic o čtyřech neznámých.

2.3 Dihedrálńı grupa Dn je grupa shodnost́ı pravidelného n-úhelńıku, ten má
tak 2n shodnost́ı (n otočeńı a n osových souměrnost́ı). V př́ıpadě čtverce tak
existuje 8 shodnost́ı. Zapǐste D4 Caleyho tabulkou (8× 8).

2.5 Mohou se prvky v řádku či sloupci opakovat?
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2.6 Ukážeme, že jsou splněny vlastnosti grupy. Jednotkový prvek je 1 = 30 ·60,
plat́ı, že 30 · 60 · 3m · 6n = 3m · 6n · 30 · 60 = 3m · 6n = 1. Asociativnost
je splněna triviálně. Inverzńı prvek k prvku 3m · 6n je 3−m · 6−n. Operace
je uzavřená. Důsledně ověřte a obhajte jednotlivé d́ılč́ı kroky (např́ıklad, že
skutečně a · a−1 = a−1 · a = 1, kde a = 3m6n).

2.7 Prověřte vlastnosti grupy (uzavřenost operace, asociativnost, existenci in-
verzńıho a jednotkového prvku).

2.8 Matice GL(2,Z2) je řádu 2 a na každé ze čtyř pozic může být 0 nebo
jednička.

2.12 Existuj́ı celá č́ısla s a t taková, že 1 = sm+ tn.

2.13 GrupaDn je grupa symetríı pravidelného n-úhelńıku, jež má 2n symetríı,
konkrétně grupa D4 je grupa symetríı čtverce. Grupa D4 má 4 rotace (o 0◦ –
to je identita – o 90◦, 180◦ a 270◦) a 4 symetrie (dle vertikálńı a horizontálńı
osy a obou diagonálńıch os). Tabulka je tak 8× 8.

Řešeńı vybraných cvičeńı

2.4 Grupa U(12) = {1, 5, 7, 11} = {1,−1, 5,−5}.

1 -1 5 -5

1 1 -1 5 -5
-1 -1 1 -5 5
5 5 -5 1 -1
-5 -5 5 -1 1

2.10 Prostým dosazeńım č́ısel 0, . . . , 11 za x zjist́ıme, že f(0) = 0, f(1) = 1,
f(2) = 6, f(3) = 9, f(4) = 5, f(5) = 3, f(6) = 10, f(7) = 2, f(8) = 8, f(9) = 4
a f(10) = 7. Jelikož každé z č́ısel 0, . . . , 11 je právě jednou vzorem a právě
jednou obrazem, je f = α permutaćı.

Permutace α vypadá následovně:

α =

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 6 9 5 3 10 2 8 4 7

)
.

Zaṕı̌seme α jsou součin cykl̊u: α = (0)(1)(2, 6, 10, 7)(3, 9, 4, 5)(8). Řád per-
mutace urč́ıme dle nejmenš́ıho společného násobku délek všech cykl̊u. To zna-
mená, že řád permutace α je 4.
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Kapitola 3

Podgrupy

Z již známých grup vytvoř́ıme grupy nové.

Definice 3.1 (Řád grupy). Počet prvk̊u grupy G se nazývá řád grupy, znač́ıme
|G|. Pokud G je nekonečná, polož́ıme |G| = ∞.

Definice 3.2 (Řád prvku). Necht’ g ∈ G je prvek grupy. Řád prvku g, znač́ıme
|g|, je nejmenš́ı kladné n takové, že an = 1. Pokud takové n neexistuje, potom
g má nekonečný řád.

Př́ıklad 3.3. Grupa U(15) = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14} má řád 8. Řády prvk̊u
jsou |7| = 4, |11| = 2, |13| = 4. V grupě (Z,+) je řád každého nenulového prvku
∞.

Definice 3.4 (Podgrupa). Podmnožina H ⊆ grupy (G, ·) se nazývá podgrupa,
pokud (H, ·) je grupa. Zapisujeme H ≤ G.

Věta 3.5 (Test podgrupy). Necht’ G je grupa a H ⊆ G, H ̸= ∅. Potom H je
podgrupou G právě tehdy, když pro každé dva prvky a, b ∈ H plat́ı ab−1 ∈ H.

Př́ıklad 3.6 (Podgrupy abelovské grupy). Necht’ G je abelovská grupa. Potom
plat́ı:

� Množina prvk̊u řádu 2 v abelovské grupě je podgrupou.

� Množina prvk̊u konečného řádu v abelovské grupě je podgrupou.

� Jsou-li H ≤ G a K ≤ G podgrupy, množina HK = {hk;h ∈ H, k ∈ K}
je podgrupa.

Věta 3.7 (Test podgrupy v konečné grupě). Konečná podmnožina ∅ ≠ H ⊆
(G, ·) je podgrupa G právě tehdy, když H je uzavřená na binárńı operaci ·.

Necht’ a ∈ G. Označme ⟨a⟩ = {an;n ∈ Z}.

Věta 3.8. Necht’ G je grupa a necht’ a ∈ G. Potom ⟨a⟩ je podgrupa.

15
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Př́ıklad 3.9. Necht’ Dn je dihedrálńı grupa. Nech R ∈ Dn je rotace o 360/n
stupň̊u. Potom ⟨R⟩ je podgrupa řádu n.

Je dobré si uvědomit, že ⟨a⟩ je nejmenš́ı podgrupa obsahuj́ıćı prvek a.

Věta 3.10. Necht’ G je grupa a necht’ Gi, i ∈ I, je systém podgrup grupy G.
Potom ∩i∈IGi je podgrupa G.

Definice 3.11. Necht’ G je grupa a S ⊆ G je podmnožina. Označme ⟨S⟩ ≤ G
nejmenš́ı podgrupu G obsahuj́ıćı S.

Dı́ky větě 3.10 je podgrupa ⟨S⟩ jednoznačně definovaná.

Př́ıklad 3.12 (Gaussova č́ısla). Necht’ {1, i} ⊂ C. Potom ⟨1, i⟩ = {a+ bi; a, b ∈
Z} je podgrupa (C,+). Pokud použijeme standardńı reprezentaci komplexńıch
č́ısel v Euklidovské rovine, tak Gaussova č́ısla odpov́ıdaj́ı bod̊um s celoč́ıselnými
souřadnicemi.

Definice 3.13 (Centrum grupy). Necht’ G je grupa. Potom Z(G) = {a ∈
G; ax = xa pro každý x ∈ G} se nazývá centrum grupy.

Věta 3.14. Necht’ G je grupa. Centrum grupy je abelovská podgrupa grupy G.

Všimneme si, že Z(G) = G, pokud G je abelovská.

Definice 3.15. Necht’ a ∈ G. Centralizátor C(a) prvku a je podmnožina
C(a) = {x ∈ G;xa = ax}.

Pokud a ∈ Z(G), je C(a) = G. Plat́ı Z(G) ≤ C(a) ≤ G.

Věta 3.16. Centralizátor prvku a ∈ G je podgrupa G.

Cvičeńı

3.1. Najděte všechny podgrupy Z12.

3.2. Najděte centrum dihedrálńı grupy Dn.

3.3. Najděte všechny podgrupy S4.

3.4. Určete centralizátor permutaćı (1, 2), (1, 2)(3, 4) a (1, 2, 3) v S4.

3.5. Necht’ je dána grupa G = Z20. Najděte nejmenš́ı podgrupu grupy G obsahuj́ıćı

� prvek 1,

� prvek 8,

� prvek 7,

� prvky 2, 3, 5.

3.6. Dokažte, že alternuj́ıćı grupa An, množina sudých permutaćı v Sn, je podgrupa
s n!

2
prvky.

3.7. Necht’ k je pole. Ukažte, že SL(n, k), množina všech n× n matic přes k maj́ıćı
determinant 1, je podgrupa grupy GL(n, k).



17

3.8. Necht’ n > 2. Dokažte, že grupa An je generovaná všemi trojcykly.

3.9. Pro každou z následuj́ıćıch grup určete řád grupy a řád každého prvku př́ıslušné
grupy. Jaký vztah vid́ıte mezi těmito řády?

Z12, U(10), U(12), U(20), D4

3.10. Máme dány dvě grupy Q = (Q,+) a Q∗ = (Q \ 0, ·). V obou dvou grupách
určete ⟨ 1

2
⟩ a určete řády všech prvk̊u.

3.11. Dokažte, že v každé grupě G má prvek α stejný řád jako prvek α−1.

3.12. Bez poč́ıtáńı jednotlivých řád̊u, vysvětlete, proč dva prvky 8 a 22 maj́ı v grupě
Z30 stejný řád. Totéž proved’te pro dvojici 2 a 28 a v grupě U(15) pro dvojice prvk̊u
2, 8 a 7, 13.

3.13. Pro prvek a v grupě G plat́ı a6 = id. Jaký může být řád prvku a?

3.14. Necht’ a je prvek grupy G nekonečného řádu. Dokažte, že am ̸= an, když
m ̸= n.

3.15. Ukažte, že pro jakýkoliv prvek a v grupě G plat́ı |a| ≤ |G|.
3.16. Ukažte, že grupa U(14) = ⟨3⟩ = ⟨5⟩. Je U(14) = ⟨11⟩?
3.17. Ukažte, že U(20) ̸= ⟨k⟩ pro všechna k ∈ U(20). Co z toho plyne?

3.18. Dokažte, že abelovská grupa s dvěma prvky řádu 2 muśı obsahovat podgrupu
řádu 4.

3.19. Najděte grupu G obsahuj́ıćı prvky a, b takové, že |a| = |b| = 2, pro něž

� |ab| = 3,

� |ab| = 4,

� |ab| = 5.

Vid́ıte nějaký vztah mezi a, b a ab?

3.20. Necht’ H,K jsou podgrupy grupy G. Ukažte, že H ∩ K je rovněž podgrupa
grupy G.

3.21. Necht’ grupa H je vlastńı podgrupa grupy (Z,+). Grupa H obsahuje prvky

� 18, 30, 40,

� 12, 30, 54.

Určete grupu H. Existuje vždy právě jedna možnost?

3.22. Ukažte, že dihedrálńı grupa řádu 6 neobsahuje podgrupu řádu 4.

3.23. Necht’ G je grupa a a ∈ G. Ukažte, že C(a) = C(a−1).

3.24. Necht’ a, b jsou dva r̊uzné prvky grupy G. Dokažte, že bud’ a2 ̸= b2 nebo
a3 ̸= b3.

3.25. Necht’ je dána grupa G a jej́ı podgrupa H. Dokažte, že C(H) je podrgupa
grupy G.

3.26. Dokažte, že grupa sudého řádu muśı obsahovat prvek řádu 2.

3.27. Předpokládejme, že grupa G obsahuje právě osm prvk̊u řádu 3. Kolik podgrup
řádu 3 obsahuje grupa G?

3.28. Spočtěte řády následuj́ıćıch grup. Na základě Vašich odpověd́ı vytvořte hy-
potézu o vztahu mezi |U(r)|, |U(s)| a |U(rs)|.

� U(3), U(4), U(12),
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� U(5), U(7), U(35),

� U(4), U(5), U(20),

� U(3), U(5), U(15).

3.29. Spočtěte |U(4)|, |U(10)| a |U(40)|. Odporuje tento př́ıklad Vaš́ı hypotéze z
předchoźıho cvičeńı? Pokud ano, revidujte tuto hypotézu.

3.30. Necht’ H = {a+ bi|a, b ∈ R, ab ≥ 0}. Je H podgrupou (C,+)?

3.31. Necht’ G = GL(2,R). Najděte C(J \ I), kde J je matice samých jedniček řádu
2 a I je jednotková matice řádu 2.

Nápověda k vybraným cvičeńım

3.1 Generujte podgrupu pomoćı každého prvku a ∈ G kromě 0. Po nastu-
dováńı následuj́ıćı kapitoly se k tomuto př́ıkladu vrat’te, určete počet generátor̊u
grupy G a vylad’te postup řešeńı.

3.3 Grupa S4 má 30 podgrup: samotnou grupu S4, jednu řádu 12 (to je A4),
tři řádu 8, čtyři řádu 6, sedm řádu 4, čtyři řádu 3, devět řádu 2 a identitu.
Najděte konkrétně tyto podgrupy.

3.4 Hledáme všechny permutace xi ∈ S4 takové, že xiα = αxi pro všechna i a
př́ıslušnou permutaci α. Identita je vždy v centralizátoru př́ıslušné permutace.

V prvńım př́ıpadě je α1 =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
. Máme tedy dvě triviálńı možnosti:

x1 = 1 a x2 = α1. Dále je zřejmé, že α komutuje s x3 = (3, 4) a tedy i s x2x3.
Proto {(1), (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)} ⊆ C((1, 2)).

3.6 Ukažte, že grupa Sn má stejný počet sudých a lichých permutaćı.

3.8 Plat́ı: (ij)(jk) = (ijk) a (ij)(kl) = (ijk)(jkl).

3.19 Ukažme řešeńı pro třet́ı př́ıpad. V symetrické grupě S5 plat́ı (1, 2, 3, 4, 5) =
(1, 2)(3, 5) · (2, 5)(3, 4). Tak tedy a = (1, 2)(3, 5) a b = (2, 5)(3, 4).
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Řešeńı vybraných cvičeńı

3.2 Pro n ≤ 2 je |Dn| ≤ 4 a grupa Dn je pro n ≤ 2 abelovská (proč?). A tedy
Z(Dn) = Dn pro n ≤ 2.

Necht’ nyńı n ≥ 3. Grupu Dn můžeme zapsat následovně: Dn = ⟨a, b : an =
b2 = id, bab = a−1⟩. A dále pro všechna celá č́ısla k ≥ 0 v Dn plat́ı: bak = an−kb
(proč?). Grupa Dn je tedy generována prvky a, b a prvek x nálež́ı Z(Dn) právě
tehdy, když plat́ı xa = ax a xb = bx. Prvek x ∈ Z(Dn) tedy můžeme zapsat
jako x = aibj . Dosazeńım za x v xa = ax dostane bja = abj . Což pro j = 1
udává a2 = id (využ́ıváme faktu, že bab = a−1 a b2 = id). Jelikož ale řád a je
n > 2, nutně a2 ̸= id. Obdobně pro j > 1. Z toho tedy vyplývá, že j = 0 a
x = ai.

Pro prvek x ∈ Z(Dn) plat́ı xb = bx a dosazeńım ai za x dostaneme aib =
bai = an−1b. To je ekvivalentńı se vztahem a2i = id. Z toho vyplývá, že n děĺı
2i. A tedy i = 0 nebo n = 2i (0 ≤ i ≤ n). Dostáváme tedy následuj́ıćı výsledek:
Centrum grupy Z(Dn) = id, pokud n je liché, nebo Z(Dn) = {id, an

2 }, pokud
n je sudé.

Řádně z d̊ukazu zodpovězte doplňuj́ıćı otázky proč?.

3.17 Pokud grupa G řádu n neńı cyklická, každý jej́ı prvek může genero-
vat podgrupu grupy G řádu nejvýše n− 1 (jak to bude pro grupy nekonečného
řádu?). Grupa U(20) = {1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}má osm generátor̊u (vzpomeňme
na Eulerovu funkci), je tedy třeba pro všechny prvky x ∈ U(20) ukázat, že
xm = 1, kde m ≤ 4. Grupa ⟨3⟩ = {1, 3, 7, 9} je řádu 4. Pro každý prvek y ∈ ⟨3⟩
je množina ⟨y⟩ podgrupa grupy ⟨3⟩, a tedy |y| ≤ 4. Dále ⟨13⟩ = {1, 9, 13, 17}
a zbývaj́ı tedy jen prvky 11 a 19. Pro ně dostáváme: ⟨11⟩ = {1, 11} a ⟨19⟩ =
{1, 19}. Z toho tedy plyne, že U(20) ̸= ⟨k⟩ pro všechna k ∈ U(20). Grupa U(20)
neńı cyklická grupa.

3.23 Pokud x ∈ C(A), je ax = xa. Pak x = a−1ax = a−1xa a xa−1 =
a−1xaa−1 = a−1x. A tedy x ∈ C(a−1). Dostáváme tedy C(a) ⊂ C(a−1). Nyńı
po provedeńı stejné myšlenky pro a−1 dostaneme C(a−1) ⊂ C((a−1)−1) = C(a).
A z toho již triviálně plyne, že C(a) = C(a−1).

3.26 Pokud pro prvek a ∈ G plat́ı a = a−1, je |a| = 2. Protože každý prvek
grupy G má stejný řád jako jeho inverzńı prvek, můžeme zpárovat všechny
prvky G s řádem větš́ım než 2 s jejich inverzńımi prvky. A tedy muśı existovat
sudý počet prvk̊u s řádem větš́ım než dva. Jelikož ale je ale řád grupy sudý,
grupa G obsahuje lichý počet prvk̊u r̊uzných od identity. Z toho tedy již plyne,
že G muśı obsahovat prvek řádu 2.
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Kapitola 4

Cyklické grupy

Grupa G se nazývá cyklická, existuje-li prvek a ∈ G takový, že plat́ı G = ⟨a⟩.

Věta 4.1 (Kritérium rovnosti mocnin). Necht’ a ∈ G, kde G je grupa. Potom

� pokud |a| = ∞, ai = aj právě tehdy, když i = j,

� pokud |a| = n, ai = aj právě tehdy, když n | (i− j).

Důsledek 4.2. Pro každý prvek a grupy plat́ı |a| = |⟨a⟩|.

Důsledek 4.3. Necht’ a je prvek řádu n. Necht’ ak = 1, potom n | k.

Věta 4.4. Necht’ a je prvek řádu n. Potom ⟨ak⟩ = ⟨agcd(n,k)⟩ a |ak| = n/ gcd(n, k).

Důkaz: Označme d = gcd(n, k). Chceme dokázat, že ⟨ad⟩ = ⟨ak⟩. Protože
d | k, je ⟨ad⟩ ≥ ⟨ak⟩. Existuj́ı celé č́ısla s a t takové, že d = gcd(n, k) = ns+ kt
(Euklid̊uv algoritmus). Užit́ım substituce dostaneme ad = ans+kt = (ak)t ∈
⟨ak⟩. Tedy i ⟨ad⟩ ≤ ⟨ak⟩. Dokázali jsme ⟨ak⟩ = ⟨agcd(n,k)⟩.

Pro řády prvk̊u plat́ı: (ad)n/d = 1, proto |ad| | nd . Z druhé strany, minimálńı
i takové, že adi = 1, nemůže být menš́ı než n

d , jinak bychom se dostali do sporu
s |a| = n. Proto |ad| = n

d . Z rovnosti ⟨ad⟩ = ⟨ak⟩, vyplývá |ak| = |ad| = n
d .

Důsledek 4.5. Je-li G konečná cyklická grupa, potom řád prvku děĺı řád G.

Důsledek 4.6. Necht’ |a| = n. Potom ⟨ai⟩ = ⟨aj⟩ právě tehdy, když gcd(n, i) =
gcd(n, j), a |ai| = |aj | právě tehdy, když gcd(n, i) = gcd(n, j).

Důsledek 4.7. Necht’ G je cyklická grupa řádu n, necht’ |a| = k. Potom ⟨a⟩ = G
právě tehdy, když gcd(k, n) = 1.

Věta 4.8. Každá podgrupa cyklické grupy G je cyklická. Nav́ıc, pokud |G| = n,
pro každé k, k | n, má G právě jednu podgrupu řádu k.

21
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D̊ukaz. Pokud H ≤ G = ⟨a⟩, H = {1} a je cyklická. Pokud H je netriviálńı,
obsahuje nějakou mocninu at. Necht’ t je minimálńı kladný exponent, at ∈ H.
Potom H = ⟨at⟩. Triviálně plat́ı H ≥ ⟨at⟩. Pokud am ∈ H, pro m > t, existuj́ı
celá č́ısla q ≥ 1 a r, 0 ≤ r < t, takové, že m = qt + r. Potom am = (at)q · ar.
Pokud r > 0, je ar ∈ H, a dostáváme tak spor s minimalitou t. Proto r = 0 a
am = aqt ∈ ⟨at⟩. T́ım jsme ověřili platnost H ≤ ⟨at⟩, tedy H = ⟨at⟩.

Jednoznačnost. Vı́me, že ke každému děliteli k existuje cyklická podgrupa
řádu k generovaná an/k. Mějme nějakou podgrupu H řádu k. Podle předešlé
části existuje m takové, že H = ⟨am⟩. Podle věty 4.4 H můžeme vygenero-
vat prvkem agcd(m,n). Potom pro zvolený dělitel k plat́ı: k = |H| = |⟨am⟩| =
|⟨agcd(m,n)⟩| = n/ gcd(n,m) = n/m. Proto m = n/k, a tedy podgrupa je jedno-
značně určena.

Poznámka. Všimněme si, že existuje jednoznačná korespondence mezi pod-
grupami cyklické grupy G a děliteli n = |G|. Tato bijekce definuje izomorfismus
mezi svazem dělitel̊u n a svazem podgrup G. Pro dané podgrupy H1, H2 ≤ G
tvoř́ı infimum a supremum podgrupy H1 ∩H2 a ⟨H1, H2⟩.

Daľśı věc hodná povšimnut́ı je role elementárńı aritmetiky v tvrzeńıch o
cyklických grupách (děleńı se zbytkem a Euklid̊uv algoritmus).

Eulerova funce. Označme φ(n) počet přirozených č́ısel ≤ n, která jsou ne-
soudělná s n. Z předešlého textu vyplývá, že ⟨a⟩ = G, kde G je cyklická grupa,
a ∈ G právě tehdy, když gcd(a, n) = 1. Proto φ(n) je počet generátor̊u G. Eule-
rova funkce hraje d̊uležitou úlohu v teorii č́ısel a kombinatorice. Jde o takzvanou
multiplikativńı funkci. Splňuje následuj́ıćı vlastnosti.

Lemma 4.9. Necht’ n, k,m jsou přirozená č́ısla a p je prvoč́ıslo. Potom

� φ(p) = p− 1 a φ(pk) = (p− 1)pk−1,

� φ(mk) = φ(m)φ(k),

� Pokud n =
∏k
i=1 p

ei
i je rozklad přirozeného č́ısla na mocniny prvoč́ısel,

plat́ı

φ(n) =

k∏
i=1

(p− 1)pei−1,

� n =
∑
d|n φ(d).

D̊ukaz. Dokážeme jen posledńı rovnost. Necht’ Cn je cyklická grupa řádu n.
Z věty 4.8 v́ıme, že pro každý dělitel d | n existuje jediná cyklická podgrupa
Cd řádu d. Označme gen(Cd) množinu jednoprvkových generátor̊u Cd. Potom
|gen(Cd)| = φ(d). Potom Cn = ∪d|ngen(Cd) a plat́ı

n =
∑
d|n

|gen(Cd)| =
∑
d|n

φ(d).
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Cvičeńı

Dejte si pozor, abyste v argumentaci nepoužili to, co se snaž́ıte zd̊uvodnit!

4.1. Vyjmenujte generátory Z6, Z8, Z20.

4.2. Vyjmenujte prvky ⟨3⟩, ⟨7⟩ v U(20).

4.3. Vypoč́ıtejte ⟨21⟩ ∩ ⟨10⟩ v grupě Z24.

4.4. Necht’ G = ⟨a⟩ je řádu n. Najděte generátor H = ⟨a21⟩ ∩ ⟨a10⟩. Jaký je řád H?

4.5. Necht’ G je cyklická grupa řádu n s právě jednou vlastńı podgrupou H. Co
můžete ř́ıci o řádech G a H?

4.6. Necht’ G je abelovská grupa. Označme H = {g ∈ G| |g| děĺı 12}. Dokažte, že
H je grupa. Č́ıslo 12 můžete nahradit i jiným č́ıslem. Pokuste se zformulovat obecné
tvrzeńı.

4.7. Najděte maximálńı řetězec podgrup H1 < H2 < · · · < Hm v cyklické grupě
Z240. Pokuste se zformulovat všeobecné tvrzeńı pro cyklickou grupu řádu n.

4.8. Vypǐste podgrupy (Z,+).

4.9. Kolik prvk̊u řádu d pro d | n má dihedrálńı grupa Dn? Spoč́ıtejte prvky
dihedrálńı grupy Dn.

4.10. Jaké jsou možnosti pro řád prvku ab v dihedrálńı grupě D21, v́ıme-li, že
|a| = |b| = 2.

4.11. Najděte všechny podgrupy grupy Z30 a určete jejich řád.

4.12. Najděte př́ıklad necyklické grupy, jej́ıž všechny vlastńı podgrupy jsou cyklické.

4.13. Necht’ a je prvek grupy G a necht’ |a| = 15. Spočtěte řády následuj́ıćıch prvk̊u
grupy G:

� a3, a6, a9, a12,

� a5, a10,

� a2, a4, a8, a14.

4.14. Necht’ G je grupa a necht’ a ∈ G. Dokažte, že ⟨a⟩ = ⟨a−1⟩.
4.15. Kolik podgrup má grupa Z20? Pro každou podgrupu nalezněte generátor.
Předpokládejme, že G = ⟨a⟩ a |a| = 20. Kolik podgrup grupa G obsahuje? Pro každou
podgrupu nalezněte generátor.

4.16. Necht’ G je cyklická grupa, jež má právě tři podgrupy, z nichž jedna je řádu
7. Kolik je |G|? Co můžeme ř́ıci, nahrad́ıme-li č́ıslo 7 libovolným prvoč́ıslem?

4.17. Doplňte následuj́ıćı tvrzeńı, aby bylo pravdivé: |a| = |a2| právě tehdy, když
|a| . . . .
4.18. Necht’ cyklická grupa obsahuje prvek nekonečného řádu. Kolik tato grupa
obsahuje prvk̊u konečného řádu?

4.19. Vypǐste cyklické podgrupy grupy U(30).

4.20. Necht’ je dána abelovská grupa G řádu 35 a každý jej́ı prvek splňuje rovnici
x35 = id. Dokažte, že grupa G je cyklická. Bude tvrzeńı platit, když řád 35 nahrad́ıme
řádem 33?

4.21. Dokažte, že grupa řádu 3 muśı být cyklická.
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4.22. Necht’ d je přirozené č́ıslo r̊uzné od dvou a necht’ d děĺı n. Ukažte, že počet
prvk̊u řádu d v Dn je φ(d). Kolik prvk̊u řádu 2 má grupa Dn?

4.23. Dokažte, že konečná grupa G je sjednoceńım vlastńıch podgrup právě tehdy,
když grupa G neńı cyklická.

4.24. Najděte př́ıklad grupy G, jež obsahuje právě šest podgrup. Zobecněte pro
přirozené č́ıslo n.

4.25. Necht’ p je prvoč́ıslo. Pokud grupa G obsahuje v́ıce než p − 1 prvk̊u řádu p,
nemůže být grupa G cyklická. Dokažte.

4.26. Necht’ G je abelovská grupa a obsahuje cyklické podgrupy řádu 4 a 5. Podgrupy
jakého řádu muśı grupa G obsahovat? Zobecněte.

4.27. Dokažte, že žádná grupa nemůže obsahovat právě dva prvky řádu 2.

4.28. Necht’ a, b jsou prvky grupy G. Pokud |a| = 10 a |b| = 21, ukažte, že ⟨a⟩∩⟨b⟩ =
id. Pro jaká dvě č́ısla toto plat́ı obecně?

4.29. Dokažte, že grupa U(2n), kde n ≥ 3, neńı cyklická.

4.30. Necht’ |a5| = 12. Jaké možnosti připadaj́ı v úvahu pro |a|? A jak to bude pro
|a4| = 12?

4.31. Necht’ a je prvek grupy G takový, že |a28| = 10 a |a22| = 20. Určete |a|.

4.32. Dokažte, že grupaH = {
(
1 n
0 1

)
|n ∈ Z} je cyklická podgrupa grupy GL(2,R).

4.33. Necht’ a, b jsou prvky grupy G a necht’ |a| = 12, |b| = 22 a ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= id.
Dokažte, že a6 = b11.

4.34. Předpokládejme, že konečná grupa G, v ńıž každý prvek r̊uzný od identity
je prvoč́ıselného řádu. Uved’te př́ıklad takovéto grupy. Pokud Z(G) neńı triviálńı,
dokažte, že všechny prvky grupy G maj́ı stejný řád.

4.35. Pro jaké přirozené č́ıslo n neńı grupa U(n2 − 1) cyklická? Dokažte.

4.36. Uved’te př́ıklad nekonečné grupy G, jež má právě dva prvky řádu 4.

Nápověda k vybraným cvičeńım

4.1 Může být č́ıslo k, jež je dělitelem č́ısla n, generátorem grupy Zn? A je
každé č́ıslo l, jež je s n nesoudělné, generátorem této grupy?

4.3 Podobně jako v minulém př́ıkladě najděte ⟨21⟩ a ⟨10⟩. Pak nalezněte
pr̊unik obou množin.

4.7 Postupujte odzadu. Jaký je největš́ı dělitel č́ısla 240 menš́ı než 240? Atd.

4.9 Použijte Eulerovu funkci φ(d).

4.12 Jedná se o grupuG, jež má následuj́ıćı reprezentaci:G = ⟨−1, i, j, k; (−1)2 =
1, i2 = j2 = k2 = ijk = −1⟩, kde 1 je neutrálńı prvek a −1 komutuje se všemi
ostatńımi prvky. Jak grupě ř́ıkáme?
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4.14 Plat́ı an−1 = a−1.

4.24 Pokud G je cyklická grupa řádu n, pro každé přirozené č́ıslo m, jež je
dělitelem č́ısla n, existuje právě jedna podgrupa grupy G řádu m. Kolik dělitel̊u
existuje pro 2n−1?

Řešeńı vybraných cvičeńı

4.2 Poč́ıtejme modulo 20, tedy: 30 = 1, 31 = 3, 32 = 9, 33 = 9 · 3 = 7 a
34 = 3 · 7 = 1, tzn. 30 = 34, a tedy ⟨3⟩ = {1, 3, 7, 9}. A ⟨7⟩ = {1, 3, 7, 9}.

4.8 Nejprve ukážeme, že neexistuje žádná konečná podgrupa grupy (Z,+).
Pro spor předpokládejme, že konečná podgrupa existuje a označme ji K. Tato
podgrupa muśı mı́t nějaký největš́ı prvek, nazvěme jej m. Pokud m ̸= 0,
uzavřenost́ı sč́ıtáńı a existenćı inverzńıho prvku, musej́ı prvky 2n a −n být
rovněž v K. Jeden z nich (v závislosti na tom, zda je m kladné či záporné), je
však určitě větš́ı než n a dostáváme spor. Pokud m = 0, musej́ı existovat prvky
l,−l ∈ K a opět dostáváme spor s maximalitou m. Podgrupa tedy nemůže být
konečná.

Dále předpokládejme, že existuje nekonečná podgrupa H grupy (Z,+) s
nejmenš́ım kladným prvkem n. Libovolný prvek k grupy H pak lze zapsat jako
k = nq + r, kde q, r ∈ Z a 0 ≤ r < n. Jelikož k, n ∈ H, rovněž r = k − nq ∈ H.
Protože 0 ≤ r < n a n je nejmenš́ı přirozené č́ıslo, je r = 0, a tedy k = nq.
Ukázali jsme tedy, že libovolný prvek grupy H je ve tvaru nq, kde q ∈ Z. Tedy
H = nZ.

4.11

� ⟨1⟩ = {0, 1, 2, . . . , 29} – řádu 30,

� ⟨2⟩ = {0, 2, 4, . . . , 28} – řádu 15,

� ⟨3⟩ = {0, 3, 6, . . . , 27} – řádu 10,

� ⟨5⟩ = {0, 5, 10, 15, 20, 25} – řádu 6,

� ⟨6⟩ = {0, 6, 12, 18, 24} – řádu 5,

� ⟨10⟩ = {0, 10, 20} – řádu 3,

� ⟨15⟩ = {0, 15} – řádu 2,

� ⟨30⟩ = {0} – řádu 1.



26 KAPITOLA 4. CYKLICKÉ GRUPY

4.18 Grupa G je cyklická, a proto G = {gn : n ∈ Z} pro nějaký prvek g ∈ G
nekonečného řádu. Pokud x ∈ G, je x = gm pro nějaké m ∈ N ∪ {0}. Pokud
m ̸= 0 (tedy x neńı identita), pro každé k ∈ Z dostáváme xk = gm

k

= gkm a
gkm = g0 právě tehdy, když km = 0, což nastává jen tehdy, když k = 0. To
tedy znamená, že jediný prvek konečného řádu je identita. Existuje jen jeden
prvek konečného řádu.



Kapitola 5

Homomorfismy a
izomorfismy

Definice 5.1. Necht’ (G, ·) a (H, ∗) jsou grupy. Zobrazeńı φ : G → H je ho-
momorfismem, pokud pro každé dva prvky a, b ∈ G plat́ı φ(a · b) = φ(a) ∗φ(b).
Izomorfismus G→ H je homomorfismus, který je bijekćı. Surjektivńı homomor-
fismus se nazývá epimorfismus. Injektivńı homomorfismus se nazývá monomor-
fismus (nebo vnořeńı).

Věta 5.2. Necht’ (G, ·) a (H, ∗) jsou grupy. Necht’ φ : G → H je homomorfis-
mus. Potom plat́ı

� φ(1G) = 1H ,

� pokud a ∈ G, φ(a−1) = (φ(a))−1,

� pro každé a ∈ G a n ∈ Z plat́ı φ(an) = (φ(a))n.

Př́ıklad 5.3. Funkce sgn : Sn → U(3) ∼= ({1,−1}, ·) je homomorfismem.

Funkce determinant A 7→ det(A) z GL(n, F ) → F je homomorfismem.
Vzpomeňte si na vztah z lineárńı algebry det(AB) = det(A) det(B).

Definice 5.4. Necht’ φ : G → H je homomorfismus grup. Označme ker(φ) =
{g ∈ G| φ(g) = 1H} jádro homomorfismu φ a Im(φ) = {h ∈ H| existuje g ∈
G, φ(g) = h} obraz homomorfismu φ.

Tvrzeńı 5.5. Necht’ φ : G → H je homomorfismus grup. Plat́ı ker(φ) ≤ G a
Im(φ) ≤ H jsou podgrupami.

Tvrzeńı 5.6 (Test monomorfismu). Necht’ φ : G→ H je homomorfismus grup.
Potom φ je injektivńı práve tehdy, když jádro ker(φ) = 1G je triviálńı.

27
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Cvičeńı

Ćılem d̊ukazu je porozumět dokazovanému tvrzeńı, ne jen prověřit jeho platnost!

5.1. Dokažte, že na čtyřprvkové množině můžeme definovat dvě neizomorfńı grupy.

5.2. Permutačńı matice P (α) ∈ GL(n, F ) vzniká z jednotkové diagonálńı matice
I ∈ GL(n, F ), kde I = (ϵ1, . . . , ϵn), ϵi je i-tý sloupec vzniklý permutováńım sloupc̊u
podle α. Tedy P (α) = (ϵα1, . . . , ϵαn). Dokažte, že permutačńı matice tvoř́ı grupu.
Nav́ıc, zobrazeńı α 7→ P (α) je homomorfismus Sn → GL(n, F ).

5.3. Označme T multiplikativńı grupu komplexńıch č́ısel s absolutńı hodnotou 1.
Dokažte, že pro každé y ∈ R je zobrazeńı φy(x) = eiyx homomorfismem (R,+) →
(T, ·).
5.4. Určete jádro a obraz homomorfismů v př́ıkladech 5.2 a 5.3.

5.5. Najděte izomorfismus z grupy celých č́ısel se sč́ıtáńım do grupy sudých č́ısel se
sč́ıtáńım.

5.6. Najděte Aut(Z).
5.7. Ukažte, že U(8) neńı izomorfńı s U(10).

5.8. Ukažte, že U(8) je izomorfńı s U(12).

5.9. Dokažte, že grupa S4 neńı izomorfńı s grupou D12.

5.10. Najděte dvě grupy G,H takové, že G ̸≈ H, ale Aut(G) ≈ Aut(H).

5.11. Najděte Aut(Z6).

5.12. Jestliže Ψ a Φ jsou jsou izomorfismy z cyklické grupy G = ⟨a⟩ do nějaké grupy
H a Ψ(a) = Φ(a), dokažte, že Ψ = Φ.

5.13. Předpokládejme, že Φ : Z50 → Z50 je automorfismus s Φ(11) = 13. Najděte
předpis pro Φ(x).

5.14. Jsou grupy U(20) a U(24) izomorfńı?

5.15. Dokažte, že grupa (Z,+) neńı izomorfńı s grupou (Q,+).

5.16. Necht’ f : X → Y je bijekce mezi množinami X a Y . Ukažte, že α 7→ f ◦α◦f−1

je izomorfismus SX → SY .

Nápověda k vybraným cvičeńım

5.3 Ověřte následuj́ıćı: zobrazeńı φ : G → H je homomorfismem, pokud pro
každé dva prvky a, b ∈ G plat́ı φ(a · b) = φ(a) ∗ φ(b).

5.5 Definujte zobrazeńı ϕ : Z → 2Z jako ϕ(n) = 2n. Ověřte, že jde o izomor-
fismus.

5.8 Vezměme bijektivńı zobrazeńı Φ : U(8) → U(12) definované následovně:
Φ(1) = 1, Φ(3) = 11, Φ(5) = 5 a Φ(7) = 7. S vědomı́m, že grupa U(8) je
abelovská, stač́ı ověřit jen šest vztah̊u (jakých?). Existuje ještě nějaké daľśı
bijektivńı zobrazeńı, nebo jsme představili jediné možné?
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Řešeńı vybraných cvičeńı

5.6 Nejprve si uvědomme, že Z je cyklická grupa generovaná 1, tedy Z =
⟨1⟩. Kromě 1 je generátorem grupy ještě −1. Jelikož automorfismus Φ cyklické
grupy zobrazuje generátor na generátor, je Φ(1) = 1 nebo Φ(1) = −1. Protože
Φ(m·1) = mΦ(1), dostáváme v prvńım př́ıpadě identické zobrazeńı a ve druhém
př́ıpadě dostáváme Φ(x) = −x. A tedy Aut(Z) = {id,Φ}, kde Φ(x) = −x.

5.7 Grupa U(10) = {1, 3, 7, 9} je cyklická grupa generovaná prvkem 3, jež je
řádu 4 (34 = 1, bráno modulo 10). Ale každý neidentický prvek grupy U(8) =
1, 3, 5, 7 má řád 2, tedy zde neńı žádný prvek řádu 4. Proto grupy U(8) a U(10)
nejsou izomorfńı.

5.1 Lagrangeova věta

Při studiu konečných cyklických grup jsme dokázali, že řád podrupy děĺı řád
cyklické grupy. Ukážeme, že se jedná o speciálńı př́ıpad všeobecně platné teorémy.

Definice 5.7. Necht’ G je grupa a H ≤ G je podgrupa. Množinu Hg = {hg| h ∈
H} nazýváme pravou tř́ıdou rozkladu podle podgrupy H ≤ G. Podobně gH =
{gh| h ∈ H} nazýváme levou tř́ıdou rozkladu podle podgrupyH ≤ G. Libovolný
prvek tř́ıdy Hg (gH) se nazývá reprezentant tř́ıdy rozkladu.

Př́ıklad 5.8. Necht’ H = {m · n| n ∈ Z} ≤ Z} je podgrupa celých č́ısel, které
jsou násobky č́ısla m > 0. Potom H,H + 1, H + 2, . . . ,H +m − 1 jsou pravé
tř́ıdy rozkladu. Nav́ıc, Z = ∪m−1

i=0 H + i.

Př́ıklad 5.9. Necht’ τ = (1, 2) ∈ S3 a H = ⟨τ⟩. Určete množinu pravých a
levých tř́ıd rozkladu S3 podle H. Jak je to s rovnost́ı gH = Hg?

Věta 5.10 (Vlastnosti tř́ıd rozkladu). Necht’ H ≤ G jsou grupy. Potom

� Ha = Hb právě tehdy, když ab−1 ∈ H,

� bud’ Ha ∩Hb = ∅, nebo Ha = Hb,

� G = ∪g∈GHg je rozkladem grupy G,

� počet pravých tř́ıd rozkladu podle H se rovná počtu levých tř́ıd rozkladu.

Bijekce mezi pravými a levými tř́ıdami má tvar Ha 7→ a−1H. Přirozeněǰśı
by bylo Ha 7→ aH, ale to nefunguje. Proč?

Definice 5.11. Počet tř́ıd rozkladu G podle podgrupy H ≤ G nazýváme index
podgrupy a označujeme jej [G : H].

Věta 5.12 (Lagrange). Necht’ G je konečná grupa a H ≤ G je podgrupa. Potom
|H| děĺı |G|.
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D̊ukaz. Ukážeme, že všechny tř́ıdy rozkladu jsou stejně velké. Necht’ f : Hg →
H je funkce daná hg 7→ h. Toto zobrazeńı je prosté (injektivńı), nebot’ f(h1g) =
f(h2g) implikuje h1 = h2, a rovněž surjektivńı, nebot’ každé h ∈ H má vzor
hg ∈ Hg.

Necht’ [G : H] = m. Potom existuj́ı reprezentanti gi ∈ G, i = 1, . . . ,m
takov́ı, že plat́ı G = Hg1 ∪ · · · ∪ Hgm a Hgi ∩ Hgj = ∅ pro i ̸= j. Proto
|G| =

∑m
i=1 |Hgi| =

∑m
i=1 |H| = m|H|.

Důsledek 5.13. Řád libovolného prvku grupy G děĺı řád grupy G.

Důsledek 5.14. Necht’ G je grupa řádu p, kde p je prvoč́ıslo. Potom G je
cyklická.

D̊ukaz. Protože p > 1, existuje a ∈ G, a ̸= 1. Podle Lagrangeovy věty |a| = p.
Proto {an| n ∈ Z} = G.

Věta 5.15 (Fermat). Necht’ p je prvoč́ıslo a x ∈ Z je celé č́ıslo. Potom xp ≡ x
(mod p).

D̊ukaz. Uvažujme unitárńı grupu U(p) = {1, 2, . . . , p − 1} řádu p − 1. Podle
d̊usledku 5.13 plat́ı, že |x| děĺı p− 1. Proto xp−1 = 1. Přenásobeńım obou dvou
stran rovnice prvkem x dostaneme xp = x v U(p). Grupa U(p) je však izomorfńı
grupě zbytkových tř́ıd {[1], [2], . . . , [p−1]} s násobeńım definovaným následovně:
[a] · [b] = [ab]. Proto rovnice xp = x v U(p) implikuje [x]p = [xp] = [x]. Posledńı
rovnost je ekvivalentńı s xp ≡ x (mod p).

Cvičeńı

5.17. Necht’ G je konečná grupa, K ≤ H ≤ G. Dokažte [G : K] = [G : H][H : K].

5.18. Necht’ |a| = mk. Dokažte, že |ak| = m.

5.19. Dokažte, že grupa sudého řádu má lichý počet prvk̊u řádu 2.

5.20. Necht’ a, b ∈ G komutuj́ı a necht’ an = 1 = bm. Potom (ab)d = 1, kde
d = lcm(n,m).

5.21. Necht’ A,B ∈ GL(2,Q) jsou matice

A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

(
0 1
−1 −1

)
.

Dokažte, že řády A a B jsou konečné, ale řád AB je nekonečný.

5.22. Dokažte, že dvě cyklické grupy jsou izomorfńı právě tehdy, když maj́ı stejný
řád.

5.23. Necht’ φ je Eulerova funkce. Dokažte, že pokud gcd(r, s) = 1, je sφ(r) = 1
(mod r).

5.24. Dokázali jsme, že každá cyklická grupa G má pro každého dělitele d řádu G
právě jednu cyklickou podgrupu řádu d. Dá se tato implikace obrátit?

Zkuste dokázat: Pokud G má pro každého dělitele d | |G| nejv́ıce jednu podgrupu
řádu d, je grupa G cyklická.
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5.25. Kolik řešeńı má rovnice xd = 1 v cyklické grupě řádu dk?

5.26. Necht’ H ⊂ G má index 2. Dokažte, že a2 ∈ H pro všechny prvky a ∈ G.

5.27. Necht’ H = {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}. Nalezněte levou tř́ıdu
rozkladu H v A4. Kolik těchto tř́ıd existuje?

5.28. Necht’ H = {±0,±n,±2n,±3n, . . . }, kde n je přirozené č́ıslo. Nalezněte
všechny levé rozkladové tř́ıdy H.

5.29. Nalezněte všechny levé rozkladové tř́ıdy množiny {1, 11} v U(30).

5.30. Necht’ a, b ̸= id jsou prvky r̊uzného řádu v grupě G řádu 155. Dokažte, že
jediná podgrupa grupy G, která obsahuje oba prvky a, b, je samotná grupa G.

5.31. Necht’ G je grupa řádu 60. Podgrupy jakého řádu mohou existovat?

5.32. Předpokládejme, že K je vlastńı podgrupa grupy H a grupa H je vlastńı
podgrupa grupy G. Jestliže |K| = 42 a |G| = 420, určete |H|. Nalezněte všechny
možnosti.

5.33. Necht’ G je grupa řádu pq, kde p a q jsou prvoč́ısla. Dokažte, že každá vlastńı
podgrupa grupy G je cyklická.

5.34. Předpokládejme, že H a K jsou podgrupy grupy G. Jestliže |H| = 12 a
|K| = 35, určete |H ∩K|. Zobecněte.
5.35. Necht’ G je konečná grupa řádu n a m je nesoudělné s n. Pokud g ∈ G a
gm = id, dokažte, že g = id.

5.36. Necht’ H je podgrupa grupy S4 a H obsahuje prvky (1, 2) a (2, 3, 4). Dokažte,
že H = S4.

5.37. Necht’ G je abelovská grupa s lichým počtem prvk̊u. Ukažte, že součinem všech
prvk̊u grupy G dostaneme identitu.

5.38. Předpokládejme, že G je grupa s v́ıce než jedńım prvkem a G nemá žádnou
vlastńı netriviálńı podgrupu. Dokažte, že |G| je prvoč́ıslo.

5.39. Necht’ |G| = 15. Jestliže má grupa G právě jednu podgrupu řádu 3 a právě
jednu podgrupu řádu 5, dokažte, že grupa G je cyklická. Pokuste se zobecnit pro
|G| = pq, kde p, q jsou prvoč́ısla.

5.40. Necht’ |G| = 8. Ukažte, že grupa G muśı obsahovat prvek řádu 2.

5.41. Může grupa řádu 55 obsahovat právě dvacet prvk̊u řádu 11? Své rozhodnut́ı
zd̊uvodněte.

5.42. Necht’ G je grupa řádu pn, kde p je prvoč́ıslo. Dokažte, že centrum grupy G
nemůže být řádu pn−1.

5.43. Necht’ G = GL(2,R) a H = SL(2,R). Necht’ A ∈ G a předpokládejme, že
detA = 2. Ukažte, že AH je množina matic 2× 2 v G maj́ıćı determinant 2.

5.44. Necht’ G je grupa s méně než sto prvky obsahuj́ıćı podgrupy řádu 10 a 25.
Určete řád grupy G.

Nápověda k vybraným cvičeńım
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5.21 Ukažte, že řád matice A je 4, řád matice B je 3 a dále dokažte (matema-

tickou indukćı), že (AB)j =
(
1 j
0 1

)
.

5.23 Použijte |U(n)| = φ(n).

5.27 Protože |A4| = 12 a |H| = 4, existuj́ı právě tři levé tř́ıdy rozkladu.
Ukažte, že se jedná o H, (1, 2, 3)H a (1, 2, 4)H.

5.28 Všimněme si, že H = ⟨n⟩. V prvńım kroku ukažte, že H, 1 + H, 2 +
H, . . . , (n − 1) + H jsou navzájem r̊uzné levé rozkladové tř́ıdy grupy G. Ve
druhém kroku určete, že jsou opravdu všechny.

5.37 Z Lagrangeovy věty v́ıme, že žádný prvek grupy G nemůže mı́t řád 2
(řád grupy je liché č́ıslo, které dvojka neděĺı). Jaké prvky jsou rovny svému
inverzńımu prvku?

5.38 Grupa G může být jak konečná, tak nekonečná, nezapomeňte!

Řešeńı vybraných cvičeńı

5.29 Grupa U(30) = {1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29} má osm prvk̊u, a tedy existuj́ı
čtyři levé rozkladové tř́ıdy množiny {1, 11}, a to konkrétně: H = {1, 11}, 7H =
{7·1, 7·11} = {7, 17}, 13H = {13·1, 13·11} = {13, 23} a 19H = {19·1, 19·11} =
{19, 29}.

5.30 Z Lagrangeovy věty muśı pro podgrupu H grupy G platit, že |H| = 5, 31
nebo 155. Pokud |H| = 5, je grupa G cyklická a všechny prvky kromě identity
jsou stejného řádu 5. Taktéž pro př́ıpad |H| = 31. A proto |H| = 155, a tedy
H = G.

5.35 Protože gm = id, |g| děĺı m a také |g| děĺı |G| = n. Tedy g je společný
dělitel č́ısel m a n, což je 1. Proto |g| = 1 a g = id.

5.36 To, že (2, 3, 4) ∈ H a (1, 2) ∈ H znamená, že i (2, 3, 4)(1, 2) ∈ H. A
protože (2, 3, 4)(1, 2) = (1, 3, 4, 2), je v H trojcyklus, jehož řád je 3, i čtyřcyklus,
jehož řád je 4, a proto řád grupy H muśı být dělitelný 3 i 4 (protože H je
podgrupa grupy S4). Z toho vyplývá, že |H| = 12 nebo 24. Jediná podgrupa
grupy S4 maj́ıćı řád 12, je grupa A4. Protože ale (1, 2) ̸∈ A4, muśı mı́t grupa
H řád 24. A tedy H = S4.
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5.39 Uvědomme si, že řád každého prvku a ̸= id z grupy G je 3, 5 nebo
15. Necht’ A = {x ∈ G; |x| = 3} a B = {y ∈ G; |y| = 5}. Pro b ∈ A je
⟨b⟩ = {id, b, b2} podgrupa řádu 3. Protože existuje právě jedna podgrupa řádu
3, je A = {b, b2} a |A| = 2. Podobně pro c ∈ B: ⟨c⟩ = {id, c, c2, c3, c4} je jediná
podgrupa řádu 5, a tedy |B| = 4. Z toho vyplývá, že v G je 15− 2− 4− 1 = 8
prvk̊u řádu 15 (jednička je identita). A protože v G existuje prvek řádu 15, je
grupa G cyklická. Obdobně pro obecné tvrzeńı.

5.2 Normálńı podgrupy

Při zkoumáńı struktury grup použijeme redukce grupy pomoćı vhodných ope-
raćı na grupy menš́ı. Snad nejd̊uležiteǰśı redukce je faktorizace grupy podle
normálńı podgrupy, kterou zadefinujeme této sekci.

Definice 5.16. Necht’ S, T ⊆ G jsou neprázdné podmnožiny grupy G. Označme
ST = {st; s ∈ S, t ∈ T} ⊆ G.

Věta 5.17 (Součinová věta). Jsou-li S a T podmnožiny konečné grupy, plat́ı
|ST ||S ∩ T | = |S||T |.

D̊ukaz. Pravá strana rovnice, kterou máme dokázat, je počet prvk̊u kartézského
součinu S×T . Rovnost dokážeme tak, že zkonstruujeme surjekci φ : S×T → ST
s vlastnost́ı |φ−1(x)| = |S ∩ T |. Pro x = (s, t) ∈ S × T polož́ıme φ(s, t) = st.
Tvrd́ıme, že pro y0 = st plat́ı

φ−1(y0) = {(sd, d−1t); d ∈ S ∩ T} =M.

Pokud x = (sd, d−1t) ∈ M , φ(x) = st = y0 ∈ ST . Proto M ⊆ φ(y0)
−1. Necht’

x = (σ, τ) ∈ φ−1(y0). Potom στ = st. Označme d = s−1σ = tτ−1 ∈ S ∩ T .
Máme (σ, τ) = (sd, d−1t) ∈M , a odtud φ(y0)

−1 ⊆M .

Definice 5.18. Podgrupa K ≤ G se nazývá normálńı, znač́ıme K ◁G, plat́ı-li
pro každé g ∈ G rovnost gKg−1 = K.

Lemma 5.19. Jádro homomorfismu φ : G→ H je normálńı podgrupa.

D̊ukaz. Necht’ K = ker(φ) = {x ∈ G;φ(x) = 1H} je jádro. Pro x ∈ K a g ∈ G
plat́ı

φ(gxg−1) = φ(g)φ(x)φ(g−1) = φ(g)φ(x)φ−1(g) = φ(g) · 1H · φ−1(g) = 1H .

Proto gxg−1 ∈ K.

Lemma 5.20. Je-li K ◁G normálńı, pro každé x ∈ G plat́ı xK = Kx. Odtud
dostaneme, že množiny levých a pravých tř́ıd rozkladu podle normálńı podgrupy
se rovnaj́ı.
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Definice 5.21. Necht’ a ∈ G. Zobrazeńı γa : x 7→ axa−1 nazýváme konjugace
prvkem x.

Lemma 5.22. Konjugace prvkem a je automorfismus grupy G.

S konjugaćı jsme se již střetli v lineárńı algebře, kde konjugace odpov́ıdá
relaci podobnosti regulárńıch matic dimenze n nad daným polem F .

Věta 5.23 (Faktorová grupa). Pokud N ◁ G je normálńı, množina pravých
tř́ıd podle N s operaćı Nx · Ny = Nxy tvoř́ı grupu G/N . Řád grupy G/N je
[G : N ].

D̊ukaz. Potřebujeme ověřit, že operace je dobře definovaná. Máme NxNy =
Nxx−1Nxy = NNxy = Nxy. Tedy součin tř́ıd rozkladu je tř́ıda. Zřejmě ne-
utrálńı prvek je tř́ıda N = N1 a (Nx)−1 = Nx−1.

Lemma 5.24. Necht’ N◁G. Přirozená projekce ν : x 7→ Nx je homomorfismus
G→ G/N s jádrem N .

Př́ıklad. V komutativńı grupě jsou všechny podgrupy normálńı. Proto každá
podgrupa definuje faktorovou grupu. Podgrupy grupy (Z,+) maj́ı tvar n · Z.
Faktorová grupa Z/nZ ∼= (Zn,+).

Definice 5.25. Pokud a, b ∈ G jsou prvky, prvek [a, b] = aba−1b−1 nazveme
komutátor a, b. Komutátorová podgrupa grupy G, znač́ıme G′, je grupa gene-
rovaná všemi komutátory.

Věta 5.26. Plat́ı G′ ◁ G. Nav́ıc, je-li N ◁ G, je G/N abelovská právě tehdy,
když G′ ≤ N .

D̊ukaz. Necht’ f : G → G je homomorfismus. Potom f [a, b] = f(aba−1b−1) =
f(a)f(b)f(a)−1f(b)−1 = [f(a), f(b)]. Odtud vyplývá, že každá konjugace per-
mutuje množinu komutátor̊u. Proto G′ ◁G.

Necht’ N ◁G. Pokud G′ ≤ N , plat́ı [xN, yN ] = [x, y]N = N . Proto G/N je
abelovská. A naopak, pokud G/N je abelovská, plat́ı [x, y]N = [xN, yN ] = N ,
a proto každý komutátor se nacháźı v N . Odtud G′ ≤ N .

Cvičeńı

5.45. Mějme množinu podgrup {Si; i ∈ I} grupy G a označme D = ∩i∈ISi. Necht’

{Siti; i ∈ I} je množina pravých tř́ıd. Potom ∩i∈ISiti = ∅ nebo existuje g ∈ G takové,
že ∩i∈ISiti = Dg. Dokažte!

5.46. Dokažte, že pokud S ≤ G a [G : S] = 2, je S ◁G.

5.47. Grupa kvaternion̊u. Necht’ G = ⟨A,B⟩ ≤ GL(2,C), kde

A =

(
0 i
i 0

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
,
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je neabelovská grupa řádu 8 s jedinou podgrupou řádu 2.
Dokažte, že v grupě kvaternion̊u je každá podgrupa normálńı.

5.48. Dokažte, že An ◁ Sn.

5.49. Necht’ K ≤ H ≤ G a necht’ K ◁G. Potom K ◁H.

5.50. Najděte př́ıklad K ◁H ◁G, kde ale K neńı normálńı v G.

5.51. Dokažte, že pokud N◁G je normálńı podgrupa indexu n, pro každé g ∈ G plat́ı
gn ∈ H. Najděte př́ıklad, že pro podgrupu indexu n, která neńı normálńı, takovéto
tvrzeńı neplat́ı.

5.52. Necht’ H = {(1), (1, 2)}. Je grupa H normálńı podgrupa grupy S3?

5.53. Necht’ H = {
(
a b
0 d

)
; a, b, d ∈ R, ad ̸= 0}. Je H normálńı podgrupou grupy

GL(2,R)?
5.54. Grupy ⟨3⟩ a ⟨12⟩ jsou podgrupy grupy Z. Dokažte, že ⟨3⟩/⟨12⟩ je izomorfńı s
Z4. Pokuste se zobecnit.

5.55. Dokažte, že faktorová grupa cyklické grupy je cyklická.

5.56. Necht’ H je normálńı podgrupa G. Pokud H a G/H jsou abelovské, muśı i
grupa G být abelovská?

5.57. Dokažte, že faktorová grupa abelovské grupy je abelovská.

5.58. Určete řád prvku 14 + ⟨8⟩ ve faktorové grupě Z24/⟨8⟩. Zobecněte.
5.59. Určete řád faktorgrupy Z60/⟨15⟩.
5.60. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro U(20)/U5(20).

5.61. Dokažte, že abelovská grupa řádu 33 je cyklická.

5.62. Určete řády dvou grup: (Z⊕Z)/⟨(2, 2)⟩ a (Z⊕Z)/⟨(4, 2)⟩. Jsou grupy cyklické?

5.63. Necht’ G = U(16), H = {1, 15} a K = {1, 9}. Jsou grupy H a K izomorfńı? A
jsou izomorfńı faktorgrupy G/H a G/K?

5.64. Dokažte, že centralizátor normálńı podgrupy je v této grupě rovněž normálńı.

5.65. Na př́ıkladu, v němž a, b ̸= id, ukažte, že se ve faktorové grupě G/H může
stát, že aH = bH, ale |a| ≠ |b|.
5.66. Necht’ N a M jsou normálńı podgrupy grupy G. Dokažte, že NM je v grupě
G rovněž normálńı.

5.67. Necht’ |G| = 30 a |Z(G)| = 5. Jaká bude struktura faktorové grupy G/Z(G)?

5.68. Ukažte, že grupa A5 nemůže obsahovat normálńı podgrupu řádu 2.

Nápověda k vybraným cvičeńım

5.47 Grupa kvaternion̊u je grupa Q8 = ⟨−1, i, j, k; (−1)2 = 1, i2 = j2 = k2 =
ijk = −1⟩. Dále ⟨−1⟩ = {1,−1}, ⟨i⟩ = {1, i,−1,−i}, ⟨j⟩ = {1, j,−1,−j} a
⟨k⟩ = {1, k,−1,−k}. Nyńı pro každou z těchto podgrup ukažte, že je normálńı,
tj. (např́ıklad pro podgrupu ⟨i⟩) ověřte, že xix−1 ∈ ⟨i⟩ pro všechny prvky
x ∈ Q8.
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5.50 Pracujte s G = S4 a H = ⟨(1, 2)(3, 4)⟩. Podgrupu K nalezněte.

5.52 Porovnejte (1, 3)H a H(1, 3).

5.62 Pro (1, 0) ∈ (Z⊕Z) pro všechna m > 0 plat́ı: m(1, 0) = (m, 0) ̸∈ ⟨(2, 2)⟩.
Z toho vyplývá, že m((1, 0) + ⟨(2, 2)⟩) ̸= ⟨(2, 2)⟩ pro všechna m > 0. Takže
|(1, 0) + ⟨(2, 2)⟩| = ∞, a tedy |(Z⊕ Z)/⟨(2, 2)⟩| = ∞. Dále

2((1, 1) + ⟨(2, 2)⟩) = (2, 2) + ⟨(2, 2)⟩ = ⟨(2, 2)⟩.

Tedy |(1, 1) + ⟨(2, 2)⟩| = 2. Co plyne z toho, že jsme v nekonečné grupě
nalezli prvek konečného řádu? Obdobně pro druhý př́ıpad.
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Řešeńı vybraných cvičeńı

5.46 Máme tedy dvě levé rozkladové tř́ıdy: 1S = S a aS a máme rovněž
dvě pravé rozkladové tř́ıdy: S1 = S a Sb. Sjednoceńım S a aS (resp. S a Sb)
dostaneme celou grupu G. Tedy aS = G \ S = Sb.

Pokud x ∈ S, je xS = S = Sx. Pokud x ̸∈ S, je xS = G \ S = Sx. V obou
dvou př́ıpadech se levé rozkladové tř́ıdy rovnaj́ı pravým rozkladovým tř́ıdám, a
tedy podgrupa S je normálńı.

5.55 Necht’ G = ⟨a⟩ a N ◁G. Potom jakýkoliv prvek v grupě G/N je ve tvaru
akN , což je (aN)k pro nějaké k ∈ Z. Tedy G/N = ⟨aN⟩, a tedy G/N je cyklická
grupa.

5.58

14 + ⟨8⟩ = 6 + ⟨8⟩
2 · (6 + ⟨8⟩) = 12 + ⟨8⟩ = 4 + ⟨8⟩
3 · (6 + ⟨8⟩) = 18 + ⟨8⟩ = 2 + ⟨8⟩

4 · (6 + ⟨8⟩) = 24 + ⟨8⟩ = ⟨8⟩

A tedy |14 + ⟨8⟩| = 4.

5.67 Z velikosti grupy G a jej́ıho centra plyne, že |G/Z(G)| = 6. Všechny
grupy řádu 6 jsou izomorfńı s grupou S3 nebo grupou Z/6Z. Rovněž v́ıme,
že pokud G/Z(G) je cyklická, je G abelovská. Pokud G/Z(G) ∼= Z/6Z, je G
abelovská. To je ale spor s velikost́ı centra (|Z(G)| = 5). A proto G/Z(G) je
izomorfńı s grupou S3.

5.3 Věty o izomorfismu

Věta 5.27 (1. věta o izomorfismu: každý homomorfismus odpov́ıdá přirozené
projekci). Pokud f : G→ H je homomorfismus, Im(f) ∼= G/ ker(f).

D̊ukaz. Označme K = ker(f) a necht’ φ : G/K → H je zobrazeńı φ : Ka 7→
f(a).

Nejprve dokážeme, že φ je dobře definované: pokud Ka = Kb, potřebujeme
dokázat f(a) = f(b). Rovnost Ka = Kb implikuje Kab−1 = K. Odtud 1 =
φ(K) = φ(Kab−1) = f(ab−1) = f(a)f−1(b). A proto f(a) = f(b).

Dále potřebujeme dokázat, že φ je homomorfismus. Máme

φ(KaKb) = φ(Kab) = f(ab) = f(a)f(b) = φ(Ka)φ(Kb).

Abychom dokázali, že tento homomorfismus je injektivńı, stač́ı dokázat, že
ker(φ) = {K}. Necht’ φ(Ka) = f(a) = 1. Odtud a ∈ K, a proto Ka = K.
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Lemma 5.28. Necht’ S, T jsou podgrupy G. Pokud je jedna z nich normálńı,
plat́ı ST = TS. Speciálně, ST je podgrupa G. Pokud obě dvě jsou normálńı
podgrupy, je ST ◁G normálńı.

D̊ukaz. Necht’ T ◁G. Potom

s1t1(s2t2)
−1 = s1(t1t

−1
2 )s−1

2 = s1s
−1
2 (s2(t1t

−1
2 )s−1

2 ) = s1s
−1
2 t′ ∈ ST.

Proto ST ≤ G. A podobně

(t1s1)
−1t2s2 = s−1

1 t−1
1 t2s2 = s−1

1 (t−1
1 t2)s1s

−1
1 s2 = t′s1s

−1
1 s2 ∈ TS.

Proto TS ≤ G. Vzhledem k tomu, že S ≤ ST , T ≤ ST a ST , TS jsou grupy,
plat́ı TS ≤ ST i ST ≤ TS. A proto ST = TS.

Necht’ S ◁G a T ◁G. Potom pro každé g ∈ G

g(st)g−1 = (gsg−1)(gtg−1) = s′t′ ∈ ST.

Věta 5.29 (2. věta o izomorfismu). Necht’ N ◁G a T ≤ G. Potom N ∩ T ◁ T
a T/(N ∩ T ) ∼= NT/N .

D̊ukaz. Uvažujme přirozenou projekci ν : G → G/N s jádrem N . Potom re-
strikce ν′ = ν|T je homomorfismus s jádrem ker(ν′) = N ∩T . Podle prvńı věty o
izomorfismu je T/(N ∩T ) ∼= Im(ν′). Jenže Im(ν′) = {Nt; t ∈ T} = NT/N .

Věta 5.30 (3. věta o izomorfismu). Necht’ K ≤ H ≤ G, kde K ◁G i H ◁G.
Potom H/K ◁G/K a plat́ı (G/K)/(H/K) ∼= G/H.

D̊ukaz. Definujme φ : G/K → G/H předpisem Ka 7→ Ha. Je to epimorfis-
mus s jádrem H/K. Z 1. věty o izomorfismu dostáváme G/H = Im(φ) ∼=
(G/K)/(H/K).

Věta 5.31 (Věta o korespondenci). Necht’ K ◁G a necht’ ν je přirozená pro-
jekce. Potom přiřazeńı S 7→ ν(S) = S/K = S∗ je bijekce mezi množinou
{S ≤ G; K ≤ S} a množinou všech podgrup G/K. Nav́ıc plat́ı

� K ≤ T ≤ S právě tehdy, když T ∗ ≤ S∗ a [S : T ] = [S∗ : T ∗],

� K ≤ T ◁ S právě tehdy, když T ∗ ◁ S∗ a S/T ∼= S∗/T ∗.

Poznámka: Tuto větu můžeme interpretovat tak, že funkce S → S∗ je izo-
morfismem mezi svazem podgrup grupy G, které obsahuj́ı K, a svazem všech
podgrup faktorové grupy G/K. Podobně pro svazy normálńıch podgrup.
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D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že ν∗ : S 7→ S/K = S∗ je injektivńı. Předpokládejme,
že S/K = T/K. Potom ke každému s ∈ S existuje t ∈ T takové, že sK = tK.
Odtud s = tk ∈ T . Proto S ≤ T . Z principu symetrie i T ≤ S, a tedy S = T .

Dále dokážeme, že ν∗ je surjekce. Necht’ A ≤ G/K je podgrupa. Uvažujme
S = ν−1(A). Vezměme x, y ∈ S. Potom xK, yK ∈ A a xKyK = xyK ∈ A.
Proto xy ∈ ν−1(A) = S. Podobně pro x ∈ S, xK ∈ A. Ale A je grupa, takže
(xK)−1 = x−1K ∈ A, proto x−1 ∈ S.

Nakonec ověř́ıme, že ν(S) = S/K = ν∗(ν∗)−1(A) ⊆ A, ale ν∗ je surjekce, a
proto ν∗(S) = A.

DOKONČIT!

Cvičeńı

5.69. Vzpomeňme na znaménko permutace α označované jako sgn(α). Dokažte, že
zobrazeńı sgn je homomorfismus z G do multiplikativńı grupy {+1,−1} a určete jádro
homomorfismu.

5.70. Najděte homomorfismus z dihedrálńı grupy Dn do grupy {+1,−1} a určete
jádro tohoto homomorfismu.

5.71. Dokažte, že homomorfismus f : G → H je injektivńı (prosté) zobrazeńı právě
tehdy, když ker(f) = 1.

5.72. Necht’ A,B,C jsou podgrupy grupy G a necht’ A ≤ B. Pokud A ∩C = B ∩C
a AC = BC, je A = B.

(Nepředpokládejme, že bud’ AB, nebo BC je podgrupa.)

5.73. Necht’H,K,L jsou podgrupy grupy G a necht’H ≤ L. PakHK∩L = H(K∩L).
(Nepředpokládejme, že bud’ HK, nebo H(K ∩ L) je podgrupa.)

Nápověda k vybraným cvičeńım

5.70 Necht’ máme prvek x ∈ Dn. Dokažte, že zobrazeńı Φ(x) definované

Φ(x) =

{
+1, pokud x je rotace;
−1, pokud x je reflexe

je ońım homomorfismem.

Řešeńı vybraných cvičeńı
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5.71 Nejprve předpokládejme, že homomorfismus f : G → H je injektivńı.
Dále v́ıme, že identita id ∈ G se zobraźı na identitu id′ ∈ H, tzn. f(id) = id′.
Pokud g ∈ ker(f), dostaneme f(g) = id′, a tedy f(g) = f(id). Protože f je
injektivńı zobrazeńı, muśı platit, že g = id, a tedy ker(f) = {id}.

Nyńı dokážeme opačnou implikaci. Předpokládejme, že ker(f) = {id}. Pakliže
g1 a g2 jsou dva prvky grupy G takové, že f(g1) = f(g2), postupnými úpravami
dostáváme (přičemž využ́ıváme faktu, že f je homomorfismus):

f(g1g
−1
2 ) = f(g1)f(g

−1
2 ) = f(g1)f(g2)

−1 = f(g1)f(g1)
−1 = id′.

A tedy g1g
−1
2 ∈ ker(f) = {id}, a tud́ıž g1g

−1
2 = id. Z toho již vyplývá, že

g1 = g2, a tedy f je injektivńı zobrazeńı.



Kapitola 6

Př́ımý součin grup

V předešlé sekcii jsme zavedli pojem faktorové grupy. Faktorizace je cesta k
analýze struktury konečných grup. Grupy, které nelze netriviálně faktorizovat
se nazývaj́ı jednoduché. Pokud dokážeme klasifikovat jednoduché grupy a po-
choṕıme jak zrekonstruovat grupu z jej́ı normárńı podgrupy 1 ̸= N ◁ G a
z faktorové grupy G/N dostaneme rekurzivńı charakterizaci všech konečných
grup. Oba problémy, jak klasifikace jednoduchých grup, tak problém rekon-
strucke G z informaci o N ◁G a G/N jsou složité. Problém rekonstrukce je v
literatuře znám pod názvem “problém rozš́ı̌reńı normálńı podgrupy N pomoćı
grupy H ∼= G/N”. Nejjednoduchš́ı typ rozš́ı̌reńı je př́ımý součin grup, kterému
je věnovaná tato sekce.

Necht’ H a K jsou grupy. Potom př́ımý součin je grupa H ×K definovaná
na množině všech uspořádaných dvojic (h, k), kde h ∈ H a k ∈ K s binárńı
operaćı definovanou po složkách: (h1, k1)(h2, k2) = (h1h2, k1k2).

Zřejmě přǐrazeńı h 7→ (h, 1) a k 7→ (1, k) jsou monomorfismy H → H ×K a
K → H ×K. Obráceně, projekce p1 : (h, k) → h a p2 : → k na prvńı a druhou
složku jsou epimorfismy H ×K → H a H ×K → K. Všimněme si rovněž, že
zobrazeńı (h, k) 7→ (k, h) je izomorfismusH×K → K×H, tedyH×K ∼= K×H.
Následuj́ıćı lemma shrnuje d̊uležité vlastnosti př́ımého součinu grup.

Lemma 6.1. Grupy H × 1K ∼= H a 1H × K ∼= K jsou normálńı podgrupy
př́ımého součinu splňuj́ıćı (H × 1K) ∩ (1H ×K) = {(1H , 1K)} = 1H×K .

D̊ukaz. Jádro ker(p1) = 1H × K a jádro ker(p2) = H × 1K . Podle 1. věty o
izomorfismu plat́ı 1H ×K ◁H ×K a H × 1K ◁H ×K. Druhá část tvrzeńı je
triviálńı.

Zaj́ımavou otázkou je, zda je možné tvrzeńı předchoźıho lemma obrátit. Ukazuje
se, že to možné je. Dostáváme tak následuj́ıćı rozkladovou větu.

Věta 6.2. Necht’ grupa G obsahuje dvě normálńı podgrupy H ◁ G a K ◁ G
takové, že H ∩K = 1 a HK = G. Potom G ∼= H ×K.

41
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D̊ukaz. Protože G = HK, tak každý prvek a ∈ G se dá vyjádřit v tvaru
a = hk, kde h ∈ H a k ∈ K. Tvrd́ıme, že toto vyjádřeńı je jednoznačné.
Dokazujme sporem. Necht’ a se dá nav́ıc vyjádřit takto a = h1k1, kde h1 ∈ H
a k1 ∈ K . Potom hk = a = h1k1, a po úpravě h−1

1 h = k1k
−1 ∈ H ∩K = 1G.

Proto k1 = k a h1 = h. Uvažujme funkci f : G → H × K danou předpisem
f(a) = f(hk) = (h, k). Z předešlého vyplývá, že f je dobře definovaná. Chceme
dokázat, že f je hledaný izomorfismus. Nejdř́ıve dokážeme, že f je homomor-
fismus. Chceme, aby platilo, že f(ab) = f(a)f(b), kde a = h1k1, b = h2k2.
Vzhledem k tomu, že f(ab) = f(h1k1h2k2), potřebujeme, aby k1h2 = h2k1.
Uvažujme komutátor [h2, k1] = h2k1h

−1
2 k−1

1 = (h2k1h
−1
2 )k−1

1 ∈ K, zároveň
[h2, k1] = h2(k1h

−1
2 k−1

1 ) ∈ H. Protože H ∩ K = 1, tak [h2, k1] = 1. Odtud
h2k1 = k1h2. Potom plat́ı

f(ab) = f(h1k1h2k2) = f(h1h2k1k2) = f(h1h2)f(k1k2) = f(a)f(b).

Triviálně f je surjektivńı. Pro a = hk ∈ ker(f) plat́ı f(hk) = (h, k) = (1, 1).
Proto h = 1 i k = 1, a tedy a = 1. Odtud je f injektivńı.

Žádný z předpoklad̊u nemůžeme vynechat. Uvažujme např́ıklad podgrupy H =
⟨(1, 2, 3)⟩ ≤ S3 a K = ⟨(1, 2)⟩ ≤ S3. Plat́ı H ◁ S3, H ∩K = 1, ale S3 = HK
neńı izomorfńı H ×K ∼= Z3 × Z2.

Následuj́ıćı teoréma ukazuje, že binárńı operace př́ımého součinu komutuje
s faktorizaćı podle normálńıch podgrup.

Věta 6.3. Necht’ A◁H, B◁K. Potom A×B◁H×K a plat́ı (H/A)×(K/B) ∼=
(H ×K)/(A×B).

D̊ukaz. Definujme epimorfismus H ×K → (H/A)× (K/B) předpisem (h, k) 7→
(hA, kB). Necht’ a ∈ A, b ∈ B. Vzhledem k tomu, že f(a, b) = f(aA, bB) =
(A,B) = (1H/A, 1H/B) = 1H/A×H/B , jádro epimorfismu f je grupa A × B. Z
toho vyplývá, že A×B◁H×K. Dále pak použijeme 1. větu o izomorfismu.

Cvičeńı

6.1. Dokažte, že pokud gcd(m,n) = 1, je Zmn
∼= Zm × Zn.

6.2. Dokažte, že abelovská grupa řádu p2, kde p je prvoč́ıslo, je bud’ cyklická, nebo
je izomorfńı s Zp × Zp.

6.3. Najděte př́ıklad grupy G a H ◁G takový, že G neobsahuje podgrupu izomorfńı
s G/H.

6.4. Definujte př́ımý součin tř́ı a v́ıce grup. Pokuste se zformulovat tvrzeńı analogické
větě 6.2 pro v́ıcenásobné součiny.

6.5. Necht’ V je n-dimenzionálńı vektorový prostor nad polem F . Dokažte, že pro
aditivńı grupu V = (V,+) plat́ı V = F1 × F2 × · · · × Fn, kde Fi

∼= (F,+).

6.6. Dokažte, že grupu D4 nelze vyjádřit př́ımým součinem dvou vlastńıch podgrup.

6.7. Necht’H,K jsou podgrupy grupy G. Pokud G = HK a g = hk, kde g ∈ G, h ∈ H
a k ∈ K, existuje nějaký vztah mezi |g|, |h| a |k|? A co když G = H ×K?
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6.8. V grupě Z necht’ H = ⟨5⟩ a K = ⟨7⟩. Dokažte, že Z = HK. Je Z = H ×K?

Nápověda k vybraným cvičeńım

6.3 Př́ıkladem může být kvaternionová grupa Q8 = G a grupa {−1, 1} = H.
Určete grupu Q8/H. S jakou známou grupou je tato grupa izomorfńı? Zapǐste
grupy Q8 a Q8/H Cayleyho tabulkou a grupovou reprezentaćı.
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Řešeńı vybraných cvičeńı

6.1 Uvažujme prvek (1, 1) ∈ Zmn. Pokud k(1, 1) = (0, 0), muśı být k násobkem
m i n, a tedy lcm(m,n) děĺı k. Protože gcd(m,n) = 1, je lcm(m,n) = mn. A
proto |⟨(1, 1)⟩| = mn = |Zm × Zn|. A tedy grupa Zm × Zn je rovněž cyklická
grupa a je izomorfńı s grupou Zmn.

6.6 Pokud D4 = H ×K, pak protože |D4| = 8, je |H| = 4 a |K| = 2 (nebo
naopak). Pak K ∼= Z2 a H ∼= Z4 nebo Z2 ⊕ Z2. At’ tak či tak, obě podgrupy K
i H jsou abelovské. Protože D4 = H ×K ∼= H ⊕K, grupa D4 muśı být rovněž
abelovská. Protože ale grupa D4 abelovská neńı, nelze ji vyjádřit př́ımým součin
dvou vlastńıch podgrup.



Kapitola 7

Akce grup

Akce grupy je d̊uležitý koncept nejen v teorii grup, ale i v širš́ım matematickém
kontextu, uvažujme např́ıklad akce lineárńıch grup na vektorových prostorech,
nebo grupy topologických a geometrických transformaćı. Akce grup úzce sou-
viśı s reprezentacemi grup v permutačńıch grupách. Aplikace můžeme naj́ıt v
enumeraćıch konečných struktur.

7.1 Konjugace

Akce grupy G konjugaćı na prvćıch G a na podgrupách G je d̊uležitá pro stu-
dium struktury grupy G.

Definice 7.1. Dva prvky a, b ∈ G se nazývaj́ı konjugované, jestliže existuje
prvek g ∈ G takový, že b = gag−1. Konjugace je relace ekvivalence. Tř́ıdu
ekvivalence konjugace obsahuj́ıćı prvek a budeme označovat aG.

Zřejmě aG = {gag−1; g ∈ G}.

Definice 7.2. Centrum grupy G, znač́ıme Z(G), je podgrupa těch prvk̊u, které
komutuj́ı se všemi prvky grupy G, Z(G) ◁ G. Centralizátor CG(a) prvku a je
podgrupa těch prvk̊u g ∈ G, které komutuj́ı s a.

Věta 7.3. Pro každé a ∈ G plat́ı |aG| = [G : CG(a)]. Nav́ıc, je-li G konečná,
|aG| děĺı řád G.

D̊ukaz. Označme C = CG(a). Definujme funkci f : aG → G/CG(a) = G/C
předpisem gag−1 = gC. Dokážeme, že f je dobře definovaná bijekce. Pokud
hah−1 = gag−1, plat́ı g−1hah−1g = a. Proto g−1h, h−1g ∈ C. Odtud h = gc−1

pro nějaké c ∈ C. Potom

f(hah−1) = f(gc−1acg−1) = f(gag−1) = gC.

A tedy f je dobře definovaná.

45
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Necht’ x = gag−1, y = hah−1 a necht’ f(x) = f(y). Potom gC = hC a máme
h = gc pro nějaké c ∈ C. Protože C = CG(a), plat́ı

y = hah−1 = gcac−1g−1 = gag−1 = x.

Proto f je injektivńı. Zřejmě f je i surjektivńı.
Druhá část tvrzeńı je d̊usledkem Lagrangeovy věty (Index podgrupy deĺı řád

grupy).

Definice 7.4. Vzhledem k tomu, že konjugace prvkem je automorfismus grupy,
pokud H ≤ G je podgrupa, potom Ha = aHa−1 ≤ G je rovněž podgrupa.
Potom NG(H) = {a ∈ G; Ha = H} je podgrupa G, kterou nazýváme norma-
lizátor podgrupy H v grupě G. Normalizátor H je maximálńı podgrupa K ≤ G
taková, že H ◁K ≤ G.

Věta 7.5. Pro každou podgrupu H ≤ G plat́ı |HG| = [G : NG(H)]. Nav́ıc,
pokud je G konečná, |HG| děĺı řád G.

D̊ukaz. Definujme funkci f : HG → G/N předpisem Hg 7→ gN , kde N =
NG(H). Třeba dokázat, že f je dobře definovaná bijekce. Dále dokazujeme
obdobně jako v d̊ukazu předchoźı věty.

7.2 Konjugace v symetrické grupě

Definice 7.6. Dvě permutace α, β ∈ Sn maj́ı stejnou cyklovou strukturu, po-
kud v úplných cyklových rozkladech α a β je počet cykl̊u délky r stejný pro
každé r ≥ 1.

Lemma 7.7. Konjugované permutace maj́ı stejnou cyklovou strukturu.

D̊ukaz. Necht’ α = ρ1ρ2 . . . ρk je úplný rozklad na disjunktńı cykly. Potom
αβ = ρβ1ρ

β
2 . . . ρ

β
k je úplný rozklad na disjunktńı cykly permutacie αβ . Konjugace

permutaćı β je automorfismus Sn, proto |ρi| = |ρβi |. Tedy řády permutaćı jsou

stejné. Navyše, ρβi je cyklus délky |ρi|. Kdyby tomu tak nebylo, tak existuje x0
takové, že pro vlastńıho dělitele m||ρi| plat́ı: x0 = id(x0) = idβ

−1

x0 = (ρi)
mx0,

spor.

Věta 7.8. Dvě permutace v Sn jsou konjugované, maj́ı-li stejnou cyklovou
strukturu.

D̊ukaz. Jednu implikaci jsme již dokázali v Lemmatu 7.7. Necht’ α a β maj́ı stej-
nou cyklovou strukturu a necht’ α = ρ1 . . . ρk, β = δ1 . . . δk. Můžeme předpokládat,
že cykly jsou uspořádané tak, že postupnosti {|ρi|}ki=1 a {|δi|}ki=1 jsou nekle-
saj́ıćı. Potom pro každé i = 1, . . . , k plat́ı |ρi| = |δi|. Naṕı̌seme ρi a δi pod sebe.
Polož́ıme γ(a) = (b), pokud a i b jsou na stejných pozićıch v zápise ρi a δi.
Potom γαγ−1(b) = γα(a) = γρi(a) = δi(b) = β(b). Proto β = αγ .
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Důsledek 7.9. Podgrupa H ≤ Sn je normálńı právě tehdy, když s každou
permutaćı α ∈ H podgrupa H obsahuje všechny permutace se stejnou cyklovou
strukturou jako α.

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že každá normálńı podgrupa je disjunktńım sjedno-
ceńım ekvivalentńıch tř́ıd podle relace konjugace.

Definice 7.10. Partice č́ısla n je posloupnost m1,m2, . . . ,mr, 1 ≤ m1 ≤ m2 ≤
· · · ≤ mr splňuj́ıćı podmı́nku m1 +m2 + · · ·+mr = n.

Důsledek 7.11. Počet tř́ıd konjugace v Sn je rovný počtu partic č́ısla n.

Lemma 7.12. Necht’ H je normálńı podgrupa grupy G s prvoč́ıselným indexem.
Necht’ x je takový prvek grupy H, že centralizátor prvku x v grupě H je vlastńı
podgrupa centralizátoru prvku x v grupě G, tj. CH(x) < CG(x). Potom je-li
prvek y ∈ H konjugovaný s prvkem x v grupě G, je konjugovaný s prvkem x i
v grupě H.

D̊ukaz. Označme H, g1H, . . . , gp−1H tř́ıdy rozkladu G/H, kde p je prvoč́ıslo.
Bud’ tř́ıda giH obsahuje prvek z CG(x), nebo CG(x) ∩ giH = ∅. V prvńım
př́ıpadě můžeme předpokládat, že reprezentant gi ∈ CG(x). Potom tř́ıda giCH(x) ⊂
CG(x). Navyše, tř́ıdy giH takové, že gi ∈ CG(x) tvoř́ı podgrupuK = η(CG(x)) ≤
G/H, kde η je přitozená projekce y 7→ yH. Podobně, grupa CH(x) se zobraźı na
grupu L = η(CH(x)) < K ≤ G/H. Protože |G/H| = p, z Lagrange-ovy teorémy
a 1 ≤ L < K ≤ G/H, máme CH(x) ≤ H, K = G/H a |CG(x)| = p · |CH(x)|.
Proto

|xG| = |G|
|CG(x)|

=
p|H|

p|CH(x)|
=

|H|
|CH(x)|

= |xH |,

a plat́ı xG = xH .

Cvičeńı

7.1. Dokažte, že symetrická grupa pro n ≥ 3 má triviálńı centrum.

7.2. Dokažte, že A4 má triviálńı centrum.

7.3. Dokažte, že pokud G neńı abelovská, G/Z(G) neńı cyklická.

7.4. Dokažte, že Z(H ×K) = Z(H)× Z(K).

7.5. Dokažte, že A4 nemá normálńı podgrupu řádu 6.

7.6. Identifikujte tř́ıdy konjugace v S5 a A5.
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7.3 Jednoduchost An

Některé objekty se na prvńı pohled zdaj́ı být jednoduché, jiné se jev́ı jako složité.
Při podrobněǰśım pohledu na věc se ale někdy situace úplně otoč́ı. Zjist́ıme, že
p̊uvodně jednoduché objekty jsou ve skutečnosti složité, a složité objekty se po
pochopeńı jejich struktury stanou jednoduchými.

V této sekci chceme dokázat, že grupa sudých permutaćı An je pro n ≥ 5
jednoduchá.

Definice 7.13. Grupa se nazývá jednoduchá, pokud nemá vlastńı normálńı
podgrupy.

Tvrzeńı 7.14. Necht’ G je abelovská grupa. Potom G je jednoduchá právě
tehdy, když G je cyklická prvoč́ıselného řádu.

D̊ukaz. (⇐) Je-li grupa G cyklická prvoč́ıselného řádu, z věty 5.12 vyplývá, že
G nemá žádné vlastńı podgrupy, a tedy G je jednoduchá.
(⇒) Z definice normálńı grupy vid́ıme, že v abelovské grupě je každá podgrupa
normálńı. Vzhledem k tomu, že G je jednoduchá abelovská grupa, pro každý
prvek a ∈ G, a ̸= 1, plat́ı ⟨a⟩ = G. Proto G je cyklická grupa. Z věty 4.8
vyplývá, že |G| nemá netriviálńıho dělitele. Proto G je prvoč́ıselného řádu.

Lemma 7.15. Grupa A4 má normálńı podgrupu indexu 3.

D̊ukaz. Označme α = (12)(34) a β = (13)(24) dvě permutace v A4. Všimněme
si, že αβ = βα, proto H = ⟨α, β⟩ je izomorfńı s grupou Z2 × Z2. Dokážeme,
že ⟨α, β⟩ je normálńı podgrupa grupy A4. Jinými slovy muśıme dokázat, že pro
každé g ∈ A4 plat́ı, že ⟨α, β⟩g = ⟨α, β⟩. Kromě prvk̊u grupy ⟨α, β⟩, obsahuje
grupa A4 jen 8 daľśıch prvk̊u, a to permutace typu γ = (abc)(d). Pro každý
3-cyklus γ ověř́ıme, že Hγ = H.

Lemma 7.16. A5 je jednoduchá.

D̊ukaz. Hlavńı myšlenka d̊ukazu je založena na jednoduchém d̊usledku definice
normálńı podgrupy: každá normálńı podgrupa je disjuktńım sjednoceńım orbit
v akci grupy konjugaćı na svých prvćıch.

Důkaz rozděĺıme na několik část́ı.

(1) Dokážeme, že všechny 3-cykly jsou v A5 konjugované. Z věty 7.8 v́ıme, že
jsou konjugované v S5. Necht’ x = (123)(4)(5). Všimněme si, že x komutuje
s lichou permutaćı (45)(1)(2)(3). Z toho vyplývá, že plat́ı CA5

(x) < CS5
(x) a

[S5 : A5] = 2. Použit́ım Lemy 7.12 dostáváme dokazované tvrzeńı.

(2) Dokážeme, že permutace typu (ab)(cd)(e) jsou v A5 konjugované. Všimněme
si, že permutace (12)(34)(5) komutuje s lichou permutaćı (12)(3)(4)(5), a po-
stupujeme analogicky jako v předchoźım př́ıpadě.
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(3) Dokážeme, že permutace typu (abcde) tvoř́ı v A5 dvě tř́ıdy konjugace. Necht’

α = (12345). Z asociativity operace skládáńı permutaćı vyplývá, že α muśı ko-
mutovat se všemi svými mocninami. Vzhledem k tomu, že α má řád 5 a všechny
5-cykly patř́ı do grupy A5, plat́ı, že |CA5

(α)| ≥ 5. Všech 5-cykl̊u je 24. V grupě
S5 jsou všechny 5-cykly konjugované, a tedy |αS5 | = 24. Podle Věty 7.3 plat́ı
[S5 : CS5(α)] = |αS5 | = 24. Z toho je jasné, že |CS5(α)| = |S5|/[S5 : CS5(α)] =
120/24 = 5. Vzhledem k tomu, že |CS5(α)| = 5, je |CA5(α)| ≤ 5. Dokázali jsme,
že |CA5

(α)| = 5. Z věty 7.3 dostaneme |αA5 | = [A5 : CA5
(α)] = |A5|/|CA5

(α)| =
60/5 = 12. Vzhledem k tomu, že stejný výpočet plat́ı pro libovolný 5-cyklus a
grupa A5 obsahuje 24 5-cykl̊u, permutace typu (abcde) tvoř́ı v A5 dvě tř́ıdy
konjugace.

Velikost grupy A5 je A5 = S5/2 = 60. Grupa A5 obsahuje identitu,
(42)
2 = 15

permutaćı typu (ab)(cd)(e),
(
5
3

)
∗2 = 20 permutaćı typu (abc)(d)(e) a 5!/5 = 24

permutaćı typu (abcde). Permutace typu (abcde) tvoř́ı dvě tř́ıdy konjugace.
Ostatńı typy tvoř́ı jen jednu tř́ıdu konjugace. Grupa A5 se tedy rozpadne na
5 tř́ıd konjugaćı s velikostmi 1, 15, 20, 12 a 12. Každá normálńı podgrupa je
sjednoceńım tř́ıd konjugaćı a každá podgrupa muśı obsahovat neutrálńı prvek,
tedy identitu. Necht’ vezmeme libovolné netriviálńı sjednoceńı tř́ıd konjugace,
jeho velikost nikdy nebude vlastńım dělitelem |A5| = 60, a tedy nemůže tvořit
podgrupu (Lagrangeova věta). T́ım jsme dokázali, že |A5| je jednoduchá.

Lemma 7.17. Necht’ H◁An, n ≥ 5. Pokud H obsahuje 3-cyklus, plat́ı H = An.

D̊ukaz. Protože H ◁ An a v grupě An jsou všechny 3-cykly konjugované, s
3-cyklem γ ∈ H obsahuje grupa H všechny 3-cykly. Zde použ́ıváme stejný
argument jako pro A5.

Necht’ α = τ1τ2 . . . τm je rozklad nějaké sudé permutace na transpozice. Ne-
cht’ τ1 = (i, j) a τ2 = (k, ℓ). Pokud tyto transpozice jsou disjunktńı, (i, j)(k, ℓ) =
(i, j, k)(j, k, ℓ); pokud nejsou disjunktńı (a např́ıklad τ2 = (j, k)), (i, j)(j, k) =
(i, j, k). V každém př́ıpadě můžeme nahradit τ1τ2 ve vyjádřeńı α jedńım nebo
dvěma 3-cykly. Protožem je sudé, opakováńım postupu nahrad́ıme ve vyjádřeńı
α všechny transpozice a dostaneme vyjádřeńı α jako součin 3-cykl̊u. Proto
α ∈ H a An ≤ H. Z předpoklad̊u pak dostáváme An = H.

Lemma 7.18. A6 je jednoduchá.

D̊ukaz. Necht’ 1 ̸= H◁A6 je normálńı podgrupa. Necht’ α ∈ H, α ̸= 1. Rozlǐśıme
2 př́ıpady.

Př́ıpad I: α(i) = i pro nějaké i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Označme F ≤ A6 podgrupu
F = {γ ∈ A6; γ(i) = i}. Zřejmě F ∼= A5 a podle 2. věty o izomorfismu je
H ∩F ◁F . Ale α ∈ H ∩F , proto H ∩F > 1. Z lemmatu 7.16 máme H ∩F = F .
Proto F ≤ H a H obsahuje 3-cyklus. Z lemmatu 7.17 vyplývá H = A6.

Př́ıpad II: Pro každý prvek α ∈ H kromě jedničky a pro každé i plat́ı α(i) ̸= i.
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Dokážeme, že tenhle př́ıpad se nestane. Protože α je sudá permutace, α =
(i, j)(k, l,m, r) nebo α = (i, j, k)(l,m, r). V prvńım př́ıpadě α2(i) = (i) a α2 ̸=
1, dostáváme tedy spor.

Ve druhém př́ıpadě položme β = (j, k, l). Permutace γ = [α, β] = α(βα−1β−1) ∈
H. Nav́ıc γ = (i,m, k, j, l)(r), a proto γ(r) = r, dostáváme tedy spor.

Věta 7.19. Pro každé n ≥ 5 je An jednoduchá grupa.

D̊ukaz. Vzhledem k Lemě 7.16 a 7.18 budeme předpokládat n ≥ 7. Necht’ 1 ̸=
H◁An je normálńı podgrupa. Našim ćılem je dokázat, že H obsahuje 3-cyklus.
Necht’ β ∈ H, β(i) = j ̸= i. Dále předpokládejme, že β neńı 3-cyklus. Kdyby
všechny ostatńı body byly fixovány, tak β je transpozice. Pokud jenom jeden,
ze zvyšných bod̊u je nefixován, tak β je 3-cuklus. Proto existuj́ı k a l tak,
že β(k) ̸= k, β(l) ̸= l a {j, k, l} je 3-prvková množina neobsahuj́ıćı i. Necht’

α = (i)(j, k, l) · · · ∈ An je 3-cyklus. Potom βα(i) = j ̸= k = αβ(i), proto
γ = [αβ] ̸= 1, ale γ ∈ H. Nav́ıc, γ = (αβα−1)β−1 je součin dvou 3-cykl̊u α a
βα−1β−1 . Necht’ F ≤ An je podgrupa, která fixuje všechny prvky s výjimkou
těch, které se nacházej́ı ve dvou 3-cyklech rozkladu γ. Protože α a βα−1β−1

jsou disjuktńı 3-cykly, tak F ∼= A6 a H∩F◁F . Z Lemy 7.18 vyplývá H∩F = F
a H obsahuje 3-cyklus. Z lemmatu 7.17 vyplývá H = An.

Cvičeńı

7.7. Dokažte, že symetrická grupa pro n ̸= 4 má jedinou normálńı podgrupu An◁Sn.

7.8. Necht’ G ≤ Sn obsahuje lichou permutaci. Potom řád |G| je sudý a přesně
polovina prvk̊u G je lichá.

7.4 Reprezentace grup

V této části se budeme zabývat reprezentaćı abstraktńıch grup v symetrických
a lineárńıch grupách. Ukážeme, že symetrické i lineárńı grupy jsou univerzálńı
v tom smyslu, že pro každou (konečnou) grupu řádu n můžeme naj́ıt izo-
morfńı podgrupu v symetrické grupě Sn i v grupě lineárńıch transformaćı n-
dimenzionálńıho vektorového prostoru.

Věta 7.20 (Cayley, 1878). Každá grupa G je izomorfńı nějaké podgrupě SG.
Pokud |G| = n, je G je izomorfńı podgrupě Sn.

D̊ukaz. Pro každý prvek a ∈ G definujme funkci La : g 7→ ag. Tvrd́ıme, že La
je permutace prvk̊u grupy G. Necht’ La(g) = La(h). Potom ag = ah, odtud pak
g = h. Pro každé h ∈ G existuje g = a−1h takové, že La(g) = h.

Dále, zobrazeńı ϕ : a 7→ La je hledaný monomorfismus G → SG. Je to
morfismus, nebot’ ϕ(ab) = Lab = LaLb = ϕ(a)ϕ(b). Nav́ıc, ϕ(a) = 1 implikuje
ag = g pro každé g ∈ G. Odtud, a = gg−1 = 1.
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Definice 7.21. Zobrazeńı ϕ : G→ SG, a 7→ La se nazývá levá regulárńı repre-
zentace grupy G.

Důsledek 7.22. Necht’ |G| = n a necht’ F je pole. Potom G m̊užeme vnořit do
GL(n,F).

D̊ukaz. Z Cayleyho věty vyplývá, že G můžeme reprezentovat jako podgrupu
Sn. Dále Sn můžeme reprezentovat v GL(n,F). Toto vnořeńı ψ : Sn → GL(n,F)
je dané zobrazeńım α 7→Mα, kde Mα = (mi,j), n× n je permutačńı matice se
složkami mi,j ∈ {0, 1}, přičemž mi,j = 1 právě tehdy, když α(i) = j. Potom
složeńı ψ ◦ ϕ je hledaná reprezentace.

Věta 7.23. Necht’ G je grupa a necht’ H ≤ G je podgrupa indexu n. Potom
existuje homomorfismus ρ : G→ Sn s jádrem ker(ρ) ≤ H.

D̊ukaz. Položme La(gH) = agH. Potom La je permutaceG/H. Dále φ : a 7→ La
je homomorfismus G → SG/H ∼= Sn. Pokud a ∈ ker(φ), je La(H) = aH = H.
Proto a ∈ H a ker(φ) ≤ H.

Definice 7.24. Zobrazeńı a 7→ La se nazývá reprezentace grupy G na tř́ıdách
podgrupy H.

Pokud H = 1, źıskáme levou regulárńı reprezentaci z Cayleyho věty.

Důsledek 7.25. Jestlǐze jednoduchá grupa G obsahuje podgrupu indexu n > 1,
existuje vnořeńı G do Sn.

D̊ukaz. Uvažujme homomorfismus ρ grupy G → Sn. Grupa G je jednoduchá,
proto ker(ρ) = 1 nebo G = ker(ρ) ≤ H. Ve druhém př́ıpadě G = H a [G : H] =
1.

Věta 7.26. Necht’ H ≤ G a necht’ X je množina všech podgrup konjugovaných
s H. Potom existuje homomorfismus Ψ: G→ SX s jádrem ker(Ψ) ≤ NG(H).

D̊ukaz. Označme ψa : X → X zobrazeńı gHg−1 7→ agHg−1a−1. Potom ψa ∈
SX a Ψ: a 7→ ψa je homomorfismus. Pokud a ∈ ker(Ψ), je ψa(H) = aHa−1, a
proto a ∈ NG(H). Odtud pak plyne ker(Ψ) ≤ NG(H).

Cvičeńı

7.9. Dokažte, že přǐrazeńı α 7→ Mα je vnořeńı Sn → GL(n,F), kde F je libovolné
pole a Mα je permutačńı matice.

7.10. Dokažte, že A6 nemá podgrupu prvoč́ıselného indexu.

7.11. Položme Ra(g) = ga. Potom a 7→ Ra je pravá regulárńı reprezentace. Dokažte,
že pravá regulárńı reprezentace je injekt́ıvńı homomorfismus G → SG.

7.12. Dokažte, že pravá a levá regulárńı reprezentace grupy S3 v grupě S6 tvoř́ı
konjugované podgrupy.
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7.5 Akce grupy na množině

Definice 7.27. Necht’ G je grupa a necht’ X je množina. Zobrazeńı α : G×X →
X, znač́ıme α(g, x) = g · x, nazveme akce grupy, a množinu X nazveme G-
množina, jestliže plat́ı:

� 1 · x = x, pro každé x ∈ X,

� g · (h · x) = (gh) · x pro každé g, h ∈ G a pro každé x ∈ X.

Akce Sn na množině {1, 2, . . . , n}, akce grupy G na G a na množině levých
tř́ıd G/H levým násobeńım, akce grupy G na G a na množině podgrup G
konjugaćı jsou př́ıklady akćı.

Věta 7.28. Pokud α : G×X → X je akce, je α̃ : g 7→ (x 7→ gx) homomorfismus
G→ SX .

Je-li θ : G → SX homomorfismus, G má akci na X definovanou α(g, x) =
g · x = θ(g)(x).

D̊ukaz. a) Nejprve ověř́ıme, že αg : x 7→ gx je permutace. Necht’ αg(x) = αg(y),
potom g · x = g · y. Máme

g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = 1 · x = x

a podobně
g−1 · (g · y) = (g−1g) · y = 1 · y = y,

což implikuje x = y. Dále, ke každému y ∈ X existuje x = g−1 · y takové, že
αg(x) = y.

Ověř́ıme, že α̃ je homomorfismus:

α̃(gh) = αgh = αgαh = α̃(g)α̃(h).

b) Necht’ θ : G→ SX je homomorfismus. Potom 1 ·x = θ(1)(x) = id(x) = x.
Dále

(gh) · x = θ(gh)(x) = θ(g)(θ(h)(x)) = θ(g)(h · x) = g · (h · x).

Definice 7.29. Necht’ X je G-množina. Množinu O(x) = {y ∈ X; y = g ·x, g ∈
G} budeme nazývat G-orbita bodu x.

Pokud je G pevně zvolená, O(x) budeme stručně nazývat orbita bodu x.
Množina všech orbit tvoř́ı rozklad množiny X.

Definice 7.30. Necht’ X je G-množina. Podgrupu Gx = {g ∈ G; g · x = x}
budeme nazývat stabilizátor prvku x.

V akci grupy G na G je konjugaćı O(a) = aG a Ga = CG(a). V akci grupy
G na množině podgrup je konjugaćı O(H) = HG a GH = NG(H).

Akce G levým násobeńım na G/H má jedinou orbitu. Stabilizátor GH = H.
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Věta 7.31. Necht’ X je G-množina. Potom |O(x)| = [G : Gx].

D̊ukaz. Necht’ f : gx 7→ gGx. Toto zobrazeńı je dobře definované. Dále gGx =
hGx implikuje h = gc, kde c ∈ Gx. Potom h · x = (gc) · x = g · (c · x) = g · x
je ten samý prvek orbity O(x). Proto f je injektivńı. Pokud gGx ∈ G/Gx, pro
y = g · x plat́ı f(y) = gGx.

Důsledek 7.32. Pokud X je G-množina a G je řádu n, je |O(x)| dělitelem n.

Důsledek 7.33. Necht’ G je konečná grupa. Potom počet prvk̊u konjugovaných
s x se rovná [G : CG(x)].

D̊ukaz. Ve větě 7.31 polož́ıme X = G a akce G na X je daná konjugaćı. Potom
Gx = CG(x).

Důsledek 7.34. Necht’ G je konečná grupa. Potom počet podgrup konjugo-
vaných s H ≤ G se rovná [G : NG(H)].

D̊ukaz. Ve větě 7.31 vezmeme za X množinu všech podgrup a akce G na X je
daná konjugaćı. Potom GH = NG(H).

Definice 7.35. Akce grupy G na X se nazývá tranzitivńı, jestliže má jen jednu
orbitu. Jinými slovy, pro každé x, y ∈ X existuje g ∈ G takové, že g · x = y.

Definice 7.36. Budeme hovořit, žeG-množinyX a Y jsou izomorfńı, existuje-li
bijekce φ : X → Y splňuj́ıćı pro každé g ∈ G a x ∈ X rovnost φ(g ·x) = g ·φ(x).

Věta 7.37. Každá tranzitivńı akce (G,X) je izomorfńı akci G s násobeńım
na levých tř́ıdách rozkladu podle nějaké podgrupy H. Nav́ıc, dvě akce dané
násobeńım na tř́ıdách rozkladu podle K ≤ G a podle H ≤ G jsou izomorfńı
právě tehdy, když podgrupy K, H jsou konjugované.

D̊ukaz. Položme H = Gx ≤ G pro nějaký prvek x ∈ X a φ(y) = aGx, pokud
y = a · x. Z tranzitivity akce také umı́me a ∈ G vždy naj́ıt.

Je to dobře definovaná funkce, protože y = a′ ·x = a·x implikuje a−1a′ ∈ Gx.
Proto a′ = ah pro nějaké h ∈ Gx a φ(y) = φ(a′ · x) = ahGx = aGx. Je to
injektivńı zobrazeńı, nebot’ φ(y) = φ(z) pro y = a · x, z = b · x, to implikuje
aGx = bGx. Odtud existuje h ∈ Gx takové, že b = ah. Proto z = b ·x = ah ·x =
a ·x = y. Tedy φ je injektivńı a φ je rovněž surjekce, nebot’ pro tř́ıdu hGx plat́ı
φ(h · x) = hGx.

Necht’ z = g ·y, y = a ·x a z = b ·x. Potom φ(g ·y) = b ·Gx a g ·φ(y) = gaGx.
Potom b ·Gx = gaGx právě tehdy, když b−1ga ∈ Gx. Plat́ı

b−1ga · x = b−1g · y = b−1 · z = b−1b · x = x.

Zaj́ımavou otázkou je, zda každou akci grupy na nějakém prostoru X je
možné představit si jako přirozenou akci podgrupy SX . Abychom tuto otázku
mohli zformulovat jako matematický problém, potřebujeme jej formalizovat.
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Definice 7.38. Dvě akce (G,X) a (H,Y ) jsou ekvivalentńı, existuje-li izomor-
fismus θ : G→ H a bijekce φ : X → Y takové, že φ(g · x) = θ(g) · φ(x).

Akce grupy G na X se nazývá permutačńı, jestliže je ekvivalentńı přirozené
akci podgrupy SX .

Necht’ (G,X) je akce. Označme Cor(G) = ∩x∈XGx ≤ G.

Věta 7.39. Necht’ (G,X) je akce. Potom K = Cor(G) ◁ G je normálńı pod-
grupa. Nav́ıc (G/K,X) definovaná předpisem gK ·x = g ·x je permutačńı akce.

Speciálně (G,X) je permutačńı akce právě tehdy, když Cor(G) = 1.

D̊ukaz. Uvažujme homomorfismus θ : G→ SX definovaný přǐrazeńım g 7→ (x 7→
g · x). Potom ker(θ) = Cor(G) = K, a proto K ◁G.

Dokážeme, že G/K má akci na X. Nejdř́ıve ověř́ıme, že zobrazeńı gK · x =
g · x je dobře definované. Necht’ gK = g′K. Potom g′ = gk pro nějaké k ∈ K.
Potom

g′K · x = gkK · x = gK · x.

Zřejmě 1K · x = 1 · x = x. Dále

(gKhK) · x = ghK · x = (gh) · x = g · (h · x) = gK · (hK · x).

Tedy se jedná o dobře definovanou akci.
Z 1. věty o izomorfismu dostáváme G/K ∼= Im(θ) ≤ SX .

Cvičeńı

7.13. Symetrická grupa Sn má akci na množině polynomů n proměnných definovanou
σ·f(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ1, xσ2, . . . , xσn). Necht’ D = D(x1, . . . , xn) =

∏
i<j(xi−xj).

Zjistěte stabilizátor GD akce G = Sn na množině polynomů s n proměnnými.

7.14. Necht’ G má akci na X. Dokažte, že pokud x a y patř́ı do stejné orbity, plat́ı
Gx

∼= Gy.

7.6 Poč́ıtáńı orbit

Věta 7.40 (Burnside). Necht’ X je konečná G-množina. Označme Orb(G,X)
počet G-orbit a Fix(g) počet bod̊u X fixovaných g ∈ G. Potom

Orb(G,X) =
1

|G|
∑
g∈G

Fix(g).

D̊ukaz. Použijeme princip poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby. Prvky grupy G i množinuX
můžeme lineárně uspořádat. Uvažujme matici A dimenze |G| × |X| s prvkami
ai,j = 1 právě tehdy, když gi · xj = xj , kde gi ∈ G a xj ∈ X. V opačném

př́ıpadě ai,j = 0. Potom součet hodnot i-teho řádku je
∑|X|
j=1 ai,j = Fix(gi).

Součet hodnot j-teho sloupce je
∑|G|
i=1 ai,j = |Gxj

|.
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Necht’ x, y jsou ve stejné orbitě. Existuje g ∈ G takové, že y = g · x.
Necht’ h ∈ Gy, potom g−1hg(x) = x, proto γg(Gy) = Ggy ≤ Gx. Podobně

γg−1(Gx) = Gg
−1

x ≤ Gy. Zkonstruovali jsme vzájemně inverzńı monomorfismy
Gy → Gx a Gx → Gy, proto Gx ∼= Gy. Jestliže x, y jsou ve stejné orbitě,
Gx ∼= Gy, a tedy |Gx| = |Gy|. Podle Věty 7.31 je počet prvk̊u orbity obsahuj́ıćı
x rovný [G : Gx]. Proto každá orbita O přisṕıvá k součtu

∑
x∈X |Gx| hodnotou

|Gy|[G : Gy] = |G|, kde y ∈ O je vybraný reprezentant orbity O, a tedy plat́ı∑
g∈G

Fix(g) =
∑
i,j

ai,j =
∑
x∈X

|Gx| =
∑
O

|Gy|[G : Gy] =
∑
O

|G| = |G|·Orb(G,X).

Důsledek 7.41. Necht’ (G,X) je tranzitivńı akce a necht’ |X| > 1. Potom
existuje prvek g ∈ G takový, že Fix(g) = 0.

D̊ukaz. Z tranzitivity akce plyne Orb(G) = 1. Předpokládejme, že Fix(g) ≥ 1
pro každé g ∈ G. Z Burnsidovy věty plyne

|G| =
∑
g∈G

Fix(g) = Fix(1) +
∑

g∈G,g ̸=1

Fix(g) ≥ |G|+ (|G| − 1) > |G|

a dostáváme spor.

Př́ıklad 7.42. Uvažujme vlajku složenou z n stejně dlouhých pás̊u obarvených
q barvami. Každé takové vlajce můžeme přǐradit vektor barev (c1, . . . , cn). Dvě
takové postupnosti definuj́ı stejnou vlajku, jestliže se rovnaj́ı nebo pokud druhá
vznikne z prvńı reflex́ı danou permutaćı τ(i, n− i+ 1) pro i = 1, 2, . . . n. Kolik
r̊uzných vlajek můžeme vytvořit?

Úlohu vyřeš́ıme pomoćı Burnsidovy věty. Položme G = ⟨τ⟩ a necht’ X je
prostor všech vektor̊u délky n vytvořených z q barev. Potom grupa G má akci
na X definovanou permutaćı index̊u. Nyńı je třeba spoč́ıtat počet orbit. Grupa
G má jen 2 prvky, plat́ı Fix(1) = |X| = qn a Fix(τ) = q⌊n+1/2⌋. Ve druhém
vztahu jsme využili to, že τ · x = x právě tehdy, když x je palindrom. Potom
Orb(G,X) = 1

2 (q
n + q⌊n+1/2⌋).

Př́ıklad zobecńıme následovně. Necht’ G ≤ Sn a necht’ C je množina q-barev.
Potom G má akci na množině všech barevných vektor̊u X = Cn dimenze n
definovanou

σ · (c1, c2, . . . , cn) = (cσ1, cσ2, . . . , cσn).

Orbitu v akci G na X budeme nazývat (G, q) obarveńı množiny {1, 2, . . . , n}.
Lemma 7.43. Jestlǐze σ ∈ G ≤ Sn, plat́ı Fix(σ) = qt(σ), kde t(σ) je počet
cykl̊u v úplném rozkladu σ na disjunktńı cykly.

D̊ukaz. Necht’ x = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Fix(σ). Potom σk(x) = x pro každé k ∈ Z.
Speciálně, σk(xi) = xi pro každé i = 1, 2, . . . , n. Necht’ σ = β1β2 . . . βk, k = t(σ)
je úplný rozklad na disjunktńı cykly. Pokud i je v orbitě definované βj , potom
všechny barvy na indexech o(βj) jsou stejné. Tedy máme qt(σ) možnost́ı jak
zvolit barvy v x.
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Definice 7.44. Necht’ er ≥ 0 je počet cykl̊u délky r v úplném rozkladu permu-
tace α ∈ Sn na disjunktńı cykly. Potom cyklový index ind(σ) =

∏n
i=1 x

ei
i . Pro

G ≤ Sn, polož́ıme PG(x1, . . . , xn) =
1
|G|
∑
σ∈G ind(σ).

Např́ıklad ind(id) = xn1 a ind(β) = xn−r1 xr, kde β je cyklus délky r.

Důsledek 7.45. Počet (G, q) obarveńı množiny {1, 2, . . . , n} je PG(q, q, . . . , q).

D̊ukaz. Z Burnsidovy věty a z lemmatu 7.43 vyplývá, že počet (G, q) obarveńı
je

Orb(G,X) =
1

|G|
∑
σ∈G

Fix(σ) =
1

|G|
∑
σ∈G

qt(σ).

A na druhou stranu je

PG(q, q, . . . , q) =
1

|G|
∑
σ∈G

ind(σ)(q, q, . . . , q) =
1

|G|
∑
σ∈G

qe1(σ)qe2(σ) . . . qen(σ)

=
1

|G|
∑
σ∈G

qe1(σ)+e2(σ)+···+en(σ) =
1

|G|
∑
σ∈G

qt(σ).

Cvičeńı

7.15. Dokažte, že počet tř́ıd relace konjugace na konečné grupě G je

1

|G|
∑
g∈G

|CG(g)|.

Najděte analogický vzorec pro počet tř́ıd konjugace na podgrupách.

7.16. Kolik obarveńı šachovnice n × n vznikne použit́ım q barev? Dvě šachovnice
považujeme za totožné, jestliže jedna vznikne z druhé rotaćı o 90, 180 nebo 270 stupň̊u.

7.7 Grupy geometrických transformaćı

Felix Klein v roce 1872 publikoval Erlangenský program, v kterém navrhl klasi-
fikovat r̊uzné geometrie podle prostoru a př́ıslušné grupy geometrických trans-
formaćı. V následovném textu budeme studovat dvě klasické geometrické grupy:
grupu izometríı a affinńı grupu.

Skalárńı součin vektor̊u x = (x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn) z Rn je č́ıslo
(x, y) =

∑n
i=1 xiyi. Funkci Rn → R+ definovanou vztahem

||x|| = ||(x1, . . . , xn)|| =
√
(x, x) =

√√√√ n∑
i=1

x2i ,

nazýváme norma vektora x = (x1, . . . , xn). V následuj́ıćım textu budeme využ́ıvat
některé hezké vlastnosti skalárńıho součinu a normy.
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Definice 7.46. Izometrie je funkce T : Rn → Rn, která zachovává vzdálenost,
plat́ı tedy ||T (x) − T (y)|| = ||x − y|| pro každé x, y ∈ Rn. Translace určená
w ∈ Rn je izometrie Tw(x) = x+ w.

Definice 7.47. Lineárńı transformace S : Rn → Rn je ortogonálńı, jestliže plat́ı
||Sx|| = ||x||.

Zřejmě každá ortogonálńı transformace je izometrie fixuj́ıćı nulový vektor
nebo

||S(x)− S(y)|| = ||S(x− y)|| = ||x− y||.

Definice 7.48. Pro i = 1, . . . , n označme ϵi vektor vektorového prostoru Rn,
který má i-tou souřadnici rovnou jedna a všechny ostatńı souřadnice jsou 0.
Monožina {ϵi; i = 1, . . . , n} se nazývá standartńı ortonormálńı báze prostoru
Rn. Obecně, báze B vektorového prostoru je ortonormálńı, když pro každé dva
vektory x, y ∈ B plat́ı, (x, y) = 0 pokud x ̸= y a (x, x) = 1. Symbol λi,j = 1 pro
i = j, a λi,j když i ̸= j. V literatuře se λi,j nazývá Kroneckerovo lambda.

Lemma 7.49. Lineárńı transformace S je ortogonálńı právě tehdy, když {S(ϵi)},
i = 1, 2, . . . , n je ortonormálńı báze.

Z definice vyplývá, že ortogonálńı transformace tvoř́ı podgrupu grupy lineárńıch
transformaćı. Tato grupa může být interpretována jako grupa symetríı jednot-
kové n-dimenzionálńı sféry tvořenou body Rn+1 ve vzdálenosti jedna od nu-
lového vektoru. Pro n = 2 tvoř́ı sféra povrch koule s poloměrem 1 se středem v
počátku souřadnicového systému.

D̊ukaz. (⇒) Chceme dokázat, že pro skalárńı součin plat́ı (Sx, Sy) = (x, y).
Nejdř́ıve si všimneme, že ze vztahu (xi+yi)

2 = x2i+2xiyi+y
2
i vyplývá ||x+y||2−

||x||2−||y||2 = 2(x, y) i ||S(x)+S(y)||2−||S(x)||2−||S(y)||2 = 2(S(x), S(y)). Z
ortogonality S dostaneme (Sx, Sy) = (x, y). Potom (Sϵi, Sϵj) = (ϵi, ϵj) = λi,j ,
a tedy báze {S(ϵi)} je ortonormálńı.

(⇐) Necht’ x =
∑
i xiϵi. Potom Sx =

∑
i xiS(ϵi) a s použit́ım vlastnost́ı

skalárńıho součinu dostaneme

||Sx||2 = (Sx, Sx) = (
∑
i

xiS(ϵi),
∑
j

xjS(ϵj)) =
∑
i,j

(xiS(ϵi), xjS(ϵj)) =

∑
i,j

xixj(S(ϵi), S(ϵj)) =
∑
i,j

xixjλi,j = (x, x) = ||x||2.

Lemma 7.50. Ortogonálńı transformace tvoř́ı podgrupu grupy lineárńıch trans-
formaćı.

Lemma 7.51. Každá izometrie, která fixuje nulový vektor, je ortogonálńı trans-
formace.
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D̊ukaz. Nejprve dokážeme, že izometrie fixuj́ıćı nulový vektor a zároveň každé
ϵj ve standardńı bázi, je identita. Necht’ x = (x1, . . . , xn) je libovolný vektor a
T (x) = y = (y1, . . . , yn). Máme

||y|| = ||T (x)|| = ||T (x)− T (0)|| = ||x− 0|| = ||x||.

Proto
y21 + y22 + . . . y2n = x21 + · · ·+ y2n.

Z předpoklad̊u plyne

||T (x− ϵ1)|| = ||T (x)− T (ϵ1)|| = ||T (x)− ϵ1|| = ||x− ϵ1||.

A odtud
(y1 − 1)2 + y22 + · · ·+ y2n = (x1 − 1)2 + · · ·+ y2n.

Porovnáńım vztah̊u 1− 2y1 = 1− 2x1 dostaneme y1 = x1. Opakováńım tohoto
postupu pro i = 2, 3, . . . , n źıskáme požadovaný výsledek.

Předpokládejme, že Tϵi = ui. Necht’ S je ortonormálńı transformace Sϵi =
ui pro každé i = 1, . . . , n. Potom S−1T je izometrie fixuj́ıćı každý vektor stan-
dardńı báze. Podle předchoźıho plat́ı S−1T = id. A proto T = S.

Věta 7.52. Každá izometrie je složeńım ortogonálńı transformace a translace.

D̊ukaz. Necht’ T je izometrie T (0) = w. Označme S translaci x 7→ x − w.
Potom R = ST je izometrie fixuj́ıćı 0. Podle lemmatu 7.51 je R ortogonálńı
transformace. Ale T = S−1R.

Věta 7.53. Funkce T : Rn → Rn fixuj́ıćı 0 je izometrie právě tehdy, když za-
chovává skalárńı součin, tedy (Tx, Ty) = (x, y).

D̊ukaz. (⇒) Z predpokladov ||x + y||2 = ||T (x + y)||2. Z definice normy a
použit́ım vlastnost́ı skalárńıho součinu máme

||x+ y||2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) = ||x||2 + 2(x, y) + ||y||2.

||T (x+ y)||2 = (T (x+ y), T (x+ y)) = (Tx+ Ty, Tx+ Ty) =

(Tx, Tx) + 2(Tx, Ty) + (Ty, Ty) = ||Tx||2 + 2(x, y) + ||Ty||2.

Protože T fixuje 0, použit́ım ||Tx|| = ||x|| a ||Ty|| = ||y|| dostaneme (Tx, Ty) =
(x, y).

(⇐) Naopak necht’ pro každé x,y plat́ı (Tx, Ty) = (x, y).

||T (x)− T (y)||2 = (Tx− Ty, Tx− Ty) = (Tx, Tx)− 2(Tx, Ty) + (Ty, Ty) =

(x, x)− 2(x, y) + (y, y) = (x− y, x− y) = ||x− y||2.

Nav́ıc ||T (0)|| = (T (0), T (0)) = (0, 0) = 0. A proto T (0) = 0.
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V geometrii se úhel mezi dvěma vektory definuje vztahem

(x, y) = ||x|| · ||y|| · cos(θ).

Důsledek 7.54. Necht’ T je funkce T : Rn → Rn fixuj́ıćı 0. Potom následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. T zachovává úhly.

2. T je izometrie (zachovává vzdálenosti).

3. T je ortogonálńı transformace.

4. T je lineárńı transformace definovaná matićı A, pro kterou plat́ı AAt = E.

D̊ukaz. Důkaz ekvivalence prvńıch tř́ı tvrzeńı vyplývá z Lemmatu 7.51 a věty 7.53.
Použijeme Lemma 7.49. Jestliže T je izometrie fixuj́ıćı 0, je T lineárńı trans-
formace, která zobrazuje standardńı bázi na ortonormálńı bázi {ui}. Proto i-tý
řádek př́ıslušné matice A je ui a j-tý sloupec transponované matice At je uj .
Prvek si,j součinu je si,j = (ui, uj) = λi,j . Proto A

tA = E.
A naopak, jestliže plat́ı AtA = E, plat́ı i (ui, uj) = λi,j a báze {ui} je

ortonormálńı. Podle lemmatu 7.49 je T izometríı.

Definice 7.55. Reálná regulárńı matice A dimenze n se nazývá ortogonálńı,
jestliže plat́ı AAt = E.

Pokud je A ortogonálńı, plat́ı

1 = det(E) = det(AAt) = det(A) det(At) = (detA)2.

Proto det(A) ∈ {1,−1}. Zřejmě matice s determinantem 1 tvoř́ı podgrupu
ortogonálńı grupy. Tuto podgrupu indexu 2 nazýváme grupa rotaćı. Zobrazeńı
s det(A) = −1 nazýváme zobrazeńı orientaci měńıćı.

Protože determinant se při konjugaci neměńı, jeho hodnota nezáviśı od toho,
vzhledem ke které bázi je daná lineárńı transformace vyjádřená. V lineárńı
algebře se relace konjugace v lineárńı grupě nazývá podobnost.

Izometrie φ : x 7→ Tx+ w je izometrie orientaci zachovávaj́ıćı, jestliže T je
rovněž orientaci zachovávaj́ıćı (detT = 1). Pokud detT = −1, je φ je orientaci
měńıćı izometrie.

Nadrovina ve vektorovém prostoru En je množina Y = H + w, kde H je
nějaký (n− 1)-dimenzionálńı podprostor a w ∈ En je vektor.

Reflexe je orientaci měńıćı izometrie, která bodově fixuje nějakou nadrovinu
Y ⊆ En a vyměňuje dvojice samodružných bod̊u ortogonálńıho 1-dimenzionálńıho
podprostoru. Samodružná dvojice bod̊u je dvojice typu w+x,w−x, kde x ∈ H⊥

a w ∈ H, kde w ⊥ x.

Uvažujme reflexi ρ nadrovinyH, která je podprostoremH = ⟨x1, . . . , xn−1⟩ ⊂
En, a necht’ a ⊥ H je vektor jednotkové velikosti. Tedy translace w = 0. Potom
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ρ je lineárńı transformace, která má vzhledem na bázi x1, . . . , xn−1, a vyjádřeńı

ρ =


1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
· · · . . . · ·
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 −1

 .

Věta 7.56. Reflexe fixuj́ıćı 0 je orientaci měńıćı izometrie.

Př́ıklad 7.57. Uvažujme izometrii T fixuj́ıćı 0⃗ = (0, 0) ∈ E2 v Eukleidovské ro-

vině. Daná je ortogonálńı matićı T =

(
a b
c d

)
. Potom u1 = (a, b) a u2 = (c, d) je

ortonormálńı báze. Tyto vektory odpov́ıdaj́ı bod̊um na jednotkové kružnici. Po-
tom můžeme vyjádřit (a, b) = (cos θ, sin θ) pro nějaký úhel θ ∈ (−π, π⟩. Protože
u1 ⊥ u2, je (c, d) = (cos(θ ± π

2 ), sin(θ ±
π
2 )). A odtud (c, d) = (− sin θ, cos θ),

nebo (c, d) = (sin θ,− cos θ).
Tedy T má tvar

T+ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, nebo T− =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
.

Použit́ım sin2 θ + cos2 θ = 1 vypoč́ıtáme det(T+) = 1 a det(T−1) = −1.
Můžeme dokázat, že

(T+)n =

(
cos(nθ) sin(nθ)
− sin(nθ) cos(nθ)

)
.

Tedy T+ je rotace o úhel θ fixuj́ıćı 0⃗. Dále (T−)2 = E. Dokážeme, že T− je
reflexe fixuj́ıćı př́ımku p procházej́ıćı (0, 0) pod úhlem θ/2. Na to stač́ı dokázat,
že bod T−(cosβ, sinβ)t = (cosβ, sinβ)t právě tehdy, když β = θ/2. Použit́ım
substituce β = −α máme(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
cosβ
sinβ

)
=

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
cosα
− sinα

)
=

(
cos(θ + α)
sin(θ + α)

)
.

Necht’

(
cos(θ + α)
sin(θ + α)

)
=

(
cos(α)
− sin(α)

)
. Porovnáńım po souřadnićıch a vyděleńım

druhé rovnice prvńı źıskáme tan(θ+α) = − tan(α) = tan(−α). To je v pořádku,
pokud α ̸= ±(π/2) a současně α+ θ ̸= ±π/2. Př́ıpady, kdy to neplat́ı, můžeme
řešit zvlášt’. Z posledńı rovnosti dostaneme θ = −2α = 2β, což jsme potřebovali
ověřit. Vzhledem k tomu, že všechny úpravy byly ekvivalentńı, tvrzeńı je dokázané.

Necht’ ∆ je konvexńı rovinný útvar. Označme Sym(∆) podgrupu grupy izo-
metríı roviny složenou z transformaćı T (∆) = ∆. Tuto grupu označ́ıme Aut(∆)
a podgrupu orientaci zachovávaj́ıćı izometrii označ́ıme Aut+(∆).
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Lemma 7.58. Necht’ φ je izometrie En, necht’ A1, . . . , Ak jsou body a necht’

x =
∑k
i=1 λiAi je konvexńı kombinace. Potom φ(x) =

∑k
i=1 λiφ(Ai).

Lemma 7.58 dokážeme v rámci obecněǰśıho tvrzeńı, viz lemma 7.62.

Věta 7.59. Necht’ ∆ je pravidelný konvexńı n-úhelńık s těžǐstěm v (0, 0), n ≥ 3.
Potom Aut(∆) je řádu 2n a Aut(∆) = ⟨T, S⟩, přičemž |T | = n, |S| = 2 a
STS = T−1.

D̊ukaz. Důkaz spoč́ıvá v několika kroćıch.
Krok 1. Zřejmě každá izometrie φ ∈ Aut(∆) zobrazuje vrchol na vrchol.

Vzhledem k tomu, že každý bod ∆ je konvexńı kombinaćı vrchol̊u, z lemmatu
7.58 vyplývá, že obraz každého bodu je jednoznačně určený obrazy vrchol̊u ∆.
Z toho plyne, že Aut(∆) ↪→ Sn.

Krok 2. Uvažujme rotaci T o úhel 2π/n se středem otáčeńı v (0, 0). Zřejmě
T (∆) = ∆, |T | = n a ⟨S⟩ je tranzitivńı na hranách ∆. Necht’ e je hrana, potom
|Ge| = 2, podle kroku 1. Podle Věty 7.31 je |Orb(e)| = [G : Ge] = |G|/|Ge|. Po
dosazeńı dostaneme n = |G|/2, a proto |G| = 2n.

Krok 3. Necht’ S je generátor Ge. Zřejmě ⟨T, S⟩ ≤ G. Určitě S /∈ ⟨T ⟩, nebot’
žádná netriviálńı mocnina nefixuje e. Protože |G| = 2n, ⟨T ⟩◁G je normálńı pod-
grupa indexu 2. Odtud plyne STS = T i pro nějaké i, gcd(n, i) = 1. Ztotožńıme
T = (1, 2, . . . , n) a e = [1, 2]. Vzhledem k tomu, že S(e) = e, plat́ı S(1) = 2,
S(2) = 1, S(3) = n a S(n) = 3 pro n ≥ 3. Potom STS(1) = ST (2) = S(3) =
n = T i(1) pro n ≥ 3. Proto i = −1.

Všimněme si, že G = ⟨T ⟩ ∪ S⟨T ⟩ a pro prvky typu ST i plat́ı (ST i)2 =
ST iST i = T−iT i = 1. Tedy všechny n prvky tř́ıdy S⟨T ⟩ jsou involuce. Involuce
v grupě G je prvek řádu 2. Grupu symetríı pravidelného n-úholńıku nazýváme
dihedrálńı grupa, znač́ıme D2n. Můžeme rozš́ı̌rit definici dihedrálńı grupy pro
n ≤ 2 tak, že polož́ıme D2

∼= Z2 pro n = 1 a D4
∼= Z2 × Z2 pro n = 2. Potom

vztahy pro generátory T , S z věty 7.59 triviálně plat́ı.

Věta 7.60. Necht’ a, b jsou dvě involuce v konečné grupě G. Potom ⟨a, b⟩ je
dihedrálńı.

D̊ukaz. Položme t = ab. Potom btb = ba = t−1. Pokud |t| = n, t 7→ T a b → S
je izomorfismus ⟨a, b⟩ → D2n.

Poznámka. Ne každá volba dvou involućı a, b v dihedrálńı grupě D2n vyge-
neruje celou D2n.

Podobnou úvahu jako s pravidelným n-úhelńıkem můžeme udělat v dimenzi
3. Otázka je, co bude “pravidelný n-úhelńık” v dimenzi 3. Mějme konvexńı těleso
∆ s těžǐstěm v počátku, které má n oblast́ı a každá je ohraničená pravidelným
k-úhelńıkem. Necht’ Aut(∆) je tranzitivńı na oblastech ∆, přičemž stabilizátor
oblasti jeD2k. Z Eulerovy věty můžeme dokázat, že existuje přesně 5 takovýchto
těles, které se nazývaj́ı Platónská tělesa. Jejich grupy automorfismů jsou známé
a jsou izomorfńı: A5 × Z2, S4 × Z2 a S4. To vede k obecněǰśı otázce klasifikace
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konečných podgrup O(3,R). Takovéto grupy se nazývaj́ı sférické grupy. Klasifi-
kace sférických grup je známa. Jako abstraktńı grupy jsou to podgrupy A5×Z2,
S4×Z2, D2n×Z2. Klasifikace akćı sférických grup na jednotkové sféře je známa
též, ale jej́ı prezentace a d̊ukaz je nad rámec tohoto textu.

Definice 7.61. Afinńı transformace v En je zobrazeńı tvaru x 7→ Tx+ z, kde
T je lineárńı transformace a z je vektor.

Lehce ověř́ıme, že složeńı dvou afinńıch transformaćı je afinńı transformace.
Nav́ıc, inverzńı prvek k x 7→ Tx+ z je afinńı transformace x 7→ T−1x− T−1z.
Proto afinńı transformace s operaćı skladńı tvoř́ı grupu Aff(n,R).

Následuj́ıćı lemma hovoř́ı o vlastnostech grupy afinńıch transformaćı.

Lemma 7.62. Necht’ φ je afinńı transformace. Potom

(P1) φ zachovává konvexńı kombinace,

(P2) φ zobrazuje úsečky na úsečky a trojúhelńık na trojúhelńık,

(P3) φ zobrazuje t bod úsečky na t-bod úsečky,

(P4) φ zobrazuje množinu kolineárńıch bod̊u na množinu kolineárńıch bod̊u,

(P5) necht’ A1, A2, . . . , Ak je množina bod̊u, potom A2 − A1, . . . , Ak − A1 jsou
lineárńı nezávislé vektory právě tehdy, když φ(A2 − A1), . . . , φ(Ak − A1)
jsou lineárńı nezávislé vektory.

D̊ukaz. Dokážeme jen (P1). Ostatńı tvrzeńı jsou triviálńımi d̊usledky.

Necht’ x =
∑k
i=1 λiAi je konvexńı kombinace a necht’ φ(x) = Tx + w je

afinńı transformace. Potom

φ(x) = φ(

k∑
i=1

λiAi) = T (

k∑
i=1

λiAi) + w =

k∑
i=1

λiT (Ai) + w.

Z druhé strany

k∑
i=1

λiφ(Ai) =

k∑
i=1

(λi(T (Ai)+w)) =

k∑
i=1

λiT (Ai)+

k∑
i=1

λiw =

k∑
i=1

λiT (Ai)+w

k∑
i=1

λi.

Použit́ım
∑k
i=1 λi = 1 dostaneme

φ(

k∑
i=1

λiAi) =

k∑
i=1

λiφ(Ai),

což jsme chtěli dokázat.

Důsledek 7.63. Grupa Aff(2,R) je tranzitivńı na množině všech trojúhelńık̊u
v rovině.
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Věta 7.64. V každém trojúhelńıku se všechny tři těžnice prot́ınaj́ı v jednom
bodě, přičemž tento bod je děĺı v poměru 2 : 1.

D̊ukaz. Z Důsledku 7.63 vyplývá, že tvrzeńı stač́ı dokázat pro rovnostranný
trojúhelńık ∆ABC s hranou jednotkové délky. Označme tA, tB a tC těžnice
spojuj́ıćı po řadě bod A se středem BC, bod B se středem AC, a bod C se
středem AB. Označme {T} = tA ∩ tB . Reflexe ρA a ρB fixuj́ıćı těžnice tA a
tB , generuj́ı grupu symetríı ∆ABC, tedy T je bod fixovaný každou symetríı
∆ABC. Speciálně reflexe ρC = ρBρAρB fixuje T , a tedy všechny tři těžnice se
prot́ınaj́ı v bodě T . Tři těžnice tA, tB a tC tvoř́ı orbitu v akci Aut(∆ABC),
proto jsou stejné délky. Osobitně plat́ı |TA| = |TB| = |TC|, tedy bod T děĺı
těžnice ve stejném poměru t = sin(30◦) = 1/2. Alternativně je možné hodnotu
t vypoč́ıtat využit́ım Pythagorovy věty.

V duchu Kleina můžeme i topologii považovat za geometrii. Jestliže ∆ je
pravidelný n-úhelńık, grupa homeomorfizmů roviny zobrazuj́ıćı ∆ na sebe je
tranzitivńı na množině bod̊u ∆. Věta o pevném bodě hovoř́ı o tom, že každý pr-
vek této grupy fixuje v akci na ∆ nějaký bod. To je v protikladu k tomu, co jsme
dokázali o akci tranzitivńı grupy na konečné množině bod̊u (Důsledek 7.41).

Cvičeńı

7.17. Necht’ Q3 je kostka. Dokažte, že Aut(Q3) ∼= S4 × Z2 a Aut+(Q3) ∼= S4.

7.18. Necht’ I je ikosaedr. Dokažte, že Aut(I) ∼= A5 × Z2 a Aut+(I) ∼= A5.

7.19. Umı́me dokázat, že každá izometrie v T ∈ O(3,R) má vlastńı vektor v takový,
že Tv = v. Dokažte, že T má vzhledem na vhodnou bázi tvar1 0 0

0 a b
0 c d

 ,

kde

(
a b
c d

)
∈ O(2,R).

7.20. Dokažte, že O(2,R) je izomorfńı grupě automorfismů jednotkového kruhu.
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Kapitola 8

Sylowovy věty

Ćılem této sekce je prozkoumat možnost obráceńı implikace Lagrangeovy teorémy.
Bude nás tedy zaj́ımat následovná otázka: Necht’ d je dělitel řádu |G| nějaké
konečné grupy G. Existuje podgrupa H ≤ G řádu |H| = d? Pozitivńı odpověd’

na tuto otázku jsme nahlédly v př́ıpadě, že G je cyklická grupa. Z druhé strany,
alternuj́ıćı grupa A4 má dělitele d = 6, ale podgrupu velikosti 6 bychom v A4

hledali marně. Užit́ım Bertrandovho postulátu (“Pro každé k existuje prvoč́ıslo
p takové, že k ≤ p < 2k”) můžeme výše uvedený př́ıklad zobecnit na libovolnou
alternuj́ıćı grupu.

8.1 p-grupy

Grupa G se nazývá p-grupa, jestliže řád každého prvku je pn, kde p je prvoč́ıslo
a n je přirozené č́ıslo.

Lemma 8.1. Necht’ G je konečná abelovská grupa taková, že řád G je dělitelný
prvoč́ıslem p. Potom G obsahuje prvek řádu p.

D̊ukaz. Necht’ |G| = pm. Budeme postupovat indukćı podle m. Pokud m = 1,
je |G| cyklická řádu p a tvrzeńı plat́ı.

Necht’ m > 1. Necht’ x je prvek řádu t.

Př́ıpad 1: p|t. Potom xt/p je řádu p.

Př́ıpad 2: p neděĺı t. Protože G je abelovská, plat́ı ⟨x⟩ ◁ G a |G/⟨x⟩| =
pm/t = pm′, kde m′ = m/t < m. Podle indukčńıho předpokladu existuje
prvek y∗ ∈ G/⟨x⟩ řádu p. Uvažujme přirozenou projekci ν : G → G/⟨x⟩. Necht’

y ∈ ν−1(y∗). Restrikce ν|⟨y⟩ : ⟨y⟩ → ⟨y∗⟩ je epimorfismus cyklických grup, proto
p děĺı řád y a jsme v př́ıpadě 1.

Věta 8.2 (Cauchy). Necht’ G je konečná grupa taková, že řád G je dělitelný
prvoč́ıslem p. Potom G obsahuje prvek řádu p.

65
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D̊ukaz. Z d̊usledku 7.33 je počet prvk̊u konjugovaných s x rovný [G : CG(x)].
Jestliže x /∈ Z(G), tř́ıda |xG| > 1. Jestliže p děĺı řád CG(x) a CG(x) < G, tvrzeńı
vyplývá z indukčńıho předpokladu. Jestliže by pro každé x platilo CG(x) = G,
je G abelovská grupa a tvrzeńı vyplývá z lemmatu 8.1.

Necht’ p neděĺı CG(x) pro každé x ∈ G.
Z tranzitivity akce G na xG plat́ı |G| = [G : CG(x)]|CG(x)|. Proto p děĺı

[G : CG(x)] pro každé x ∈ G \ Z(G). Tř́ıdy konjugace tvoř́ı rozklad grupy,
přičemž prvky z centra jsou fixované prvky. Rozeṕı̌seme:

|G| = |Z(G)|+
∑
i

[G : CG(xi)], (8.1)

kde xi jsou reprezentanti tř́ıd mimo centrum. Vzhledem k tomu, že p děĺı levou
stranu i každý index v sumě, p děĺı |Z(G)|. Ale Z(G) je abelovská a tvrzeńı
vyplývá z lemmatu 8.1.

Důsledek 8.3. Konečná grupa G je p-grupa právě tehdy, když řád G je pn pro
nějaké n > 0.

D̊ukaz. Jestliže řád G je pn, z Lagrangeovy věty plyne, že řád každého prvku
je mocnina p.

Předpokládejme, že G je p-grupa. Necht’ existuje prvoč́ıslo q ̸= p takové, že
q děĺı |G|. Podle Cauchyho věty v G existuje prvek řádu q. Dostáváme spor.

Věta 8.4. Každá konečná netriviálńı p-grupa má netriviálńı centrum.

D̊ukaz. Uvažujme rovnost (8.1). Podle d̊usledku 8.3 je |G| = pn a index [G :
CG(x)] je mocnina pe, 0 ≤ e < n. Pokud pro nějaké x ̸= 1 plat́ı, [G : CG(x)] = 1,
potom x ∈ Z(G) > 1 a z Lagrangeovy věty p | |Z(G)|. V opačném př́ıpadě je
index [G : Gx] dělitelný p pro každé netriviálńı x ∈ G. Proto i |Z(G)| je dělitelný
p.

Necht’ G je konečná jednoduchá p-grupa. Potom G = Z(G), a proto G je
abelovská. Ve skutečnosti plat́ı G ∼= (Zp,+).

Důsledek 8.5. Necht’ G je grupa řádu p2. Potom G je cyklická nebo G ∼=
Zp × Zp.

D̊ukaz. Jestliže grupa G neńı cyklická, všechny netriviálńı prvky maj́ı řád p.
Předpokládejme, že G neńı abelovská. Potom |Z(G)| < p2 a 1 ̸= Z(G) ∼= Zp.
Potom Z(G) ◁ G a faktorová grupa G/Z(G) ∼= Zp. Necht’ y /∈ Z(G), potom
G/Z(G) = {Z(G), Z(G)y, . . . , Z(G)yp−1}. Tedy každý prvek g ∈ G má tvar
g = xiyj , kde Z(G) = ⟨x⟩. Potom yg = y−jx−iyxiyj = y−jyyj = y a y ∈ Z(G),
dostáváme spor. Proto G je abelovská. Necht’ x ̸= y jsou dva netriviálńı prvky,
y /∈ ⟨x⟩. Tvrd́ıme, že ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩ = 1. Necht’ existuje z ̸= 1, z ∈ ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩. Potom
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⟨z⟩ ≤ ⟨y⟩, ⟨z⟩ ≤ ⟨x⟩. Ale p = |z| = |y| = |x| a ⟨x⟩ = ⟨y⟩, dostáváme spor s
výběrem y. A podle věty 6.2

G ∼= ⟨x⟩ × ⟨y⟩ ∼= Zp × Zp.

Věta 8.6. Necht’ G je konečná p-grupa. Necht’ H < G je vlastńı podgrupa.
Potom H < NG(H). A nav́ıc, je-li H maximálńı, plat́ı H ◁G.

D̊ukaz. Označme X = HG množinu podgrup konjugovaných s grupou H. Podle
d̊usledku 7.34 plat́ı |X| = [G : NG(H)]. Podgrupa H má na X akci konjugaćı. V
této akci je velikost každé orbity mocnina p. Zároveň {H} je orbita. Z dělitelnosti
č́ıslem p vyplývá, že existuje aspoň daľśıch p− 1 podgrup konjugovaných s H,
které jsou fixované akćı H. Necht’ Hg = gHg−1 ̸= H je jedna taková konju-
govaná podgrupa. Tedy pro každé a ∈ H plat́ı agHg−1a−1 = g−1Hg. Protože
Hg ̸= H, existuje a ∈ H takové, že g−1ag /∈ H. Potom

g−1agHg−1a−1g = g−1gHg−1g = H,

a tedy g−1ag ∈ NG(H). Proto NG(H) > H.
Jestliže H je maximálńı vlastńı podgrupa, NG(H) = G a H ◁G.

Lemma 8.7. Počet podgrup řádu p v konečné p-grupě je r1 ≡ 1 (mod p).

Označme X množinu prvk̊u řádu p. Spoč́ıtáme |X| dvěma zp̊usoby. Vzhle-
dem k tomu, že každé dvě r̊uzné podgrupy řádu p maj́ı triviálńı pr̊unik, počet
prvk̊u řádu p je |X| = r1(p− 1).

Na druhé straně, uvažujme akci konjugaćı na množině X prvk̊u řádu p.
Centrálńı prvky řádu p tvoř́ı spolu s 1 podgrupu H ≤ Z(G). Toto vyplývá z
faktu (xy)i = xiyi pro x, y ∈ H. Z Lagrangeovy věty pe = |H| = |X ∩H| + 1
pro nějaké e ≥ 1. Odtud |X ∩H| = pe− 1. Velikost orbity xG = [G : Gx] v akci
konjugaćı pro x /∈ Z(G) je netriviálńı mocnina p. Proto |X| = pm+ pe − 1 pro
nějaké m. Porovnáńım dostaneme

r1(p− 1) = |X| = pm+ pe − 1.

Pokud vezmeme posledńı rovnici modulo p, dostaneme r1 ≡ 1 (mod p).

Věta 8.8. Počet podgrup řádu pm v konečné p-grupě je rm ≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. Necht’ |G| = pn, n ≥ 2. Spoč́ıtáme dvěma zp̊usoby počet dvojic (H,K)
podgrup grupy G takových, že H < K, |H| = ps a |K| = ps+1 pro 1 ≤ s < n.

Necht’ (H,K1), . . . , (H,Ka) jsou všechny takové dvojice, které obsahuj́ı H.
Podle věty 8.6 je H ◁ Kj , a tedy i Kj ≤ NG(H) = N . Uvažujme přirozenou
projekci ν : N → N/H. Potom bijekce Kj 7→ Kj/H přǐrad́ı podgrupě Kj pod-
grupu Kj/H ≤ N/H, která je řádu p. Počet takových podgrup v N/H je a ≡ 1
(mod p), (viz lemma 8.7).
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Necht’ (H1,K), . . . , (Hb,K) jsou všechny dvojice pro fixovanou podgrupu
K řádu ps+1. Podle věty 8.6 je Hi ◁ K. Zřejmě H1Hj = K pro j > 1, proto
|H1Hj | = ps+1 a z produktové rovnosti

|H1Hj | · |H1 ∩Hj | = |H1| · |Hj |

dostaneme |H1∩Hj | = ps−1. Označme Dj = H1∩Hj . Zřejmě Dj◁K, nebot’ je
pr̊unikem dvou normálńıch podgrup. Potom [K : Dj ] = p2 a K/Dj

∼= H1/Dj ×
Hj/Dj

∼= Zp × Zp. Proto K/Dj má p2 − 1 prvk̊u řádu p a p + 1 = p2−1
p−1

podgrup řádu p. Bijekce Hj 7→ Hj/Dj nám dá p + 1 podgrup grupy K řádu
ps obsahuj́ıćıch Dj . Dvě takové množiny podgrup pro i ̸= j jsou bud’ totožné,
nebo maj́ı společnou pouze H1. Tedy pro j = 2 máme p + 1 podgrup a daľśı
systémy podgrup přisṕıvaj́ı p podgrupami. Proto b ≡ 1 (mod p).

Počet dvojic (H,K) je
∑rs
i=1 ai =

∑rs+1

j=1 bj . Dosazeńım ai ≡ 1 (mod p) a
bj ≡ 1 (mod p) dostaneme rs ≡ rs+1 (mod p). Proto pro každé s ≤ n plat́ı
r1 ≡ rs (mod p). Nyńı už tvrzeńı vyplývá z Lemmatu 8.7.

Důsledek 8.9. V p-grupě G řádu pn existuje pro každé 1 ≤ s ≤ n podgrupa
řádu ps. Nav́ıc, pro každou podgrupu H < G řádu ps existuje grupa K řádu
ps+1 taková, že H < K ≤ G.

D̊ukaz. Z věty 8.8 v́ıme, že počet podgrup řádu ps je kongruentńı s 1 (mod p).
Proto muśı existovat alespoň jedna podgrupa takového řádu. V prvńı části
d̊ukazu věty 8.8 jsme zjistili, že počet podgrup řádu ps+1 obsahuj́ıćı zvolenou
grupu H řádu ps je kongruentńı s 1 (mod p).

Lemma 8.10 (Landau, 1906). Necht’ q ∈ Q je racionálńı č́ıslo. Potom pro
dané n existuje jen konečně mnoho n-tic (m1, . . . ,mn), mi > 0, i = 1, . . . , n,
takových, že q =

∑n
j=1

1
mj

.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı podle n. Jestliže n = 1, existuje nejv́ıce
jedna 1-tice (m1) taková, že q =

1
m1

.
Můžeme předpokládat, že m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mn. Dále

q =

n∑
j=1

1

mj
≤ n

1

m1
.

Odtud m1 ≤ n/q. Z indukčńıho předpokladu pro každé k ≤ n/q a q′ = q − 1
k

existuje jen konečně (n− 1)-tic (m2, . . . ,mk) takových, že

q − 1

k
=

n∑
j=2

1

mj
.

Odtud pro k = 1, . . . , ⌊n/q⌋ dostaneme konečně mnoho n-tic splňuj́ıćı podmı́nky.
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Věta 8.11. Existuje jen konečně mnoho konečných grup s předepsaným počtem
tř́ıd konjugace.

D̊ukaz. Necht’ n je počet tř́ıd konjugace a necht’ m = |Z(G)|. Předěĺıme rov-
nost (8.1) řádem |G|. Tak dostaneme

1 =

m∑
j=1

1

|G|
+

n∑
j=m+1

1

|CG(xj)|
.

Z lemmatu 8.10 vyplývá, že existuje jen konečně mnoho možnost́ı pro výběr
|G| a |CG(xj)|, j = m + 1, . . . , n. Je však jen konečně mnoho konečných grup
daného řádu.

Cvičeńı

8.1. Necht’ H ◁G a G/H jsou p-grupy. Dokažte, že i G je p-grupa.

8.2. Necht’ |G| = pn, kde p je prvoč́ıslo. Dokažte, že pro každé k, 1 ≤ k ≤ n, grupa
G obsahuje normálńı podgrupu řádu pk.

8.3. Necht’ G je konečná p-grupa a 1 < H ◁G. Dokažte, že H ∩ Z(G) ̸= 1.

8.4. Necht’ G je konečná p-grupa a H ◁G, |H| = p. Dokažte, že H ≤ Z(G).

8.2 Sylowovy věty

Z Lagrangeovy věty vyplývá, že řád podgrupy děĺı řád grupy. Zaj́ımavý in-
verzńı problém se ptá, zda pro daného dělitele d řádu konečné grupy G existuje
podgrupa řádu d. V předchoźım textu jsme ověřili platnost tohoto tvrzeńı pro
cyklické grupy a pro p-grupy. Na druhé straně A4 neobsahuje podgrupu řádu
6. Sylowovy věty tvoř́ı základ pro studium struktury konečných grup. V této
podkapitole budeme předpokládat, že všechny uvažované grupy jsou konečné.

Definice 8.12. Necht’ p je prvoč́ıslo. Potom Sylowova p-grupa grupy G je ma-
ximálńı p-podgrupa grupy G.

Lemma 8.13. Necht’ P je Sylowova podgrupa grupy G. Potom

(i) |NG(P )/P | neńı dělitelné p,

(ii) jestlǐze řád a ∈ G je mocnina p a zároveň a−1Pa = P , nutně a ∈ P .

D̊ukaz. Předpokládejme, že p děĺı |NG(P )/P |. Potom z Cauchyho věty vyplývá,
že existuje prvek yP ∈ NG(P )/P . Necht’ ν : NG(P ) → NG(P )/P je přirozená
projekce. Uvažujme ν−1⟨yP ⟩. To je p-grupa H > P , dostáváme spor s maxi-
malitou P .

Uvažujme vhodnou mocninu b prvku a, která je řádu p. Zřejmě a ∈ NG(P ).
Uvažujme aP ∈ NG(P )/P . Potom řád |aP | = p, dostali jsme spor s (i).
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Věta 8.14 (Sylow, 1872). Necht’ p je prvoč́ıslo.

� Pokud P je Sylowova p-podgrupa grupy G, všechny Sylowovy podgrupy
grupy G jsou konjugované s P .

� Necht’ r je počet Sylowových p-podgrup. Potom r děĺı |G| a r ≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. Označme P1 = P a necht’ X = {P1, P2, . . . , Pr} je množina podgrup
konjugovaných s P . Grupa G má akci na X, a ·Pi = P ai . Necht’ Q je Sylowova p-
podgrupa. PotomQmá akci konjugaćı naX, která je restrikćı akceG. Uvažujme
orbity akceQ naX. Podle věty 7.31 je velikost orbity rovna indexu stabilizátoru.
Proto velikost každé orbity je mocnina p. Předpokládejme, že orbita obsahuj́ıćı
Pi má velikost 1. To znamená, že pro každé a ∈ Q, plat́ı a−1Pia = Pi. Podle
lemmatu 8.13(ii) každé a ∈ Q patř́ı do Pi, proto Q ≤ Pi. Z maximality Q
plyne Q = Pi. Jestliže polož́ıme Q = P1, všechny orbity s výjimkou {P1} maj́ı
velikost nějakého násobku p. Proto r ≡ 1 (mod p). Předpokládejme, že existuje
Sylowova p-podgrupa Q, která se nenacháźı v X. Potom velikost každé orbity
akce Q na X je násobkem p. Vzhledem k tomu, že X je disjunktńı sjednoceńı
orbit, r ≡ 0 (mod p), a dostáváme spor s předchoźım.

Máme r = |X| = |PG| = [G : NG(P )], a proto r děĺı |G|.

Př́ıklad 8.15. Řád grupy S4 je 24 = 23 · 3. Zřejmě D8 ≤ S4 (uvažujeme grupu
symetríı čtverce), tedy D8 je Sylowova 2-grupa v S4. Sylowova věta ř́ıká, že
všechny Sylowovy 2-grupy jsou konjugované, a tedy izomorfńı, a jejich počet
r je lichým dělitelem 24. Jestliže např́ıklad H = ⟨(1, 2, 3, 4), (2, 4)⟩ ∼= D8, je
H(1,2) = ⟨(1, 2, 3, 4)(1,2), (2, 4)(1,2)⟩ = ⟨(1, 3, 4, 2), (1, 4)⟩ jiná Sylowova 2-grupa.
Proto r > 1. Jediný netriviálńı lichý dělitel 24 je 3. Proto S4 obsahuje přesně tři
Sylowovy 2-grupy. Sylowovy 3-grupy jsou cyklické, generované 3-cykly. Lehce
nalezneme 4 ≡ 1 (mod 3) takovéto podgrupy.

Důsledek 8.16. Grupa G má jedinou Sylowovu p-grupu právě tehdy, když G
má normálńı Sylowovu p-grupu.

D̊ukaz. Jestliže existuje jediná Sylowova p-grupa P ≤ G, je P g = P pro každý
prvek g ∈ G, a tedy P ◁G.

A naopak, necht’ P◁G je normálńı Sylowova p-grupa. Jestliže Q je Sylowova
p-grupa, z věty 8.14 vyplývá, že existuje g ∈ G takové, že Q = P g = P .

Věta 8.17. Necht’ G je konečná grupa řádu pem, gcd(p,m) = 1. Potom každá
Sylowova p-grupa má řád pe.

D̊ukaz. Necht’ P je Sylowova p-grupa. Chceme dokázat, že p neděĺı [G : P ].
Necht’ N = NG(P ), potom [G : P ] = [G : N ][N : P ]. Z d̊usledku 7.34 je index
[G : N ] roven počtu podgrup konjugovaných s P . Podle věty 8.14 je [G : N ] ≡ 1
(mod p). Z lemmatu 8.13 p neděĺı [N : P ]. Tedy p neděĺı [G : N ][N : P ] = [G :
P ].
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Z Lagrangeovy věty plyne |P | = pk pro nějaké k ≤ e. Z rovnosti mpe =
|G| = |P | · [G : P ], gcd(m, p) = 1 = gcd([G : P ], p), vyplývá, že pe děĺı |P |.
Proto |P | = pe.

Následuj́ıćı věta dává odpověd’ na otázku existence podgrupy daného řádu v
př́ıpadě, že tento předepsaný řád je mocninou prvoč́ısla. Obecně ale neńı možné
dokázat v́ıce.

Věta 8.18. Necht’ p je prvoč́ıslo a necht’ G je konečná grupa. Necht’ pk děĺı řád
|G|. Potom G obsahuje podgrupu řádu pk.

D̊ukaz. Necht’ pe je maximálńı mocnina p taková, že pe děĺı |G|. Jestliže k = e,
tvrzeńı vyplývá z věty 8.18. Uvažujme Sylowovu p-grupu P řádu pe. Jestliže
k < e, tak existence podgrupy řádu pk v P vyplývá z tvrzeńı, že počet podgrup
řádu pk v P je ≡ 1 (mod p) (věta 8.8).

Věta 8.19 (Frattiniho argument). Necht’ K◁G je normálńı podgrupa v konečné
grupě. Necht’ P je Sylowova p-grupa grupy K. Potom G = KNG(P ).

D̊ukaz. Z normálnosti K pro každé g ∈ G plat́ı P g ≤ Kg = K. Proto P g je
Sylowova p-grupa grupy K. Z věty 8.14 vyplývá, že existuje k ∈ K takové,
že gPg−1 = kPk−1, a proto k−1gPg−1k = P . Z posledńı rovnosti dostáváme
k−1g ∈ NG(P ). Proto g = k(k−1g) je hledaný rozklad.

Cvičeńı

8.5. Necht’ X je konečná G-množina a necht’ H má tranzitivńı akci na X. Potom
G = HGx. Dokažte pomoćı tohoto tvrzeńı Frattiniho argument.

8.6. Dokažte, že Sylowovy podgrupy grupy G generuj́ı G.

8.7. Necht’ pro každé prvoč́ıslo p, které děĺı řád G, má G jedinou Sylowovu p-grupu.
Dokažte, že G je př́ımým součinem svých Sylowových p-grup, kde p bereme přes
všechna prvoč́ısla, které děĺı |G|.
8.8. Najděte všechny Sylowovy 2-grupy pro A5.

8.3 Grupy malého řádu

Věta 8.20. Každá grupa řádu 2p je cyklická nebo dihedrálńı.

D̊ukaz. Jestliže p = 2, je |G| = 4 a tvrzeńı vyplývá z d̊usledku 8.5. Jestliže
p > 2, z Cauchyho věty vyplývá, že G obsahuje prvek s řádu p a prvek t řádu
2. Podgrupa H = ⟨s⟩ je indexu 2, proto H ◁G. A proto tst = si pro nějaké i.
Dále

s = t2st2 = t(tst)t = tsit = (tst)i = si
2

,

proto i2 ≡ 1 (mod p). Nav́ıc (Zp; +, ·) je pole, proto máme jen dvě řešeńı i =
±1.
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Jestliže i = 1, je G komutativńı grupa a prvek st má řád 2p. Potom G =
⟨st⟩ ∼= ⟨s⟩ × ⟨t⟩ je cyklická.

Jestliže i = −1, je G = ⟨s, t⟩ izomorfńı dihedrálńı grupě.

Věta 8.21. Jestlǐze |G| = pq, kde p > q jsou prvoč́ısla, je G bud’ cyklická, nebo

G = ⟨a, b; bp = 1, aq = 1, aba−1 = bm⟩,

kde q děĺı p− 1, mq ≡ 1 (mod p) a současně m ̸≡ 1 (mod p).

D̊ukaz. Z Cauchyho věty G obsahuje prvek b řádu p, podgrupa P = ⟨b⟩ má
index q. Uvažujme homomorfismus ψ : G→ Sq daný levým násobeńım na levých
tř́ıdách rozkladu podle P . Potom ker(ψ) ≤ P . Proto ker(ψ) = P nebo ker(ψ) =
1. Pokud by ker(ψ) = 1, je ψ monomorfismus a ψ(b) je prvek řádu p > q v Sq.
Takový prvek grupa Sq neobsahuje. Proto ker(ψ) = P a P ◁G.

Z Cauchyho věty G obsahuje prvek a řádu q. Označme Q = ⟨a⟩. Protože Q
je Sylowova q-grupa, počet konjugant̊u je dělitelem |G| = pq a c = 1 + kq pro
nějaké k. Bud’ k = 0 a c = 1 nebo c = p = 1 + kq.

V prvńım př́ıpadě je Q◁G, G = P ×Q = ⟨ab⟩ ∼= Cpq.
Ve druhém př́ıpadě q|p−1 a Q neńı normálńı podgrupa. Protože P ◁G, pro

nějaké m plat́ı aba−1 = bm. Dále můžeme předpokládat m ̸≡ 1 (mod p), jinak

dostaneme předchoźı abelovský př́ıpad. Indukćı dokážeme, že ajba−j = bm
j

.
Pro j = q dostaneme požadovaný vztah.

Definice 8.22. Grupa kvaternion̊u je grupaQ = ⟨a, b⟩ řádu 8 splňuj́ıćı podmı́nky
a4 = 1, b2 = a2 a bab−1 = a−1.

Poznámka: Ve cvičeńıch v kapitole 5 jsme definovali grupu kvaternion̊u jako
podgrupu GL(2,C) generovanou pomoćı matic

A =

(
0 i
i 0

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
.

Dá se dokázat, že přǐrazeńı a 7→ A a b 7→ B definuje izomorfismus grup.
Jedná se tedy o tu samou grupu.

Věta 8.23. Grupy Q a D8 jsou jediné neabelovské grupy řádu 8.

D̊ukaz. Necht’G je neabelovská grupa řádu 8. Jestliže x ̸= 1, plat́ı |x| ∈ {2, 4, 8}.
Pokud existuje x ∈ G, |x| = 8, je G cyklická a dostáváme spor.
Necht’ všechny netriviálńı prvky maj́ı řád 2. Pokud x a y, x ̸= y, jsou dva

takové prvky, pro z = xy plat́ı: z ̸= x, z ̸= y, z ̸= 1 a 1 = z2 = (xy)2. Proto
⟨x, y⟩ ∼= C2×C2. Necht’ z /∈ ⟨x, y⟩. Potom opakováńım úvahy je ⟨x, z⟩ ∼= C2×C2

a ⟨z, y⟩ ∼= C2 × C2. Proto x, y, z vzájemně komutuj́ı a G ∼= C2 × C2 × C2.
Tedy v G existuje prvek a takový, že |a| = 4. Potom ⟨a⟩◁G a G/⟨a⟩ ∼= Z2.

Pokud b /∈ ⟨a⟩, plat́ı b2 ∈ ⟨a⟩. Pokud b2 = a nebo b2 = a3 = a−1, plat́ı |b| = 8,
dostáváme spor. Proto b2 = a2 nebo b2 = 1. Dále ⟨a⟩ ◁ G dává dvě možnosti:
bab−1 = a nebo bab−1 = a−1. V prvńım př́ıpadě je G abelovská a dostáváme
spor. Pokud b2 = 1, je G dihedrálńı. Pokud b2 = a2, G je grupa kvaternion̊u.
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Definice 8.24. T = ⟨a, b; a6 = 1, b2 = a3 = (ab)2⟩.

Neńı úplně jasné, zda T splňuj́ıćı podmı́nky řádu 12, existuje.
Posloupnost σ definuj́ıćı počet grup daného řádu má komplikované chováńı

souvisej́ıćı s vlastnostmi přirozených č́ısel. Je známé, že “skoro všechny” grupy
jsou 2-grupy. Např́ıklad σ(24) = 14, σ(25) = 51, σ(26) = 267 a σ(27) = 2328.

Grupy malých řád̊u jsou uvedeny v tabulce:

Tabulka 8.1: Malé grupy
Řád Počet Grupy
4 2 Z4, Z2 × Z2

6 2 Z6, S3

8 5 Z8, Z4 × Z2, Z
3
2 , D8, Q

9 2 Z9, Z
2
3

10 2 Z10, D10

12 2 Z12, Z6 × Z2, D12, A4, T
14 2 Z14, D14

15 2 Z10

Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme daľśı aplikaci Sylowových vět.

Př́ıklad 8.25. Neexistuje jednoduchá grupa řádu n = 30 a n = 36.
Necht’ n = 30 = 5 · 3 · 2. V G existuje r ≡ 1 (mod 5) Sylowových 5-grup

a r|30. Z jednoduchosti, G máme r ̸= 1. Jediný vhodný dělitel je 6. Počet
netriviálńıch prvk̊u v těchto grupách je 6 · 4. Podobně muśı být 10 Sylowových
3-grup, což dává 20 netriviálńıch prvk̊u. Protože grupy řád̊u 3 a 5 maj́ı triviálńı
pr̊unik, počet prvk̊u v G je alespoň 1 + 20 + 24 = 45 > 30.

Necht’ n = 36 = 9 · 4. Ze Sylowových vět v́ıme, že G obsahuje 4 Sylowovy
3-grupy. Necht’ P je jedna z nich. Grupa P je indexu 4, proto existuje homo-
morfismus ψ : G → S4 daný akćı G na levých tř́ıdách P s jádrem ker(ψ) ≤ P .
Jelikože je ale G jednoduchá, je ker(ψ) = 1, což znamená, že S4 obsahuje kopii
G. A tedy triviálně |G| = 36 > 24 = |S4|.

Cvičeńı

8.9. Identifikujte všechny vlastńı podgrupy S4.

8.10. Dokažte, že pro každý dělitel d č́ısla 24 existuje v S4 podgrupa řádu d.

8.11. Dokažte, že neexistuje jednoduchá grupa řádu p2q, kde p, q jsou prvoč́ısla.

8.12. Najděte př́ıklad dvou neizomorfńıch grup takový, že pro každé přirozené č́ıslo
d jsou počty prvk̊u řádu d stejné.
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Kapitola 9

Fundamentálńı věta o
konečných abelovských
grupách

Věta 9.1. Každá konečná abelovská grupa G je př́ımým součinem cyklických
grup, jejichž řád je mocnina prvoč́ısla. Počet takovýchto cyklických grup v roz-
kladu G je jednoznačně určen grupou G. Rovněž i jejich řády jsou jednoznačně
určené grupou G.

Důkaz rozděĺıme do několika pomocných lemmat.

Lemma 9.2. Necht’ G je konečná abelovská grupa, |G| =
∏n
i=1 p

ni
i , kde pi jsou

po dvou r̊uzná prvoč́ısla, ni ≥ 1. Potom G = G(p1)×G(p2)× · · · ×G(pn), kde
|G(pi)| = pni

i .

D̊ukaz. Ze Sylowových vět vyplývá, že v G existuj́ı Sylowovy podgrupy G(pi)
př́ıslušných řád̊u. Vzhledem k tomu, žeG je abelovská, grupyG(pi) jsou normálńı.
Z Lagrangeovy věty vyplývá, že G(pi) ∩ G(pj) = 1 pro i ̸= j. Proto H =
G(p1)×G(p2)× · · · ×G(pn) ≤ G. Ale |H| = |G|, proto H = G.

Poznámka: Sylowovu p-grupu G(p) ≤ G je snadné identifikovat. Jestliže
|G| = pem, gcd(p,m) = 1, je G(p) = {x ∈ G;xp

e

= 1}.

Lemma 9.3. Necht’ G je abelovská p-grupa a necht’ a je prvek maximálńıho
řádu. Potom existuje vlastńı podgrupa K < G taková, že G = ⟨a⟩ ×K.

D̊ukaz. Necht’ |G| = pn. Budeme postupovat indukćı podle n. Pokud n = 1, je
|G| = ⟨a⟩ × ⟨1⟩. Necht’ n > 1. Pokud |a| = pk a k = n, je |G| = ⟨a⟩ × ⟨1⟩. Takže
dále budeme předpokládat k < n. Zřejmě existuje b /∈ ⟨a⟩. Potom existuje také
b minimálńıho rádu pm.
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Tvrd́ıme, že ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = 1. Z výběru b dostaneme bp ∈ ⟨a⟩, proto bp = ai pro
nějaké i. Máme

1 = bp
m

= (bp)p
m−1

= (ai)p
m−1

.

A dále máme |ai| ≤ pm−1 < |b| ≤ |a|, proto ai neńı generátor ⟨a⟩. Odtud
existuje j takové, že i = pj. Uvažujme c = a−jb. Potom c /∈ ⟨a⟩ a plat́ı

cp = a−jpbp = a−ibp = b−pbp = 1.

Proto |c| = p, a z minimality i řád |b| = p. Potom ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = 1. Uvažujme
přirozenou projekci ψ : G → G/⟨b⟩. Faktorová grupa Ḡ má menš́ı řád a ā =
a⟨b⟩ má řád pk = |a|. Proto ā je prvek maximálńıho řádu a podle indukčńıho
předpokladu Ḡ = ⟨ā⟩ × K̄. Potom ⟨a⟩ = ψ−1(ā) a K = ψ−1(K̄) jsou disjunktńı
normálńı podgrupy, přičemž |G| = |⟨a⟩| · |K|. Proto G = ⟨a⟩ ×K.

Důsledek 9.4. Necht’ G je abelovská p-grupa. Potom G je izomorfńı př́ımému
součinu na na cyklické p-grupy.

D̊ukaz. Rozklad źıskáme opakovaným použit́ım Lemmy 9.3.

Lemma 9.5. Necht’ G je abelovská p-grupa. Necht’ G = H1 ×H2 × · · · ×Hm a
G = K1×K2×· · ·×Kn jsou rozklady na netriviálńı cyklické podgrupy, přičemž
|H1| ≥ |H2| ≥ · · · ≥ |Hm| a |K1| ≥ |K2| ≥ · · · ≥ |Kn|.

Potom m = n a |Hi| = |Ki|, i = 1, . . . ,m.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı podle |G|. Jestliže |G| = p, tvrzeńı plat́ı.
Necht’ |G| > p. Uvažujme grupu Gp = {xp;x ∈ G} < G. Zřejmě Gp =

Hp
1 × Hp

2 × · · · × Hp
m′ , Gp = Kp

1 × Kp
2 × · · · × Kp

n′ , kde m′ ≤ m a n′ ≤ n
jsou maximálńı přirozená č́ısla m′ ≤ m a n′ ≤ n taková, že řád |Hm′ | > p a
řád |Hn′ | > p. Podle indukčńıho předpokladu je m′ = n′ a |Hp

i | = |Kp
i | pro

1 ≤ i ≤ m′ = n′. Potom |Hi| = |Hp
i |p, |Ki| = |Kp

i |p, proto Hi = Ki pro i ≤ m′.
Nakonec

|H1||H2| . . . |Hm′ |pm−m′
= |G| = |K1||K2| . . . |Km′ |pn−n

′
.

Odtud m = n a zbylé grupy Hi, Ki pro i > m′ = n′ jsou cyklické grupy řádu
p.

Definice 9.6. Pro dané č́ıslo n označme U(n) = {x; 1 ≤ x < n, gcd(n, x) = 1}
multiplikativńı grupu jednotek modulo n s násobeńım z = x · y (mod n).

Př́ıklad 9.7. Najděte rozklad multiplikativńı grupy U(65) na cyklické p-grupy.
Jej́ı řád je |U(65)| = φ(5 · 13) = φ(5)φ(13) = 4 · 12 = 48 = 3 · 16. Zjist́ıme
multiplikativńı řád 2. Protože 23 · 23 = 64 ≡ −1 (mod 65), je multiplikativńı
řád ||2|| = 12. Potom 24 = 16 generuje cyklickú Sylowovu 3-grupu v U(65)
řádu 3. Komplementárńı 2-grupu řádu 16 najdeme tak, že identifikujeme prvky,
jejichž multiplikativńı řád je mocnina 2. Jsou to následuj́ıćı prvky:
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Tabulka 9.1: S(2) ≤ U(65)
Prvek 1 8 12 14 18 21 27 31 34 38 44 47 51 53 57 64

Řád 1 4 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 2 4 4 2

Maximálńı řád prvk̊u v G = S(2) je 4. To dává dvě možnosti: G ∼= Z4 ×Z4

a G ∼= Z4 ×Z2 ×Z2. Grupa Z4 ×Z2 ×Z2 obsahuje 7 prvk̊u řádu dva, ale podle
tabulky 9.1, má G jen 3 prvky řádu dva. Proto G ∼= Z4 × Z4. Jeden možný
rozklad je G = ⟨8⟩ × ⟨31⟩ a

U(65) = ⟨16⟩ × ⟨8⟩ × ⟨31⟩ ∼= Z3 × Z4 × Z4.

Důsledek 9.8. Pro každého dělitele d řádu |G| konečné abelovské grupy G
existuje podgrupa grupy G řádu d.

Př́ıklad 9.9. Necht’ G je abelovská grupa řádu |G| = 72 = 23 ·32. Najděte v G
podgrupy řádu 12. Podle fundamentálńı věty je G izomorfńı jedné ze šesti grup.
Z každého rozkladu lehce najdeme podgrupu daného řádu, viz tabulka 9.2.

Tabulka 9.2: Abelovské grupy řádu 72 a jejich podgrupy řádu 12
Grupa Podgrupa řádu 12
Z8 × Z9 Z4 × Z3

∼= Z12

Z8 × Z3 × Z3 Z4 × Z3 × 1 ∼= Z12

Z4 × Z2 × Z9 Z4 × 1× Z3
∼= Z12

Z4 × Z2 × Z3 × Z3 Z4 × 1× Z3 × 1 ∼= Z12

Z2 × Z2 × Z2 × Z9 Z2 × Z2 × 1× Z3
∼= Z2 × Z6

Z2 × Z2 × Z2 × Z3 × Z3 Z2 × Z2 × 1× Z3 × 1 ∼= Z2 × Z6

Rozklady grup můžeme úsporněji zapsat v tzv. Smithově formě jako součin
cyklických grup

∏
Ci, kde |Ci+1| děĺı |Ci|. Např́ıklad, Z2×Z2×Z2×Z3×Z3

∼=
Z6 × Z6 × Z2 a Z4 × Z2 × Z3 × Z3

∼= Z12 × Z6.

Cvičeńı

9.1. Zjistěte počty prvk̊u řádu 2 a řádu 4 v následuj́ıćıch grupách: Z16, Z8 × Z2,
Z4 × Z4 a Z4 × Z2 × Z2.

9.2. Množina G = {1, 9, 16, 22, 29, 53, 74, 79, 81} je grupa s násobeńım modulo 91.
Najděte kanonický rozklad G na cyklické grupy.

9.3. Dokažte, že neexistuje jednoduchá grupa řádu p2q, kde p, q jsou prvoč́ısla.

9.4. Necht’ G je grupa diagonálńıch matic typu n× n s hodnotami ±1 na diagonále.
Najděte kanonický rozklad G.



78 KAPITOLA 9. KONEČNÉ ABELOVSKÉ GRUPY



Kapitola 10

Normálńı řetězce podgrup

10.1 Jordan-Hölderova věta

Definice 10.1. Normálńı řetězec v grupě G je posloupnost podgrup

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn ≥ 1,

kde pro každé i = 0, . . . , n−1 plat́ı Gi+1◁Gi. Pod́ılové grupy normálńıho řetězce
jsou grupy Gi/Gi+1, i = 0, 1, . . . , n − 1; jeho délka je počet vlastńıch inkluźı
(nebo jinak délka je počet jeho netriviálńıch pod́ılových grup).

Definice 10.2. Normálńı řetězec

G = H0 ≥ H1 ≥ · · · ≥ Hm = 1

je zjemněńım normálńıho řetězce

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1,

jestliže G0, G1, . . . , Gn je vybraná posloupnost z postupnosti H0, H1, . . . ,Hm.

Definice 10.3. Kompozičńı řetězec je normálńı řetězec

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1,

ve kterém pro všechny i = 0, . . . , n − 1, je Gi+1 maximálńı vlastńı normálńı
podgrupa grupy Gi nebo Gi+1 = Gi.

Definice 10.4. Dva normálńı řetězce grupyG jsou ekvivalentńı, jestliže existuje
bijekce mezi jejich netriviálńımi pod́ılovými grupami taková, že odpov́ıdaj́ıćı
pod́ılové grupy jsou izomorfńı.

Zřejmě ekvivalentńı normálńı řetězce maj́ı stejnou délku.
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Lemma 10.5. (Zassenhaus)
Necht’ A ◁ A∗ a B ◁ B∗ jsou čtyři podgrupy grupy G. Potom

A(A∗ ∩B) ◁ A(A∗ ∩B∗),

B(B∗ ∩A) ◁ B(B∗ ∩A∗),

a existuje izomorfismus

A(A∗ ∩B∗)

A(A∗ ∩B)
∼=
B(B∗ ∩A∗)

B(B∗ ∩A)
.

D̊ukaz. Všimněme si, že tvrzeńı je symetrické na záměnu symbol̊u A a B.
Připomeňme si druhou větu o izomorfismu: Necht’ N ◁ G a T ≤ G. Potom
N ∩ T ◁ T a T/(N ∩ T ) ∼= NT/N .

Ve druhé větě o izomorfismu polož́ıme G = A∗, N = A◁A∗ a T = A∗∩B∗.
Potom

N ∩ T = A ∩ (A∗ ∩B∗) = A ∩A∗ ∩B∗ = A ∩B∗ ◁A∗ ∩B∗ = T.

Pokud polož́ıme N = B ◁ B∗, podobnou úvahou dostaneme B ∩ A∗ ◁ A∗ ∩
B∗. Vzhledem k tomu, že A ◁ A∗ i B ◁ B∗, je A(A∗ ∩ B) ◁ A(A∗ ∩ B∗) i
B(B∗ ∩ A) ◁ B(B∗ ∩ A∗). Protože A ∩ B∗ ◁ A∗ ∩ B∗ i A∗ ∩ B ◁ A∗ ∩ B∗, je
D = (A ∩B∗)(A∗ ∩B)◁A∗ ∩B∗.

Daľśım krokem d̊ukazu je konstrukce epimorfismu

f : B(B∗ ∩A∗) → (A∗ ∩B∗)/D.

Jestliže x ∈ B(B∗ ∩ A∗), je x = bc, kde b ∈ B a c ∈ B∗ ∩ A∗. Polož́ıme f(x) =
f(bc) = cD. Zobrazeńı f je dobře definované, nebot’ jestliže x = b1c1 = b2c2, je
c2 = b−1

2 b1c1, a proto plat́ı: f(b1c1) = c1D = f(b2b
−1
2 b1c1) = f(b2c2). Zřejmě f

je surjekce. Dále necht’ x = b1c1, y = b2c2. Použit́ım c1 ∈ B∗ ∩ A∗ a B ◁ B∗

dostaneme
b1c1b2c2 = b1(c1b2c

−1
1 )c1c2 = b1b

′
2c1c2,

kde b′2 ∈ B.
Potom

f(xy) = f(b1c1b2c2) = f(b1b
′
2c1c2) = c1c2D = c1Dc2D = f(x)f(y).

Zřejmě f(x) = D právě tehdy, když x = bc1c2, kde b ∈ B, c1 ∈ A∗ ∩ B a
c2 ∈ A ∩B∗. Takovéto prvky tvoř́ı množinu B(A∗ ∩B)(A ∩B∗) = B(A ∩B∗).
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Tedy f je epimorfismus s jádrem ker(f) = B(B∗ ∩ A). Podle prvńı věty o
izomorfismu plat́ı

B(B∗ ∩A∗)

B(B∗ ∩A)
∼=
A∗ ∩B∗

D
.

Záměnou A a B dostaneme

A(A∗ ∩B∗)

A(A∗ ∩B)
∼=
A∗ ∩B∗

D
.

Věta 10.6. (Schreierova zpřesňovaćı věta – Schreier Refinement
Theorem)
Pro každé dva normálńı řetězce existuj́ı jejich zjemněńı, která jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Necht’

G = H0 ≥ H1 ≥ · · · ≥ Hm = 1,

G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1

jsou normálńı řetězce pro grupu G. Položme Gi,j = Gi+1(Gi ∩Hj) pro všechny
j = 0, 1, . . . ,m. Ze vztahu Hj ≥ Hj+1 plat́ı

Gi,j = Gi+1(Gi ∩Hj) ≥ Gi+1(Gi ∩Hj+1)

pro j = 0, . . . ,m− 1. Dále

Gi,0 = Gi+1(Gi ∩H0) = Gi+1(Gi ∩G) = Gi+1Gi = Gi

a rovněž
Gi,m = Gi+1(Gi ∩Hm) = Gi+1(Gi ∩ 1) = Gi+1.

Proto
Gi = Gi,0 ≥ Gi,1 ≥ . . . Gi,m−1 ≥ Gi,m = Gi+1 = Gi+1,0

pro i = 0, . . . , n− 1 a j = 0, . . . ,m.
Polož́ıme v Zassenhausově lemmatu A = Gi+1, A

∗ = Gi, B = Hj+1 a B∗ =
Hj . Potom dostaneme Gi,j+1 ◁ Gi,j . Proto posloupnost {Gi,j} (s lexikálńım
uspořádáńım dvojitých index̊u) tvoř́ı normálńı řetězec podgrup grupy G, který
je zjemněńım řetězce {Gi}.

Podobně polož́ıme Hi,j = Hj+1(Hj ∩Gi) ≥ Hj+1(Hj ∩Gi+1) = Hi+1,j ,

Hj = H0,j ≥ H1,j ≥ . . . Hn−1,j ≥ Hn,j = Hj+1

pro i = 0, 1, . . . , n a j = 0, . . . ,m − 1. Ze Zassenhausova lemmatu vyplývá, že
{Hi,j} s uspořádáńım index̊u (i, j) < (s, t), jestliže j < t, nebo j = t a i < s,
tvoř́ı normálńı řetězec podgrup grupy G, který je zjemněńım řetězce {Hj}.
Nav́ıc bijekce Gi,j/Gi,j+1 → Hi,j/Hi+1,j , páruje izomorfńı faktorové grupy.
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Definice 10.7. Pod́ılové grupy v kompozičńım řetězci se nazývaj́ı kompozičńı
faktory grupy G.

Věta 10.8. (Jordan-Hölder)
Každé dva kompozičńı řetězce jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Kompozičńı řetězce jsou normálńı řetězce maximálńı délky. Podle Schre-
ierovy věty existuj́ı zjemněńı, která jsou ekvivalentńı. Zjemněńı řetězce ma-
ximálńı délky však muśı byt’ ekvivalentńı p̊uvodńımu řetězci. Proto i p̊uvodńı
řetězce muśı být ekvivalentńı.

Jordan-Hölderovu větu můžeme považovat za zobecněńı fundamentálńı věty
aritmetiky.

Důsledek 10.9. (Fundamentálńı věta aritmetiky – Fundamental The-
orem of Arithmetic)
Prvoč́ısla a jejich mocniny vyskytuj́ıćı se při faktorizaci přirozeného č́ısla n ≥ 2
jsou jednoznačně určeny právě č́ıslem n.

D̊ukaz. Uvažujme cyklickou grupu G = ⟨x⟩ řádu n = p1p2 . . . pt (prvoč́ısla v
rozkladu se mohou opakovat). Potom

G = ⟨x⟩ ▷ ⟨xp1⟩ ▷ ⟨xp1p2⟩ > . . . ⟨xp1p2...pt−1⟩ ▷ ⟨xp1p2...pt⟩ = 1

je kompozičńı řád s pod́ılovými grupami Gi/Gi+1
∼= Zpi+1 , i = 0, 1, . . . , t − 1.

Jordan-Hölderova věta tvrd́ı, že č́ısla pi záviśı jen na n.

10.2 Řešitelné grupy

Definice 10.10. Konečná grupaG se nazývá řešitelná, jestliže existuje normálńı
řetězec pro G, pro který všechny pod́ılové grupy jsou cyklické prvoč́ıselných
řád̊u. Ekvivalentně, G je řešitelná, jestliže existuje kompozičńı řetězec grupy G,
pro který všechny pod́ılové grupy jsou cyklické prvoč́ıselných řád̊u.

Věta 10.11. Pokud n ≥ 5, Sn neńı řešitelná.

D̊ukaz. Zřejmě Sn ▷ An ▷ 1 je kompozičńı řetězec s pod́ılovými grupami Z2 a
An.

Definice 10.12. Normálńı řetězec grupy G se nazývá řešitelný, jestliže existuje
normálńı řetězec grupy G takový, že všechny pod́ılové grupy jsou abelovské.

Lemma 10.13. Grupa G je řešitelná právě tehdy, když má řešitelný řetězec.

D̊ukaz. Pokud G je řešitelná, jej́ı kompozičńı řetězec je řešitelný.
Necht’ G má řešitelný řetězec G = G0 ▷ G1 ▷ · · · ▷ Gk = 1. Necht’

{Hj} je kompozičńı řetězec. Podle Schreierovy věty existuje zjemněńı {Gi}ki=0,
které je ekvivalentńı {Hj}mj=0. Necht’ K je podgrupa společného zjemněńı Gi ▷
K ▷ Gi+1. Potom existuje epimorfismus z abelovské grupy Φ : Gi/Gi+1 →
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K/Gi+1 daný gGi+1 7→ gK, g ∈ Gi. Proto všechny pod́ılové grupy zjemněńı
jsou abelovské a tedy i pod́ılové grupy kompozičńıho řetězec jsou abelovské.
Necht’ Hi/Hi+1 neńı cyklická prvoč́ıselného řádu. Potom Hi/Hi+1 = A × B,
kde A je cyklická prvoč́ıselného řádu a A > 1 i B > 1 (Cauchyho teoréma).
Označme N = Φ−1(A). Potom Hi ◁ N ◁ Hi+1 je netriviálńı zjemněńı, spor s
maximalitou {Hj}mj=0. Proto každá faktorová grupa je cyklická prvoč́ıselného
řádu.

Věta 10.14. Každá podgrupa H ≤ G řešitelné grupy G je řešitelná.

D̊ukaz. Pokud G = G0 ≥ G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1 je řešitelný řetězec, je H = H0 ≥
H ∩G1 ≥ · · · ≥ H ∩Gn = 1 rovněž řešitelný řetězec. To vyplývá z druhé věty
o izomorfismu pro G = Gi, N = Gi+1, T = H ∩Gi a výpočtu

H ∩Gi+1 = (H ∩Gi) ∩Gi+1 ◁H ∩Gi.

Dále
(H ∩Gi)/(H ∩Gi+1) ∼= Gi+1(H ∩Gi)/Gi+1 ≤ Gi/Gi+1.

Protože Gi/Gi+1 je abelovská, i (H ∩Gi)/(H ∩Gi+1) je abelovská.

Věta 10.15. Každý kvocient G/N řešitelné grupy G je řešitelný.

D̊ukaz. Dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı: Necht’G je řešitelná s řešitelným řetězcem
{Gi}ti=0. Pokud f : G → H je epimorfismus, je {f(Gi)}ti=0 řešitelný řetězec
grupy H.

Tvrzeńı dostaneme, jestliže polož́ıme H = G/N , kde N ◁G. Necht’ xi ∈ Gi,
i = 0, 1, . . . , t− 1.

Necht’ hi = f(xi) ∈ f(Gi). Potom

hif(xi+1)h
−1
i = f(xi)f(xi+1)(f(xi))

−1 = f(xixi+1x
−1
i ) ≤ f(Gi+1).

Proto f(Gi+1)◁ f(Gi) a f(G0) = f(G) = H. Tedy {f(Gi)}ti=0 je normálńı
řetězec grupyH. Zbývá dokázat, že tento řetězec je řešitelný. Označme p : f(Gi) →
f(Gi)/f(Gi+1) přirozenou projekci f(xi) 7→ f(xi)f(Gi+1). Potom φ : xi 7→
f(xi)f(Gi+1) je epimorfismus Gi → f(Gi)/f(Gi+1), nebot’ φ je složeńı epimor-
fismů f a p. ZřejměGi+1 ≤ ker(φ), proto φ indukuje epimorfismus φ∗ : Gi/Gi+1 →
f(Gi)/f(Gi+1). Protože Gi/Gi+1 je abelovská, i f(Gi)/f(Gi+1) je abelovská.

Následuj́ıćı tvrzeńı budeme potřebovat k d̊ukazu daľśı věty o řešitelných
grupách.

Věta 10.16 (Korespondenčńı věta). Necht’ K◁G jsou grupy, K ≤ T ≤ S ≤ G
jsou podgrupy a ν : G→ G/K je přirozená projekce x 7→ xK. Potom

(i) S 7→ ν(S) = S/K = S∗ je bijekce z množiny podgrup obsahuj́ıćıch grupu
K do množiny všech podgrup grupy G/K;

(ii) T ≤ S právě tehdy, když T ∗ ≤ S∗, a plat́ı [S : T ] = [S∗ : T ∗];
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(iii) T ◁ S právě tehdy, když T ∗ ◁ S∗, a plat́ı S/T ∼= S∗/T ∗.

D̊ukaz. (i) (ν je injektivńı). Necht’ ν(S) = S/K = T/K = ν(T ).
Potom pro sK existuje tK takové, že sK = tK, s ∈ S, t ∈ T . Tedy t−1s ∈ K,

t = sk, k ∈ K. Proto s = tk ∈ TK = T . Odtud S ⊆ T . Opačnou inkluzi źıskáme
podobným postupem.

(ν je surjektivńı) Necht’ A ≤ G/K je podgrupa. Necht’ x, y−1 ∈ ν−1(A).
Potom xKy−1K = xy−1K ∈ A, proto xy−1 ∈ ν−1(A). Odtud vyplývá, že
ν−1(A) je podgrupa. Proto ν je surjektivńı.

Obecně ν(ν−1(A)) ⊆ A. Vzhledem k tomu, že ν je injektivńı i surjektivńı,
je ν(ν−1(A)) = A.

(ii) Triviálně K ≤ T ≤ S implikuje T/K ≤ S/K. Dále se dá dokázat, že
α : sT 7→ ν(s)T ∗ je bijekce S/T → S∗/T ∗. Jestliže G je konečná, alternativně
plat́ı

[S∗ : T ∗] = |S∗|/|T ∗| = |S/K|/|T/K| = (|S|/|K|)/(|T |/|K|) = |S|/|T | = [S : T ].

(iii) Jestliže T◁S, třet́ı věta o izomorfismu implikuje T ∗ = T/K◁S/K = S∗

a nav́ıc S∗/T ∗ = (S/K)/(T/K) ∼= S/T . Zbývá dokázat, že T ∗ ◁ S∗ implikuje
T ◁ S. Necht’ µ : S∗ → S∗/T∗ je přirozená projekce a νS = ν|S je restrikce
ν na S. Potom Φ = µνS : S → S∗/T ∗ je epimorfismus grup. Máme Φ(T ) =
T ∗/T ∗ = 1 ∈ S∗/T ∗, proto T ≤ ker(Φ). Z druhé strany s ∈ ker(Φ) implikuje
Φ(s) = s∗T ∗ = T ∗. Proto s∗ ∈ T ∗, a odtud s ∈ T .

Poznámka: V jazyce teorie uspořádaných množin věta 10.16 hovoř́ı, že svaz
podgrup faktorové grupy G/K je izomorfńı intervalu ve svazu podgrup grupy
G ohraničenému grupami K ◁G. Podobně pro svaz normálńıch podgrup G/K.
Speciálně, korespondenčńı věta zaručuje, že k normálńımu řetězci grupy

G/K = G∗ ≥ K∗
1 ≥ K∗

2 ≥ · · · ≥ K∗
n = 1

existuje částečný normálńı řetězec

G ≥ K1 ≥ K2 ≥ · · · ≥ Kn ≥ K

s izomorfńımi odpov́ıdaj́ıćımi pod́ılovými grupami.
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Věta 10.17. Necht’ H ◁G a necht’ H i G/H jsou řešitelné grupy. Potom G je
řešitelná.

D̊ukaz. Necht’ G/H ≥ K∗
1 ≥ K∗

2 ≥ · · · ≥ K∗
n = 1 je řešitelný řetězec. Použit́ım

korespondenčńı věty zkonstruujeme podgrupy G ≥ K1 ≥ K2 ≥ · · · ≥ Kn ≥ H
tvoř́ıćı částečný normálńı řetězec splňuj́ıćı Ki/Ki+1

∼= K∗
i /K

∗
i+1. Vzhledem k

tomu, že K∗
i /K

∗
i+1 je abelovská, i Ki/Ki+1 je abelovská. Pokud tento řetězec

rozš́ı̌ŕıme o řešitelný řetězec grupy H, dostaneme řešitelný řetězec grupy G.

Důsledek 10.18. Př́ımý součin dvou řešitelných grup je řešitelná grupa.

D̊ukaz. Necht’ G ∼= H ×K, kde H i K jsou řešitelné. Potom existuj́ı podgrupy
H1

∼= H a K1
∼= K, H1 ◁ G a K1 ◁ G, H1 ∩ K1 = 1 a G = H1K1. Z prvńı

věty o izomorfismu dostaneme K1
∼= G/H1. Nyńı už tvrzeńı źıskáme použit́ım

věty 10.19.

Věta 10.19. Konečná p-grupa je řešitelná.

D̊ukaz. Necht’ G je konečná p-grupa. Budeme postupovat indukćı podle |G|.
Triviálńı grupa je řešitelná. Necht’ tvrzeńı plat́ı pro p-grupy řádu < |G|. Z
věty 8.4 dostaneme, že pro G > 1 je centrum H = Z(G) > 1. Protože
K = G/Z(G), je p podle indukčńıho předpokladu řešitelná. Použit́ım věty 10.19
dostaneme, že G je řešitelná.
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Kapitola 11

Okruhy a obory integrity

11.1 Okruhy

Definice 11.1. Okruh (R; +, ·) je množina s dvěma operacemi sč́ıtáńı a násobeńı,
kde (R; +) je aditivńı abelovská grupa, (R; ·) je pologrupa a plat́ı levý a pravý
distributivńı zákon: Pro každé tři prvky a, b, c ∈ R

� a(b+ c) = ab+ ac,

� (b+ c)a = ba+ ca.

Je-li (R, ·) komutativńı pologrupa, potom (R; +, ·) je komutativńı okruh. Po-
logrupa (R, ·) může a nemuśı obsahovat neutrálńı prvek, který (pokud existuje)
nazýváme jednotkou okruhu R. Analogicky jako pro přirozená č́ısla zavedeme
v komutativńım okruhu R relaci dělitelnosti : pro prvky a, b ∈ R řekneme, že a
děĺı b, označ́ıme a|b právě tehdy, když existuje c ∈ R takové, že b = ac. Podobně
jako pro grupy označ́ıme na = a+ a+ . . . a (n sč́ıtanc̊u) a an = a · a . . . a (n-tá
mocnina). Dělitelem jednotky v komutativńım okruhu s jednotkou R rozumı́me
prvek u, který děĺı každý prvek R. Množina dělitel̊u jednotky tvoř́ı vzhledem k
operaci násobeńı grupu.

Př́ıklad 11.2. Následuj́ı základńı př́ıklady okruh̊u:

� (Z; +, ·) je komutativńı okruh celých č́ısel s jednotkou, přičemž ±1 jsou
dělitelé jednotky Z,

� (Zn; +, ·) je komutativńı okruh s jednotkou, přičemž dělitelé jednotky Zn
tvoř́ı grupu U(n),

� (Z[x]; +, ·) je komutativńı okruh polynomů s koeficienty v Z, přičemž ne-
utrálńı prvek na násobeńı je polynom f(x) = 1 a dělitely jednotky jsou
polynomy f(x) = ±1,

87
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� Matice M2(Z) typu 2× 2 s celoč́ıselnými koeficienty tvoř́ı nekomutativńı
okruh s jednotkou.

� Okruh 2Z sudých celých č́ısel je komutativńı okruh bez jednotky.

� Spojité reálné funkce reálné proměnné s operacemi (f + g)(a) = f(a) +
g(a), (fg)(a) = f(a)g(a), které splňuj́ı rovnost f(1) = 0 tvoř́ı komutativńı
okruh bez jednotky.

Př́ımý součin okruh̊u: Necht’ R1, R2, . . . , Rn jsou okruhy.
Potom R1 ⊕R2 ⊕ · · · ⊕Rn = {(a1, a2, . . . , an); ai ∈ Ri} s operacemi

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn),

(a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bn) = (a1b1, a2b2, . . . , anbn),

je okruh.
Označme b − c = b + (−c). V okruhu plat́ı běžná pravidla poč́ıtáńı. Necht’

a, b, c jsou prvky okruhu R. Potom plat́ı:

1. a0 = 0a = 0,

2. a(−b) = (−a)b = −(ab),

3. (−a)(−b) = ab,

4. a(b− c) = ab− ac a (b− c)a = ba− ca.

5. Pokud R je okruh s jednotkou, pak plat́ı (−1)a = −a, (−1)(−1) = 1.

Podmnožina S ⊆ R okruhu (R; +, ·) je podokruh, pokud (S; +, ·) je okruh.

Lemma 11.3 (Kritérium podokruhu). Necht’ (R; +, ·) je okruh. Potom S ⊆ R
je podokruh právě tehdy, když pro každé dva prvky a, b ∈ S plat́ı a − b ∈ S a
ab ∈ S.

Př́ıklad 11.4. S = {0, 2, 4} je podokruh (Z6; +, ·). Všimněme si, že 1 je jed-
notka Z6, ale 4 je jednotka (S; +, ·).

Př́ıklad 11.5. nZ ⊂ Z je pro každé přirozené č́ıslo n podokruh okruhu celých
č́ısel; Gaussovská celá č́ısla Z[i] = {a + bi; a, b ∈ Z} jsou podokruhem kom-
plexńıch č́ısel C; diagonálńı matice typu 2 × 2 nad okruhom Z tvoř́ı podokruh
okruhu M2(Z).

Cvičeńı

11.1. Relace
”
být podokruh“ je částečným uspořádáńım na množině okruh̊u. Určete

Hasse̊uv diagram této relace pro množinu okruh̊u Z, Q, R, C, Z[i], Z(
√
2).

11.2. Určete maximálńı prvky uspořádáńı
”
být podokruhem“ pro množinu podo-

kruh̊u Z.
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11.3. Určete grupu dělitel̊u jednotky pro okruh Z[i].
11.4. Necht’ R = Z⊕ Z⊕ Z a S = {(a, b, c); a+ b = c}. Dokažte, nebo vyvrat’te, že
S je podokruh R.

11.5. Určete nejmenš́ı podokruh Q obsahuj́ıćı č́ıslo 1
2
.

11.2 Obory integrity

Okruh byl zavedený jako abstrakce celých č́ısel. V obecném pohledu to neńı
odpov́ıdaj́ıćı abstrakce, protože kromě přirozených požadavk̊u na komutativitu
násobeńı a existenci jednotky existuje ještě jedna vlastnost celých č́ısel, kterou
okruhy obecně nemuśı splňovat. Jedná se o zákon kráceńı. Tyto úvahy vedou k
definici oboru integrity.

Definice 11.6 (Dělitelé nuly). Dělitel nuly je nenulový prvek a komutativńıho
okruhu R, pro nějž existuje nenulový prvek b takový, že ab = 0.

Definice 11.7 (Obor integrity). Obor integrity je komutativńı okruh s jednot-
kou bez dělitel̊u nuly.

V oboru integrity tedy plat́ı: ab = 0 implikuje a = 0 alebo b = 0.

Př́ıklad 11.8. Následuj́ıćı okruhy jsou obory integrity Z, Z[x], Z[i], Z[
√
2], Zp,

p je prvoč́ıslo.

Př́ıklad 11.9. Následuj́ıćı okruhy nejsou obory integrity Zn, kde n je č́ıslo
složené, Z⊕ Z, M2(Z) .

Lemma 11.10 (Pravidlo kráceńı). Necht’ a, b, c jsou prvky oboru integrity. Po-
tom ab = ac, kde a ̸= 0, implikuje b = c.

D̊ukaz. Rovnost ab = ac implikuje ab − ac = 0. Odtud a(b − c) = 0. Protože
a ̸= 0, plat́ı b− c = 0. Tedy b = c.

11.3 Pole

Definice 11.11 (Pole). Pole je komutativńı okruh s jednotkou, ve kterém je
každý nenulový prvek dělitelem jednotky.

Lemma 11.12. Každé pole F je oborem integrity. Netriviálńı okruh F je polem
právě tehdy, když (F \ {0}; ·) je komutativńı grupa.

Př́ıklady poĺı:Q, R, C. Grupy, okruhy, obory integrity a pole jsou nejd̊uležitěǰśı
algebraické struktury.

Věta 11.13. Konečný obor integrity je pole.



90 KAPITOLA 11. OKRUHY

D̊ukaz. Necht’ D je konečný obor integrity. Stač́ı dokázat, že každý nenulový
prvek je dělitel jednotky. Ak a = 1, potom 1 · 1 = 1. Necht’ a ̸= 1. Uvažujme
posloupnost mocnin {an}∞n=1. Z konečnosti D vyplývá: existuj́ı i > j taková,
že ai = aj . Protože D je obor interity, zkráceńım dostaneme ai−j = 1. Jelikož
a ̸= 1, máme i− j > 1 a plat́ı

a · ai−j−1 = ai−j = 1

a proto ai−j−1 je inverzńı prvek k a.

Důsledek 11.14. Pro každé prvoč́ıslo p je okruh (Zp; +, ·) pole.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že (Zp; +, ·) nemá dělitele nuly. Necht’ ab = 0. Potom
p|ab a odtud p|a anebo p|b. Potom a = 0 (mod p) anebo b = 0 (mod p).

11.4 Charakteristika okruhu

Definice 11.15. Charakteristika okruhu charR je nejmenš́ı přirozené č́ıslo n
takové, že nx = 0 pro každý prvek x ∈ R. Pokud takové n neexistuje, polož́ıme
charR = 0.

Zřejmě charZ = 0, charZn = n a charZ2[x] = 2.

Lemma 11.16. Má-li okruh R jednotku, potom plat́ı

� charR = n, je-li n je aditivńı řád jednotky,

� charR = 0, má-li jednotka nekonečný řád.

D̊ukaz. Pro každé č́ıslo n plat́ı

n · x = x+ x+ . . . x = 1x+ 1x+ . . . 1x = (1 + 1 + . . . 1)x = (n · 1)x

Teda nx = 0 pro nějaké x ∈ R právě tehdy, když n1 = 0. Z toho plyne, že
charR = n právě tehdy, když n je aditivńı řád 1.

Věta 11.17. Charakteristika oboru integrity je nula anebo prvoč́ıslo.

D̊ukaz. Necht’ n = st je řád 1. Potom

0 = n · 1 = (st) · 1 = (s · 1)(t · 1).

Protože poč́ıtáme v oboru integrity, tak s · 1 = 0 anebo t · 1 = 0. Jelikož n je
minimálńı přirozené č́ıslo s vlastnost́ı n · 1 = 0, máme s = n anebo t = n. Proto
je n prvoč́ıslo.

Př́ıklad 11.18. Uvažujme kořeny polynomu f(x) = x2−4x+3 = (x−3)(x−1).
Pokud f(x) je polynom nad okruhem Z, potom jsou jeho jediné kořeny 3 a
4. Pokud f(x) ∈ Z12[x], pak rozklady 0 = 3 · 4 = 2 · 6 dávaj́ı daľśı kořeny
x = 5, 6, 7, 9. Je zřejmé, že za nár̊ustem počtu kořen̊u stoj́ı fakt, že (Z12; +, ·)
neńı oborem integrity.
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Cvičeńı

11.6. Dokažte, že Gaussovy č́ısla Z3[i] modulo 3 tvoř́ı pole s 9 prvky.

11.7. Dokažte, že Q[
√
2] = {a+ b

√
2; a, b ∈ Q} je pole.

11.5 Ideály a faktorové okruhy

Normálńı podgrupy maj́ı speciálńı roli v teorii grup, hlavně proto, že umožňuj́ı
konstrukci faktorových grup. V teorii okruh̊u zavedeme analogický pojem speciálńıch
podokruh̊u, které budeme nazývat ideály.

Definice 11.19. Podokruh A okruhu R nazýváme ideál, když pro každý prvek
r ∈ R a a ∈ A plat́ı ra ∈ A a ar ∈ A.

Lemma 11.20 (Kriterium ideálu). Podmnožina A ⊆ R okruhu R je ideál právě
tehdy, když pro každé a, b ∈ A a r ∈ R plat́ı a− b ∈ A, ra ∈ A a ar ∈ A.

Př́ıklad 11.21. Následuj́ıćı podmnožiny jsou ideály:

� nZ ⊂ Z je ideál.

� Je-li R komutativńı okruh s jednotkou, potom se ⟨a⟩ = {ra; r ∈ R} ≤ R
nazývá hlavńı ideál generovaný a ∈ R. Např́ıklad, ⟨x⟩ ⊂ Z[x] je hlavńı
ideál tvořený polynomy s nulovým konstantńım členem.

� Ak R je komutativńı okruh s jednotkou, potom ⟨a1, . . . , an⟩ = {r1a1 +
r2a2+· · ·+rnan; r ∈ R} ≤ R se nazývá ideál generovaný {a1, . . . , an} ⊆ R.
Např́ıklad, ⟨2, x⟩ ⊂ Z[x] je ideál tvořený polynomy se sudým konstantńım
členem.

� Diferencovatelné funkce tvoř́ı podokruh okruhu reálných funkćı reálné
proměnné, který neńı ideálem.

Věta 11.22. Necht’ A ⊂ R jsou okruhy. Potom množina tř́ıd rozkladu R/A =
{r+A; r ∈ R} s operacemi (s+A)+(t+A) = (s+t)+A a (s+A)(t+A) = st+A
je okruh právě tehdy, když A je ideál.

D̊ukaz. (⇐) Jelikož (A; +)◁ (R; +) je normálńı podgrupa, tak je sč́ıtáńı dobře
definované a (R/A; +) je komutativńı grupa. Necht’ s′ + A = s + A a t′ +
A = t + A. Potom existuj́ı a, b ∈ A takové, že s′ = s + a, t′ = t + b. Máme
s′t′ = (s+ a)(t+ b) = st+ at+ sb+ ab. Potom

(s′ +A)(t′ +A) = s′t′ +A = st+ at+ sb+ ab = st+A,

nebo at+ sb+ ab ∈ A.
(⇒) Necht’ r ∈ R a a ∈ A jsou takové, že ra /∈ A nebo ar /∈ A. Předpokládejme

ra /∈ A a necht’ násobeńı je dobře definované. Potom (a+A)(r +A) = ar +A,
ale (0 +A)(r+A) = 0 · r+A = A. Z předpoklad̊u ar+A ̸= A, proto násobeńı
neńı dobře definované.



92 KAPITOLA 11. OKRUHY

Př́ıklad 11.23. Uvažujme okruh R = Z[i]/⟨2 − i⟩ Gaussovských č́ısel fakto-
rizovaný hlavńım ideálem I = ⟨2 − i⟩. Jeho prvky maj́ı tvar a + bi + ⟨2 − i⟩.
Otázkou je, zda je umı́me rozlǐsit. Z rovnosti 2 − i + ⟨2 − i⟩ = 0 + ⟨2 − i⟩
dostáváme, že modulo I plat́ı rovnost i = 2. Potom také −1 = 4 modulo
I, tedy 5 = 0 (mod I). Použit́ım rovnice i ≡ 2 umı́me nalézt celoč́ıselný re-
prezentant c v každé tř́ıdě, tedy každá tř́ıda má tvar c + I. Použit́ım vztahu
5 ≡ 0 (mod I) źıskáme c ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, tedy R má nejvýše 5 prvkov. Protože
5(1 + I) = I, tak 1 + I má aditivńı řád 1 anebo 5. Pokud by byl 1, tak 1 ∈ I.
Potom 1 = (2− i)(a+ bi) = 2a+ b+(2b−a)i. Tedy a = 2b a 1 = 2a+ b. Odtud,
b = 1/5, spor. Tedy R je okruh o 5 prvćıch. Existuje ale jen jediná abelovská
grupa na 5 prvćıch a to Z5. Snadno tedy vid́ıme, že přǐrazeńı x 7→ x + I je
izomorfizmus (Z5; +, ·) → R.

Př́ıklad 11.24. Uvažujme faktorový okruh R = R[x]/⟨x2 + 1⟩ polynomů s
reálnými koeficienty modulo hlavńı ideál I = ⟨x2 + 1⟩. Prvky R jsou tvaru
g(x)+I. Jelikož x2 ≡ −1 (mod I), můžeme g(x) redukovat na lineárńı polynom.
Asi neńı žádným překvapeńım, že R je izomorfńı okruhu komplexńıch č́ısel.

11.6 Prvoč́ıselné a maximálńı ideály

Definice 11.25 (Prvoč́ıselný a maximálńı ideál). Prvoč́ıselný ideál A komu-
tativńıho okruhu R je vlastńı ideál, ve kterém pro každé dva prvky a, b ∈ R,
ab ∈ A implikuje a ∈ A anebo b ∈ A. Vlastńı ideál A je maximálńı, když pro
každý ideál B ze vztahu A ⊆ B ⊆ R vyplývá B = A anebo B = R.

Př́ıklad 11.26. Ideál pZ je prvoč́ıselný, nebot’ ab = px implikuje p|a anebo
p|b. Tedy a ∈ pZ anebo b ∈ pZ.

Př́ıklad 11.27. Ideál I = ⟨x2+1⟩ je maximálńı v R[x]. Necht’ existuje ideál A,
I ⊂ A, a necht’ f(x) ∈ A \ I. Dokážeme, že A = R[x]. Potom f(x) = q(x)(x2 +
1) + r(x), r(x) ̸= 0 a deg(r(x)) ≤ 1. Teda r(x) = ax + b, pro nějaké a, b ∈ R.
Nav́ıc r(x) = f(x)−q(x)(x2+1) ∈ A. Potom (ax−b)(ax+b) = a2x2−b2 ∈ A a
současně a2(x2+1) = a2x2+a2 ∈ A. Potom a2x2+a2−(a2x2−b2) = a2+b2 ∈ A.
Pokud nějaký prvek c = a2+b2 ̸= 0 je v A, potom 1 ∈ A, a tedy i každý polynom
z R[x] je v A.

Věta 11.28. Necht’ R je komutativńı okruh s jednotkou a I je ideál R. Potom
R/I je obor integrity tehdy a jen tehdy, když I je prvoč́ıselný.

D̊ukaz. (⇒) Necht’ R/I je obor integrity a necht’ ab ∈ I. Potom (a+I)(b+I) =
ab+ I = I. Potom a+ I = I anebo b+ I = I, tedy a ∈ I anebo b ∈ I.

(⇐) Necht’ I je prvoč́ıselný. Necht’ (a+ I)(b+ I) = ab+ I = I. Proto ab ∈ I.
Proto a ∈ I anebo b ∈ I. Tedy aspoň jeden z a + I, b + I je nulový prvek v
R/I.

Věta 11.29. Necht’ R je komutativńı okruh s jednotkou a A je ideál R. Potom
R/A je pole tehdy a jen tehdy, když A je maximálńı.
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D̊ukaz. (⇒) Necht’ R/A je pole, a necht’ B je ideál A ⊂ B ⊆ R. Potom existuje
b ∈ B − A. Tedy b + A je nenulový prvek R/A. Potom existuje inverzńı prvek
c + A takový, že 1 + A = (b + A)(c + A) = bc + A. Potom 1 − bc ∈ A, tedy
1 = (1− bc) + bc ∈ B. Potom pro každé r ∈ R, r = r · 1 ∈ B, tedy B = R a A
je maximálńı.

(⇐) Necht’ A je maximálńı ideál a necht’ b ∈ R − A. Potřebujeme dokázat,
že b+A má multiplikativńı inverzi. Uvažujme ideál B = {br+a| r ∈ R, a ∈ A}.
Zřejmě A ⊂ B a z maximality A vyplývá B = R. Proto 1 = bc+ a′, pro nějaké
c ∈ R a a′ ∈ A. Potom

1 +A = bc+ a′ +A = bc+A = (b+A)(c+A).

Důsledek 11.30. Necht’ R je komutativńı okruh s jednotkou a I je ideál R.
Pokud I je maximálńı, potom I je prvoč́ıselný.

Př́ıklad 11.31. Ideál ⟨x⟩ je prvoč́ıselný ideál v Z[x], ale neńı maximálńı, nebot’

⟨x⟩ ⊂ ⟨x, 2⟩ ⊂ Z[x]. Je-li f(x)g(x) ∈ ⟨x⟩, pak f(0)g(0) = 0. Potom pro aspoň
jeden z polynomů máme f(0) = 0 anebo g(0) = 0. Tedy ⟨x⟩ je prvoč́ıselný ideál.
Na druhé straně ⟨x, 2⟩ je tvořený polynomy se sudým absolutńım členem.

11.7 Homomorfizmy okruh̊u

Definice 11.32 (Homomorfizmus okruh̊u). Homomorfizmus ϕ : R→ S je zob-
razeńı splňuj́ıćı pro každé a, b ∈ R identity ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) =
ϕ(a)ϕ(b).

Př́ıklad 11.33. Př́ıklady homomorfizmů:

� k 7→ k (mod n) je epimorfizmus Z → Zn,

� a+ bi→ a− bi je automorfizmus C → C,

� f(x) 7→ f(1) je homomorfizmus R[x] → R,

� a 7→ a2, je homomorfizmus R → R, kde R je komutativńı okruh charak-
teristiky 2.

Věta 11.34 (Vlastnosti homomorfismů okruh̊u). Bud’ ϕ homomorfizmus okruhu
R do okruhu S. Bud’ A podokruh R a bud’ B ideál S. Pak plat́ı:

� Pro r ∈ R a kladné celé n je ϕ(nr) = nϕ(r) a ϕ(rn) = ϕn(r).

� ϕ(A) = {ϕ(a) | a ∈ A} je podokruh S.

� Je-li A ideál a ϕ je na S, pak ϕ(A) je ideál.

� ϕ−1(B) = {r ∈ R | ϕ(r) ∈ B} je ideál R.



94 KAPITOLA 11. OKRUHY

� Je-li R komutativńı okruh, pak ϕ(R) je rovněž komutativńı.

� Má-li R jednotku 1, S ̸= {0}, a ϕ je na, pak ϕ(1) je jednotka S a dělitelé
jednotky R se zobrazuj́ı na dělitele jednotky S.

� ϕ je izomorfismus právě tehdy, když ϕ je na a kerϕ = {r ∈ R | ϕ(r) =
0} = {0}.

Věta 11.35. Bud’ ϕ homomorfizmus okruh̊u z R do S. Pak kerϕ = {r ∈ R |
ϕ(r) = 0} je ideál R.

Věta 11.36 (Prvńı věta o izomorfismu okruh̊u). Bud’ ϕ homomorfizmus okruh̊u
z R do S. Pak zobrazeńı z R/ kerϕ do ϕ(R) dané předpisem r + kerϕ → ϕ(r)
je izomorfizmus. Symbolicky R/ kerϕ ∼= ϕ(R).

Věta 11.37. Každý ideál okruhu R je jádrem nějakého homomorfizmu okruhu
R. Speciálně, ideál A je jádrem zobrazeńı r → r +A z R do R/A.

Věta 11.38. Bud’ R okruh s jednotkou 1. Zobrazeńı ϕ : Z → R dané n→ n · 1
je homomorfismus okruh̊u.

D̊ukaz. Máme ϕ(m + n) = (m + n) · 1 = m · 1 + n · 1, tj. ϕ zachovává součet.
Podobně ϕ(mn) = (mn) · 1 = (mn) · ((1)(1)) = (m · 1)(n · 1) = ϕ(m)ϕ(n), tj. ϕ
zachovává součin.

Důsledek 11.39. Je-li R okruh s jednotkou a charakteristikou n > 0, pak R
obsahuje podokruh izomorfńı Zn. Je-li charakteristika R rovna 0, pak R obsahuje
jako podokruh Z.

D̊ukaz. Bud’ 1 jednotka v R a bud’ S = {k · 1 | k ∈ Z}. Z věty 11.38 máme, že
zobrazeńı ϕ : Z → S dané ϕ(k) = k · 1 je homomorfizmus a tedy Z/ kerϕ ∼= S.
Zřejmě ale kerϕ = ⟨n⟩, kde n je aditivńıho řádu 1 a n je rovněž charakteristika
R. Tedy S ∼= Z/⟨n⟩ ∼= Zn. Je-li R charakteristiky 0, je S ∼= Z/⟨0⟩ ∼= Z.

Př́ıklad 11.40. Bud’ R = {0, 2, 4, 6, 8} se sč́ıtáńım a násobeńım modulo 10.
Prvek 6 je jednotka R a jelikož 5x = 0 pro všechna x ∈ R, je charR = 5.
Zobrazeńı ϕ(n) = n·6 = 6n je izomorfismus s kerϕ = ⟨5⟩. Proto R ∼= Z/⟨5⟩ ∼= Z5

a R je těleso.

Důsledek 11.41. Pro každé přirozené m je zobrazeńı ϕ : Z → Zm dané x →
x mod m je homomorfismem okruh̊u.

Důsledek 11.42. Bud’ F pole charakteristiky p, pak F obsahuje podpole izo-
morfńı Zp. Je-li F pole charakteristiky 0, pak F obsahuje podpole izomorfńı
racionálńım č́ısl̊um.

D̊ukaz. Prvńı dva fakty jsou zřejmé. Je-li nyńı T = {ab−1 | a, b ∈ S, b ̸= 0}, je
T izomorfńı racionálńım č́ısl̊um.

Jelikož je pr̊unik všech podpoĺı pole rovněž podpole, každé pole obsahuje
nejmenš́ı podpole. To se nazývá prvopole daného pole. Prvopole pole charakte-
ristiky p je izomorfńı Zp, zat́ımco pro charakteristiku 0 je izomorfńı Q.
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11.8 Pod́ılové pole

Obor integrity Z neńı pole, ale je obsažen v poli racionálńıch č́ısel. V daľśım
vyjdeme z myšlenky konstrukce racionálńıch č́ısel z celých č́ısel pomoćı jejich
pod́ıl̊u.

Věta 11.43. Bud’ D obor integrity. Pak existuje pole F (zvané pod́ılové pole
D) obsahuj́ıćı podokruh izomorfńı D.

D̊ukaz. Bud’ S = {(a, b) | a, b ∈ D, b ̸= 0}. Definujme relaci ekvivalence na S
(a, b) ≡ (c, d) pokud ad = bc. Bud’ F množina př́ıslušných tř́ıd ekvivalence S.
Tř́ıdu ekvivalence obsahuj́ıćı prvek (x, y) označ́ıme x/y. Na F zavedeme sč́ıtáńı
a násobeńı

a/b+ c/d = (ad+ bc)/(bd), a/b · c/d = (ac)/(bd).

(Zde potřebujeme uzavřenost násobeńı danou oborem integrity, tj. že bd ̸= 0
pokud b ̸= 0 a d ̸= 0.) Snadno se ověř́ı, že takto definované operace jsou
dobře definované a nezáviśı na volbě reprezentant̊u tř́ıd. F je zřejmě pole. Bud’

1 jednotka D. Pak 0/1 je aditivńı jednotka F . Aditivńı inverze a/b je −a/b,
multiplikativńı inverze nenulového prvku a/b je b/a. Zobrazeńı ϕ : D → F dané
x→ x/1 je homomorfismus okruh̊u z D do ϕ(D).

Je-li F pole, pod́ılové pole pro F [x] označ́ıme F (x).

Př́ıklad 11.44. � Bud’ D = Z[x]. Pak pod́ılové pole D je {f(x)/g(x) |
f(x), g(x) ∈ D, g(x) neńı nulový polynom}.

� Bud’ p prvoč́ıslo. Pak Zp(x) = {f(x)/g(x) | f(x), g(x) ∈ Zp[x], g(x) ̸= 0}
je nekonečné pole charakteristiky p.

Cvičeńı

11.8. Určete podokruh Z⊕ Z, který neńı ideál.

11.9. Ukažte, že pr̊unik libovolné množiny ideál̊u okruhu je opět ideál.

11.10. Bud’te A, B ideály okruhu. Ukažte, že pak AB ⊆ A ∩B.

11.11. Ukažte, že I = {f(x) ∈ Z[x] | f(1) je sudé} je ideál Z[x].
11.12. Určete řád Z[i]/⟨i⟩.
11.13. V Z5[x] bud’ I = ⟨x2 + x + 2⟩. Určete multiplikativńı inverzi 2x + 3 + I v
Z5[x]/I.

11.14. Ukažte, že Z3[x]/⟨x2 + x+ 1⟩ neńı pole.
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Kapitola 12

Okruhy polynomů

12.1 Základńı vlastnosti

Definice 12.1. Necht’ R je komutativńı okruh. Množina formálńıch výraz̊u
tvaru

R[x] = {anxn + an−1x
n−1 . . . a1x+ a0 | ai ∈ R pro 0 ≤ i ≤ n, an ̸= 0}

kde n je libovolné přirozené č́ıslo, se nazývá okruh polynom̊u na R s proměnnou
x.

Definice 12.2. Ř́ıkáme, že polynom f(x) = anx
n + an−1x

n−1 . . . a1x + a0 je
stupně n, ṕı̌seme deg(f(x)) = n. Koeficient an ̸= 0 budeme nazývat vedoućı
koeficient.

Definice 12.3. Dva polynomy f(x) =
∑n
i≥0 aix

i a g(x) =
∑m
i≥0 bix

i se rovnaj́ı,
pokud n = m a ai = bi pro i = 0, 1, . . . , n.

Poznámka 12.4. Množinu R[x] a množinu polynomických funkćı R→ R neńı
možné ztotožnit, nebot’ jedna polynomická funkce může odpov́ıdat r̊uzným po-
lynomům. Např́ıklad f(x) = x a g(x) = x3 nad Z3 definuj́ı stejnou funkci. Mohli
bychom definovat prvky R[x] jako posloupnosti {ai}∞i=0 s konečným počtem ne-
nulových prvk̊u ai ∈ R a celou teorii vybudovat bez použit́ı proměnné x. Z
technických d̊uvod̊u je však užitečněǰśı použ́ıvat zápis s proměnnou x. Zároveň
je možné v př́ıpadě potřeby doplnit koeficienty na pozićıch větš́ıch než je stupeň
polynomu nulami.

Definice 12.5. Necht’ f(x) =
∑n
i≥0 aix

i a g(x) =
∑m
i≥0 bix

i jsou dva polynomy

nad okruhem R. Potom h(x) = f(x) + g(x) je polynom
∑k
i≥0(ai + bi)x

i, kde

k = max{m,n}. Součin polynomů je polynom h(x) = f(x)g(x) =
∑m+n
k=0 ckx

k,

kde ck =
∑k
i=0 aibk−i.

Věta 12.6. Je-li D obor integrity, potom D[x] je obor integrity.

97
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D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že vD[x] neexistuj́ı dělitelé nuly. Necht’ h(x) = f(x)g(x) ≡
0, kde n = deg(f(x)) a m = deg(g(x)). Potom vedoućı koeficient anbm poly-
nomu h(x) je nulový. Tedy anbm = 0. Protože D je obor integrity, máme an = 0
anebo bm = 0. Odtud f(x) ≡ 0 anebo g(x) ≡ 0.

12.2 Děleńı polynomů se zbytkem

Věta 12.7. Necht’ F je pole, f(x), g(x) ∈ F [x] a g(x) ̸= 0. Potom existuj́ı
jednoznačně určené polynomy q(x), r(x) ∈ F [x] takové, že f(x) = q(x)g(x) +
r(x) a r(x) = 0 anebo deg(r(x)) < deg(g(x)).

D̊ukaz. Existence. Je-li f(x) = 0 anebo deg(f(x)) < deg(g(x)), potom polož́ıme
q(x) = 0 a r(x) = f(x).

Necht’ deg(f(x)) ≥ deg(g(x)) a necht’ f(x) =
∑n
i=0 aix

i a g(x) =
∑m
i=0 bix

i.
Použijeme indukci podle n = deg(f(x)). Př́ıpad n = 0 jsme již řešili. Ne-
cht’ tedy n > 0. Utvořme polynom f1(x) = f(x) − anb

−1
m xn−mg(x). Zřejmě

f1(x) = 0 anebo deg(f1(x)) < deg(f(x)). Podle indukčńıho předpokladu exis-
tuj́ı polynomy q1(x) a r1(x) tak, že f1(x) = q1(x)g(x)+r1(x) a r1(x) = 0 anebo
deg(r1(x)) < deg(g(x)). Potom

f(x) = f1(x) + anb
−1
m xn−mg(x) = q1(x)g(x) + r1(x) + anb

−1
m xn−mg(x) =

(q1(x) + anb
−1
m xn−m)g(x) + r1(x).

Polož́ıme-li q(x) = q1(x)+anb
−1
m xn−m a r(x) = r1(x), tak je existence dokázaná.

Jednoznačnost. Necht’ f(x) = q(x)g(x) + r(x) = q1(x)g(x) + r1(x). Môžeme
předpokládat deg(f(x) ≥ deg(g(x)). Potom 0 = (q(x)−q1(x))g(x)+r(x)−r1(x).
Pokud q(x) ̸= q1(x), potom deg((q(x)− q1(x))g(x)) > deg(r(x)− r1(x)). Proto
je vedoućı koeficient q(x)−q1(x) nula, tedy q(x)−q1(x) = 0. T́ım i r(x)−r1(x) =
0.

Existuje algoritmus na děleńı polynomů se zbytkem, který jste se naučili na
středńı škole.

Definice 12.8. Necht’ D je obor integrity a necht’ f(x), g(x) ∈ D[x]. Ř́ıkáme,
že g(x) děĺı polynom f(x) (ṕı̌seme g(x) | f(x)), pokud existuje polynom h(x) ∈
D[x] takový, že plat́ı f(x) = g(x)h(x). V takovém př́ıpadě polynom g(x)
nazýváme dělitel polynomu f(x).

Necht’ f(x) ̸= 0. Prvek a ∈ F , kde F je pole, nazýváme kořen polynomu
f(x) =

∑n
i=0 aix

i, plat́ı-li f(a) =
∑n
i=0 aia

i = 0.

Důsledek 12.9. Necht’ F je pole, a ∈ F . Potom f(x) ∈ F [x] je polynom stupně
aspoň 1. Potom f(a) je zbytek po děleńı f(x) polynomem x− a. Speciálně, a je
kořen f(x) právě tehdy, když (x− a) děĺı f(x).

D̊ukaz. Podle věty 12.7 existuj́ı q(x) a r(x) tak, že f(x) = q(x)(x − a) + r(x),
pričemž deg(r(x)) = 0. Tedy r(a) = f(a) − q(a)(a − a) = f(a). Jelikož r(x) je
konstantńı polynom, je r(x) = f(a).
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Je-li a je kořen, potom ze vztahu f(x) = q(x)(x − a) + f(a) vyplývá, (x −
a)|f(x). Naopak, pokud (x − a)|f(x), tak zbytek po děleńı f(x) polynomem
(x− a) je nula. Tedy f(a) = 0.

Definice 12.10. Kořen a polynomu f(x) ∈ F [x] má násobnost k ≥ 1, pokud
(x − a)k děĺı f(x), ale (x − a)k+1 neděĺı f(x). Z technických d̊uvod̊u v daľśım
předpokládáme, že polynom f(x) = 0 nemá kořeny.

Věta 12.11. Polynom stupně n nad polem má nejvýše n kořen̊u (při započteńı
jejich násobnost́ı).

D̊ukaz. Necht’ f(x) ∈ F [x]. Je-li f(x) = 0, potom f(x) nemá žádný kořen. Dále
použijeme indukci. Necht’ a je kořen f(x) násobnosti k ≤ n. Potom f(x) =
(x − a)kq(x). Zřejmě deg(q(x)) = n − k < n. Pokud f(x) nemá jiné kořeny,
tak tvrzeńı plat́ı. Každý kořen b ̸= a polynomu f(x), je i kořenem q(x). Podle
indukčńıho předpokladu je těchto kořen̊u nejvýše n− k. Celkem má tedy f(x)
nejvýše k + (n− k) = n kořen̊u.

Př́ıklad 12.12. Necht’ f(x) = xn−1 ∈ C[x]. Potom z de Moivrovy věty vyplývá

znk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
= cos 2kπ + i sin 2kπ = 1,

pro každé k ∈ Z. Tedy pro k = 0, 1, . . . , n− 1 dostáváme n r̊uzných kořen̊u po-
lynomu xn−1 v oboru komplexńıch č́ısel. Podle věty 12.11 jsme źıskali všechny
kořeny.

Definice 12.13. Okruh hlavńıch ideál̊u je obor integrity R, ve kterém je každý
ideál hlavńı, tj. má tvar ⟨a⟩ = {ra|r ∈ R}.

Věta 12.14. Okruh polynom̊u nad polem je okruh hlavńıch ideál̊u.

D̊ukaz. Z věty 12.6 vyplývá, že R[x] je obor integrity. Necht’ {0} ≠ I ̸=⊂ R[x] je
ideál, necht’ g(x) ∈ I je nenulový polynom minimálńıho stupně. Necht’ f(x) ∈ I
je libovolný polynom. Potom existuj́ı q(x), r(x) ∈ R[x] tak, že f(x) = q(x)g(x)+
r(x), kde deg(r(x) < deg(g(x)). Zřejmě deg(f(x) ≥ deg(g(x)). Z minimality
g(x) plyne r(x) = 0. Tedy I = ⟨g(x)⟩.

Z d̊ukazu předchoźı věty plyne, že nenulový ideál I ⊂ F [x] je generovaný
libovolným polynomem minimálńıho stupně.

12.3 Rozklady polynomů

Definice 12.15. Necht’ D je obor integrity a f(x) ∈ D[x], f(x) ̸= 0, f(x) ̸= 1.
Potom f(x) je nerozložitelný polynom, pokud rovnost f(x) = g(x)h(x) implikuje
g(x) anebo h(x) je dělitelem jednotky.

Je-li F pole, tak nerozložitelnost f(x) ∈ F [x] je ekvivalentńı podmı́nce, že
f(x) neńı možné vyjádřit jako součin dvou polynomů menš́ıho stupně.
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Př́ıklad 12.16. Polynom f(x) = 2x2+4 je nerozložitelný nadQ, ale rozložitelný
nad Z, f(x) = 2(x2+2). Polynom x2−2 = (x+

√
2)(x−

√
2) je rozložitelný nad

R, ale nerozložitelný nad Q. Polynom f(x) = x2 + 1 má nad polem Z5 rozklad
f(x) = (x+ 2)(x+ 3), ale nad polem Z3 je nerozložitelný.

Jak zjǐst’ovat nerozložitelnost polynomu nad oborem integrityD neńı zřejmé.
Pokud D má konečnou charakteristiku, můžeme vyzkoušet všechny možnosti
rozkladu daného polynomu stupně n. Pro obory charakteristiky nula je situ-
ace komplikovaněǰśı. V následuj́ıćım uvedeme několik částečných výsledk̊u o
rozkladech polynomů.

Věta 12.17. Necht’ F je pole, f(x) ∈ F [x] je stupně dva nebo tři. Potom f(x)
je rozložitelný právě tehdy, když má kořen.

Definice 12.18. Necht’ f(x) =
∑n
j=0 ajx

j ∈ Z[x] je nenulový. Označme cont(f(x)) =
gcd(a0, . . . , an). Polynom f(x) nazveme primitivńı, pokud cont(f(x)) = 1.

Lemma 12.19 (Gauss). Součin primitivńıch polynom̊u nad Z je primitivńı.

Věta 12.20. Necht’ f(x) ∈ Z[x]. Je-li f(x) je rozložitelný nad Q, potom f(x)
je rozložitelný nad Z.

Př́ıklad 12.21.

f(x) = 6x2 + x− 2 = (3x− 3

2
)(2x+

4

3
) = (2x− 1)(3x+ 2).

Necht’ f(x) ∈ Z[x] a necht’ p je prvoč́ıslo. Označme f̄(x) polynom v Zp[x],
který vznikne z f(x) redukćı každého koeficientu modulo p.

Věta 12.22 (Kriterium ireducibility mod p). Necht’ f(x) ∈ Z[x] a necht’ p je
prvoč́ıslo. Je-li f̄(x) nerozložitelný nad Zp a deg(f(x)) = deg(f̄(x)), potom f(x)
je nerozložitelný nad Q

D̊ukaz. Necht’ f(x) je rozložitelný nad Q. Z věty 12.20 vyplývá, že existuj́ı
g(x), h(x) ∈ Z[x] tak, že f(x) = g(x)h(x). Z předpoklad̊u plyne deg(ḡ(x)) ≤
deg(g(x)) < deg(f(x)) = deg(f̄(x)) a podobně deg(h̄(x)) ≤ deg(h(x)) <
deg(f(x)) = deg(f̄(x)). To je ve sporu s nerozložitelnost́ı f̄(x).

Př́ıklad 12.23. Necht’ f(x) = 21x3−3x2+2x−9. Potom jeho redukce modulo
2 je polynom f̄(x) = x3 + x2 + 1. Polynom f̄(x) nemá kořen v Z2, proto f(x)
je nerozložitelný nad Q.

Věta 12.24 (Eisenstein). Necht’ f(x) =
∑n
j=0 ajx

j ∈ Z[x]. Necht’ existuje

prvoč́ıslo p takové, že p ∤ an, p | aj, pro j = 0, 1, . . . , n− 1, p2 ∤ a0. Potom f(x)
je nerozložitelný nad Q.

D̊ukaz. Necht’ f(x) je rozložitelný nad Q. Z věty 12.20 vyplývá, že existuj́ı
g(x), h(x) ∈ Z[x] tak, že f(x) = g(x)h(x), 1 ≤ deg(g(x)) < n a 1 ≤ deg(h(x)) <
n. Necht’ g(x) =

∑r
j=1 bjx

j , g(x) =
∑s
j=1 cjx

j . Protože p | a0, p2 ∤ a0, z
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vyjádřeńı a0 = b0c0 plyne, že p děĺı právě jedno z č́ısel b0, c0. Necht’ p | b0 a
p ∤ c0. Protože p ∤ an = brcs, tak p ∤ br. Takže existuje nejmenš́ı t takové, že
p ∤ bt. Uvažujme

at = btc0 + bt−1c1 + · · ·+ b0ct.

Z předpoklad̊u p | at a z výběru t, p|bict−i pro i < t. Potom p | btc0, spor.

Důsledek 12.25. Pro každé prvoč́ıslo p je polynom

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 =
xp − 1

x− 1

ireducibilńı nad Q.

D̊ukaz. Použit́ım substituce x 7→ x+ 1 a binomické věty dostaneme

f(x) = Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

(x+ 1)− 1
=

1

x

(
− 1 +

p∑
j=0

(
p

j

)
xp−j

)
=

p−1∑
j=0

(
p

j

)
xp−j−1.

Každý koeficient f(x) kromě vedoućıho koeficientu je dělitelný p a konstantńı
člen je p =

(
p
p−1

)
, tedy p2 ho neděĺı. Podle Eisensteinova kritéria je f(x) ire-

ducibilńı nad Q. Kdyby existoval rozklad Φp(x) = g(x)h(x) nad Q, potom
f(x) = Φp(x + 1) = g(x + 1)h(x + 1) by bol rozklad f(x). Proto Φp(x) je
nerozložitelný.

Věta 12.26. Necht’ F je pole a p(x) ∈ F [x]. Potom ideál ⟨p(x)⟩ je maximálńı
právě tehdy, když p(x) je nerozložitelný.

D̊ukaz. Necht’ I = ⟨p(x)⟩ je maximálńı ideál. Necht’ p(x) = g(x)h(x). Zřejmě
⟨p(x)⟩ ⊆ ⟨g(x)⟩ ⊆ F [x]. Z maximality I v́ıme, že plat́ı ⟨g(x)⟩ = I anebo ⟨g(x)⟩ =
F [x]. V prvém př́ıpadě deg(p(x)) = deg(g(x)) a h(x) je konstanta. Ve druhém
př́ıpadě je g(x) konstantńı a deg(p(x)) = deg(h(x)). V každém z př́ıpad̊u neńı
možné p(x) vyjádřit jako součin polynomů menš́ıho stupně.

Necht’ je p(x) nerozložitelný a ⟨p(x)⟩ ⊂ I ⊂ F [x]. Z věty 12.14 vyplývá, že
I = ⟨g(x)⟩ pro nějaký polynom g(x). Proto p(x) ∈ ⟨g(x)⟩, p(x) = g(x)h(x).
Protože je p(x) nerozložitelný, tak deg(g(x)) = deg(p(x)) anebo g(x) je kon-
stantńı. V prvém př́ıpadě I = ⟨p(x)⟩, v druhém př́ıpadě I = F [x]. Proto ⟨p(x)⟩
je maximálńı ideál.

Důsledek 12.27. Necht’ F je pole a p(x) je nerozložitelný. Potom F [x]/⟨p(x)⟩
je pole.

Př́ıklad 12.28. Z3[x]/⟨x2 + 1⟩ je pole řádu 9. Jeho prvky jsou {0, 1, 2, x, x +
1, x+2, 2x, 2x+1, 2x+2}. Operace sč́ıtáńı je sč́ıtáńı polynomů, kde koeficienty
redukujeme modulo 3. Při operaci násobeńı redukujeme součin modulo x2 + 1.
Např́ıklad

(2x+ 1)(2x+ 2) = 4x2 + 6x+ 2 = x2 + 2 = (x2 + 1) + 1 = 1.
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Důsledek 12.29. Necht’ F je pole a necht’ p(x), g(x), h(x) ∈ F [x], pričemž
p(x) je nerozložitelný nad F . Je-li p(x) | g(x)h(x), potom p(x) | g(x) anebo
p(x) | h(x).

D̊ukaz. Protože p(x) je nerozložitelný, tak F [x]/⟨p(x)⟩ je pole a tedy i obor
integrity. Z věty 11.28 vyplývá, že ⟨p(x)⟩ je prvoč́ıselný. Protože p(x) | g(x)h(x),
tak g(x)h(x) ∈ ⟨p(x)⟩. Odtud p(x) | g(x) anebo p(x) | h(x).

Př́ıklad 12.30. Konstrukce 8 prvkového pole. Vezmeme Z2[x]/⟨x3 + x + 1⟩.
Dosazováńım zjist́ıme, že x3 + x+ 1 je nerozložitelný nad Z2. Prvky pole jsou
0, 1, x, x+1, x2, x2+x, x2+1, x2+x+1. Násobeńı je definované modulo x3+x+1.
Multiplikativńı grupa má 7 prvk̊u a je izomorfńı cyklické grupě.

Věta 12.31 (Věta o jednoznačnosti rozkladu). Každý polynom v Z[x] r̊uzný od
nuly a ±1 je možné jednoznačně rozložit na součin ireducibilńıch polynom̊u a
to až na permutaci činitel̊u a přenásobeńı −1.

D̊ukaz. (Existence.) Necht’ f(x) ∈ Z[x]. Použijeme indukci podle deg(f(x)). Ak
deg(f(x)) = 0, potom tvrzeńı plyne z fundamentálńı věty aritmetiky.

Necht’ deg(f(x)) > 0. Označme b = cont(f(x)) s rozkladem na prvoč́ısla b =
b1b2 . . . bs. Potom f(x) = b1b2 . . . bsg(x), kde g(x) je primitivńı polynom stupně
> 1. Je-li g(x) ireducibilńı, potom jsme źıskali rozklad. Necht’ g(x) = h(x)q(x)
má netriviálńı rozklad. Z Gaussova lemmatu, h(x) i q(x) jsou primitivńı stupně
< deg(g(x)) = deg(f(x)). Z indukčńıho předpokladu, existuj́ı rozklady h(x)
a q(x) na ireducibilńı polynomy. Proto existuje rozklad f(x) na ireducibilńı
polynomy.

(Jednoznačnost.) Mějme dva rozklady polynomu f(x).

b1b2 . . . bsp1(x) . . . pm(x) = c1c2 . . . ctq1(x) . . . qn(x).

Z Gaussova lemmatu p1(x) . . . pm(x) a q1(x) . . . qn(x) jsou primitivńı. Z rovnice
b1b2 . . . bs = cont(f(x)) = c1c2 . . . ctq1(x) vyplývá, že r = s a prvoč́ısla bi a cj
jsou až na permutaci vyjádřeńı stejná. Protože p1(x) je ireducibilńı, tak existuje
i takové, že p1(x) | qi(x), dle d̊usledku 12.29. Protože qi(x) je ireducibilńı, tak
qi(x) = ±1p1(x). Přeč́ıslujeme polynomy qj(x), j = 1, . . . , n tak, aby qi(x) :=
q1(x). Vyděĺıme rovnici p1(x) a opakujeme postup pro rovnici p2(x) . . . pm(x) =
q2(x) . . . qn(x). Takto postupně najdeme bijekci ψ : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n}
splňuj́ıćı pi(x) = ±qψ(i), i = 1, . . . ,m.

12.4 Dělitelnost v oboru integrity

Definice 12.32. Bud’ D obor integrity. Prvky a, b ∈ D nazveme asociované,
pokud a = ub, kde u je dělitel jednotky D. Nenulový prvek a oboru integrity
D nazveme ireducibilńı, pokud a neńı dělitelem jednotky a pokud pro nějaká
b, c ∈ D plat́ı a = bc, pak b nebo c je dělitel jednotky. Nenulový prvek a ∈ D
nazveme prvočinitel, pokud a neńı dělitelem jednotky a a|bc implikuje a|b nebo
a|c.
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Zřejmě ⟨a⟩ je prvočinitel, právě když ⟨a⟩ je prvoideál. Poznamenejme, že na
rozd́ıl od č́ısel, jsou obecně pojmy prvočinitele a ireducibilńıho prvku odlǐsné.

Věta 12.33. V oboru integrity je každý prvočinitel ireducibilńı.

D̊ukaz. Necht’ a je prvočinitel v oboru integrity a a = bc. Ukážeme, že b nebo c
je dělitel jednotky. Z definice prvočinitele a|b nebo a|c. Necht’ např. at = b. Pak
1b = b = at = (bc)t = b(ct) a zkráceńım 1 = ct. Tedy c je dělitel jednotky.

Věta 12.34. V hlavńım oboru integrity je prvek ireducibilńı, právě když je
prvočinitel.

D̊ukaz. Z věty 12.33 máme, že prvočinitel je ireducibilńı. Bud’ proto a ireduci-
bilńı prvek hlavńıho oboru integrity D a předpokládejme a|bc. Ukážeme, že a|b
nebo a|c. Uvažme ideál I = {ax+ by | x, y ∈ D} a bud’ ⟨d⟩ = I. Jelikož a ∈ I,
je a = dr, a jelikož je a ireducibilńı, je d nebo r dělitel jednotky. Je-li d dělitel
jednotky, je I = D a můžeme psát 1 = ax + by. Pak c = acx + bcy a jelikož a
děĺı oba členy výrazu na pravé straně, a|c.

Je-li r dělitel jednotky, pak ⟨a⟩ = ⟨d⟩ = I a jelikož b ∈ I, existuje prvek
t ∈ D tak, že at = b. Proto a|b.

Př́ıklad 12.35. Z[x] neńı hlavńı obor integrity. Uvažujme totiž ideál I = ⟨2, x⟩.
Ukážeme, že I(x) neńı tvaru ⟨h(x)⟩. Pokud sporem ano, existuj́ı f(x), g(x) ∈
Z[x] tak, že 2 = h(x)f(x) a x = h(x)g(x). Podle poč́ıtáńı stupň̊u polynomů 0 =
deg 2 = deg h(x)+deg f(x), takže h(x) je konstantńı polynom. Je 2 = h(1)f(1),
proto h(1) = ±1 nebo ±2. Jelikož 1 ̸∈ I, h(x) = ±2. Pak ale x = ±2g(x), spor.

12.5 Gaussovy obory integrity

Přirozená č́ısla větš́ı než 1 se daj́ı jednoznačně rozložit (až na pořad́ı) na součin
prvoč́ısel. Obdobně nenulový nejednotkový polynom lze jednoznačně rozložit na
ireducibilńı polynomy. V daľśım ukážeme, že obecně je rozd́ıl mezi prvočiniteli
a ireducibilńımi prvky.

Otázka jednoznačného rozkladu v oborech integrity se objevila v souvislosti
s Fermatovo větou (Fermat’s Last Theorem).

Definice 12.36 (Gauss̊uv obor integrity [Unique Factorization Domain, UFD).
] Obor integrity D nazveme Gauss̊uv, plat́ı-li že

� každý nenulový prvek D r̊uzný od dělitelel jednotky lze vyjádřit jako
součin ireducibilńıch prvk̊u D a

� faktorizace na ireducibilńı prvky je jednoznačná až na asociovanost prvk̊u
a pořad́ı prvk̊u v rozkladu.

Př́ıklad 12.37. Okruhy Z a Z[x] jsou Gaussovy.

Lemma 12.38. V hlavńım oboru integrity je každý ostře rostoućı řetězec ideál̊u
I1 ⊂ I2 ⊂ · · · konečný.
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D̊ukaz. Bud’ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · uvažovaný řetězec v oboru integrity D a bud’ I
sjednoceńı všech ideál̊u tohoto řetězce. I je ideál (proč?). Jelikož D je hlavńı,
existuje a ∈ D tak, že I = ⟨a⟩. Jelikož a ∈ I, I =

⋃
i Ii, je a prvkem nějakého In.

Pro libovolné Ii je Ii ⊆ I = ⟨a⟩ ⊆ In, tj. In muśı být posledńı člen řetězce.

Věta 12.39. Každý hlavńı obor integrity je Gauss̊uv.

D̊ukaz. Bud’ D hlavńı obor integrity a bud’ a0 nenulový prvek D, který neńı
dělitelem jednotky. Ukážeme, že a0 je součin ireducibilńıch prvk̊u (př́ıpadně jen
s jedńım faktorem).

Nejprve ukážeme, že a0 má alespoň jeden ireducibilńı faktor rozkladu. Pokud
je a0 ireducibilńı, jsme hotovi. Necht’ tedy a0 = b1a1, přičemž ani jedno z
b1, a1 neńı dělitel jednotky a a1 neńı nulové. Pokud dále a1 neńı ireducibilńı,
máme a1 = b2a2 a b2, a2 nejsou děliteleé jednotky a a2 je nenulové. Źıskáme
posloupnost b1, b2, . . . prvk̊u v D, které nejsou děliteli jednotky, a posloupnost
a0, a1, a2, . . . nenulových prvk̊u D, kde an = bn+1an+1 pro každé n. Pak je
⟨a0⟩ ⊂ ⟨a1⟩ ⊂ · · · ostře rostoućı řetězec ideál̊u, který dle lemmatu 12.38 je
konečný s posledńım členem ⟨ar⟩. T́ım je ar hledaný ireducibilńı faktor a0.

Ukážeme, že rozklad je jednoznačný až na asociovanost prvk̊u rozkladu a
jejich pořad́ı. Necht’ pro nějaké a ∈ D plat́ı

a = p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

kde pi a qj jsou ireducibilńı (povolujeme opakováńı). Použijeme indukci podle
r. Pro r = 1 je a ireducibilńı a s = 1, p1 = q1. Předpokládejme, že každý pr-
vek vyjádřitelný jako součin méně než r ireducibilńıch faktor̊u má jednoznačný
rozklad (až na pořad́ı a asociovanost). D je hlavńı obor integrity, každý ireduci-
bilńı faktor pi ve vyjádřeńı p1p2 · · · pr je prvočinitel (věta 12.34). Jelikož p1 děĺı
q1q2 · · · qs, muśı p1 dělit nějaké qi, necht’ p1|q1. Pak q1 = up1, kde u je dělitel
jednotky D. Jelikož

up1p2 · · · pr = uq1q2 · · · qs = q1(uq2) · · · qs a up1 = q1,

kráceńım źıskáme
p2 · · · pr = (uq2) · · · qs.

Z indukčńıho předpokladu jsou tyto dvě faktorizace identické až na pořad́ı a
asociovanost faktor̊u. To plat́ı i pro obě faktorizace a.

Jelikož je F [x] hlavńı obor integrity, máme

Důsledek 12.40. Bud’ F pole. Pak F [x] je Gauss̊uv obor.

12.6 Eukleidovy obory

Definice 12.41 (Eukleid̊uv obor). Obor integrityD nazveme Eukleid̊uv, pokud
existuje funkce (mı́ra) zobrazuj́ıćı nenulové prvkyD do nezáporných celých č́ısel
tak, že
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� d(a) ≤ d(ab) pro všechna nenulová a, b ∈ D a

� pokud a, b ∈ D, b ̸= 0, pak existuj́ı prvky q, r ∈ D tak, že a = bq + r, kde
r = 0 anebo d(r) < d(b).

Př́ıklad 12.42. Eukleidovy okruhy jsou

� Z pro d(a) = |a|

� je-li F pole, je F [x] Eukleid̊uv obor pro d(f(x)) = deg f(x)

� okruh Gaussových č́ısel Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} je Eukleid̊uv obor pro
d(a+ bi) = a2 + b2.

Prvńı podmı́nka definice plyne z d(xy) = d(x)d(y) a t́ım d(x) ≤ d(xy)
(ukažte) pro x, y ∈ Z[i]. Druhá podmı́nka plyne z následuj́ıćıho. Pro x, y ∈
Z[i], y ̸= 0 je x, y ∈ Q[i] (ukažte). K vyjádřeńı xy−1 = s + ti zvolme
(př́ıpadně libovolně) m,n ∈ Z tak, že m je nejbližš́ı s a n k t (lǐśı se
tak nejvýše o 1

2 ). Podmı́nka x = qy + r na dělitelnost je pak splněna pro
q = m + ni, r = [(s −m) + (t − n)i]y. Konečně d(r) = [(s −m)2 + (t −
n)2]d(y) ≤ 1

2d(y) < d(y).

Věta 12.43. Každý Eukleid̊uv obor je hlavńı obor integrity.

D̊ukaz. Bud’ D Eukleid̊uv obor a I jeho nenulový ideál. Bud’ a nenulový prvek
I s minimálńım d(a). Pak I = ⟨a⟩. Pokud totiž b ∈ I, existuj́ı q, r tak, že
b = aq+ r a r = 0 nebo d(r) < d(a). Ale r = b− aq ∈ I, tj. d(r) neńı menš́ı než
d(a). Tedy r = 0 a b ∈ ⟨a⟩. Nulový ideál je tedy ⟨0⟩.

Existuj́ı hlavńı obory integrity, které nejsou Eukleidovy obory.

Důsledek 12.44. Každý Eukleid̊uv obor je Gauss̊uv.

Věta 12.45. Je-li D Gauss̊uv obor, pak D[x] je rovněž Gauss̊uv.

Důkaz je obdobný jako ve speciálńım př́ıpadě D = Z.

Př́ıklad 12.46. Okruh Z[
√
−5] = {a + b

√
−5 | a, b ∈ Z} je obor integrity ale

neńı Gauss̊uv. Pro d(a + b
√
−5) = a2 + 5b2 je d(xy) = d(x)d(y) a d(x) = 1,

právě když x je dělitel jednotky. Tj. dělitelé jednotky jsou ±1. Ve faktorizaćıch
2 · 23 = 46 = (1 + 3

√
−5)(1− 3

√
−5) jsou všechny faktory ireducibilńı.

Cvičeńı

12.1. Ukažte, že sjednoceńı prvk̊u řetězce I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ideál̊u okruhu R je ideál R.

12.2. Bud’ D Eukleid̊uv obor s mı́rou d. Ukažte, že u je dělitel jednotky, právě když
d(u) = d(1).

12.3. Bud’ D Eukleid̊uv obor s mı́rou d. Ukažte, že pro asociované prvky a, b je
d(a) = d(b).
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12.4. Bud’ D hlavńı obor integrity. Ukažte, že každý vlastńı ideál D je obsažený v
maximálńım ideálu.

12.5. Stanovte dělitele jednotky v Z[i].
12.6. Ukažte, že Z[

√
−6] neńı Gauss̊uv obor.

12.7. Ukažte, že Z[
√
−2], Z[

√
2] jsou Gaussovy obory.

12.8. Ukažte, že Z[
√
−3] neńı hlavńı obor integrity.



Kapitola 13

Pole

13.1 Rozkladová pole

Definice 13.1. Pole E nazýváme rozš́ıřeńım pole F , pokud E ⊃ F a operace
F jsou zúžeńım operaćı na E.

Př́ıklad 13.2. Q ⊂ R ⊂ C.

Věta 13.3 (Kronecker, 1887). Necht’ F je pole a f(x) ∈ F [x] je polynom stupně
aspoň 1. Potom existuje rozš́ıřeńı E ⊃ F , ve kterém f(x) má kořen.

D̊ukaz. (Náčrt.) F [x] je obor integrity s jednoznačným rozkladem. Proto exis-
tuje ireducibilńı polynom p(x) ∈ F [x] takový, že p(x)|f(x). Stač́ı naj́ıt rozš́ı̌reńı
E, ve kterém má p(x) kořen. Kandidátem je pole E = F [x]/⟨p(x)⟩. Necht’

Φ: F → E je definované předpisem Φ(a) = a + ⟨p(x)⟩. Potom Φ(F ) ⊂ E je
podpole izomorfńı F . Tvrd́ıme, že α = x+ ⟨p(x)⟩ je kořen. Necht’

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Po dosazeńı dostaneme p(α) = p(x) + ⟨p(x)⟩ = ⟨p(x)⟩ = 0.

Př́ıklad 13.4. Necht’ f(x) = x2 + 1 ∈ Q[x]. Podle d̊ukazu věty 13.3 je α =
x+ ⟨x2 + 1⟩ kořen f(x) v rozš́ı̌reńı E = Q[x]/⟨x2 + 1⟩. Př́ımý výpočet dá:

f(α) = f(x+⟨x2+1⟩) = (x+⟨x2+1⟩)2+1 = x2+1+⟨x2+1⟩ = ⟨x2+1⟩ = 0 ∈ E.

Poznámka: Vı́me, že v komplexńıch č́ıslech má f(x) kořen i =
√
−1, ale

chceme naj́ıt rozš́ı̌reńı a kořen v něm bez použit́ı komplexńıch č́ısel.

Definice 13.5. Necht’ a1, a2, . . . , an ∈ E ⊃ F . Označme F (a1, a2, . . . , an)
nejmenš́ı podpole E obsahuj́ıćı F i prvky a1, a2, . . . , an. Pak F (a1, a2, . . . , an)
je pr̊unikem všech podpoĺı E obsahuj́ıćıch F a současně {a1, a2, . . . , an}.

107
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Definice 13.6. Necht’ E ⊇ F je rozš́ı̌reńı pole F , f(x) ∈ F [x] a n = deg(f(x)) ≥
1. Polynom f(x) je rozložitelný v poli E, jestliže existuje a ∈ F a a1, a2, . . . , an ∈
E takové, že

f(x) = a(x− a1)(x− a2) . . . (x− an).

Pole E se nazývá rozkladové pole pro f(x), pokud E = F (a1, a2, . . . , an).

Př́ıklad 13.7. Polynom f(x) = x2 + 1 ∈ Q[x] se rozkládá v C, f(x) = (x +
i)(x− i). Ale rozkladové pole pro f(x) ∈ Q[x] je pole

Q(i) = {r + si; r, s ∈ Q}.

Pokud uvažujeme f(x) ∈ R[x], rozkladové pole je C. Tedy rozkladové pole záviśı
nejen na polynomu, ale i na poli, ve kterém uvažujeme jeho koeficienty. Podobně
g(x) = x2 − 2 ∈ Q[x] se rozkládá nad R. Ale rozkladové pole nad Q je

Q(
√
2) = {r + s

√
2; r, s ∈ Q}.

Věta 13.8. Pro každý polynom f(x) ∈ F [x] stupně aspoň 1 existuje rozkladové
pole.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat, že existuje rozš́ı̌reńı E ⊇ F , ve kterém se f(x) rozkládá.
Budeme postupovat indukćı podle deg(f(x)) ≥ 1. Jestliže deg(f(x)) = 1, plat́ı
f(x) = a(x− a1) a rozkladové pole je F . Pokud n = deg(f(x)) > 1, z věty 13.3
vyplývá, že existuje pole E ⊇ F a a1 ∈ E takové, že f(x) = a(x − a1)g(x),
g(x) ∈ E[x] a vedoućı koeficient g(x) je 1. Zřejmě deg(g(x)) = n−1 < deg(f(x).
Z indukčńıho předpokladu vyplývá, že existuje K ⊇ E takové, že K obsahuje
kořeny a2, . . . , an polynomu g(x). Proto všechny kořeny {a1, a2, . . . , an} ⊂ K.
Potom F (a1, . . . , an) ⊆ K.

Čtenář znaj́ıćı fundamentálńı věty algebry se možná zeptá, proč jsme jed-
noduše nepoložili v předešlém d̊ukaze K = C. Důvody jsou dva: existuj́ı pole,
která nejsou obsažena v C, např́ıklad konečná pole. Druhý d̊uvod je, že pokud
to neńı nevyhnutné, chceme mı́t naši teorii nezávislou od fundamentálńı věty al-
gebry. Ostatně, fundamentálńı věta algebry byla dokázána o mnoho let později
v rámci komplexńı analýzy. Jej́ı čistě algebraický d̊ukaz nebyl dlouho znám.

Př́ıklad 13.9. Uvažujme polynom f(x) = x4−x2−2 = (x2−2)(x2+1), který
má nad C kořeny ±

√
2 a ±i. Jeho rozkladové pole nad Q je Q(

√
2, i). Plat́ı

Q(
√
2, i) = {α+ βi; α, β ∈ Q(

√
2)} = {(a+ b

√
2) + (c+ d

√
2)i; a, b, c, d ∈ Q}.

Př́ıklad 13.10. Necht’ f(x) = x2 + x + 2 ∈ Z3[x]. Dosazeńım 0, 1, 2 ∈ Z3

zjist́ıme, že f(x) je ireducibilńı. Na druhé straně f(x) = (x−(1+ i))(x−(1− i)),
proto f(x) se rozkládá v poli Z3(i).

Pokud použijeme konstrukci z Kroneckerovy věty, źıskáme rozkladové pole
E = Z3[x]/⟨x2+x+2⟩. Je to 9-prvkové pole charakteristiky 3. Pokud označ́ıme
1 + ⟨x2 + x+ 1⟩ := 1 a x+ ⟨x2 + x+ 1⟩ := β, pole

E = {0, 1, 2, β, 2β, β + 1, 2β + 1, β + 2, 2β + 2}.
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Sč́ıtáńı v E je modulo 3. Při násobeńı použ́ıváme redukci modulo β2 + β + 2.
Speciálně po vynásobeńı dvou prvk̊u použijeme substituci β2 = −β−2 = 2β+1.
Děleńım x− β dostaneme rozklad x2 + x+ 2 = (x− β)(x+ β + 1). Máme tedy
2 rozkladové pole polynomu f(x) ∈ Z3[x] a vzniká problém jednoznačnosti.

Věta 13.11 (jednoznačnost elementárńıho rozš́ı̌reńı). Necht’ p(x) ∈ F [x] je
ireducibilńı polynom. Necht’ a ∈ E \ F je kořen p(x) v rozš́ıřeńı E. Potom
F (a) ∼= F [x]/⟨p(x)⟩.

Jestlǐze nav́ıc deg(p(x)) = n, plat́ı

F (a) = {cn−1a
n−1 + cn−2a

n−2 + · · ·+ c1a+ c0; c0, c1, . . . , cn−1 ∈ F}.

D̊ukaz. Zobrazeńı Φ: F [x] → F (a) definované předpisem Φ(f(x)) = f(a) je
homomorfismus okruh̊u s jádrem ker(Φ) = ⟨p(x)⟩ = {r(x)p(x); r(x) ∈ F [x]}.
Zřejmě Φ(p(x)) = p(a) = 0, proto ⟨p(x)⟩ ⊂ ker(Φ). Ale ⟨p(x)⟩ je maximálńı
ideál r̊uzný od F [x], proto ker(Φ) = ⟨p(x)⟩. Z prvńı věty o izomorfismu dosta-
neme F [x]/⟨p(x)⟩ ∼= F (a). Dále, každý prvek F [x]/⟨p(x)⟩ má tvar cn−1x

n−1 +
cn−2x

n−2 + · · ·+ c1x+ c0 + ⟨p(x)⟩. Tento prvek se izomorfismem indukovaným
Φ zobraźı na

cn−1a
n−1 + cn−2a

n−2 + · · ·+ c1a+ c0.

Z věty 13.11 vyplývá, že rozš́ı̌reńı F (a) tvoř́ı nad F vektorový prostor di-
menze deg(p(x)).

Důsledek 13.12. Necht’ p(x) ∈ F [x] je ireducibilńı polynom stupně n. Necht’

a ∈ E ⊇ F je kořen p(x) v rozš́ıřeńı E. Potom F (a) ⊂ E je n-dimenzionálńı
vektorový prostor nad F .

Věta 13.13. Rozkladové pole f(x) ∈ F [x] je jednoznačně určené polynomem
f(x) a polem F .

D̊ukaz. Necht’ f(x) = p(x)g(x), kde p(x) je ireducibilńı polynom. Necht’ F (b)
a F (a) jsou rozš́ı̌reńı F obsahuj́ıćı kořeny a, b. Podle věty 13.11 plat́ı F (a) ∼=
F [x]/⟨p(x)⟩ ∼= F (b). Opakovaným použit́ım vět 13.11 dokážeme jednoznačnost.

Poznámka: Věta 13.13 nám potvrzuje, že rozkladové pole pro polynom
f(x) ∈ Q[x] můžeme hledat tak, že najdeme kořeny f(x) v C a potom najdeme
minimálńı množinu kořen̊u, která vygeneruje rozkladové pole.

Př́ıklad 13.14. Uvažujme f(x) = xn − a ∈ Q[x]. Označme ω = cos(2π/n) +
sin(2π/n)i primitivńı řešeńı rovnice ωn = 1 v C. Kořeny polynomu f(x) v C
jsou:

a1/n, ωa1/n, . . . , ωn−1a1/n.

Tyto kořeny se nacházej́ı v poli Q(a1/n, ω), což je zároveň i rozkladovým polem.
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Věta 13.15. Polynom f(x) nad polem F má násobný kořen v nějakém rozš́ıřeńı
E ⊇ F tehdy a jen tehdy, když f(x) a f ′(x) maj́ı společného dělitele v F [x]
stupně ≥ 1.

D̊ukaz. (⇒) Jestliže a je násobný kořen f(x), plat́ı f(x) = (x − a)2g(x) a
f ′(x) = 2(x− a)g(x) + (x− a)2g′(x). Tedy (x− a) je společným dělitelem f(x)
a f ′(x).
(⇐) Důkaz sporem. Necht’ f(x) a f ′(x) nemá společného netriviálńıho dělitele a
současně a je násobný kořen. Z Euklidova algoritmu na výpočet gcd(f(x), f ′(x))
vyplývá, že existuj́ı polynomy g(x) a h(x) takové, že 1 = g(x)f(x)+ h(x)f ′(x).
Uvažujme g(x)f(x)+h(x)f ′(x) ∈ E[x]. Potom (x−a) děĺı f(x) i f ′(x). Odtud,
(x− a)|1, což je spor.

13.2 Konečná pole

Podle Lemy 11.16 a Věty 11.17 plat́ı: charakteristika konečného pole F , zapi-
sujeme charF , je rovna aditivńımu řádu 1, navyše charF = p je prvoč́ıslo.

Lemma 13.16. V poli s charF = p má každý nenulový prvek aditivńı řád p.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ F . Máme

p · x = x+ x+ . . .+ x︸ ︷︷ ︸
p sč́ıtanc̊u

= 1 · x+ 1 · x+ 1 · x+ . . .+ 1 · x︸ ︷︷ ︸
p sč́ıtanc̊u

= (1 + 1 + . . .+ 1)︸ ︷︷ ︸
p sč́ıtanc̊u

·x = (p · 1) · x = 0 · x = 0.

Tedy |x| děĺı p. Ale p je prvoč́ıslo, proto |x| = p.

Věta 13.17. Pokud F je konečné pole, existuje prvoč́ıslo p a přirozené č́ıslo n
takové, že |F | = pn.

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že pole F je konečné, z lemmatu 13.16 vyplývá
char(F ) = p pro nějaké prvoč́ıslo p. Uvažujme aditivńı grupu pole (F ; +). Z
lemmatu 13.16 vyplývá, že řád každého prvku je mocnina p, proto (F ; +) je
p-grupa. Z d̊usledku 8.3 vyplývá, že |(F ; +)| je mocnina p.

Z fundamentálńı věty o abelovských grupách (věta 9.1) vyplývá

Důsledek 13.18. Aditivńı grupa pole charakteristiky p je elementárńı abelovská
p-grupa (F ; +) ∼= Znp .

Věta 13.19. Pro každé prvoč́ıslo p a pro každé přirozené č́ıslo existuje, až na
izomorfismus, jediné konečné pole řádu pn.
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D̊ukaz. (Existence) Uvažujme rozkladové pole E pro polynom f(x) = xp
n −x ∈

Zp[x]. Dokážeme, že |E| = pn. V rozkladovém poli E má f(x) pn kořen̊u (se
započteńım násobnost́ı). Ale f ′(x) = pnxp

n−1 − 1 a polynomy f(x), f ′(x) jsou
nesoudělné. Podle věty 13.15 jsou všechny kořeny f(x) po dvou r̊uzné.

Necht’ K je množina kořen̊u f(x) v E. Podle předchoźı úvahy je |K| = pn.
Dokážeme, že K je podpole E. Pokud a, b jsou kořeny, z binomické věty

(a− b)p
n

=

pn∑
j=0

(
pn

j

)
aj(−b)p

n−j

můžeme dokázat, že p děĺı
(
pn

j

)
pro j ̸= 0, j ̸= pn. Protože pole je charakteristiky

p, je (a− b)pn = a− b. Odtud f(a− b) = (a− b)pn − (a− b) = 0. A dále f(a) = 0
a f(b) = 0 implikuje ap

n

= a, bp
n

= b. Po dosazeńı f(ab) = ap
n

bp
n − ab = 0 a

také
f(1/a) = (1/a)p

n

− 1/a = 1/ap
n

− 1/a = 1/a− 1/a = 0.

Protože E je rozkladové pole, muśı být E = K a |E| = |K| = pn.
(Jednoznačnost) Necht’ E′ je nějaké pole řádu pn. Potom obsahuje pole

izomorfńı Zp (generované 1). Nenulové prvky K tvoř́ı multiplikativńı grupu
řádu pn − 1, proto pro každé x ∈ K plat́ı xp

n−1 = 1, tedy i xp
n

= x. Odtud
f(x) = 0 pro každé x ∈ K. Z toho vyplývá, že E′ je rozkladové pole pro
f(x) = xp

n − x. Z věty 13.13 vyplývá E′ ∼= E.

Definice 13.20. Konečné pole řádu pn budeme označovat GF(pn).

Věta 13.21 (struktura konečného pole). Aditivńı grupa (GF(pn),+) ∼= Znp .
Multiplikativńı grupa (GF(pn)− {0}, ·) ∼= Zpn−1 je cyklická řádu pn − 1.

D̊ukaz. Prvńı část tvrzeńı je Důsledek 13.18.
Grupa GF ∗(pn) = (GF(pn) − {0}, ·) je abelovská. Z věty 9.1 vyplývá,

že existuje rozklad GF ∗(pn) na cyklické grupy. Grupa GF∗(pn) je cyklická
právě tehdy, když řády faktor̊u rozkladu jsou po dvou nesoudělné. Kv̊uli sporu
předpokládejme, že GF∗(pn) neńı cyklická. Potom v rozkladu existuj́ı dvě r̊uzné
cyklické grupy se společným dělitelem d > 1. To znamená, že GF∗(pn) obsahuje
dvě r̊uzné cyklické podgrupy H ̸= K řádu d. Potom každý prvek H i K je kořen
polynomu xd−1 ∈ GF(pn)[x]. Potom počet jeho kořen̊u je aspoň |H|∪ |K| > d,
dostáváme spor.

Cvičeńı

13.1. Určete svaz podpoĺı GF(64).

13.2. Necht’ α je kořen f(x) = x3 + x2 + 1 ∈ Z2[x] v nějakém rozš́ı̌reńı GF(2).
Vypoč́ıtejte 1/α.

13.3. Dokažte, že GF ∗(32), je generovaná každým netriviálńım prvkem.

13.4. Dokažte, že x 7→ xp je automorfismus GF(pn) řádu n.
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Kapitola 14

Řešitelnost polynomických
rovnic v radikálech

14.1 Řešitelnost Galoisovy grupy polynomu

Definice 14.1. Necht’ E ⊃ F je rozš́ı̌reńı pole F . Automorfismus E je automor-
fismus okruhu E. Galoisova grupa Gal(E/F ) je podgrupa grupy automorfismů
bodově fixuj́ıćı F .

Necht’ H ≤ Gal(E/F ). Potom EH = {x ∈ E; Φ(x) = x pro každé Φ ∈ H}
se nazývá pole fixované H.

Jedna z kĺıčových myšlenek Galoisovy teorie spoč́ıvá v pozorováńı, že svaz
podpoĺı ⟨F,E⟩ a svaz podgrup Gal(E/F ) jsou antiizomorfńı.

Př́ıklad 14.2. (Q) Uvažujme E = Q(21/4, i). Dá se dokázat, že Gal(E/Q)
je 8-prvková grupa izomorfńı grupě kvaternion̊u. Jej́ı generátory jsou α : i 7→
i, 21/4 7→ −i21/4; β : i 7→ −i, 21/4 7→ 21/4. Svaz podpoĺı vypadá takto:

Q

Q(i
√
2)

Q(i)Q(
√
2)

Q(
√
2, i) Q((1 + i) 4

√
2)Q((1− i) 4

√
2)Q(i 4

√
2)Q( 4

√
2)

Q( 4
√
2, i)

2

2 2

2

2

22

2

2

2

22

2

2

2

113
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Svaz podgrup Gal(E/Q) ∼= ⟨α, β⟩ vypadá takto:

{ϵ, α, α2, α3, β, αβ, α2β, α3β}

{ϵ, α2, β, α2β} {ϵ, α, α2, α3} {ϵ, α2, αβ, α3β}

{ϵ, α2}{ϵ, β} {ϵ, α2β} {ϵ, αβ} {ϵ, α3β}

{ϵ}

2
22

2 2 2 2 2 2

2

2 2

2

2

2

Př́ıklad 14.3. (Z2) Necht’ E = Q
√
2. Necht’ Φ ∈ Gal(E/Q. Potom

2 = Φ(2) = Φ(
√
2
√
2) = Φ(

√
2)2.

Proto Φ(
√
2) = ±

√
2. Proto Gal(E/Q) = ⟨β⟩ ∼= Z2, kde β je automorfismus√

2 7→ −
√
2.

Př́ıklad 14.4. (1) Uvažujme rozš́ı̌reńı E = Q(
3√
2) ⊃ Q podobně jako v

předchoźım př́ıkladu:

2 = Φ(2) = Φ(
3√
2

3√
2

3√
2) = (Φ(

3√
2))3.

Tato rovnice má jediné řešeńı Φ(
3√
2) =

3√
2. Z definice, Φ fixuje všechny

prvky Q, proto Gal(F/Q) je triviálńı.

Př́ıklad 14.5. (Z4) Uvažujme rozš́ı̌reńı E = Q(
4√
2, i) ⊃ Q. Jestliže Φ ∈

Gal(E/Q) a zároveň fixuje Q(i), rovnice

2 = Φ(2) = Φ(
4√
2

4√
2

4√
2

4√
2) = (Φ(

4√
2))4

dává čtyři možnosti pro Φ(
4√
2), konkrétně

4√
2, i

4√
2,− 4√

2,−i
4√
2. Pokud polož́ıme

α(i) = i a α(
4√
2) = i

4√
2, α ∈ Gal(E/Q(i)) má řád 4 a Gal(E/Q(i)). Pod-

grupa ⟨α2⟩ ≤ Gal(E/Q(i)) fixuje pole (i,
√
2). Svaz podpoĺı je lineárńı Q(i) ≤2

(i,
√
2) ≤2 Q(

4√
2, i), podobně jako svaz podgrup 1 ≤ ⟨α2⟩ ≤ ⟨α⟩ = Gal(E/Q(i)).

Př́ıklad 14.6. (Z2 × Z2) Uvažujme rozš́ı̌reńı E = Q(
√
3,
√
5) ⊃ Q. Protože

E = {a+ b
√
3 + c

√
5 + d

√
3
√
5; a, b, c, d ∈ Q},

každý automorfismus Φ ∈ Gal(E/Q) je určený obrazy Φ(
√
3) = ±

√
3 a Φ(

√
5) =

±
√
5. Potom Gal(E/Q) ∼= Z2 × Z2. Svazy podpoĺı a podgrup maj́ı tvar dia-

mantu.
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{ϵ, α, β, αβ}

{ϵ, β} {ϵ, αβ}{ϵ, α}

{ϵ}

2

2

2

2

2

2

Q(
√
3,
√
5)

Q(
√
3) Q(

√
3
√
5)Q(

√
5)

Q

2

2

2

2

2

2

Př́ıklad 14.7. (S3) Necht’ ω = −1/2 + i
√
3/2. Př́ımým dosazeńım ověř́ıme,

že ω vyhovuje rovnićım ω3 = 1 a ω2 + ω + 1 = 0. Uvažujme rozš́ı̌reńı E =
Q(ω,

3√
2) ⊃ Q. Podobně jako v předešlých úlohách automorfismus rozš́ı̌reńı je

daný obrazem prvk̊u ω a
3√
2. Najdeme dva automorfismy α ∈ Gal(E/Q(

3√
2)

a α ∈ Gal(E/Q(ω). Podgrupa generovaná ⟨α, β⟩ ∼= S3. Ve skutečnosti je to už
celá Gal(E/Q, nebot’ tyto podpole vygeneruj́ı E.

Tabulka 14.1: Automorfismy Gal(E/Q)

id α β β2 αβ αβ2

ω 7→ ω ω 7→ ω2 ω 7→ ω ω 7→ ω ω 7→ ω2 ω 7→ ω2

3√
2 7→ 3√

2
3√
2 7→ 3√

2
3√
2 7→ ω

3√
2

3√
2 7→ ω2 3√

2
3√
2 7→ ω2 3√

2
3√
2 7→ ω

3√
2
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Svazy podpoĺı a podgrup vypadaj́ı následovně:

{ϵ, α, β, β2, αβ, αβ2}

{ϵ, β, β2} {ϵ, α} {ϵ, αβ} {ϵ, αβ2}

{ϵ}

2

3

3
3

3

2
2

2

Q(ω, 3
√
2)

Q(ω) Q( 3
√
2) Q(ω 3

√
2) Q(ω2 3

√
2)

Q

3

2

2
2

2

3
3

3

Necht’ E ⊂ F je rozš́ı̌reńı pole F . Označme L[F,E] svaz podpoĺı E obsa-
huj́ıćıch pole F .

Věta 14.8 (Fundamentálńı věta Galoisovy teorie). Necht’ F je pole charakte-
ristiky 0 nebo konečné pole. Jestlǐze E je rozkladové pole nějakého polynomu z
F [x], zobrazeńı Θ: L[F,E] → Sub(Gal(E/F )) s předpisem K 7→ Gal(E/K) je
antiizomorfismus svaz̊u splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

(1) dim[E : K] = |Gal(E/K)| a dim[K : F ] = [Gal(E/F ) : Gal(E/K)].

(2) Jestlǐze K je rozkladové pole nějakého polynomu z F [x], plat́ı Gal(E/K)◁
Gal(E/F ) a Gal(K/F ) ∼= Gal(E/F )/Gal(E/K).

(3) K = EGal(E/K), pole fixované Gal(E/K) je K.

(4) Jestlǐze H ≤ Gal(E/F ), plat́ı H = Gal(E/EH). Grupa automorfism̊u
fixuj́ıćı EH je H.
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Př́ıklad 14.9. Necht’ ω = cos(2π/7) + i sin(2π/7). Uvažujme pole E = Q(ω).
Určete svaz poĺı ⟨Q, E⟩.

Zřejmě ω7 = 1, proto Q(ω) je rozkladové pole polynomu x7 − 1 ∈ Q[x].
Můžeme aplikovat větu 14.8. Automorfismus α : ω 7→ ω3 má řád 6, proto
|dim(E : Q)| = |Gal(E/Q)| ≥ 6. Plat́ı x7 − 1 = (x − 1)(x6 + x5 + x4 +
x3 + x2 + x + 1) a ω je kořen. Proto dim(E : Q) ≤ 6. Proto Gal(E/Q) = ⟨α⟩
je cyklická grupa řádu 6. Nyńı již snadno identifikujeme svaz ⟨Q, E⟩. Pole E
obsahuje přesně dvě vlastńı rozš́ı̌reńı, které jsou fixovanými poli podgrup ⟨α2⟩
a ⟨α3⟩. S trochou námahy je možné určit tyto pole explicitně. Podle věty 14.8
potřebujeme nelézt podpole fixované α2 a α3. Pole fixované α3 je Q(ω + ω−1),
pole fixované α2 je Q(ω3 + ω5 + ω6).

14.2 Řešitelnost polynomických rovnic v radikálech

Kubický polynom x3 + bx + c = 0 má tři kořeny: A + B, −(A + B)/2 + (A −
B)

√
−3/2, a −(A+B)/2− (A−B)

√
−3/2, kde

A =
3

√
−c
2

+

√
b3

27
+
c2

4
a B =

3

√
−c
2

−
√
b3

27
+
c2

4
.

Kořeny tedy můžeme vypoč́ıtat z koeficient̊u b a c pouhým použit́ım aritme-
tických operaćı a operaćı odmocňováńı. Takovému řešeńı rovnice f(x) = 0
ř́ıkáme řešeńı v radikálech.

Definice 14.10. Necht’ F je pole a necht’ f(x) ∈ F [x]. Ř́ıkáme, že f(x) je
řešitelný nad F v radikálech, jestliže se f(x) rozkládá v nějakém rozš́ı̌reńı
F (a1, . . . , an) a existuj́ı přirozená č́ısla k1, . . . , kn taková, že ak11 ∈ F , akii ∈
F (a1, . . . , ai−1) pro i = 2, . . . , n.

Př́ıklad 14.11. Polynom f(x) = x8−3 ∈ Q[x] má kořeny
8√
3,

8√
3ω,

8√
3ω2, . . . ,

8√
3ω7,

kde ω = cos(2π/8)+i sin(2π/8). Polynom f(x) se tedy rozkládá v poliQ(
8√
3, ω).

Protože (
8√
3)8 = 3 ∈ Q a ω8 = 1 ∈ Q ⊂ Q(ω),je f(x) řešitelný v radikálech.

Kořeny se daj́ı přepsat do tvaru

±
8√
3,

√
−1

8√
3,

8√
3

(√
2

2
+

√
−2

2

)
,

8√
3

(√
2

2
−

√
−2

2

)
.

Věta 14.12. Necht’ F je pole charakteristiky 0 a necht’ E je rozkladové pole pro
f(x) = xn − a ∈ F [x]. Potom Gal(E/F ) je řešitelná grupa.

D̊ukaz. Necht’ b je kořen f(x) = xn − a a necht’ ω je primitivńı kořen rovnice
xn = 1. Pokud b = 0, je a = 0 a b je n-násobný kořen. V takovém př́ıpadě
E = F a Gal(E/F ) = 1. Proto dále předpokládáme b ̸= 0.

Př́ıpad 1: F obsahuje nějaký primitivńı kořen ω rovnice xn = 1. Potom
všechny kořeny f(x) maj́ı tvar bωi, kde i = 0, 1, . . . , n − 1. Proto E = F (b).
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Dále pro automorfismus Φ ∈ Gal(E/F ) plat́ı 0 = Φ(0) = Φ(f(b)) = f(Φ(b)),
proto Φ zobrazuje kořen na kořen a Φ je jednoznačně určený b 7→ bωi. Označme
Φi : b 7→ bωi. Potom

ΦiΦk(b) = Φi(bω
k) = bωk+i = Φk(bω

i) = ΦkΦi(b).

Proto pro každé i, k ∈ Zn plat́ı ΦiΦk = ΦkΦi a Gal(E/F ) je abelovská.
Př́ıpad 2. F neobsahuje primitivńı kořen rovnice xn = 1. Zřejmě i bω je

kořen f(x) a i ω = ωb/b ∈ E. Proto F ⊂ F (ω) ⊂ E a F (ω) je rozkladové
pole polynomu xn − 1, kde kořeny jsou ωi, i ∈ Zn. Jestliže v předchoźı úvaze
polož́ıme f(x) = xn − 1 a b = 1, dostaneme, že Gal(F (ω)/F ) je abelovská.

Dále, E je rozkladové pole f(x) ∈ F (ω) a F (ω) obsahuje primitivńı kořen
rovnice xn = 1. Podle př́ıpadu 1 je Gal(E/F (ω)) abelovská. Z věty 14.8(2)
vyplývá, že Gal(E/F (ω))◁Gal(E/F ) a Gal(E/F )/Gal(E/F (ω)) ∼= Gal(F (ω))/F ).
Potom řetězec 1◁Gal(E/F (ω))◁Gal(E/F ) je řešitelný.

Věta 14.13. Necht’ F je charakteristiky 0 a necht’ f(x) ∈ F [x] s rozkladovým
polem E ⊃ F . Necht’ f(x) se rozkládá v poli F (a1, a2, . . . , at), a exituj́ı celé
č́ısla ni, takové, že an1 ∈ F , ani

i ∈ F (a1, . . . , ai−1), pro i = 2, . . . , t. Potom
Gal(E/F ) je řešitelná grupa.

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı podle t.
Necht’ t = 1. Z předpoklad̊u vyplývá, že existuje n1 takové, že an1

1 =
a ∈ F . Tedy a1 je kořen xn1 − a. Necht’ L je rozkladové pole pro xn1 − a.
Zřejmě F ⊆ F (a1) ⊆ L. Z Věty 14.8(2) vyplývá, že Gal(L/E) ◁ Gal(L/F )
a Gal(L/F )/Gal(L/E) ∼= Gal(E/F ). Podle věty 14.12 je Gal(L/F ) řešitelná
grupa. Podle věty 10.14 je i Gal(L/E) řešitelná, podle věty 10.15 je faktorová
grupa Gal(E/F ) řešitelná.

Necht’ t > 1. Necht’ L je rozkladové pole xn1 − a nad E a necht’ K ⊆ L
je rozkladové pole xn1 − a nad F . Potom L je rozkladové pole (xn1 − a)f(x)
nad F a L je rozkladové pole f(x) polynomu xn1 − a nad E. Protože F (a1) ⊆
K, rozkládá se f(x) nad K(a2, . . . , at). Z indukčńıho předpokladu je grupa
Gal(L/K) řešitelná. Z věty 14.12 je Gal(K/F ) řešitelná. Z věty 14.8(2) je
Gal(L/F )/Gal(L/K) ∼= Gal(K/F ) řešitelná. Z věty 10.19 je Gal(L/F ) řešitelná.
Potom z věty 10.14 je podgrupa Gal(L/E) ≤ Gal(L/F ) řešitelná. Z věty 14.8(2)
je Gal(L/E)◁Gal(L/F ) a faktorová grupa Gal(L/F )/Gal(L/E) ∼= Gal(E/F ).
Podle věty 10.15 je Gal(E/F ) řešitelná.

Poznámka 14.14. Plat́ı i obrácená implikace k větě 14.13: Necht’ E je roz-
kladové pole pro polynom f(x) ∈ F [x], char(F ) = 0. Jestliže Gal(E/F ) je
řešitelná, je f(x) = 0 řešitelná v radikálech.

Poznámka 14.15. Je známo, že každá konečná grupa je Galoisova grupa nad
nějakým polem. Charakterizace konečných grup, které jsou Galoisovými gru-
pami nad Q, neńı známa. Neńı ani znám př́ıklad konečné grupy, která by nebyla
Galoisovou grupou nad Q.
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14.3 Neřešitelný polynom stupně 5

Uvažujme polynom g(x) = 3x5 − 15x + 5. Prvoč́ıslo 5 děĺı všechny koefici-
enty s výjimkou prvńıho a 52 = 25 neděĺı c0. Podle Eisensteinova kritéria je
g(x) ireducibilńı nad Q. V následuj́ıćı tabulce jsou hodnoty g(x) ve vybraných
celých č́ıslech. Ze spojitosti g(x) vyplývá, že g(x) má v otevřených intervalech
(−2,−1), (0, 1) a (1, 2) tři r̊uzné reálné kořeny a1, a2 a a3. Uvažujme derivaci
g′(x) = 15x4 − 15 = 15(x4 − 1).

Tabulka 14.2: Hodnoty g(x)
g(−2) g(−1) g(0) g(1) g(2)
−61 17 5 −7 56

Použit́ım Euklidova algoritmu zjist́ıme, že g(x) a g′(x) jsou nesoudělné. Od-
tud máme, že všechny kořeny g(x) jsou násobnosti 1. Dokážeme, že g(x) má
přesně 3 reálné kořeny. Necht’ g(x) má aspoň 4 reálné kořeny. Z Rolleovy věty
z kalkulu vyplývá, že mezi každými dvěma kořeny g(x) se nacháźı kořen g′(x).
Odtud, g′(x) = 15(x4 − 1) má aspoň 3 reálné kořeny, ale derivace má kořeny
±1,±i, dostáváme spor. Tedy zbylé dva kořeny a4, a5 jsou vzájemně sdružené
komplexńı č́ısla a ± bi, b ̸= 0. Necht’ K = Q(a1, a2, a3, a4, a5) je rozkladové
pole pro g(x). Vzhledem k tomu, že g(x) je ireducibilńı polynom stupně 5, plat́ı
dim[Q(a1) : Q] = 5 (věta 13.11). Z věty 14.8(1) máme 5 = dim[Q(a1) : Q] =
|Gal(Q(a1)/Q)|. Vzhledem k tomu, že Gal(Q(a1)/Q) ≤ Gal(K/Q), z Lagran-
geovy věty 5 děĺı |Gal(K/Q)|. Z definice Gal(K/Q) má akci na množině kořen̊u
a Gal(K/Q) ≤ S5. Z Cauchyho věty Gal(K/Q) obsahuje prvek řádu 5. Nav́ıc
Gal(K/Q) obsahuje automorfismus a4 = a + bi 7→ a − bi = a5 a fixuje ostatńı
kořeny. Podgrupa grupy S5 generovaná transpozićı a cyklem délky 5 se rovná
S5. Proto Gal(K/Q) ∼= S5 neńı řešitelná. Podle věty 14.13 se kořeny g(x) nedaj́ı
nad Q vyjádřit v radikálech.

Cvičeńı

14.1. Určete grupu automorfismů konečného pole GF(4).

14.2. Necht’ E je rozkladové pole polynomu x4 +1 ∈ Q[x]. Určete Gal(E/Q. Najděte
všechny podpole E. Najděte automorfismy v Gal(E/Q fixuj́ıćı Q(

√
2), Q(

√
−2), Q(i).

14.3. Necht’ f(x) ∈ F [x] je polynom stupně n a a1, a2, . . . , an jsou kořeny. Jestliže
K = Q(a1, a2, . . . , an), je Gal(K/F ) izomorfńı podgrupě Sn.

14.4. Určete Galoisovu grupu polynomu f(x) = x2 − 10x+ 21.
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