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Kapitola 1

Permutace

Definice 1.1. Permutace mnoziny M je bijekce M — M. Mnozinu vSech per-
mutaci mnoziny M = {1,2,...,n} oznac¢ime S,. Pro obecnou mnozinu M ji
oznatime Sjs. Mnozina S,, je pro velké n velmi velkd, pocet jejich prvka je
n=1-2-3----- (n—1)-n.

Operace slozeni. Slozeni dvou permutaci «, 8 mnoziny M je permutace
mnoziny M. SloZen{ zapisujeme a o 8(i) = «(B(4)). Permutaci zapiSeme do
tabulky:

o= 1 2 .. n
S \a(l) a2) ... aln))’
Vsimnéme si, ze skladani permutaci neni pro n > 3 komutativni. To zna-
mend, ze pro kazdé n > 3 existuji permutace takové, ze .- 8 # 3 - a. Napiiklad

pokud
_ (123 4 (123
“=\1 3 2)°77(3 2 1)°

12 3 12 3
5°a2<3 1 2>7é(2 3 1):‘“’5'

Cyklovy zapis permutace. Je-li a(k) = k, fikdme, Ze permutace a fizuje
prvek k. Necht M = {ig,i1,...,ir—1} C {1,2,...,n} je r-prvkovd podmnoZina,
r > 1. Necht o € S,, je permutace takovd, ze a(ij) =441, 5 =0,1,...,r —1
a alk) =k pro k € {1,2,...,n} \ M. Potom permutaci a nazveme cyklus
délky r a budeme ji zapisovat a = (ig,%1,...,%r—1). VSimnéme si, Ze zapis
o = (i1,42,...,ir—1, o) definuje stejnou permutaci. Cislo r nazveme délka cyklu;
cyklus délky 2 se nazyva transpozice. Dva cykly «, [ se nazyvaji disjunktni, po-
kud mnoziny prvku, které nejsou fixované témito permutacemi, jsou disjunktni.
Pro permutaci a ozna¢ime o permutaci coao---oq.

potom

m



2 KAPITOLA 1. PERMUTACE

Véta 1.2. KazZdou permutaci ruznou od identity muzeme rozloZit na soucin
disjunktnich cykli. Navic, tento rozklad je aZ na poradi cykli jednoznaény.

Diikaz. Pokud je j € {1,2,...,n}, ozna¢me O(j) = {k € M : Im, k = ¢"(j)}.
Ziejmé mnoziny O(j) tvoii rozklad M. Déle postupujeme indukei podle poctu
mnozin O(j). Pokud existuje i € M, které jesté nenf pokryté, vytvorime cyklus
(i, (i), p2(i), ..., ™ (7)), pficemz m je nejmensi ¢&islo takové, ze ¢™ (i) =
i. O

Mnozinu O(i) = {i,a(i),a?(i), ... } budeme nazyvat orbita prvku i.
Definice 1.3. Uplna faktorizace permutace je rozklad permutace na disjuktni
cykly, kde za kazdy fixovany bod doplnime cyklus délky 1.

Uvazujme soucin transpozic

(L2)...(Lr—=D(L,r)=(,r,r—1,r—2,...,2).

Toto pozorovani muzeme lehce zobecnit na libovolny cyklus. V kombinaci s
vétou 1.2 1ze dokézat nasledujici vétu.

Veéta 1.4. KazZdou permutaci ruznou od identity muZeme rozloZit na soucin
transpozic.

Tento rozklad vsak uz nebude v rozumném smyslu jednoznaény. Porovnanim
ruznych rozkladu té samé permutace vSak zjistime, Ze parita poctu transpozic
v rozkladech zustdva nezménénd. Duvod je skryty v efektu slozeni transpozic
(a,b) s libovolnou permutaci.

Definice 1.5. Necht o = B3135...53; je tplny rozklad permutace o € S,,.
Ozna¢me sgn(a) = (—1)"".

Lemma 1.6. Pokud 8 € S,, a T je transpozice, plati
sgn(78) = —sgn(p).

Diikaz. Uvazujme rozklad 8 = 7172 . ..y na disjunktni cykly. Necht 7 = (m, k),
kde m € v; a k € ;. V dikazu rozlisime dva piipady: i = j a i # j. Pokud
i = j, pocet disjunktnich cyklu je v rozkladé 75 rovny ¢ + 1; pokud i # j,
prislusny pocet cyklu je t — 1. (Dokazte podrobnél!) O
Véta 1.7. Pro kazdé o, 8 € S, plati

sgn(af) = sgn(a) sgn(p).

Diikaz. Necht o = 7179...7T,, je rozklad na souéin transpozic, kde m je mi-
nimélni. Pouzijeme indukci podle m. Je-li m = 1, pouzijeme Lemma 1.6. Je-li
m > 1, oznacime o = 75 ...7,,. Pak z predchoziho lemmatu dostdvame:

sgn(afB) = —sgn(a’B) = —sgn(a’) sgn(B) = sgn(r1a’) sgn(B) = sgn(a) sgn(pB).

Pokud o = m...7, je minimdlni rozklad, tvrzeni plati. Pro¢ o’ musi byt
minimalni rozklad? O



Definice 1.8. Permutace se nazyva sudé, pokud se dé rozlozit na sudy pocet
transpozic. Pokud permutace neni suda, je licha.

Véta 1.9. Permutace o € S, je sudd prdvé tehdy, kdyz sgn(a) = 1.

Cviceni
1.1. Necht (i) = 10—i je permutace v Sg. Zapiste a jako souéin disjunktnich cykli.
1.2. Kolik je permutaci a v Sg takovych, ze o® = 1? Zkuste tvrzeni zobecnit pro S,,.

1.3. Pro které r je r-cyklus sudd permutace?

1.4. Urcete sgn(a) pro

1.5. Mdme ddnu mnozinu S,,, kde n > 3. Kolik fixovanych prvku k muze existovat
v néjaké permutaci v 5,7 Jak vypada inverzni permutace k permutaci «, v niz je
fixovdno pravé n — 2 prvka?

1.6. V pytliku je kazdd permutace v Ss napsand pravé na jednom listecku. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze vytdhneme najednou dva listecky s permutacemi o a 3, pro néz
plati a- 8 = B - a? Jak se pravdépodobnost zméni, vytdhneme-li nejprve prvni listek,
ktery nésledné vratime zpét do pytliku, a teprve poté vytdhneme druhy listek?

1.7. Necht jsou ddny permutace

/12 34 5 6 7 8 9 10
“=4 73 210 915 6 8)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4 3 6 9 8 5 10 7 2)°
Najdéte cykly, znaménka a inverze obou permutaci. Zjistéte, zda plati a- 8 = 5 - av.
1.8. Necht je ddna permutace o = (1,2,5,6)(3,4)(7,10,9)(8).
Uréete nejmens! mocninu k > 1, pro niz dostaneme of = id?

Uréete a4, 0%, o712 a o”.

1.9. Jak vypadd permutace o v Sy, pro niz o = id? A jak vypadéd permutace 3 v
Sy, pro niz f" 1 = id?

1.10. Necht «, 3,7, 6 jsou permutace v S, aplati a- = -aivy-J =6 -. Plati
pak nutné, ze -y =y -anebo a-d = § - a? Pokud ano, dokazte. Pokud ne, najdéte
piiklad, kdy véta neplati.

1.11. Identickd funkce 1x na mnoziné X je permutace, kterou obvykle znaéime 1
(nebo id). Dokazte, ze 1 - @ = o = « - 1 pro kazdou permutaci « € Sx.

1.12. Pro kazdou permutaci o € Sx existuje permutace 8 € Sx takova, ze aff =
1 = Ba. Dokazte.

1.13. Pro vSechny permutace «, 3,7 € Sx dokazte, ze a(8v) = (afB)7y.

1.14. Necht 1 < r < n. Kolik existuje r-cykld v S,,?

1.15. Necht o, B, jsou permutace. Dokazte, ze pokud a8 = oy nebo Ba = vya, pak
B=n.
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1.16. Necht o = (i1i2---ir) a 8 = (j1j2---js). Dokazte, Ze o a B8 jsou disjunktni
permutace pravé tehdy, kdyz {i1,i2,...,ir} N {Jj1,J2,---,Js} = 0.

1.17. Necht « a 3 jsou disjunktni permutace. DokaZte, Ze potom af = Ba.

1.18. Pokud « a S jsou disjunktni permutace a a8 = 1, plati, ze « = 1 = 3. Dokazte.

1.19. Najdéte permutace «, 8,7 € Ss takové, ze a komutuje s 8, § komutuje s ~,
ale a nekomutuje s .

1.20. Necht «, 3 jsou permutace v S,,. Pokud « i 8 maji stejnou paritu, je sgn(a3) =
1, pokud « a 8 maji rozdilnou paritu, je sgn(af) = —1. Dokazte.

1.21. Zapiste nésledujici permutace jako soucin disjunktnich cyklu:
e (1,2,3,5)(4,1,3),
e (1,3,2,5,6)(2,3)(4,6,5,1,2),
e (1,2)(1,3)(2,3)(1,4,2).

Nasledné permutace zapiste tabulkou.

1

2 3 6 7 8, 5_
2 3 4 7 8 6 -

). Zapiste af jako soucin disjunktnich cykli a poté jako

1.22. Necht jsou déany dvé permutace o = (

1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 8 7 6 5 2 4
souc¢in dvou cyklii. Totéz provedte pro Sa.
1.23. Nechf a a § jsou permutace v S,. Dokaite, ze a '8 'af je sudd permutace.
1.24. Najdéte t¥i permutace o z Sy takové, ze o® = (1,5,7)(2,8,3)(4,6,9).
1.25.  Necht je dédna permutace 8 = (1,3,5,7,9,8,6)(2,4,10). Jaké je nejmensf
pFirozené &islo n takové, ze B = $7°7
1.26. Necht je ddna permutace v = (1, 3,5,7,9)(2,4,6)(8, 10). Pokud ™ je 5-cyklus,
co muzete Fici o m?
1.27. Necht o permutaci 8 vime nésledujici: 8 € Sy a 8% = (2,1,4,3,5,6,7). Urcete
permutaci (3.
1.28. Necht 8 = (1,2,3)(1,4,5). Zapiste 3% jako soucin disjunktnich cykli.

Nasledujici priklady vyfeste po nastudovani ivodnich ¢tyt kapitol.
1.29. Urcete fad nasledujicich permutaci:

o (1,2,4)(3,5,7),

e (1,2,4)(3,5,7,8,6,9),

e (3,4,5)(2,4,5).
1.30. Ukazte, ze v grupé As existuje prvek radu 15.
1.31. Jaké jsou mozné fady prvku grup Se a Ag. Jak je to u grupy Az?

1.32. Uvedte dva diivody, pro mnoZina lichych permutaci v S,, neni podgrupa grupy
Sh.-

1.33. Kolik prvku fddu 5 obsahuje grupa S7? Kolik prvku fddu 4 obsahuje grupa
Se?
1.34. V grupé S4 najdéte jednu cyklickou a jednu necyklickou podgrupu radu 4.



1.35. Predpoklddejme, Ze permutace  je 10-cyklus. Pro jaké pfirozené &islo ¢ =
{2,3,...,10} je &' rovnéz 10-cyklus?

1.36. Najdéte jednu cyklickou a jednu necyklickou podgrupu grupy As, jez mé fad
4.

1.37. Necht H je podgrupa grupy S, lichého f4du. Dokazte, ze H je podgrupa grupy
Ap.

1.38. Ukazte, ze pro vSechna n > 3 je Z(S,) = {id}.

Napovéda k vybranym cvicenim

1.4 Zapiste permutaci a jako souéin cykll a pouzijte vzorec sgn(a) = (—1)""¢,
kde n =9 a t je pocet cyklu.

1.5 Evidentné 0 < k < n. Pokud k = 0, neexistuje zaddny fixovany prvek, po-
kud k& = n, dostavame identitu. Jak vypadd permutace s pravé n— 1 fixovanymi
prvky? Protoze o - a~! = id, musi stejnych n — 2 prvka byt fixnich i v o~ 1.

Budete platit a~! = «, nebo o~ = id?

1.6 Celkem existuje 3! = 6 ruznych permutaci v S3. Vytahujeme-li z pytliku
dva listecky s permutacemi, mame celkem (g) = 15 moznosti. Provéite, pro
kolik z 15 variant plati a - 8 = 3 - . Vratime-li listecek zpét do pytliku, zveétsi

se pocet moznost{, konkrétné o 6 (muzeme vytdhnout stejny listecek).

1.7 Jeden cyklus permutace « je napiiklad (1,4, 2, 7). Po prevedeni do sou¢inu
cykllt pro zjisténi znaménka permutace pouzijte vzorec sgn(a) = —1"¢, kde
n = 10 a t je pocet cyklu. Pro zjisténi inverznich permutaci sta¢i napiiklad v
obou permutacich v tabulkové podobé prohodit fadky a pak settidit sloupce od
nejmensiho.

1.8 Prvni cyklus mé délku 4, kazdy prvek bude tedy nazpét na svém misté
po kazdych étyfech iteracich. Napifklad pro a~'* spoéitejme nejprve o't =
8. 4. 2

o8 - a* - a? a néasledné provedte inverzi.

1.9 Podobné jako v piikladu 1.2. Pokud n — 1 je nejmensi mocnina takovéa, ze
8"~ = id, musi v permutaci 3 existovat cyklus délky n — 1, a tedy pravé jeden
fixovany prvek. Diskutujte moznost, ze n — 1 neni nejmensi mocnina.

1.10 Nechf o, 8,7 a § jsou permutace v S3. Dale necht 3 = id a v = § # id
(tzn., Ze existuje pravé jeden fixni prvek). Naleznéte o a v a presvédcete se, Ze
dana véta neplati.

1.12 Polozme 8 = o~ L.
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1.13 Priipomenme, ze dvé funkce f,g: A — B jsou stejné pravé tehdy, kdyz
pro vsechna a € A plati f(a) = g(a).



ResSeni vybranych cviceni

1.1 Permutace o vypadé néasledovné:
(1 2 3 4 5 6 7 8 9
““\o 8765432 1)

Vyskytuje se zde 5 cyklu, konkrétné ¢tyii transpozice 71 = (1,9), 72 = (2,8),73 =
(3,7) a 14 = (4,6) a jeden fixni prvek (5). Proto a = (1,9)(2,8)(3,7)(4,6)(5).

1.2 Aby o? =1, nesmf{ existovat v a zadny trojcyklus, étyfeyklus, péticyklus
a ani Sesticyklus. Permutaci a muzeme tedy vyjadfit jako soucin transpozic a
fixnich prvku. Fixni prvek nemusi existovat nebo jich poc¢et musi byt sudy. Tzn.
bud je a = 1, nebo lze o vyjadiit jako soucin jedné transpozice a &tyf fixnich
prvku, dvou transpozic a dvou fixnich prvku, a nebo jako soucin ti{ transpozic.
0 transpozic: To je identita, tedy 1 moznost.
1 transpozice: Mame tedy ¢tyfi fixni prvky, transpozice je tedy po zafixovani

téchto ¢ty prvku ddna jednoznacné. Tedy (2) = (g) = 55 — 15 moznosti.

21
2 transpozice: Mame tedy dva fixni prvky: (g) = 15 moznosti; ¢tyfi prvky
musime po dvou prohodit, to jsou 3 moznosti. Tedy celkem 15-3 = 45 moznosti.
3 transpozice: Prvek 1 lze prohodit s péti prvky. Déle vezmeme dosud ne-
prohozeny prvek. Ten muze byt prohozen s tiemi zbyvajicimi prvky. Posledni
prohozenti je jiz ddno dvéma zbyvajicimi dosud neprohozenymi prvky. Celkem:
5-3-1 =15 moznosti.
Celkem tedy v Sg existuje 1+ 15 + 45 4+ 15 = 76 permutaci « takovych, ze
2=1.

V S, existuje @ 2-cyklu, % soucinu dvou disjunktnich

2-cykll a obecné W souc¢inu k disjunktnich 2-cyklu, kde 2k < n.

1.3 Cyklus délky r je tvofen r — 1 transpozicemi: o« = (ig,%1,...,0p—1) =
(i0,11)(i0,%2) - - . (ig,ir_1). Tzn., Ze sgn(a) = (—1)"~1. Pro sudou permutaci 3
plati, ze sgn(B) = 1, a proto r — 1 musi byt sudé. A tedy r je nutné liché.

1.4 Permutaci a zapiSeme jako souéin disjunktnich cyklu, tedy: oo = (1,9)(2, 8)(3,7)(4,
Vyuzijeme vztah sgn(a) = (—1)""%, kde n =9 a t =5 je pocet cyklu. Po dosa-
zeni zjistime, ze sgn(a) = 1, jednd se tedy o sudou permutaci.
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Kapitola

Grupy

Definice 2.1 (Binarni operace). Necht G je mnozZina. Binarni operace je funkce

GxG—G.

Pokud f je bindrni operace, budeme namisto f(a,b) psat ab, aob, a*b nebo
a—+b.

Definice 2.2 (Grupa). Necht G je mnozina s bindrni operaci. Bindrn{ operace
je funkce G x G — G spliujici nasledujici podminky:

e pro kazdé a,b, c € G plati: a(bc) = (ab)c (asociativnost),
e existuje e € G takové, ze pro kazdy prvek a € G plati ea = ae =1,
e pro kazdy prvek a existuje prvek b takovy, ze plati ab = e = ba.

Binarni operace definovand na G se nazyva komutativni, pokud pro kazdé
dva prvky a, b plati ab = ba.
Poznamka.

Piiklad 2.3 (Piiklady grup a negrup).
(a) (Z,4), (Q.+), (R, +), (Q*,), (R~ {0},"), (C, +), (C—{0},).
(b) Je (Z,-) grupa?

(¢) (U,"), kde U = {x € C;|z| = 1}.
)

(d) Kladn4 iraciondlni ¢isla s operaci ndsobeni spliuji vSechny 3 axiomy, ale
netvoii grupu. Proc¢?

(e) Matice 2 x 2 s operaci s¢itani.
() (Zn, +)-
(g) Grupy linedrnich transformaci GL(2, R), GL(2,Q), GL(2,C).

9
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(h) Kdy je (Z,, — {0},-) grupa?
(i) Multiplikativni grupy U(n).

Grupa U(n) je grupou jedni¢ek modulo n, tzn. Ze mnozina U (n) obsahuje
vechna ¢isla 1,...,n nesoudélnd s n. Pf.: U(12) = {1,5,7,11}.

(j) Vektory nad polem R™ se séitdnim.
(k) GL(2,Z,).
(1) Linearn{ a afinni grupa.
(m) Permutaé¢ni grupy Sy, dihedrélni grupy D,,.

Prvek e budeme v obecné grupé znacit 1 a v komutativni grupé 0. Prvek
b = a~! z axiomu (iii) nazveme inverznim prvkem k prvku a. Zapisujeme

l=aa"'=a""a.

Lemma 2.4 (Z&kladn{ vlastnosti). Nechf G je grupa. Potom

o G md jediny neutrdlni prvek,

e ba = ca implikuje b = ¢ (pravé krdcent),

e ab = ac implikuje b = ¢ (levé krdcent),

o pro kaZdy prvek existuje jeding inverzni prvek,

e (ab)~t =b"ta L.
Definice 2.5 (Mocnina prvku). Necht G je grupa. Z asociativity operace
vyplyva, ze vyraz riTs...xy, je v grupé G dobie definovan pro kazdé prirozené

m. Necht G je grupa a z je prvek. Pro pfirozené éislo m definujeme 2™ =
xx ... x, m-krat. Mocninu miizeme rozsifit na celd éisla nasledovné: z° = 1 a
™= (z7™)t=a"lz7t . .27 prom < 0.

Definice 2.6 (Cayleyho tabulka). Pokud G je koneén4 grupa, potom pifslusnou
binarn{ operaci muzeme definovat pomoci Cayleyho tabulky, jez mé rozméry G x
G. Tabulka je definovana linedrnim uspoirddanim prvku grupy, zpravidla dévame
na zacatek 1. Radky a sloupce odpovidaji prvkiim grupy. V poli se soufadnicemi
[a, b] piseme prvek ¢ = ab. Takovyto zpusob zadén{ grupy je vhodny jen pro malé
kone¢né grupy. Navic, stejnou grupu muzeme v zavislosti na potradi definovat
ruznymi tabulkami.

Cviceni
2.1. Najdéte inverzni prvek k prvku a grupy G.

1. a =13, G = Zso,
2. a=13, G =U(14),
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3.a=n—-1,G=U(n) n> 2,
4. a=3-2i, G=(C-{0},").
e . .. (2 6 .
2.2. Najdéte inverzni prvek k matici 3 ) Vverupé GL(2,Z11).
2.3. Urcete viechny prvky z dihedraln{ grupy D, spliiujici rovnici 2% = 1.
2.4. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro grupu U(12).

2.5. Céstecné definovand bindrni operace je dand tabulkou:

a b ¢ d
1 - -
al- b - - 1
bl- ¢ d 1 -
c|- d - a b
dl - - - - _

Dopliite chybéjici policka tabulky tak, aby definovala grupu.

2.6. Dokazte, ze mnozina raciondlnich ¢isel tvaru 36", kde m,n € Z, tvoii grupu
vzhledem k operaci ndsobeni.

2.7. [Heisenbergova grupa] Necht G je mnozina trojihelnikovych redlnych matic
rozméru 3 X 3 s bindrni operaci definovanou nésledovné:

1 a b 1 o v 1 a+d b +ad+0b
01 c¢|lx|0 1 =10 1 d+ec
0 0 1 0 1 0 0 1

Dokazte, ze uvedend mnozina matic s danou operaci tvoii grupu.
2.8. Kolik prvku mé grupa GL(2,Z2)? Je to komutativni grupa?
2.9. Dokazte, ze pokud pro kazdy prvek grupy G plati z° = 1, je G abelovska.

2.10. Uvazujme zobrazeni f : Z1; — Zi1 dané polynomem f(z) = 4z — 3z".
Zjistéte, zda f je permutace. Jestlize ano, vypocitejte rad f.
2.11. Nechf G je grupa a necht ay,...,a, € G. Dokazte, (a1 - a2---an)"' = ay’ -

-1 -1

A, -1 a;

2.12. Necht G je grupa, a € G a necht m,n jsou nesoudélns &isla. Jestlize a™ = 1,
ukazte, ze existuje b € G, pro néjz je a = b".

2.13. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro grupu D4 (coz je dihedrélni grupa rddu
8).
2.14. Je grupa D3 abelovska?

2.15. Geometricky vysvétlete, pro¢ slozime-li v D,, za sebou dvé reflexe, dostaneme
rotaci.

2.16. Geometricky vysvétlete, pro¢ slozime-li v D,, za sebou dvé rotace, dostaneme
rotaci.

2.17. Geometricky vysvétlete, proc slozime-li v D,, za sebou rotaci a reflexi, dosta-
neme reflexi.
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2.18. Necht 71,72, 73 reprezentuji tii rotace v D, a necht fi, fa, f3 reprezentuji v
D, tii reflexe. Je rira fir3 fo f3rs rotace, nebo reflexe?

2.19. Najdéte prvky (symetrie) A, B,C € D, takové, ze AB = BC, ale A # C. Co
tim ukazeme?

2.20. Pro¢ mnoZina lichych &isel neni grupa? Uvedte dva divody.

2.21. Ukazte, ze mnozina {1,2,3} s ndsobenim modulo 4 nen{ grupa, ale mnozina
{1,2,3,4} s ndsobenim modulo 5 grupa je.

2.22. Ukazte, ze mnozina {5, 15,25, 35} je grupa s ndsobenim modulo 40. Jaky prvek
piedstavuje identitu? Vidite né&jaky vztah s touto grupou a grupou U(8)?

2.23. Profesor abstraktni algebry mél v imyslu dét studentum seznam deviti ¢isel, jez
tvofi grupu pii ndsobeni modulo 91. Omylem v8ak vynechal jedno ¢islo, takze seznam
vypadal ndsledovné: {1,9,16,22,53,74,79,81}. Na jaké ¢islo profesor zapomnél?

2.24. Dokazte, ze grupa G je abelovskd pravé tehdy, kdyz (ab)™' = a~'b7! pro
v8echna a,b € G.

2.25. Necht a,b jsou prvky abelovské grupy a n né&jaké celé &fslo. Ukazte, Ze (ab)™ =
a™b". Plati tento vztah i pro neabelovské grupy?

2.26. Cisla 5 a 15 patif do seznamu dvanécti pfirozenych &isel, ktera tvofi grupu pii
néasobeni modulo 56. Naleznéte vSech dvandct ¢isel patiici do této grupy.

2.27. Najdéte grupu se 105 prvky. Najdéte dvé grupy se 44 prvky.
2.28. Dokazte, ze pokud (ab)? = a®b?® v grupé G, je ab = ba.

Napovéda k vybranym cvicenim

2.1

1. Zog = {0,1,...,19}. Najdéte mocninu m &isla 13 takovou, ze a™ = 1.
Prvek a™ ! je pak inverznim prvkem k prvku a.

2. U(14) = {1,3,5,9,11,13}. Plati 13? (mod 14) = 1, a tedy inverznim
prvkem k prvku a = 13 je prvek a~! = 13. Urcete inverzni prvky ke
zbyvajicim prvkum grupy U(14).

. , .. fa b , ... (2 6 a b\ (1 0
2.2 Pro inverzni matici (c d> musi platit, ze <3 5> . (c d) = (0 1).
Hledame tedy feSeni soustavy ¢tyf rovnic o ¢tyfech neznamych.

2.3 Dihedralni grupa D, je grupa shodnosti pravidelného n-tthelniku, ten ma
tak 2n shodnosti (n otocenf a n osovych soumérnosti). V piipadé ¢tverce tak
existuje 8 shodnosti. Zapiste D, Caleyho tabulkou (8 x 8).

2.5 Mohou se prvky v fadku ¢i sloupci opakovat?
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2.6 Ukézeme, Ze jsou splnény vlastnosti grupy. Jednotkovy prvek je 1 = 3°-6°,
plati, ze 30.6%.3m.6" = 3m.6".30.6Y = 3™ .6" = 1. Asociativnost
je splnéna trividlné. Inverzni prvek k prvku 3™ - 6™ je 37 - 67 ™. Operace
je uzaviena. Dusledné ovéite a obhajte jednotlivé diléi kroky (napiiklad, ze
skutecné a-a~' =a"!-a=1, kde a = 3™6").

2.7 Provéfte vlastnosti grupy (uzavienost operace, asociativnost, existenci in-
verzniho a jednotkového prvku).

2.8 Matice GL(2,Zs) je fadu 2 a na kazdé ze ¢ty pozic muze byt 0 nebo
jednicka.

2.12 Existuji cela ¢isla s a t takova, ze 1 = sm + tn.

2.13 Grupa D,, je grupa symetrii pravidelného n-ihelniku, jez mé 2n symetrii,
konkrétné grupa D, je grupa symetrif ¢tverce. Grupa Dy ma 4 rotace (o 0° —
to je identita — o 90°,180° a 270°) a 4 symetrie (dle vertikdlni a horizont&lni
osy a obou diagondlnich os). Tabulka je tak 8 x 8.

Reseni vybranych cviéeni

2.4 Grupa U(12) ={1,5,7,11} = {1,-1,5, —5}.

|1 -1 5 -5
1{1 -1 5 -5
-1{-1 1 -5 5
5(5 -5 1 -1
515 5 -1 1

2.10 Prostym dosazenim &isel 0, ..., 11 za x zjistime, ze f(0) =0, f(1) =1,
f(2)=6,f(3)=9, f(4) =5, f(5) =3, f(6) =10, f(7) =2, f(8) =8, f(9) =4
a f(10) = 7. Jelikoz kazdé z ¢isel 0,...,11 je pravé jednou vzorem a prévé
jednou obrazem, je f = a permutaci.

Permutace « vypadd nasledovné:

(01 2 3 45 6 7 8 91
““o 1695310284 7)
Zapiseme «a jsou soucin cykli: o = (0)(1)(2,6,10,7)(3,9,4,5)(8). Rad per-

mutace urc¢ime dle nejmensiho spoleéného nasobku délek vsech cyklu. To zna-
mena, ze fad permutace « je 4.
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Kapitola 3

Podgrupy

Z jiz. znamych grup vytvoiime grupy nové.

Definice 3.1 (R4d grupy). Pocet prvki grupy G se nazyvé fad grupy, znacime
|G|. Pokud G je nekone¢nd, polozime |G| = cc.

Definice 3.2 (Rad prvku). Necht g € G je prvek grupy. Rad prvku g, znacime
lgl, je nejmensi kladné n takové, ze a™ = 1. Pokud takové n neexistuje, potom
g ma nekoneény Fad.

Piiklad 3.3. Grupa U(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} ma fad 8. Rady prvki
jsou |7| =4, |11| = 2, |13] = 4. V grupé (Z, +) je fad kazdého nenulového prvku
0.

Definice 3.4 (Podgrupa). Podmnozina H C grupy (G, -) se nazyva podgrupa,
pokud (H,-) je grupa. Zapisujeme H < G.

Véta 3.5 (Test podgrupy). Necht G je grupa a H C G, H # 0. Potom H je
podgrupou G prdvé tehdy, kdyz pro kazdé dva proky a,b € H plati ab~! € H.

Piiklad 3.6 (Podgrupy abelovské grupy). Necht G je abelovska grupa. Potom
plati:

e Mnozina prvku fadu 2 v abelovské grupé je podgrupou.
e Mnozina prvku kone¢ného fadu v abelovské grupé je podgrupou.

e Jsou-li H < G a K < G podgrupy, mnozina HK = {hk;h € H,k € K}
je podgrupa.

Véta 3.7 (Test podgrupy v koneéné grupé). Koneénd podmnoZina ) # H C
(G,-) je podgrupa G prdvé tehdy, kdyz H je uzaviend na bindrni operaci -.

Necht a € G. Oznacme (a) = {a";n € Z}.

Véta 3.8. Nechf G je grupa a necht a € G. Potom {(a) je podgrupa.

15
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Priklad 3.9. Necht D,, je dihedralni grupa. Nech R € D, je rotace o 360/n
stupniu. Potom (R) je podgrupa rédu n.

Je dobré si uvédomit, ze (a) je nejmensi podgrupa obsahujici prvek a.

Véta 3.10. Necht G je grupa a necht G;, i € I, je systém podgrup grupy G.
Potom N;e1G; je podgrupa G.

Definice 3.11. Necht G je grupa a S C G je podmnozina. Oznaé¢me (S) < G
nejmensi podgrupu G obsahujici S.

Diky véte 3.10 je podgrupa (S) jednoznaéné definovand.

Priklad 3.12 (Gaussova ¢isla). Necht {1,i} C C. Potom (1,7) = {a+bi;a,b €
Z} je podgrupa (C,+). Pokud pouzijeme standardni reprezentaci komplexnich
¢isel v Euklidovské rovine, tak Gaussova ¢isla odpovidaji bodiam s celo¢iselnymi
soutadnicemi.

Definice 3.13 (Centrum grupy). Necht G je grupa. Potom Z(G) = {a €
G;ax = za pro kazdy = € G} se nazyvé centrum grupy.

Véta 3.14. Nechf G je grupa. Centrum grupy je abelovskd podgrupa grupy G.
Vsimneme si, ze Z(G) = G, pokud G je abelovska.

Definice 3.15. Necht a € G. Centralizator C(a) prvku a je podmnozina
C(a) = {z € G;za = az}.

Pokud a € Z(G), je C(a) = G. Plati Z(G) < C(a) < G.

Véta 3.16. Centralizdtor proku a € G je podgrupa G.

Cviceni
3.1. Najdéte vSechny podgrupy Zis.
3.2. Najdéte centrum dihedralni grupy D,,.
3.3. Najdéte vSechny podgrupy Ss.
3.4. Urcete centralizdtor permutaci (1,2), (1,2)(3,4) a (1,2,3) v S4.
3.5. Necht je ddna grupa G = Zzo. Najdéte nejmens{ podgrupu grupy G obsahujici
e prvek 1,
e prvek 8,
e prvek 7,
e prvky 2,3,5.
3.6. Dokazte, ze alternujici grupa A,, mnozina sudych permutaci v S,, je podgrupa
S %' prvky.

3.7. Necht k je pole. Ukazte, ze SL(n, k), mnozina viech n x n matic ptes k majici
determinant 1, je podgrupa grupy GL(n, k).
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3.8. Necht n > 2. Dokazte, 7e grupa A, je generovand véemi trojcykly.
3.9. Pro kazdou z nésledujicich grup urcete fad grupy a fad kazdého prvku piislusné
grupy. Jaky vztah vidite mezi témito fady?
Z12, U(10), U(12), U(20), D4
3.10. Méme dény dvé grupy Q = (Q,+) a Q* = (Q\ 0,-). V obou dvou grupéch
urcete (1) a urcete Fédy viech prvki.
3.11. Dokaite, ze v kazdé grupé G mé prvek a stejny 7ad jako prvek ot
3.12. Bez poéitani jednotlivych fadua, vysvétlete, pro¢ dva prvky 8 a 22 maji v grupé
Zso stejny fad. Totéz proved'te pro dvojici 2 a 28 a v grupé U(15) pro dvojice prvki
2,8 a7,13.
3.13. Pro prvek a v grupé G plati a® = id. Jaky muaze byt f4d prvku a?
3.14. Necht a je prvek grupy G nekonecného iddu. Dokazte, ze a™ # a", kdyz
m # n.
3.15. Ukazte, ze pro jakykoliv prvek a v grupé G plati |a|] < |G].
3.16. Ukaite, ze grupa U(14) = (3) = (5). Je U(14) = (11)?
3.17. Ukazte, ze U(20) # (k) pro v8echna k € U(20). Co z toho plyne?
3.18. Dokazte, ze abelovskd grupa s dvéma prvky fddu 2 musi obsahovat podgrupu
fadu 4.
3.19. Najdéte grupu G obsahujici prvky a, b takové, ze |a| = |b| = 2, pro néz
e |ab] =3,
e |ab| =4,
e |ab] =5.
Vidite néjaky vztah mezi a,b a ab?
3.20. Necht H, K jsou podgrupy grupy G. Ukaite, ze H N K je rovnéZz podgrupa
grupy G.
3.21. Necht grupa H je vlastni podgrupa grupy (Z,+). Grupa H obsahuje prvky
e 18, 30, 40,
o 12, 30, 54.
Urcete grupu H. Existuje vzdy pravé jedna moznost?
3.22. Ukazte, ze dihedrélni grupa fadu 6 neobsahuje podgrupu radu 4.
3.23. Nechf G je grupa a a € G. Ukaite, ze C(a) = C(a™?).
3.24. Necht a,b jsou dva razné prvky grupy G. Dokazte, ze bud a? # b% nebo
a® # b3,
3.25. Necht je ddna grupa G a jeji podgrupa H. Dokazte, ze C'(H) je podrgupa
grupy G.
3.26. Dokazte, ze grupa sudého fadu musi obsahovat prvek fadu 2.
3.27. Predpoklddejme, ze grupa G obsahuje pravé osm prvku radu 3. Kolik podgrup
fddu 3 obsahuje grupa G?
3.28. Spoctéte fady nédsledujicich grup. Na zdkladé Vasich odpovédi vytvoite hy-
potézu o vztahu mezi [U(r)],|U(s)| a |U(rs)|.

e U(3),U(4),U(12),
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e U(5),U(7),U(35),
e U(4),U(5),U(20),
o U(3),U(5),U(15).

3.29. Spoctéte |U(4)],|U(10)| a |U(40)|. Odporuje tento piiklad Vasi hypotéze z
ptredchoziho cvi¢eni? Pokud ano, revidujte tuto hypotézu.

3.30. Necht H = {a + bi|a,b € R,ab > 0}. Je H podgrupou (C, +)?

3.31. Necht G = GL(2,R). Najdéte C(J \ I), kde J je matice samych jedni¢ek Fadu
2 a I je jednotkova matice fadu 2.

Napovéda k vybranym cvicenim

3.1 Generujte podgrupu pomoci kazdého prvku a € G kromé 0. Po nastu-
dovéni nésledujici kapitoly se k tomuto piikladu vratte, uréete pocet generatort
grupy G a vylad'te postup feseni.

3.3 Grupa Sy mé 30 podgrup: samotnou grupu Sy, jednu fddu 12 (to je Ay),
tii fadu 8, ¢tyri fadu 6, sedm tadu 4, ¢tyfi fadu 3, devét fadu 2 a identitu.
Najdéte konkrétné tyto podgrupy.

3.4 Hledame vSechny permutace z; € Sy takové, Ze x;a = ax; pro vSechna ¢ a
piislusnou permutaci «. Identita je vzdy v centralizatoru ptislusné permutace.
1 2 3 4
2 1 3 4
z1 = 1 a 29 = ;. Déle je zfejmé, ze o komutuje s 3 = (3,4) a tedy i s zaxs.
Proto {(1), (1,2), (3,4), (1,2)(3,4)} € C((1,2)).

V prvnim piipadé je a; = ( > . Méame tedy dvé trividlni moznosti:

3.6 Ukazte, ze grupa S, ma stejny pocet sudych a lichych permutaci.

3.8 Plati: (if)(jk) = (ijk) a (ij)(kl) = (ijk)(jkl).

3.19 Ukazme fedeni pro tteti piipad. V symetrické grupé Ss plati (1,2, 3,4,5) =
(1,2)(3,5) - (2,5)(3,4). Tak tedy a = (1,2)(3,5) a b = (2,5)(3,4).
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ResSeni vybranych cviceni

3.2 Pron <2je|D,| <4agrupa D, je pron < 2 abelovskd (proc?). A tedy
Z(D,) = D,, pron < 2.

Necht nyni n > 3. Grupu D,, mtzeme zapsat nasledovné: D,, = {a,b: a™ =
b? = id,bab = a~'). A dale pro viechna celd &isla k > 0 v D, plati: ba® = a™*b
(pro¢?). Grupa D, je tedy generovana prvky a,b a prvek z nalez{ Z(D,,) prévée
tehdy, kdyz plat{ xa = ax a xb = bx. Prvek z € Z(D,,) tedy muZzeme zapsat
jako z = a’b’. Dosazenim za z v za = ax dostane b¥a = ab’. Coz pro j = 1
udavd a? = id (vyuzivdme faktu, ze bab = a~! a b = id). Jelikoz ale tad a je
n > 2, nutné a’® # id. Obdobné pro j > 1. Z toho tedy vyplyvd, ze j = 0 a
x=a"

Pro prvek z € Z(D,,) plat{ #b = bx a dosazenim a’ za x dostaneme a'b =
ba' = a™1b. To je ekvivalentni se vztahem a?* = id. Z toho vyplyva, ze n deéli
2i. A tedy i = 0 nebo n = 2i (0 < i < n). Dostdvame tedy nasledujici vysledek:
Centrum grupy Z(D,,) = id, pokud n je liché, nebo Z(D,,) = {id,a? }, pokud
n je sudé.

Rédné z dikazu zodpovézte dopliujici otdzky proc?.

3.17 Pokud grupa G #ddu n neni cyklickd, kazdy jeji prvek muze genero-
vat podgrupu grupy G fddu nejvyse n — 1 (jak to bude pro grupy nekoneéného
fadu?). Grupa U(20) = {1,3,7,9,11,13,17,19} m4 osm generatoru (vzpomeinme
na Eulerovu funkci), je tedy tieba pro vSechny prvky = € U(20) ukdzat, ze
2™ =1, kde m < 4. Grupa (3) = {1,3,7,9} je fadu 4. Pro kazdy prvek y € (3)
je mnozina (y) podgrupa grupy (3), a tedy |y| < 4. Déle (13) = {1,9,13,17}
a zbyvajl tedy jen prvky 11 a 19. Pro né dostdavame: (11) = {1,11} a (19) =
{1,19}. Z toho tedy plyne, ze U(20) # (k) pro vsechna k € U(20). Grupa U(20)
neni cyklickd grupa.

3.23 Pokud z € C(A), je ar = za. Pak * = a~lax = a 'xa a xa™! =
a~traa™! = a7lz. A tedy x € C(a™!). Dostdvame tedy C(a) C C(a!). Nyni
po provedeni stejné myslenky pro a~! dostaneme C'(a=!) C C((a=1)™1) = C(a).
A 7 toho jiz trividlné plyne, ze C'(a) = C(a™!).

3.26 Pokud pro prvek a € G plati a = a1, je |a] = 2. Protoze kazdy prvek
grupy G ma stejny fad jako jeho inverzni prvek, muzeme zparovat vSechny
prvky G s fadem vétsim nez 2 s jejich inverznimi prvky. A tedy musi existovat
sudy pocet prvku s fadem vétsim nez dva. Jelikoz ale je ale fad grupy sudy,
grupa G obsahuje lichy poc¢et prvku ruznych od identity. Z toho tedy jiz plyne,
ze G musi obsahovat prvek fadu 2.
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Kapitola 4
Cyklické grupy

Grupa G se nazyva cyklickd, existuje-li prvek a € G takovy, ze plati G = (a).
Véta 4.1 (Kritérium rovnosti mocnin). Necht a € G, kde G je grupa. Potom
e pokud |a| = oo, a* = a’ prdvé tehdy, kdyz i = j,
e pokud |a| = n, a* = o/ prdvé tehdy, kdyzn | (i — j).
Disledek 4.2. Pro kaZdy prvek a grupy plati |a|] = |{a)].
Disledek 4.3. Necht a je prvek vddu n. Necht a* =1, potom n | k.
Véta 4.4. Necht a je prvek fddun. Potom (a*) = (a8°1("k)) ¢ |a*| = n/ ged(n, k).

Diikaz: Ozna¢me d = ged(n, k). Cheeme dokazat, ze (a?) = (a*). Protoze
d |k, je {a?) > (a*). Existuji celé ¢isla s a t takové, ze d = ged(n, k) = ns + kt
(Euklidiiv algoritmus). Uzitim substituce dostaneme a? = a™*% = (a¥)! €
(a*). Tedy i (a?) < (a*). Dokazali jsme (a*) = (a8d(F)).

Pro i4dy prvku plati: (a?)™/¢ = 1, proto |a?| | 7. Z druhé strany, minimaln{
i takové, ze a® = 1, nemuze byt mensi nez 5 jinak bychom se dostali do sporu
s |a| = n. Proto |a?| = Z. Z rovnosti (a?) = (a*), vyplyva |a*| = |ad| = 2.
Daisledek 4.5. Je-li G konecénd cyklickd grupa, potom 7dd prvku déli 7ad G.

Disledek 4.6. Necht |a| = n. Potom (a*) = (a’) prdvé tehdy, kdyz ged(n,i) =
ged(n, j), a|a’| = |a’| prdve tehdy, kdyz ged(n,i) = ged(n, j).

Dusledek 4.7. Necht G je cyklickd grupa ddun, necht |a| = k. Potom (a) = G
prdvé tehdy, kdyz ged(k,n) = 1.

Véta 4.8. Kazdd podgrupa cyklické grupy G je cyklickd. Navic, pokud |G| = n,
pro kaZdé k, k | n, md G prdvé jednu podgrupu rddu k.

21
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Diikaz. Pokud H < G = (a), H = {1} a je cyklickd. Pokud H je netrividlni,
obsahuje néjakou mocninu a®. Necht ¢ je minimalni kladny exponent, a* € H.
Potom H = (a®). Trividlné plati H > (a®). Pokud a™ € H, pro m > t, existuji
cela &fsla ¢ > 1 ar, 0 < r <t takové, ze m = gt + r. Potom a™ = (a')? - a’.
Pokud r > 0, je a” € H, a dostavame tak spor s minimalitou ¢. Proto r = 0 a
a™ = a? € (a'). Tim jsme ovérili platnost H < (a'), tedy H = (a?).
Jednoznacnost. Vime, ze ke kazdému déliteli k existuje cyklickd podgrupa
f4du k generovand a™/*. Méjme né&jakou podgrupu H Fadu k. Podle predeslé
Casti existuje m takové, ze H = (a™). Podle véty 4.4 H muzeme vygenero-

vat prvkem a&d(™") Potom pro zvoleny délitel k plati: k = |H| = [(a™)| =
|(a&ed(mm))| = n/ ged(n, m) = n/m. Proto m = n/k, a tedy podgrupa je jedno-
znacné urcena. O

Poznamka. Vsimnéme si, ze existuje jednoznacnéd korespondence mezi pod-
grupami cyklické grupy G a déliteli n = |G|. Tato bijekce definuje izomorfismus
mezi svazem délitela n a svazem podgrup G. Pro dané podgrupy Hy, Hy < G
tvoif infimum a supremum podgrupy Hy N Hy a (Hy, Hy).

Dalsi véc hodna povsimnuti je role elementarni aritmetiky v tvrzenich o
cyklickych grupach (déleni se zbytkem a Euklidiuv algoritmus).

Eulerova funce. Oznatme ¢(n) pocet prirozenych éisel < n, kterd jsou ne-
soudélnd s n. Z predeslého textu vyplyva, ze (a) = G, kde G je cyklickd grupa,
a € G prave tehdy, kdyz ged(a,n) = 1. Proto ¢(n) je pocet generdtoru G. Eule-
rova funkce hraje dilezitou tlohu v teorii ¢isel a kombinatorice. Jde o takzvanou
multiplikativni funkci. Spliiuje nasledujici vlastnosti.

Lemma 4.9. Necht n,k, m jsou prirozend ¢isla a p je prvocislo. Potom
o o(p)=p—1app")=@rE-1p" ",
o p(mk) = o(m)p(k),

k ;. . PR . Ny
o Pokud n = [[,_, p;* je rozklad prirozeného cisla na mocniny prvocisel,

plati
k

o(n) =]J@-1p,

i=1
Diikaz. Dokézeme jen posledni rovnost. Necht C, je cyklickd grupa fadu n.
Z vety 4.8 vime, ze pro kazdy délitel d | n existuje jedind cyklickd podgrupa

Cy tadu d. Ozna¢me gen(Cy) mnozinu jednoprvkovych generatoru C,. Potom
lgen(Cq)| = (d). Potom C,, = Ugjngen(Cy) a plati

=Y lgen(C)l = 3 old).
d|n d|n
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Cviceni
Dejte si pozor, abyste v argumentaci nepouzili to, co se snazite zduvodnit!
4.1. Vyjmenujte generatory Ze, Zs, Z2o-
4.2. Vyjmenujte prvky (3), (7) v U(20).
4.3. Vypocitejte (21) N (10) v grupé Zaa.
4.4. Necht G = (a) je f4du n. Najdéte generdtor H = (a*') N (a*®). Jaky je f4d H?
4.5. Nechf G je cyklickd grupa ¥adu n s pravé jednou vlastn{ podgrupou H. Co
muzete Fici o fadech G a H?
4.6. Necht G je abelovskd grupa. Oznatme H = {g € G| |g| déli 12}. Dokazte, 7e

H je grupa. Cislo 12 muZete nahradit i jingm &slem. Pokuste se zformulovat obecné
tvrzeni.

4.7. Najdéte maximalni fetézec podgrup Hi < H2 < --- < H,, v cyklické grupé
Zaao. Pokuste se zformulovat vSeobecné tvrzeni pro cyklickou grupu #adu n.

4.8. Vypiste podgrupy (Z, +).

4.9. Kolik prvka fddu d pro d | n ma dihedrdlni grupa D,? Spocitejte prvky
dihedralni grupy D,.
4.10. Jaké jsou moznosti pro fad prvku ab v dihedrdlni grupé D2, vime-li, ze
jal = [b] = 2.
4.11. Najdéte vSechny podgrupy grupy Zso a urcete jejich rad.
4.12. Najdéte ptiklad necyklické grupy, jejiz vSechny vlastni podgrupy jsou cyklické.
4.13. Necht a je prvek grupy G a necht |a| = 15. Spoctéte fady ndsledujicich prvki
grupy G:
o a3,d%,a% a'?,
e a® a'”
e a2 a* a® ot
4.14. Necht G je grupa a necht a € G. Dokaite, ze (a) = {(a™').
4.15. Kolik podgrup ma grupa Zsz0? Pro kazdou podgrupu naleznéte generator.
Pfedpoklddejme, ze G = (a) a |a| = 20. Kolik podgrup grupa G obsahuje? Pro kazdou
podgrupu naleznéte generator.
4.16. Necht G je cyklickd grupa, jez ma pravé t¥i podgrupy, z nichZ jedna je fadu
7. Kolik je |G|? Co muzeme Fici, nahradime-li ¢islo 7 libovolnym prvocislem?
4.17. Doplitte nésledujici tvrzeni, aby bylo pravdivé: |a| = |a®| prdvé tehdy, kdyz
lal . ...
4.18. Necht cyklickd grupa obsahuje prvek nekoneéného fadu. Kolik tato grupa
obsahuje prvku kone¢ného Fddu?
4.19. Vypiste cyklické podgrupy grupy U(30).
4.20. Necht je ddna abelovskd grupa G fadu 35 a kazdy jeji prvek spliiuje rovnici
2% = id. Dokazte, ze grupa G je cyklickd. Bude tvrzeni platit, kdyz f4d 35 nahradime
rfddem 337

4.21. Dokazte, ze grupa fadu 3 musi byt cyklicka.
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4.22. Necht d je piirozené &islo rizné od dvou a necht d déli n. Ukazte, ze pocet
prvku fddu d v D, je ¢(d). Kolik prvki fddu 2 mé grupa D,?

4.23. Dokazte, ze konetna grupa G je sjednocenim vlastnich podgrup pravé tehdy,
kdyz grupa G neni cyklicka.

4.24. Najdéte piiklad grupy G, jez obsahuje pravé Sest podgrup. Zobecnéte pro
pfirozené &islo n.

4.25. Necht p je prvoéislo. Pokud grupa G obsahuje vice nez p — 1 prvkii fadu p,
nemuze byt grupa G cyklicka. Dokazte.

4.26. Necht G je abelovska grupa a obsahuje cyklické podgrupy fadu 4 a 5. Podgrupy
jakého fadu musi grupa G obsahovat? Zobecnéte.

4.27. Dokazte, ze zddna grupa nemuze obsahovat pravé dva prvky fadu 2.

4.28. Necht a,b jsou prvky grupy G. Pokud |a| = 10 a |b] = 21, ukazte, ze {(a) N (b) =
id. Pro jaka dvé ¢isla toto plati obecné?

4.29. Dokazte, ze grupa U(2"), kde n > 3, nenf cyklickd.

4.30. Necht |a°| = 12. Jaké moznosti pfipadajf v ivahu pro |a|? A jak to bude pro
la*| = 127

4.31. Necht a je prvek grupy G takovy, Ze |a®®| = 10 a |a®?| = 20. Urcete |a|.
4.32. Dokazte, ze grupa H = {<(1) T) [n € Z} je cyklickd podgrupa grupy GL(2,R).
4.33. Necht a,b jsou prvky grupy G a necht |a| = 12, |b| = 22 a (a) N (b) # id.
Dokazte, ze a® = b'!.

4.34. Predpokladejme, ze konecéna grupa G, v niz kazdy prvek ruzny od identity
je prvociselného fddu. Uved'te piiklad takovéto grupy. Pokud Z(G) neni trividlni,
dokazte, ze vSechny prvky grupy G maji stejny fad.

4.35. Pro jaké prirozené ¢islo n neni grupa U(n2 — 1) cyklickd? Dokazte.

4.36. Uved'te ptiklad nekoneéné grupy G, jez mé pravé dva prvky fadu 4.
Napovéda k vybranym cvicenim

4.1 Muze byt ¢islo k, jez je délitelem cisla n, generdtorem grupy Z,?7 A je
kazdé cislo [, jez je s n nesoudélné, generatorem této grupy?

4.3 Podobné jako v minulém pifkladé najdéte (21) a (10). Pak naleznéte
prunik obou mnozin.

4.7 Postupujte odzadu. Jaky je nejvetsi délitel ¢isla 240 mensi nez 2407 Atd.
4.9 Pouzijte Eulerovu funkci ¢(d).
4.12 Jedné se o grupu G, jez m4 nasledujici reprezentaci: G = (—1,i, 5, k; (—1)? =

1,i%? = j2 = k2 = ijk = —1), kde 1 je neutralni prvek a —1 komutuje se viemi
ostatnimi prvky. Jak grupé fikame?



25
4.14 Platia" ! =a L.

4.24 Pokud G je cyklicka grupa fadu n, pro kazdé prirozené ¢islo m, jez je
délitelem ¢isla n, existuje pravé jedna podgrupa grupy G fadu m. Kolik délitelu
existuje pro 2" ~1?

Reseni vybranych cviéeni

4.2 Potitejme modulo 20, tedy: 3° = 1,3' = 3,32 = 9,33 =9.-3 =7 a
31=3.7=1,tzn. 3° =34 atedy (3) = {1,3,7,9}. A (7) = {1,3,7,9}.

4.8 Nejprve ukdzeme, ze neexistuje zadna konecénd podgrupa grupy (Z,+).
Pro spor predpoklddejme, ze konectnéd podgrupa existuje a ozna¢me ji K. Tato
podgrupa musi mit néjaky nejvétsi prvek, nazvéme jej m. Pokud m # 0,
uzavienosti s¢itani a existenci inverzniho prvku, museji prvky 2n a —n byt
rovnéz v K. Jeden z nich (v zdvislosti na tom, zda je m kladné ¢i zdporné), je
vsak urcité vétsi nez n a dostdvame spor. Pokud m = 0, museji existovat prvky
l,—1 € K a opét dostdvdme spor s maximalitou m. Podgrupa tedy nemuze byt
koneé¢na.

Dale predpoklddejme, Ze existuje nekoneénd podgrupa H grupy (Z,4+) s
nejmensim kladnym prvkem n. Libovolny prvek k grupy H pak lze zapsat jako
k=ng+r,kdeq,reZ a0 <r <n.Jelikoz k,n € H, rovnézr =k —nqg € H.
Protoze 0 < r < n a n je nejmensi pfirozené ¢islo, je r = 0, a tedy k = ng.
Ukazali jsme tedy, ze libovolny prvek grupy H je ve tvaru ng, kde q € Z. Tedy
H = nZ.

4.11

1) ={0,1,2,...,29} — fadu 30,

2) = {0,2,4,...,28} - tadu 15,

5) = {0,5,10,15,20,25} — F4du 6,

)
)
3) ={0,3,6,...,27} — t4du 10,
)
)

6) = {0,6,12,18, 24} — tadu 5,

10) = {0,10,20} — tadu 3,

(
(
(
(
(
(
(15) = {0,15} - Fadu 2,
(

30) = {0} - tadu 1.
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4.18 Grupa G je cyklickd, a proto G = {¢" : n € Z} pro néjaky prvek g € G
nekoneéného fadu. Pokud = € G, je © = g™ pro né&jaké m € N U {0}. Pokud
m # 0 (tedy z nenf identita), pro kazdé k € Z dostdvame x* = gmk =g a
g™ = ¢0 praveé tehdy, kdyz km = 0, coz nastava jen tehdy, kdyz k = 0. To
tedy znamend, ze jediny prvek kone¢ného fadu je identita. Existuje jen jeden
prvek kone¢ného radu.



Kapitola 5

Homomorfismy a
izomorfismy

Definice 5.1. Nechf (G,-) a (H,*) jsou grupy. Zobrazeni ¢ : G — H je ho-
momorfismem, pokud pro kazdé dva prvky a,b € G plati p(a-b) = ¢(a) * p(b).
Izomorfismus G — H je homomorfismus, ktery je bijekci. Surjektivni homomor-
fismus se nazyva epimorfismus. Injektivni homomorfismus se nazyva monomor-
fismus (nebo vnofeni).

Véta 5.2. Necht (G,-) a (H,*) jsou grupy. Necht ¢ : G — H je homomorfis-
mus. Potom plati

e o(le) = 1u,
o pokud a € G, p(a™") = (p(a)) ",
o pro kazdé a € G an € Z plati p(a™) = (¢(a))™.

Piiklad 5.3. Funkce sgn: S, — U(3) = ({1, -1}, ) je homomorfismem.
Funkce determinant A — det(A) z GL(n,F) — F je homomorfismem.
Vzpomeiite si na vztah z linedrn{ algebry det(AB) = det(A) det(B).

Definice 5.4. Necht ¢ : G — H je homomorfismus grup. Ozna¢me ker(p) =
{9 € G| p(g) = 1} jddro homomorfismu ¢ a Im(p) = {h € H| existuje g €
G, ¢(g) = h} obraz homomorfismu ¢.

Tvrzeni 5.5. Necht ¢ : G — H je homomorfismus grup. Plati ker(¢) < G a
Im(p) < H jsou podgrupami.

Tvrzeni 5.6 (Test monomorfismu). Necht ¢ : G — H je homomorfismus grup.
Potom ¢ je injektivnd prdve tehdy, kdyz jadro ker(p) = 1g je trividind.

27
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Cviceni
Cilem dukazu je porozumét dokazovanému tvrzeni, ne jen provéfit jeho platnost!

5.1. Dokazte, ze na ¢tyiprvkové mnoziné muzeme definovat dvé neizomorfni grupy.

5.2. Permuta¢ni matice P(a) € GL(n, F) vznikd z jednotkové diagondlni matice
I € GL(n, F), kde I = (e1,...,€xn), € je i-ty sloupec vznikly permutovdnim sloupcu
podle a. Tedy P(a) = (€a1,--.-,€an). Dokazte, ze permutaén{ matice tvoi{ grupu.
Navic, zobrazeni a — P(«) je homomorfismus S, — GL(n, F).

5.3.  Oznacme T multiplikativni grupu komplexnich. ¢isel s absolutni hodnotou 1.
Dokazte, ze pro kazdé y € R je zobrazeni ¢, (x) = € homomorfismem (R,+) —
(T7 )

5.4. Urcete jadro a obraz homomorfismu v piikladech 5.2 a 5.3.

5.5. Najdéte izomorfismus z grupy celych ¢isel se s¢itanim do grupy sudych ¢isel se
sCitanim.

5.6. Najdéte Aut(Z).

5.7. Ukazte, ze U(8) neni izomorfni s U(10).

5.8. Ukazte, ze U(8) je izomorfni s U(12).

5.9. Dokazte, ze grupa Ss neni izomorfni s grupou Dj2.

5.10. Najdéte dvé grupy G, H takové, ze G % H, ale Aut(G) ~ Aut(H).

5.11. Najdéte Aut(Zs).

5.12. Jestlize ¥ a ® jsou jsou izomorfismy z cyklické grupy G = (a) do néjaké grupy
H a ¥(a) = ®(a), dokazte, ze ¥ = ®.

5.13. Predpoklddejme, ze @ : Zso — Zso je automorfismus s ®(11) = 13. Najdéte
piedpis pro ®(x).

5.14. Jsou grupy U(20) a U(24) izomorfni?

5.15. Dokazte, ze grupa (Z,+) nenf izomorfni s grupou (Q, +).

5.16. Nechf f: X — Y je bijekce mezi mnozinami X a Y. Ukaite, ze a — foaof !
je izomorfismus Sx — Sy.

Napovéda k vybranym cvic¢enim

5.3 Ovéfte néasledujici: zobrazeni ¢ : G — H je homomorfismem, pokud pro
kazdé dva prvky a,b € G plati p(a - b) = ¢(a) * ¢(b).

5.5 Definujte zobrazeni ¢ : Z — 27Z jako ¢(n) = 2n. Ovéite, ze jde o izomor-
fismus.

5.8 Vezméme bijektivni zobrazeni ® : U(8) — U(12) definované nésledovné:
®(1) =1, ®3) = 11, ®(5) = 5 a ®(7) = 7. S védomim, zZe grupa U(8) je
abelovskd, staci ovérit jen Sest vztahu (jakych?). Existuje jesté néjaké dalsi
bijektivni zobrazeni, nebo jsme piedstavili jediné mozné?
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ResSeni vybranych cviceni

5.6 Nejprve si uvédomme, ze Z je cyklickd grupa generovand 1, tedy Z =
(1). Kromé 1 je generatorem grupy jesté —1. Jelikoz automorfismus @ cyklické
grupy zobrazuje generdtor na generitor, je ®(1) = 1 nebo ®(1) = —1. Protoze
®(m-1) = m®(1), dostdvadme v prvnim piipadé identické zobrazen{ a ve druhém
piipadé dostdvame ®(z) = —x. A tedy Aut(Z) = {id, }, kde ®(z) = —x.

5.7 Grupa U(10) = {1,3,7,9} je cyklickd grupa generovang prvkem 3, jez je
fddu 4 (3* = 1, brano modulo 10). Ale kazdy neidenticky prvek grupy U(8) =
1,3,5,7 ma fad 2, tedy zde neni zaddny prvek fddu 4. Proto grupy U(8) a U(10)
nejsou izomorfni.

5.1 Lagrangeova véta
P1i studiu koneénych cyklickych grup jsme dokazali, ze fad podrupy déli fad
cyklické grupy. Ukézeme, ze se jedna o specialni piipad vseobecné platné teorémy.

Definice 5.7. Necht G je grupa a H < G je podgrupa. Mnozinu Hg = {hg| h €
H} nazyvame pravou tiidou rozkladu podle podgrupy H < G. Podobné gH =
{gh| h € H} nazyvéame levou tiidou rozkladu podle podgrupy H < G. Libovolny
prvek tiidy Hg (gH) se nazyvé reprezentant tiidy rozkladu.

Piiklad 5.8. Necht H = {m -n| n € Z} < Z} je podgrupa celych &fsel, které
jsou nasobky ¢isla m > 0. Potom H,H +1,H +2,...,H + m — 1 jsou pravé
t¥idy rozkladu. Navic, Z = UZ’;BlH + 3.

Priklad 5.9. Necht 7 = (1,2) € S3 a H = (7). Urcete mnozinu pravych a
levych tiid rozkladu S3 podle H. Jak je to s rovnosti gH = Hg?

Véta 5.10 (Vlastnosti tifd rozkladu). Nechf H < G jsou grupy. Potom
o Ha = Hb prdvé tehdy, kdyz ab=' € H,
e bud HaNHb =0, nebo Ha = HD,
o G =UgeaHyg je rozkladem grupy G,
e pocet praviych trid rozkladu podle H se rovnd poctu levych trid rozkladu.

Bijekce mezi pravymi a levymi tiidami méd tvar Ha — a~'H. Pfirozenéjsi
by bylo Ha — aH, ale to nefunguje. Proc?

Definice 5.11. Pocet tiid rozkladu G podle podgrupy H < G nazyvame index
podgrupy a oznacujeme jej [G : H].

Véta 5.12 (Lagrange). Necht G je konecénd grupa a H < G je podgrupa. Potom
|H| deéli |G.
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Diikaz. Ukézeme, 7e viechny tifdy rozkladu jsou stejné velké. Necht f: Hg —
H je funkce dané hg — h. Toto zobrazen{ je prosté (injektivni), nebot f(hig) =
f(hag) implikuje hy = hg, a rovnéz surjektivni, nebot kazdé h € H m4 vzor
hg € Hg.

Necht [G : H] = m. Potom existuji reprezentanti g; € G, i = 1,...,m
takovi, ze plati G = Hgy U--- U Hg,, a Hg; N Hg; = 0 pro ¢ # j. Proto
Gl = S, [Hail = Y, [H| = miH] 0

Disledek 5.13. Rdd libovolného proku grupy G déli 7ad grupy G.

Disledek 5.14. Necht G je grupa vddu p, kde p je prvoéislo. Potom G je
cyklickad.

Diikaz. Protoze p > 1, existuje a € G, a # 1. Podle Lagrangeovy véty |a| = p.
Proto {a"| n € Z} = G. O

Véta 5.15 (Fermat). Necht p je prvocislo a x € Z je celé éislo. Potom xP = x
(mod p).

Dukaz. Uvazujme unitérni grupu U(p) = {1,2,...,p — 1} fddu p — 1. Podle
disledku 5.13 plati, ze || déli p — 1. Proto 2P~ = 1. Pfendsobenim obou dvou
stran rovnice prvkem z dostaneme z? = z v U(p). Grupa U (p) je vSak izomortn{

grupé zbytkovych tiid {[1],[2],..., [p—1]} s ndsobenim definovanym nésledovné:
[a] - [b] = [ab]. Proto rovnice P = x v U(p) implikuje [x]P = [xP] = [z]. Posledni
rovnost je ekvivalentn{ s P = = (mod p). O
Cviceni

5.17. Necht G je kone¢nd grupa, K < H < G. Dokazte |G : K] =[G : H|[H : K].
5.18. Nechf |a| = mk. Dokazte, ze |a*| = m.
5.19. Dokazte, ze grupa sudého fddu m4 lichy pocet prvku fadu 2.

5.20. Necht a,b € G komutuji a nechf ¢ = 1 = b™. Potom (ab)® = 1, kde
d = lem(n, m).

5.21. Nechf A, B € GL(2,Q) jsou matice

a=(0 ) m= (0 )

Dokazte, ze fddy A a B jsou konecné, ale tad AB je nekoneény.
5.22. Dokazte, ze dvé cyklické grupy jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz maji stejny
Fad.
5.23. Necht ¢ je Eulerova funkce. Dokazte, Ze pokud ged(r,s) = 1, je s?(M =1
(mod r).
5.24. Dokdzali jsme, ze kazda cyklickd grupa G mé pro kazdého délitele d fadu G
prévé jednu cyklickou podgrupu #adu d. D4 se tato implikace obratit?

Zkuste dokdzat: Pokud G mé pro kazdého délitele d | |G| nejvice jednu podgrupu
tadu d, je grupa G cyklicka.
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5.25. Kolik feseni m4 rovnice z¢ = 1 v cyklické grupé fédu dk?
5.26. Nechf{ H C G m4 index 2. Dokazte, ze a? € H pro viechny prvky a € G.

5.27. Necht H = {(1),(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}. Naleznéte levou tiidu
rozkladu H v A4. Kolik téchto tiid existuje?

5.28. Nechf H = {+0,+n,+2n,+3n,...}, kde n je pfirozené &islo. Naleznéte
v8echny levé rozkladové tiidy H.

5.29. Naleznéte vechny levé rozkladové t¥idy mnoziny {1,11} v U(30).

5.30. Nechf a,b # id jsou prvky rtzného Fadu v grupé G fadu 155. Dokazte, Ze
jedind podgrupa grupy G, kterd obsahuje oba prvky a,b, je samotné grupa G.

5.31. Necht G je grupa fadu 60. Podgrupy jakého fddu mohou existovat?

5.32. Predpoklddejme, ze K je vlastni podgrupa grupy H a grupa H je vlastni

podgrupa grupy G. Jestlize |K| = 42 a |G| = 420, urcete |H|. Naleznéte vSechny
moznosti.

5.33. Nechf G je grupa fadu pq, kde p a ¢ jsou prvoéisla. Dokazte, ze kazda vlastni
podgrupa grupy G je cyklicka.

5.34. Predpoklddejme, ze H a K jsou podgrupy grupy G. Jestlize |H| = 12 a
| K| = 35, urcete |H N K|. Zobecnéte.

5.35. Necht G je koneénd grupa fddu n a m je nesoudélné s n. Pokud g € G a
g™ = id, dokazte, ze g = id.

5.36. Necht H je podgrupa grupy S4 a H obsahuje prvky (1,2) a (2, 3,4). DokaZte,
7e H = S4.

5.37. Necht G je abelovskd grupa s lichym poc¢tem prvki. Ukazte, Ze sou¢inem viech
prvkua grupy G dostaneme identitu.

5.38. Pfedpoklddejme, ze G je grupa s vice nez jednim prvkem a G nemd zadnou
vlastni netrividlni podgrupu. Dokazte, ze |G| je prvocislo.

5.39. Necht |G| = 15. Jestlize ma grupa G pravé jednu podgrupu fadu 3 a pravé
jednu podgrupu fadu 5, dokazte, ze grupa G je cyklickd. Pokuste se zobecnit pro
|G| = pq, kde p, q jsou prvocisla.

5.40. Necht |G| = 8. Ukazte, Ze grupa G musi obsahovat prvek fddu 2.

5.41. Muze grupa fadu 55 obsahovat pravé dvacet prvka fadu 117 Své rozhodnuti
zduvodnéte.

5.42. Necht G je grupa fadu p”, kde p je prvoéislo. Dokazte, Ze centrum grupy G
nemuze byt fadu p"fl.

5.43. Necht G = GL(2,R) a H = SL(2,R). Nechf A € G a predpokladejme, ze
det A = 2. Ukazte, ze AH je mnozina matic 2 X 2 v G majici determinant 2.

5.44. Necht G je grupa s méné ne# sto prvky obsahujici podgrupy fadu 10 a 25.
Urcete tad grupy G.

Napovéda k vybranym cvicenim
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5.21 Ukazte, ze fdd matice A je 4, fdd matice B je 3 a ddle dokazte (matema-

tickou indukef), ze (AB)/ = ((1) {)

5.23 Pouzijte |U(n)| = ¢(n).

5.27 Protoze |A4] = 12 a |H| = 4, existuji pravé tii levé tiidy rozkladu.
Ukazte, ze se jednd o H, (1,2,3)H a (1,2,4)H.

5.28 Vsimnéme si, ze H = (n). V prvnim kroku ukazte, ze H,1 4+ H,2 +
H,...,(n— 1)+ H jsou navzijem ruzné levé rozkladové tiidy grupy G. Ve
druhém kroku urcete, ze jsou opravdu vsechny.

5.37 7 Lagrangeovy véty vime, Ze zadny prvek grupy G nemuze mit fad 2
(tdd grupy je liché cislo, které dvojka nedéli). Jaké prvky jsou rovny svému
inverznimu prvku?

5.38 Grupa G muze byt jak konecnd, tak nekoneénd, nezapomerite!
ReSeni vybranych cviceni

5.29 Grupa U(30) ={1,7,11,13,17,19,23,29} m4 osm prvku, a tedy existuji
Ctyti levé rozkladové ti{dy mnoziny {1,11}, a to konkrétné: H = {1,11},7H =
(71,711} = {7,17},13H = {13-1,13-11} = {13,23} a 19H = {19-1,19-11} =
{19,29}.

5.30 Z Lagrangeovy véty musi pro podgrupu H grupy G platit, ze |H| = 5,31
nebo 155. Pokud |H| = 5, je grupa G cyklickd a vSechny prvky kromé identity
jsou stejného fadu 5. Taktéz pro piipad |H| = 31. A proto |H| = 155, a tedy
H=aG.

5.35 Protoze g™ = id, |g| déli m a také |g| déli |G| = n. Tedy g je spole¢ny
delitel ¢isel m a n, coz je 1. Proto |g| =1 a g = id.

5.36 To, ze (2,3,4) € H a (1,2) € H znamend, ze i (2,3,4)(1,2) € H. A
protoze (2,3,4)(1,2) = (1, 3,4, 2), je v H trojcyklus, jehoz 7ad je 3, i ¢tyreyklus,
jehoz tad je 4, a proto fad grupy H musi byt deélitelny 3 i 4 (protoze H je
podgrupa grupy Sy). Z toho vyplyvé, ze |H| = 12 nebo 24. Jedind podgrupa
grupy Sy majici fadd 12, je grupa A4. Protoze ale (1,2) ¢ A4, musi mit grupa
H #4d 24. A tedy H = Sy.
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5.39 Uvédomme si, ze fad kazdého prvku a # id z grupy G je 3, 5 nebo
15. Nechf A = {z € G;|z| = 3} a B = {y € G;|y| = 5}. Prob € A je
(b) = {id, b, b*} podgrupa Fadu 3. Protoze existuje pravé jedna podgrupa fadu
3, je A= {b,b?} a |A| = 2. Podobné pro ¢ € B: (c) = {id,c,c?,c3,c*} je jedind
podgrupa fddu 5, a tedy |B| = 4. Z toho vyplyvé, ze v G je 15 —2—-4—-1=38
prvku fadu 15 (jednicka je identita). A protoze v G existuje prvek fddu 15, je
grupa G cyklicka. Obdobné pro obecné tvrzeni.

5.2 Normalni podgrupy

Pii zkouméni struktury grup pouzijeme redukce grupy pomoci vhodnych ope-
raci na grupy mensi. Snad nejdulezitejsi redukce je faktorizace grupy podle
normalni podgrupy, kterou zadefinujeme této sekci.

Definice 5.16. Necht S, T C G jsou neprazdné podmnoziny grupy G. Oznaéme
ST ={st;s € S,teT} CG.

Véta 5.17 (Soucinovd véta). Jsou-li S a T podmnoZiny konecné grupy, plati
[ST||SNT|=|S||T|.

Dukaz. Prava strana rovnice, kterou mame dokézat, je pocet prvku kartézského
soucinu S'xT. Rovnost dokazeme tak, ze zkonstruujeme surjekci p: SxT — ST
s vlastnosti |p~1(z)] = |[SNT|. Pro z = (s,t) € S x T polozime ©(s,t) = st.
Tvrdime, ze pro yo = st plati

o o) = {(sd,d"t);d € SNT} = M.

Pokud = = (sd,d"'t) € M, o(z) = st = yo € ST. ProtoMggo( 0) 1. Necht
z = (0,7) € ¢~ ( )Potomar—st.Oznacmed—s oc=trtesSnT.
Méme (o,7) = (sd,d~'t) € M, a odtud ¢(yo) ™ C M. O

Definice 5.18. Podgrupa K < G se nazyva normalni, zna¢ime K <1 G, plati-li
pro kazdé g € G rovnost gKg~ ! = K.

Lemma 5.19. Jddro homomorfismu p: G — H je normdlni podgrupa.

Diikaz. Necht K = ker(¢) = {z € G;p(x) = 1y} je jddro. Prox € K a g € G
plati

olgrg™") = o(@)e(x)elg™") = e(9)e(@)e ' (9) = ¢(9) - 1u - ¢~ (g) = 1n.
Proto gzg~! € K. O

Lemma 5.20. Je-li K <<G normdini, pro kazZdé x € G plati t K = Kx. Odtud
dostaneme, Ze mnoziny levych a pravych trid rozkladu podle normdlni podgrupy
se rovnajt.
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Definice 5.21. Necht a € G. Zobrazeni v,: * — aza™'

prvkem x.

nazyvame konjugace

Lemma 5.22. Konjugace prokem a je automorfismus grupy G.

S konjugaci jsme se jiz stietli v linearni algebie, kde konjugace odpovida
relaci podobnosti reguldrnich matic dimenze n nad danym polem F'.

Véta 5.23 (Faktorovd grupa). Pokud N < G je norm(ilm’,v mnoZina pravych
trid podle N s operaci Nz - Ny = Nzxy tvori grupu G/N. Rdd grupy G/N je
[G: NJ.

Diikaz. Potfebujeme ovéfit, ze operace je dobie definovand. Mdme NxzNy =
Nzz 'Nzy = NNzy = Nzy. Tedy soucin tiid rozkladu je tiida. Ziejmé ne-
utrdlni prvek je tiida N = N1 a (Nz)~! = Nz~ %L O

Lemma 5.24. Necht N <G Prirozend projekce v: x — Nz je homomorfismus
G — G/N s jddrem N.

Piiklad. V komutativni grupé jsou vSechny podgrupy normalni. Proto kazda
podgrupa definuje faktorovou grupu. Podgrupy grupy (Z,+) majf tvar n - Z.
Faktorovd grupa Z/nZ = (Z,,+).

Definice 5.25. Pokud a,b € G jsou prvky, prvek [a,b] = aba~'b~! nazveme
komutator a,b. Komutdtorovd podgrupa grupy G, znacime G’, je grupa gene-
rovand vSemi komutatory.

Véta 5.26. Plati G’ < G. Navic, je-li N < G, je G/N abelovskd prdvé tehdy,
kdyz G' < N.

Diikaz. Necht f : G — G je homomorfismus. Potom fla,b] = f(aba='b~!) =
fla)f(®)f(a)~1f(b)~F = [f(a), £(b)]. Odtud vyplyva, ze kazd4d konjugace per-
mutuje mnozinu komutdtoru. Proto G’ < G.

Necht N < G. Pokud G’ < N, plati [N, yN] = [z,y]N = N. Proto G/N je
abelovskd. A naopak, pokud G/N je abelovskd, plat{ [x,y|N = [zN,yN] = N,
a proto kazdy komutétor se nachdzi v N. Odtud G’ < N. O

Cviceni

5.45. Mgjme mnozinu podgrup {S;;i € I} grupy G a oznaéme D = N;crS;. Necht
{Siti;i € I} je mnozina pravych t¥id. Potom N;erS:t; = 0 nebo existuje g € G takové,
ze NierSiti = Dg. Dokazte!

5.46. Dokazte, ze pokud S < G a [G:S]=2,je S<G.
5.47. Grupa kvaternionti. Necht G = (A, B) < GL(2,C), kde

0 0 1
= -5 )



5.2. NORMALNI PODGRUPY 35

je neabelovskd grupa fadu 8 s jedinou podgrupou fadu 2.
Dokazte, ze v grupé kvaternionu je kazdd podgrupa normalni.

5.48. Dokazte, ze A, < Sy.
5.49. Nechf K < H < G a necht K < G. Potom K < H.
5.50. Najdéte priklad K << H <1 G, kde ale K neni normdlni v G.

5.51. Dokaite, ze pokud N <G je normaélni podgrupa indexu n, pro kazdé g € G plati
g™ € H. Najdéte piiklad, ze pro podgrupu indexu n, kterd neni normadlni, takovéto
tvrzeni neplati.

5.52. Necht H = {(1),(1,2)}. Je grupa H norméalni podgrupa grupy Ss?

a b

5.53. Nechf H = {<0 d

GL(2,R)?

5.54. Grupy (3) a (12) jsou podgrupy grupy Z. Dokazte, ze (3)/(12) je izomorfni s
Z4. Pokuste se zobecnit.

) ;a,b,d € R,yad # 0}. Je H normélni podgrupou grupy

5.55. Dokaite, ze faktorova grupa cyklické grupy je cyklicka.

5.56. Nechf H je normalni podgrupa G. Pokud H a G/H jsou abelovské, musi i
grupa G byt abelovskd?

5.57. Dokazte, ze faktorova grupa abelovské grupy je abelovska.

5.58. Urcete 4d prvku 14 + (8) ve faktorové grupé Zss/(8). Zobecnéte.

5.59. Urcete fad faktorgrupy Zeo/(15).

5.60. Zkonstruujte Cayleyho tabulku pro U(20)/Us(20).

5.61. Dokazte, ze abelovska grupa fadu 33 je cyklicka.

5.62. Urcete fady dvou grup: (Z®Z)/{(2,2)) a (Z&Z)/{(4,2)). Jsou grupy cyklické?

5.63. Necht G =U(16), H = {1,15} a K = {1,9}. Jsou grupy H a K izomorfni? A
jsou izomorfn{ faktorgrupy G/H a G/K?

5.64. Dokazte, ze centralizator normélni podgrupy je v této grupé rovnéz normélni.
5.65. Na piikladu, v némz a,b # id, ukazte, ze se ve faktorové grupé G/H muze
stat, ze aH = bH, ale |a| # |b].

5.66. Necht N a M jsou normélni podgrupy grupy G. Dokazte, e NM je v grupé
G rovnéz normalni.

5.67. Necht |G| =30 a |Z(G)| = 5. Jaké bude struktura faktorové grupy G/Z(G)?

5.68. Ukazte, ze grupa As nemuze obsahovat normalni podgrupu fadu 2.
Napovéda k vybranym cvicenim

5.47 Grupa kvaternionii je grupa Qg = (—1,4,j,k; (=1)2 = 1,i%? = j2 = k? =
ij = 71>' Dale <71> = {17*1}7 <Z> = {Liaflvfi}a <]> = {17ja717*j} a
(k) ={1,k,—1,—k}. Nyni pro kazdou z téchto podgrup ukazte, ze je normélni,
tj. (napifklad pro podgrupu (i)) ovéite, ze xiz~! € (i) pro vsechny prvky
T € Qs.
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5.50 Pracujte s G =S4 a H = ((1,2)(3,4)). Podgrupu K naleznéte.
5.52 Porovnejte (1,3)H a H(1,3).

5.62 Pro (1,0) € (Z®Z) pro vsechna m > 0 plati: m(1,0) = (m,0) & ((2,2)).
Z toho vyplyvé, ze m((1,0) + ((2,2))) # ((2,2)) pro vSechna m > 0. Takze
[(1,0) 4+ ((2,2))| = o0, a tedy |(Z® Z)/{(2,2))| = co. Déle

2((1, 1) +((2,2))) = (2,2) +((2,2)) = ((2,2)).

Tedy |(1,1) + ((2,2))| = 2. Co plyne z toho, Ze jsme v nekone¢né grupé
nalezli prvek konecného fadu? Obdobné pro druhy piipad.
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ResSeni vybranych cviceni

5.46 Mame tedy dvé levé rozkladové tiidy: 15 = S a aS a mame rovnéz
dvé pravé rozkladové tiidy: S1 = S a Sb. Sjednocenim S a aS (resp. S a Sb)
dostaneme celou grupu G. Tedy aS = G\ S = Sb.

Pokud z € S, je xS =S = Sz. Pokud z ¢ S, je xS = G\ S = Sz. V obou
dvou piipadech se levé rozkladové tiidy rovnaji pravym rozkladovym tiidam, a
tedy podgrupa S je normalni.

5.55 Necht G = (a) a N <G. Potom jakykoliv prvek v grupé G/N je ve tvaru
a¥ N, coz je (aN)* pro n&jaké k € Z. Tedy G/N = (aN), a tedy G/N je cyklicka
grupa.

5.58
14+ (8) = 6 + (8)

2. (6+(8)) = 12+ (8) = 4+ (8)
3-(6+(8)) =18+ (8) = 2+ (8)
4-(6+ (8)) = 24+ (8) = (8)

A tedy [14 + (8)| = 4.

5.67 7 velikosti grupy G a jejiho centra plyne, ze |G/Z(G)| = 6. Vsechny
grupy Fadu 6 jsou izomorfni s grupou Ss nebo grupou Z/6Z. Rovnéz vime,
ze pokud G/Z(G) je cyklickd, je G abelovska. Pokud G/Z(G) = Z/6Z, je G
abelovskd. To je ale spor s velikosti centra (|Z(G)| = 5). A proto G/Z(G) je
izomorfni s grupou Ss.

5.3 Véty o izomorfismu

Véta 5.27 (1. véta o izomorfismu: kazdy homomorfismus odpovidd pfFirozené
projekci). Pokud f: G — H je homomorfismus, Im(f) = G/ker(f).

Diikaz. Oznacme K = ker(f) a necht ¢: G/K — H je zobrazeni ¢: Ka
f(a).

Nejprve dokazeme, Ze ¢ je dobfe definované: pokud Ka = Kb, potiebujeme
dokdzat f(a) = f(b). Rovnost Ka = Kb implikuje Kab~! = K. Odtud 1 =

p(K) = p(Kab~') = f(ab™") = f(a)f~'(b). A proto f(a) = f(b).

Déle potrebujeme dokazat, ze ¢ je homomorfismus. Mame
p(KaKb) = p(Kab) = f(ab) = f(a)f(b) = p(Ka)p(Kb).

Abychom dokézali, Ze tento homomorfismus je injektivni, sta¢i dokdzat, ze
ker(¢) = {K}. Necht p(Ka) = f(a) =1. Odtud a € K, a proto Ka =K. [
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Lemma 5.28. Necht S, T jsou podgrupy G. Pokud je jedna z nich normdlnf,
plati ST = TS. Specidlné, ST je podgrupa G. Pokud obé dvé jsou mormdini
podgrupy, je ST <1 G normdlni.

Diikaz. Necht T <1 G. Potom

s1t1(sata) ™t = s1(tity V)sy b = s185 H(sa(tity V)sy ) = s1s5 't € ST.
Proto ST < G. A podobné
(t151) Ytoso = syt ase = sT L (t] Ha)s18] Lso = t's157 tsy € TS.

Proto T'S < G. Vzhledem k tomu, ze S < ST, T < ST a ST, TS jsou grupy,
plati TS < ST i ST <TS. A proto ST =TS.
Necht S <G a T <1 G. Potom pro kazdé g € G

g(st)g™' = (gsg~")(gtg™") = s't' € ST.

O

Véta 5.29 (2. véta o izomorfismu). Necht N <G a T < G. Potom NNT T
aT/(NNT)= NT/N.

Diikaz. Uvazujme piirozenou projekci v: G — G/N s jidrem N. Potom re-
strikce v/ = v|r je homomorfismus s jddrem ker(v') = NNT. Podle prvni véty o
izomorfismu je T/(NNT) = Im(v'). Jenze Im(v') = {Nt; t € T} = NT/N. O

Véta 5.30 (3. véta o izomorfismu). Necht K < H < G, kde K <G i H < G.
Potom H/K <1 G/K a plati (G/K)/(H/K) = G/H.

Diikaz. Definujme ¢: G/K — G/H predpisem Ka — Ha. Je to epimorfis-

mus s jddrem H/K. Z 1. véty o izomorfismu dostdvame G/H = Im(yp) =
(G/K)/(H/K). O

Véta 5.31 (Véta o korespondenci). Necht K <G a necht v je pFirozend pro-
jekce. Potom prirazeni S — v(S) = S/K = S* je bijekce mezi mnozinou
{8 < G; K < S} a mnozinou vsech podgrup G/K. Navic plati

o K <T <S8 prdvé tehdy, kdyz T* < S* o [S:T]=[S*:T"],

o K <T <8 pravé tehdy, kdyz T* 1 S* o S/T = S*/T*.

Poznamka: Tuto vétu muzeme interpretovat tak, ze funkce S — S* je izo-
morfismem mezi svazem podgrup grupy G, které obsahuji K, a svazem vsech
podgrup faktorové grupy G/K. Podobné pro svazy normélnich podgrup.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze v*: S — S/K = S* je injektivni. Pfedpokladejme,
ze S/K = T/K. Potom ke kazdému s € S existuje t € T takové, ze sK = tK.
Odtud s =tk € T. Proto S < T. Z principu symetrie i T' < S, a tedy S =T.

Dale dokdzeme, ze v* je surjekce. Necht A < G/K je podgrupa. Uvazujme
S = v=}(A). Vezméme z,y € S. Potom zK,yK € A a zKyK = 2yK € A.
Proto 2y € v~1(A) = S. Podobné pro x € S, zK € A. Ale A je grupa, takze
(zK)™'=27'K € A, proto 27! € S.

Nakonec ovétime, ze v(S) = S/K = v*(v*)"1(A) C A, ale v* je surjekce, a
proto v*(S) = A.

DOKONCIT! O

Cviceni

5.69. Vzpomernime na znaménko permutace « oznacované jako sgn(a). Dokazte, ze
zobrazen{ sgn je homomorfismus z G do multiplikativn{ grupy {41, —1} a urcete jadro
homomorfismu.

5.70. Najdéte homomorfismus z dihedrélni grupy D, do grupy {+1,—1} a urcete
jadro tohoto homomorfismu.

5.71. Dokazte, ze homomorfismus f : G — H je injektivni (prosté) zobrazeni prave
tehdy, kdyz ker(f) = 1.

5.72. Necht A, B, C jsou podgrupy grupy G a necht A < B. Pokud ANC = BNC
a AC = BC, je A= B.
(Neptedpoklddejme, ze bud AB, nebo BC je podgrupa.)

5.73. Necht H, K, L jsou podgrupy grupy G anecht H < L. Pak HKNL = H(KNL).
(Neptedpoklddejme, ze bud HK, nebo H(K N L) je podgrupa.)

Napovéda k vybranym cvicenim

5.70 Nechf mame prvek z € D,,. Dokazte, 7e zobrazeni ®(x) definované

. +1, pokud x je rotace;
O(x) = { -1, pokud z je reflexe

je onim homomorfismem.

Reseni vybranych cviceni
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5.71 Nejprve predpokladejme, ze homomorfismus f : G — H je injektivni.
Dale vime, ze identita id € G se zobrazi na identitu id’ € H, tzn. f(id) = id'.
Pokud g € ker(f), dostaneme f(g) = id’, a tedy f(g) = f(id). Protoze f je
injektivni zobrazeni, musi platit, ze g = id, a tedy ker(f) = {id}.

Nyn{ dokdzeme opaénou implikaci. Predpoklddejme, ze ker(f) = {id}. Paklize
g1 a g2 jsou dva prvky grupy G takové, ze f(g1) = f(g2), postupnymi dpravami
dostavame (pficemz vyuzivdme faktu, Zze f je homomorfismus):

Flargah) = fla)f(gz ") = flg)f(g2) ™ = flg) flgr) ! =id.

A tedy gig; ' € ker(f) = {id}, a tudiz gi1g; " = id. Z toho jiz vyplyva, ze
g1 = g2, a tedy f je injektivni zobrazeni.



Kapitola 6
Primy soucin grup

V predeslé sekcii jsme zavedli pojem faktorové grupy. Faktorizace je cesta k
analyze struktury kone¢nych grup. Grupy, které nelze netrividlné faktorizovat
se nazyvaji jednoduché. Pokud dokazeme klasifikovat jednoduché grupy a po-
chopime jak zrekonstruovat grupu z jeji normarni podgrupy 1 # N < G a
z faktorové grupy G/N dostaneme rekurzivni charakterizaci vsech kone¢nych
grup. Oba problémy, jak klasifikace jednoduchych grup, tak problém rekon-
strucke G z informaci o N <G a G/N jsou slozité. Problém rekonstrukce je v
literatufe zndm pod ndzvem “problém rozsiteni normalni podgrupy N pomoci
grupy H = G/N”. Nejjednoduchsi typ rozsifen{ je pfimy soucin grup, kterému
je vénovana tato sekce.

Necht H a K jsou grupy. Potom pifmy souéin je grupa H x K definovani
na mnoziné vsech usporddanych dvojic (h,k), kde h € H a k € K s bindrni
operac{ definovanou po slozkdch: (h1, k1) (ha, k2) = (hihe, ki1ks).

Ziejme pritazeni h — (h,1) a k — (1, k) jsou monomorfismy H — H x K a
K — H x K. Obrécené, projekce py: (h,k) — h a po: — k na prvn{ a druhou
slozku jsou epimorfismy H x K — H a H x K — K. VSimnéme si rovnéz, ze
zobrazeni (h, k) — (k, h) je izomorfismus Hx K — K xH,tedy HxK 2 KxH.
Nésledujici lemma shrnuje dulezité vlastnosti pifimého sou¢inu grup.

Lemma 6.1. Grupy H X g 2 H a 1y x K =2 K jsou normdlni podgrupy
primého soucinu spliugici (H x 1g) N (1g x K) ={(1g,1x)} = luxk.

Dikaz. Jédro ker(p1) = 1y x K a jadro ker(ps) = H X 1k. Podle 1. véty o
izomorfismu plati 1z x K <<H x K a H X 1 < H x K. Druha ¢ast tvrzeni je
trividlni.

Zajimavou otazkou je, zda je mozné tvrzeni predchoziho lemma obratit. Ukazuje
se, ze to mozné je. Dostavame tak nasledujici rozkladovou vétu. O

Véta 6.2. Necht grupa G obsahuje dvé normdini podgrupy H <G a K < G
takové, Ze HNK =1 a HK = G. Potom G = H x K.

41
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Diikaz. Protoze G = HK, tak kazdy prvek a € G se dé vyjadrit v tvaru
a = hk, kde h € H a k € K. Tvrdime, ze toto vyjadieni je jednoznacné.
Dokazujme sporem. Necht a se d4 navic vyjadfit takto a = hik;, kde hy € H
a ky € K . Potom hk = a = hiky, a po Upravé hflh =kkleHNK =1¢.
Proto k1 = k a hy = h. Uvazujme funkci f: G — H x K danou predpisem
f(a) = f(hk) = (h, k). Z pFedeslého vyplyvd, ze f je dobfe definovand. Chceme
dokazat, ze f je hledany izomorfismus. Nejdiive dokdzeme, ze f je homomor-
fismus. Chceme, aby platilo, ze f(ab) = f(a)f(b), kde a = hik1, b = hoks.
Vzhledem k tomu, ze f(ab) = f(h1kihoks), potiebujeme, aby kiho = hok;.
Uvazujme komutétor [ha, k1] = hokihy 'kyt = (hokihy M )ky! € K, ziroven
[ha, k1] = ho(kihy k') € H. Protoze HN K = 1, tak [hy, k1] = 1. Odtud
hoky = k1hs. Potom plati

f(ab) = f(hikihgky) = f(hihokiks) = f(hihe) f(kike) = f(a)f(D).

Trividlné f je surjektivni. Pro a = hk € ker(f) plati f(hk) = (h,k) = (1,1).
Proto h=11k =1, a tedy a = 1. Odtud je f injektivni. O

Z4dny z predpokladii nemtzeme vynechat. Uvazujme napifklad podgrupy H =
((1,2,3)) < Ssa K =((1,2)) < S3.Plati H<1 S35, HNK =1, ale S3 = HK
neni izomorfni H x K = Z3 x Z,.

Nésledujici teoréma ukazuje, ze bindrni operace piimého sou¢inu komutuje
s faktorizaci podle normélnich podgrup.

Véta 6.3. Nechf A<lH, B<K. Potom Ax BH XK a plati (H/A) x (K/B)
(H x K)/(A x B).

Diikaz. Definujme epimorfismus H x K — (H/A) x (K/B) ptredpisem (h, k)
(hA,kB). Necht a € A, b € B. Vzhledem k tomu, ze f(a,b) = f(aA,bB)
(A,B) = (1gya,1a/B) = lu/axm/B, jidro epimorfismu f je grupa A x B.
toho vyplyva, ze A x B<1H x K. Déle pak pouzijeme 1. vétu o izomorfismu.

Il

oI 4

Cviceni

6.1. Dokazte, ze pokud ged(m,n) =1, je Zmn = Zm X Zn.

6.2. Dokaite, ze abelovska grupa fadu p?, kde p je prvoéislo, je bud cyklickd, nebo
je izomorfni s Z, x Z,.

6.3. Najdéte ptiklad grupy G a H <1 G takovy, ze G neobsahuje podgrupu izomorfn{
s G/H.

6.4. Definujte pfimy soucin tii a vice grup. Pokuste se zformulovat tvrzeni analogické
vété 6.2 pro vicenasobné souciny.

6.5. Necht V je n-dimenziondlni vektorovy prostor nad polem F. DokaZte, %e pro
aditivn{ grupu V = (V,+) plati V.= Fy X F» X --- X F,,, kde F; = (F,+).

6.6. Dokazte, ze grupu D4 nelze vyjadfit pfimym souéinem dvou vlastnich podgrup.
6.7. Necht H, K jsou podgrupy grupy G. Pokud G = HK a g = hk,kdeg € G,h ¢ H
a k € K, existuje néjaky vztah mezi |g|, |h| a |k|? A co kdyz G = H x K7



43
6.8. V grupé Z necht H = (5) a K = (7). Dokaite, 7¢ Z= HK. Je Z=H x K?
Napovéda k vybranym cvicenim

6.3 Piikladem muze byt kvaternionova grupa Qs = G a grupa {—1,1} = H.
Urcete grupu Qs/H. S jakou zndmou grupou je tato grupa izomorfni? Zapiste
grupy Qs a Qs/H Cayleyho tabulkou a grupovou reprezentaci.
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ReSeni vybranych cviceni

6.1 Uvazujme prvek (1,1) € Zy,,. Pokud k(1,1) = (0, 0), musi byt k ndsobkem
m in, a tedy lem(m,n) déli k. Protoze ged(m,n) = 1, je lem(m,n) = mn. A
proto [{((1,1))] = mn = |Z, X Zy|. A tedy grupa Z,, x Z, je rovnéz cyklickd
grupa a je izomorfni s grupou Z,,.

6.6 Pokud Dy = H x K, pak protoze |Dy| = 8, je |H| = 4 a |K| = 2 (nebo
naopak). Pak K = 7y a H = 7,4 nebo Zo ® Zs. At tak & tak, obé podgrupy K
i H jsou abelovské. Protoze Dy = H x K 2 H & K, grupa D4 musi byt rovnéz
abelovska. Protoze ale grupa D4 abelovska neni, nelze ji vyjadfit pfimym soucin
dvou vlastnich podgrup.



Kapitola 7

Akce grup

Akce grupy je dulezity koncept nejen v teorii grup, ale i v §irsim matematickém
kontextu, uvazujme napiiklad akce linearnich grup na vektorovych prostorech,
nebo grupy topologickych a geometrickych transformaci. Akce grup uzce sou-
visi s reprezentacemi grup v permutacnich grupach. Aplikace mtizeme najit v
enumeracich kone¢nych struktur.

7.1 Konjugace
Akce grupy G konjugaci na prvcich G a na podgrupach G je dulezita pro stu-
dium struktury grupy G.

Definice 7.1. Dva prvky a,b € G se nazyvaji konjugované, jestlize existuje
prvek g € G takovy, Ze b = gag~'. Konjugace je relace ekvivalence. Tiidu
ekvivalence konjugace obsahujici prvek a budeme oznacovat a®.

Ziejmeé a® = {gag™'; g € G}.
Definice 7.2. Centrum grupy G, znaéime Z(G), je podgrupa téch prvku, které

komutuji se véemi prvky grupy G, Z(G) < G. Centralizdtor Ci(a) prvku a je
podgrupa téch prvku g € G, které komutuji s a.

Véta 7.3. Pro kazdé a € G plati |a®| = [G : Cg(a)]. Navic, je-li G koneénd,
\aC| deli 7dd G.

Diikaz. Oznaéme C = Cg(a). Definujme funkci f: a® — G/Cg(a) = G/C
predpisem gag~' = gC. Dokdzeme, ze f je dobie definovana bijekce. Pokud
hah=! = gag™*, plati g~'hah~'g = a. Proto g~ 'h,h~'g € C. Odtud h = gc~!
pro néjaké ¢ € C'. Potom

f(hah™") = f(gc racg™) = f(gag™") = gC.

A tedy f je dobfe definovana.

45
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Necht z = gag™', y = hah~! anecht f(x) = f(y). Potom gC = hC a mdme
h = gc pro néjaké ¢ € C. Protoze C = Cg(a), plati

1 1

y=hah™' = gcac g7 = gag™' = .

Proto f je injektivni. Zfejmé f je i surjektivni.
Druh4 ¢ést tvrzeni je dusledkem Lagrangeovy véty (Index podgrupy deli fad
grupy). O

Definice 7.4. Vzhledem k tomu, ze konjugace prvkem je automorfismus grupy,
pokud H < G je podgrupa, potom H® = aHa ' < G je rovnéz podgrupa.
Potom Ng(H) = {a € G; H* = H} je podgrupa G, kterou nazyvdme norma-
lizator podgrupy H v grupé G. Normalizator H je maximélni podgrupa K < G
takova, ze H 1 K < G.

Véta 7.5. Pro kaZdou podgrupu H < G plati
pokud je G koneénd, |HE| déli 7dd G.

HY| =[G : Ng(H)]. Navic,

Diikaz. Definujme funkci f: HY — G/N ptedpisem H9 +— gN, kde N =
Ng(H). Treba dokdzat, ze f je dobfe definovand bijekce. Déle dokazujeme
obdobné jako v dukazu predchozi véty. O

7.2 Konjugace v symetrické grupé

Definice 7.6. Dvé permutace «, 8 € S, maji stejnou cyklovou strukturu, po-
kud v uplnych cyklovych rozkladech v a 8 je pocet cyklu délky r stejny pro
kazdé r > 1.

Lemma 7.7. Konjugované permutace maji stejnou cyklovou strukturu.

Diikaz. Nechf o = pipa...pr je uplny rozklad na disjunktni cykly. Potom
af = pf pg . pf je uplny rozklad na disjunktni cykly permutacie o’. Konjugace
permutaci 8 je automorfismus S, proto |p;| = |pf |. Tedy Fady permutaci jsou
stejné. Navyse, pf je cyklus délky |p;|. Kdyby tomu tak nebylo, tak existuje xq
takové, ze pro vlastniho délitele m||p;| plati: 2o = id(zo) = id® o = (pi)™ o,
spor. O]

Véta 7.8. Dvé permutace v S, jsou konjugované, maji-li stejnou cyklovou
strukturu.

Diikaz. Jednu implikaci jsme jiz dokézali v Lemmatu 7.7. Necht « a 8 maji stej-
nou cyklovou strukturu a necht o = py ... pg, 8 = 01 . . . 0. Miizeme piedpokladat,
7e cykly jsou uspoiddané tak, ze postupnosti {|p;|}¥_; a {|8;|}%_; jsou nekle-
sajici. Potom pro kazdé i = 1,... k plat{ |p;| = |0;|. NapiSeme p; a §; pod sebe.
Polozime v(a) = (b), pokud a i b jsou na stejnych pozicich v zdpise p; a J;.
Potom yay~!(b) = ya(a) = ypi(a) = §;(b) = B(b). Proto B = a”. O
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Dusledek 7.9. Podgrupa H < S, je normdlni prdavée tehdy, kdyz s kaZdou
permutact o € H podgrupa H obsahuje vsechny permutace se stejnou cyklovou
strukturou jako o.

Dikaz. Staéi si uvédomit, ze kazdd normdlni podgrupa je disjunktnim sjedno-
cenim ekvivalentnich tfid podle relace konjugace.

Definice 7.10. Partice ¢isla n je posloupnost my,mo,...,m,, 1 <my; < mo <
-+« < m, spliujici podminku my +mo + -+ +m, = n.

Dusledek 7.11. Pocet trid konjugace v Sy, je rovny poctu partic ¢isla n.

Lemma 7.12. Necht H je normdlni podgrupa grupy G s prvoéiselngm indexem.
Necht z je takovy prvek grupy H, Ze centralizdtor prvku x v grupé H je vlastni
podgrupa centralizdtoru prvku x v grupé G, tj. Cy(z) < Cg(x). Potom je-li
prvek y € H konjugovany s prvkem x v grupé G, je konjugovany s prvkem x i
v grupé H.

Diikaz. Oznaéme H, g1 H, ..., g,—1H tiidy rozkladu G/H, kde p je prvoéislo.
Bud tiida g;H obsahuje prvek z Cg(x), nebo Cg(x) N g;H = @. V prvnim
piipadé muzeme predpoklddat, ze reprezentant g; € Cg(x). Potom tiida ¢;Cy(x) C
Ca(x). Navyse, tiidy g; H takové, ze g; € Cg(x) tvori podgrupu K = n(Cg(x)) <
G/H, kde n je ptitozend projekce y — yH. Podobné, grupa Cp(z) se zobrazi na
grupu L = n(Cy(z)) < K < G/H. Protoze |G/H| = p, z Lagrange-ovy teorémy
al<L<K<G/H, méme Cy(z) < H, K=G/H a|Cg(x)| =p-|Cu(z)|.
Proto

o_ ol _ ol

ICa(@)] — plCu(x)] — |Ch(x)|

a platf ¢ = zH. O

|z f,

Cviceni

7.1. Dokazte, ze symetrickd grupa pro n > 3 ma trivialni centrum.
7.2. Dokazte, ze A4 m4 trividlni centrum.

7.3. Dokazte, ze pokud G neni abelovskd, G/Z(G) neni cyklicka.
7.4. Dokazte, ze Z(H x K) = Z(H) x Z(K).

7.5. Dokazte, ze A4 nemé normdlni podgrupu rddu 6.

7.6. Identifikujte tfidy konjugace v S5 a As.
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7.3 Jednoduchost A,

Nékteré objekty se na pruni pohled zdaji byt jednoduché, jiné se jevi jako sloZité.
Pri podrobnéjsim pohledu na véc se ale nékdy situace uplné otoci. Zpistime, Ze
plvodné jednoduché objekty jsou ve skutecnosti slozZité, a sloZité objekty se po
pochopent jejich struktury stanou jednoduchgymi.

V této sekci chceme dokézat, ze grupa sudych permutaci A, je pro n > 5
jednoducha.

Definice 7.13. Grupa se nazyvéa jednoduchd, pokud nemé vlastni normélni
podgrupy.

Tvrzeni 7.14. Necht G je abelovskd grupa. Potom G je jednoduchd prdvé
tehdy, kdyz G je cyklickd prvociselného radu.

Dukaz. (<) Je-li grupa G cyklickd prvociselného réddu, z véty 5.12 vyplyvd, ze
G nema zadné vlastni podgrupy, a tedy G je jednoducha.

(=) Z definice normélni grupy vidime, ze v abelovské grupé je kazda podgrupa
normalni. Vzhledem k tomu, ze G je jednoduchda abelovska grupa, pro kazdy
prvek a € G, a # 1, plati (a) = G. Proto G je cyklickd grupa. Z véty 4.8
vyplyvéd, ze |G| nemé netrividlniho délitele. Proto G je prvociselného fadu. O

Lemma 7.15. Grupa Ay md normdini podgrupu indexu 3.

Diikaz. Oznaéme o = (12)(34) a 8 = (13)(24) dvé permutace v A4. VSimnéme
si, ze a8 = Pa, proto H = {(a, 8) je izomorfn{ s grupou Zy x Zs. Dokézeme,
ze {«, B) je normdlni podgrupa grupy A4. Jinymi slovy musime dokazat, ze pro
kazdé g € Ay plati, ze (o, B)9 = (o, 8). Kromé prvku grupy (o, 5), obsahuje
grupa Ay jen 8 dalsich prvki, a to permutace typu v = (abc)(d). Pro kazdy
3-cyklus v ovérime, ze HY = H. O

Lemma 7.16. Aj je jednoduchd.

Drikaz. Hlavni myslenka dukazu je zaloZena na jednoduchém dusledku definice
normalni podgrupy: kazda normalni podgrupa je disjuktnim sjednocenim orbit
v akci grupy konjugaci na svych prvcich.

Dikaz rozdélime na nékolik ¢asti.

(1) Dokézeme, zZe vSechny 3-cykly jsou v As konjugované. Z véty 7.8 vime, ze
jsou konjugované v Ss. Necht z = (123)(4)(5). Vsimnéme si, Ze x komutuje
s lichou permutaci (45)(1)(2)(3). Z toho vyplyva, ze plati Cy,(x) < Cs,(z) a
[S5 : As] = 2. Pouzitim Lemy 7.12 dostavame dokazované tvrzeni.

(2) Dokézeme, ze permutace typu (ab)(cd)(e) jsou v As konjugované. Viimnéme
si, ze permutace (12)(34)(5) komutuje s lichou permutaci (12)(3)(4)(5), a po-
stupujeme analogicky jako v pfedchozim piipadé.
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(3) Dokézeme, ze permutace typu (abcde) tvori v As dvé tiidy konjugace. Necht
a = (12345). Z asociativity operace sklddéni permutaci vyplyvé, ze o musi ko-
mutovat se vSemi svymi mocninami. Vzhledem k tomu, ze o ma ¥ad 5 a vSechny
5-cykly patii do grupy As, plati, ze |Ca, (a)| > 5. VSech 5-cyklu je 24. V grupé
S5 jsou viechny 5-cykly konjugované, a tedy |a®3| = 24. Podle Véty 7.3 plati
[S5: Cs.(a)] = |a%5| = 24. Z toho je jasné, ze |Cs, (a)| = |S5]/[S5: Cs, ()] =
120/24 = 5. Vzhledem k tomu, ze |Cs, ()| = 5, je |Ca, ()] < 5. Dokézali jsme,
7e |Ca, ()| = 5. Z véty 7.3 dostaneme |a5| = [A5: Ca, (a)] = |As5|/|Ca, ()] =
60/5 = 12. Vzhledem k tomu, Ze stejny vypocet plati pro libovolny 5-cyklus a
grupa Aj obsahuje 24 5-cykld, permutace typu (abede) tvoii v As dvé tiidy
konjugace.

4
Velikost grupy As je A5 = S5/2 = 60. Grupa As obsahuje identitu, % =15
permutaci typu (ab)(cd)(e), (g) * 2 = 20 permutaci typu (abc)(d)(e) a 5!/5 = 24
permutaci typu (abede). Permutace typu (abede) tvori dvé ti{dy konjugace.
Ostatni typy tvoii jen jednu tiidu konjugace. Grupa Aj se tedy rozpadne na
5 t¥id konjugaci s velikostmi 1,15,20,12 a 12. Kazda normalni podgrupa je
sjednocenim tfid konjugaci a kazda podgrupa musi obsahovat neutralni prvek,
tedy identitu. Nechf vezmeme libovolné netrividlni sjednoceni tiid konjugace,
jeho velikost nikdy nebude vlastnim délitelem |A5| = 60, a tedy nemuze tvofit

podgrupu (Lagrangeova véta). Tim jsme dokazali, ze |A5| je jednoducha.
O

Lemma 7.17. Necht H<lA,,n > 5. Pokud H obsahuje 3-cyklus, plati H = A,,.

Dukaz. Protoze H <1 A, a v grupé A, jsou vsSechny 3-cykly konjugované, s
3-cyklem v € H obsahuje grupa H vSechny 3-cykly. Zde pouzivame stejny
argument jako pro As.

Necht o = 779 ... Ty, je rozklad né&jaké sudé permutace na transpozice. Ne-
cht 71 = (i,7) a 2 = (k, £). Pokud tyto transpozice jsou disjunktni, (4, j)(k, ) =
(1,7, k)(4, k, £); pokud nejsou disjunktni (a napiiklad = = (4,%)), (i,7)(4,k) =
(i,7,k). V kazdém piipadé muzeme nahradit 7175 ve vyjddieni « jednim nebo
dvéma 3-cykly. Protoze m je sudé, opakovanim postupu nahradime ve vyjadieni
«a v8echny transpozice a dostaneme vyjadfeni a jako soucin 3-cykla. Proto
a € H a A, < H. Z predpokladu pak dostdvame A, = H. O

Lemma 7.18. Ag je jednoduchd.

Diikaz. Necht 1 # H<1Ag je normalni podgrupa. Necht a € H, o # 1. Rozlisime
2 pripady.

Piipad I: «(i) = i pro néjaké i € {1,2,3,4,5,6}. Ozna¢me F < Ag podgrupu
F = {vy € Ag; (i) = i}. Ztejmeé F = A5 a podle 2. véty o izomorfismu je
HNF<F.Alea€ HNF, proto HNF > 1. Z lemmatu 7.16 médme HNF = F.
Proto FF < H a H obsahuje 3-cyklus. Z lemmatu 7.17 vyplyva H = Ag.

Piipad II: Pro kazdy prvek a € H kromé jednicky a pro kazdé i plati «(i) # i.
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Dokéazeme, ze tenhle ptipad se nestane. Protoze « je sudd permutace, a =
(i,5)(k,1,m,r) nebo a = (4, j, k)(I,m,r). V prvnim pifpadé o2(i) = (i) a a? #
1, dostavame tedy spor.
Ve druhém piipadé polozme 8 = (j, k,1). Permutace v = [a, 8] = a(Ba~1571) €
H. Navic v = (i,m, k, j,0)(r), a proto v(r) = r, dostdvame tedy spor.
O

Véta 7.19. Pro kazdé n > 5 je A, jednoduchd grupa.

Diikaz. Vzhledem k Lemé 7.16 a 7.18 budeme piedpoklddat n > 7. Necht 1 #
H < A, je normélni podgrupa. Nasim cilem je dokazat, ze H obsahuje 3-cyklus.
Necht 3 € H, (i) = j # i. Déle predpoklddejme, Ze 8 neni 3-cyklus. Kdyby
vSechny ostatni body byly fixovany, tak S je transpozice. Pokud jenom jeden,
ze zvySnych bodu je nefixovén, tak (3 je 3-cuklus. Proto existuji k a [ tak,
7e B(k) # k, B(1) # 1 a {j,k,1} je 3-prvkova mnozina neobsahujici i. Necht
a = (i)(4, k1) € A, je 3-cyklus. Potom pa(i) = j # k = af(i), proto
v = [aB] # 1, ale v € H. Navic, v = (afa~1)37! je soucin dvou 3-cykli o a
Ba~1B71 . Necht F < A, je podgrupa, kters fixuje véechny prvky s vyjimkou
téch, které se nachdzeji ve dvou 3-cyklech rozkladu v. Protoze o a fa~!5~1
jsou disjuktni 3-cykly, tak F' =2 Aga HNF <F.Z Lemy 7.18 vyplyvAa HNF = F
a H obsahuje 3-cyklus. Z lemmatu 7.17 vyplyva H = A,,. O

Cviceni
7.7. Dokazte, ze symetrickd grupa pro n # 4 mé jedinou normalni podgrupu A,, <S,.

7.8. Nechf G < S, obsahuje lichou permutaci. Potom f4d |G| je sudy a pfesné
polovina prvku G je lich4.

7.4 Reprezentace grup

V této casti se budeme zabyvat reprezentaci abstraktnich grup v symetrickych
a linearnich grupach. Ukazeme, Ze symetrické i linearni grupy jsou univerzalni
v tom smyslu, ze pro kazdou (kone¢nou) grupu fddu n muzeme najit izo-
morfni podgrupu v symetrické grupé S,, i v grupé linedrnich transformaci n-
dimenzionalniho vektorového prostoru.

Véta 7.20 (Cayley, 1878). Kazdd grupa G je izomorfni néjaké podgrupé Sg.
Pokud |G| = n, je G je izomorfni podgrupé S,,.

Diukaz. Pro kazdy prvek a € G definujme funkci L,: g — ag. Tvrdime, ze L,
je permutace prvki grupy G. Necht L,(g) = L,(h). Potom ag = ah, odtud pak
g = h. Pro kazdé h € G existuje g = a~'h takové, 7ze L,(g) = h.

Déle, zobrazeni ¢: a — L, je hledany monomorfismus G — Sg. Je to
morfismus, nebot ¢(ab) = Ly = LoLy = ¢(a)p(b). Navic, ¢(a) = 1 implikuje
ag = g pro kazdé g € G. Odtud, a = gg~ ' = 1. O
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Definice 7.21. Zobrazeni ¢: G — Sg, a — L, se nazyva leva regularni repre-
zentace grupy G.

Dusledek 7.22. Necht |G| =n a necht F je pole. Potom G miZeme vnorit do
GL(n,F).

Dukaz. Z Cayleyho véty vyplyvd, ze G muzeme reprezentovat jako podgrupu
Sy. Déle S, muzeme reprezentovat v GL(n,F). Toto vnofeni ¢: S,, = GL(n,TF)
je dané zobrazenim o — My, kde M, = (m; ;), n X n je permuta¢ni matice se
slozkami m; ; € {0,1}, pficemz m; ; = 1 pravé tehdy, kdyz «(i) = j. Potom
slozeni 1 o ¢ je hledand reprezentace. O

Véta 7.23. Necht G je grupa a necht H < G je podgrupa indezu n. Potom
existuje homomorfismus p: G — Sy, s jddrem ker(p) < H.

Dukaz. Polozme L,(gH) = agH. Potom L, je permutace G/H. Déle ¢: a — L,
je homomorfismus G — Sg,g = S,. Pokud a € ker(p), je Lo(H) = aH = H.
Proto a € H a ker(p) < H. O

Definice 7.24. Zobrazeni a — L, se nazyva reprezentace grupy G na tiidach
podgrupy H.

Pokud H = 1, ziskdme levou reguldrni reprezentaci z Cayleyho véty.

Dusledek 7.25. Jestlize jednoduchd grupa G obsahuje podgrupu indexu n > 1,
ezistuje vnoteni G do Sy,.

Dukaz. Uvazujme homomorfismus p grupy G — S,,. Grupa G je jednoduch4,
proto ker(p) = 1 nebo G = ker(p) < H. Ve druhém piipadé G = H a [G : H] =
1. O

Véta 7.26. Necht H < G a necht X je mnoZina vsech podgrup konjugovangch
s H. Potom existuje homomorfismus ¥: G — Sx s jddrem ker(¥) < Ng(H).

Diikaz. Oznaéme v,: X — X zobrazeni gHg™' — agHg 'a~'. Potom 9, €

Sx a ¥: a1, je homomorfismus. Pokud a € ker(V¥), je v, (H) = aHa™!, a
proto a € Ng(H). Odtud pak plyne ker(¥) < Ng(H). O

Cviceni
7.9. Dokazte, ze pfifazeni o — M, je vnofeni S, — GL(n,F), kde F je libovolné
pole a M, je permutacni matice.

7.10. Dokazte, ze Ag nemd podgrupu prvociselného indexu.

7.11. Polozme R.(g) = ga. Potom a — R, je pravé reguldrni reprezentace. Dokazte,
ze prava reguldrni reprezentace je injektivni homomorfismus G — Sg.

7.12. Dokazte, ze pravd a leva regularni reprezentace grupy Ss v grupé Sg tvori
konjugované podgrupy.
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7.5 Akce grupy na mnoziné

Definice 7.27. Nechf G je grupa a nechf X je mnozina. Zobrazenf a: Gx X —
X, znaéime a(g,x) = ¢ -z, nazveme akce grupy, a mnozinu X nazveme G-
mnozina, jestlize plati:

e 1.2 =ux, pro kazdé =z € X,

e g-(h-z)=(gh)- -z pro kazdé g,h € G a pro kazdé = € X.

Akce S, na mnoziné {1,2,...,n}, akce grupy G na G a na mnoziné levych
tiid G/H levym ndsobenim, akce grupy G na G a na mnoziné podgrup G
konjugaci jsou piiklady akci.

Véta 7.28. Pokud a: Gx X — X je akce, je &: g — (x — gx) homomorfismus

G — Sx.
Je-li 0: G — Sx homomorfismus, G md akci na X definovanou a(g,z) =

g-x=0(g)(x).
Diikaz. a) Nejprve ovéfime, ze ay: © — gx je permutace. Necht ay(z) = ay(y),
potom g -x = g -y. Mame

g (gra)=(g'g)e=1-z=2
a podobné
9 gy =9 y=1-y=uy,
coz implikuje = = y. Déle, ke kazdému y € X existuje x = g~

ag(z) =y.
Ovéiime, ze & je homomorfismus:

1 -
-y takové, ze

a(gh) = Qgh = QgQp = a(g)a(h).
b) Necht 0: G — Sx je homomorfismus. Potom 1-z = 6(1)(z) = id(z) = x.
Déle
(gh) -z = 0(gh)(z) = 0(9)(0(h)(2)) = O(g)(h-x) = g - (h- ).
O

Definice 7.29. Necht X je G-mnozina. Mnozinu O(z) = {y € X; y=g-x,9 €
G} budeme nazyvat G-orbita bodu x.

Pokud je G pevné zvolend, O(x) budeme stru¢né nazyvat orbita bodu z.
Mnozina v8ech orbit tvoii rozklad mnoziny X.

Definice 7.30. Necht X je G-mnozina. Podgrupu G, = {g € G; g-z = z}
budeme nazyvat stabilizdtor prvku z.

V akci grupy G na G je konjugaci O(a) = a® a G, = Cg(a). V akci grupy
G na mnoziné podgrup je konjugaci O(H) = H® a Gy = Ng(H).
Akce G levym ndsobenim na G/H m4 jedinou orbitu. Stabilizdtor Gy = H.
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Véta 7.31. Necht X je G-mnoZina. Potom |O(z)| =[G : G,].

Diikaz. Necht f: gz + gG,. Toto zobrazeni je dobie definované. Déale gG, =
hG, implikuje h = gc, kde ¢ € G,. Potom h-z = (g¢) -z =g -(c-2) =g -x
je ten samy prvek orbity O(x). Proto f je injektivni. Pokud ¢G, € G/G,, pro
y =gz plat{ f(y) = gGa. O

Dausledek 7.32. Pokud X je G-mnozina a G je rddu n, je |O(x)| délitelem n.

Disledek 7.33. Nechf G je koneénd grupa. Potom pocet prvki konjugovanych
s x se rovnd |G : Cg(x)].

Dikaz. Ve vété 7.31 polozime X = G a akce G na X je dana konjugaci. Potom
Gw = CG(.I) ]

Disledek 7.34. Necht G je koneénd grupa. Potom pocet podgrup konjugo-
vangch s H < G se rovnd [G : Ng(H)].

Diikaz. Ve vété 7.31 vezmeme za X mnozinu vSech podgrup a akce G na X je
dana konjugaci. Potom Gy = N¢g(H). O

Definice 7.35. Akce grupy G na X se nazyva tranzitivni, jestlize m4 jen jednu
orbitu. Jinymi slovy, pro kazdé x,y € X existuje g € G takové, ze g - = = y.

Definice 7.36. Budeme hovotit, ze G-mnoziny X a Y jsou izomorfni, existuje-1i
bijekce p: X — Y splnujici pro kazdé g € G a z € X rovnost ¢(g-x) = g-(x).

Véta 7.37. KaZdd tranzitiond akce (G,X) je izomorfni akci G s ndsobenim
na levyjch triddach rozkladu podle méjaké podgrupy H. Navic, dvé akce dané
ndsobenim na triddach rozkladu podle K < G a podle H < G jsou izomorfni
pravé tehdy, kdyz podgrupy K, H jsou konjugované.

Dikaz. Polozme H = G, < G pro néjaky prvek z € X a p(y) = aG,, pokud
y = a - x. Z tranzitivity akce také umime a € G vzdy najit.

Je to dobfe definovand funkce, protoze y = a’-x = a-x implikuje a 'a’ € G,.
Proto a’ = ah pro néjaké h € G, a p(y) = ¢(a’ - ) = ahG, = aG,. Je to
injektivn{ zobrazeni, nebot ¢(y) = ¢(z) proy = a - x, 2 = b - x, to implikuje
aG, = bG,. Odtud existuje h € G, takové, ze b = ah. Proto z =b-x = ah-x =
a-z = y. Tedy ¢ je injektivn{ a ¢ je rovnéZ surjekce, nebot pro tfidu hG, plati
o(h-x) = hG,.

Necht z =g-y,y=a-zaz=b-z. Potom ¢(g-y) =b-Gy a g-p(y) = gaG,.
Potom b - G, = gaG, pravé tehdy, kdyz b~'ga € G,. Plati

b lga-z=btlg-y=bt-z2=b"1b-z=u.
O

Zajimavou otazkou je, zda kazdou akci grupy na néjakém prostoru X je
mozné predstavit si jako pfirozenou akci podgrupy Sx. Abychom tuto otdzku
mohli zformulovat jako matematicky problém, potiebujeme jej formalizovat.
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Definice 7.38. Dvé akce (G, X) a (H,Y) jsou ekvivalentnd, existuje-li izomor-
fismus 0: G — H a bijekce p: X — Y takové, ze p(g-x) = 6(g) - p(x).

Akce grupy G na X se nazyvé permutacni, jestlize je ekvivalentni piirozené
akci podgrupy Sx.

Necht (G, X) je akce. Oznaéme Cor(G) = NyexG, < G.

Véta 7.39. Necht (G, X) je akce. Potom K = Cor(G) < G je normdlni pod-
grupa. Navic (G/K, X) definovand predpisem gK -x = g-x je permutacéni akce.
Specidlné (G, X) je permutacéni akce prdvé tehdy, kdyz Cor(G) = 1.
Dukaz. Uvazujme homomorfismus 8: G — Sx definovany ptifazenim g — (z +—
g - z). Potom ker(f) = Cor(G) = K, a proto K < G.
Dokézeme, ze G/K m4 akci na X. Nejdiive ovéfime, ze zobrazeni gK - x =
g - = je dobie definované. Nechf gK = ¢’K. Potom ¢’ = gk pro n&jaké k € K.

Potom
JK -x=gkK -x=gK .

Ziejmé 1K -x =1 -2 = z. Déle
(9KhK) -2z =ghK -z = (gh)-z=g-(h-z)=gK - (hK -x).

Tedy se jedna o dobie definovanou akci.
Z 1. véty o izomorfismu dostdvame G/K = Im(6) < Sx. O

Cviceni

7.13. Symetricka grupa S, mé akci na mnoziné polynomu n proménnych definovanou
o f(z1,T2,. .., Tn) = f(To1,To2,. ., Ton). Nech D = D(z1,...,2,) = Hi<]-(l'i—$j).
Zjistéte stabilizator Gp akce G = S,, na mnoziné polynomu s n proménnymi.

7.14. Necht G m4 akci na X. Dokazte, Ze pokud x a y pati{ do stejné orbity, plati
Gz = Gy.

7.6 Pocitani orbit

Véta 7.40 (Burnside). Nechtf X je koneénd G-mnozina. Oznaéme Orb(G, X)
pocet G-orbit a Fix(g) pocet bodu X fizovangch g € G. Potom

1
Orb(G, X) = @l > Fix(g).
9eG
Drikaz. Pouzijeme princip pocitani dvéma zpusoby. Prvky grupy G i mnozinu X
muzeme linedrné uspofddat. Uvazujme matici A dimenze |G| x |X| s prvkami
a;; = 1 pravé tehdy, kdyz g; - z; = z;, kde g; € G a z; € X. V opa¢ném
piipadé a;; = 0. Potom soucet hodnot i-teho fadku je le)jl a;; = Fix(g;).
Soucet hodnot j-teho sloupce je Z‘Zill a;j = |Gq,l
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Necht z, y jsou ve stejné orbité. Existuje ¢ € G takové, ze y = ¢ - x.
Necht h € Gy, potom g~'hg(z) = x, proto v,(Gy) = GY < G,. Podobné
Yg-1(Gz) = G{l < Gy. Zkonstruovali jsme vzajemné inverzni monomorfismy
Gy, = G, a Gy — Gy, proto G, = Gy. Jestlize z,y jsou ve stejné orbité,
Gz = Gy, a tedy |G4| = |Gyl. Podle Véty 7.31 je pocet prvku orbity obsahujic
x rovny [G : G]. Proto kazdd orbita O pfispiva k souctu ) .y |G| hodnotou
|Gy|[G : Gy] = |G|, kde y € O je vybrany reprezentant orbity O, a tedy plati

Y Fix(g) =) ai; =) |G| =) |G,l[G: Gy} =) |G| =|G|-Orb(G, X).
7 o

geG zeX o
O

Dusledek 7.41. Necht (G,X) je tranzitivni akce a necht |X| > 1. Potom
existuje prvek g € G takovy, Ze Fix(g) = 0.

Dikaz. 7 tranzitivity akce plyne Orb(G) = 1. Predpokladejme, ze Fix(g) > 1
pro kazdé g € G. Z Burnsidovy véty plyne

Gl = 3 Fix(g) = Fix()+ . Fix(g) > G| + (G| - 1) > |G

geG 9€G,g#1

a dostavame spor. O

Priklad 7.42. Uvazujme vlajku slozenou z n stejné dlouhych pasu obarvenych
q barvami. Kazdé takové vlajce muzeme prifadit vektor barev (cy,...,¢,). Dvé
takové postupnosti definuji stejnou vlajku, jestlize se rovnaji nebo pokud druha
vznikne z prvnf reflex{ danou permutaci 7(i,n —i+ 1) pro ¢ =1,2,...n. Kolik
ruznych vlajek muzeme vytvorit?

Ulohu vyfesime pomoci Burnsidovy véty. Polozme G = (7) a nechf X je
prostor vSech vektoru délky n vytvorenych z ¢ barev. Potom grupa G ma akci
na X definovanou permutaci indext. Nyni je tieba spocitat pocet orbit. Grupa
G maé jen 2 prvky, plati Fix(1) = |X| = ¢" a Fix(r) = ¢"*V/2. Ve druhém
vztahu jsme vyuzili to, ze 7 - x = x pravé tehdy, kdyz z je palindrom. Potom
Orb(G, X) = (g + ¢gln /2.

Piiklad zobecnime nasledovné. Necht G < S,, a nechf C je mnozina g-barev.
Potom G mé akci na mnoziné vSech barevnych vektort X = C™ dimenze n
definovanou

o (c1,¢2,...,¢n) = (Co1,Co2y -y Con)-

Orbitu v akci G na X budeme nazyvat (G, q) obarveni mnoziny {1,2,...,n}.

Lemma 7.43. Jestlize 0 € G < S, plati Fix(c) = ¢"\?), kde t(c) je pocet
cykli v uplném rozkladu o na disjunktni cykly.

Diikaz. Necht z = (c1,ca,...,c,) € Fix(o). Potom o*(z) = 2 pro kazdé k € Z.
Specialng, 0% (x;) = x; pro kazdé i = 1,2,...,n. Necht 0 = 3182 ... Bk, k = t(0)
je uplny rozklad na disjunktni cykly. Pokud ¢ je v orbité definované 3;, potom
vBechny barvy na indexech o(f;) jsou stejné. Tedy médme ¢"?) moznosti{ jak
zvolit barvy v x. O
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Definice 7.44. Necht e, > 0 je poéet cykla délky r v Giplném rozkladu permu—
tace a € S, na disjunktni{ cykly. Potom cyklovy index ind(o) = [, z{*. Pro
G < S, polozime Pg(z1,...,2,) = ﬁ > oec ind(o).

Napiiklad ind(id) = 27 a ind(8) = =7~ "z, kde 3 je cyklus délky r.
Dusledek 7.45. Pocet (G,q) obarveni mnoZiny {1,2,...,n} je Pa(q,q,-..,q).

Dukaz. Z Burnsidovy véty a z lemmatu 7.43 vyplyvé, ze pocet (G, q) obarven{
je
Orb(G, X) Z Fix(o Z q
|G Joere |G| pere
A na druhou stranu je

Pe(q,q,---,q) = IG\Zmd (¢:¢,---,q) |G|qul(" ¢ .. g

ceG UEG
e1(o)+ex(0)++en(o) _ |
|G\ Z \G| Z ‘a
c€eG ceG

Cviceni

7.15. Dokazte, ze pocet tiid relace konjugace na konec¢né grupé G je
61 2 [Ca(s
gEG

Najdéte analogicky vzorec pro pocet tiid konjugace na podgrupéch.

7.16. Kolik obarveni sachovnice n X n vznikne pouzitim ¢ barev? Dvé Sachovnice
povazujeme za totozné, jestlize jedna vznikne z druhé rotaci o 90, 180 nebo 270 stupii.

7.7 Grupy geometrickych transformaci

Felix Klein v roce 1872 publikoval Erlangensky program, v kterém navrhl klasi-
fikovat rizné geometrie podle prostoru a piislusné grupy geometrickych trans-
formaci. V nasledovném textu budeme studovat dvé klasické geometrické grupy:
grupu izometrii a affinni grupu.

Skaldrni souc¢in vektoru x = (z1,...,2,) a y = (Y1,...,Yn) z R™ je &islo
(z,y) = >, z;y;. Funkei R” — R* definovanou vztahem

HxH = ||($1’7xn)” =V (J;am) =

nazyvéame norma vektora x = (x1, ..., x,). V nasledujicim textu budeme vyuzivat
nékteré hezké vlastnosti skalarniho souc¢inu a normy.
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Definice 7.46. Izometrie je funkce T: R™ — R", kterd zachovava vzdalenost,
plati tedy ||T'(z) — T(y)|| = || — y|| pro kazdé z,y € R™. Translace uréend
w € R™ je izometrie T, (z) = x + w.

Definice 7.47. Linearni transformace S: R™ — R"™ je ortogondlni, jestlize plati
|[S]| = |||

Ziejmé kazda ortogonalni transformace je izometrie fixujici nulovy vektor

nebo
15(2) = Sl = 11S(@ = y)l| = |l — yll.

Definice 7.48. Pro i = 1,...,n ozna¢me ¢; vektor vektorového prostoru R,
ktery m4 i-tou soufadnici rovnou jedna a vSechny ostatni soufadnice jsou O.
Monozina {e;;i = 1,...,n} se nazyva standartni ortonormdlni bdze prostoru

R™. Obecné, baze B vektorového prostoru je ortonormdlni, kdyz pro kazdé dva
vektory x,y € B plati, (z,y) = 0 pokud z # y a (x,x) = 1. Symbol \; ; = 1 pro
i=7,a X\ ; kdyz ¢ # j. V literatufe se A; ; nazyva Kroneckerovo lambda.

Lemma 7.49. Linedrni transformace S je ortogondlni prdvé tehdy, kdyz {S(e;)},
1=1,2,...,n je ortonormdlni bdze.

7Z definice vyplyva, ze ortogonalni transformace tvoii podgrupu grupy linearnich
transformaci. Tato grupa muze byt interpretovana jako grupa symetrii jednot-
kové n-dimenzionalni sféry tvofenou body R"™*! ve vzdélenosti jedna od nu-
lového vektoru. Pro n = 2 tvofi sféra povrch koule s polomérem 1 se stfedem v
pocatku soutadnicového systému.

Dikaz. (=) Chceme dokézat, ze pro skaldrni soucin plat{ (Sz,Sy) = («,
Nejdifve si véimneme, ze ze vztahu (z;+y;)? = 22 +2x,y;+y2 vyplyva ||z +y||?
S(y

Y)-
|2~ 1[y]12 = 2(2,9) 1 [15(2) + S@)|I2 — [1S@ 2~ 1S w)||? = 2(S(), 5(v). 2
ortogonality S dostaneme (Sz,Sy) = (z,y). Potom (Se;, Se¢;) = (€, €5) = A 5,
a tedy béaze {S(e;)} je ortonormdlni.

(<) Necht z = Y, wie;. Potom Sz = Y. 2;5(e;) a s pouzitim vlastnosti
skalarniho sou¢inu dostaneme

||Sz||* = (S, Sx) le €), ij (€5)) Z(;ciS(ei),ij(ej))z

%

> miwi(S(e). S(ey) = > wiwihiy = (z,2) = ||z[|%
1,5 1,5
O

Lemma 7.50. Ortogondlni transformace tvori podgrupu grupy linedrnich trans-
formact.

Lemma 7.51. Kazdd izometrie, kterd fizuje nulovy vektor, je ortogondlni trans-
formace.
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Drikaz. Nejprve dokazeme, ze izometrie fixujici nulovy vektor a zaroven kazdé
€; ve standardni bézi, je identita. Necht = = (z1,...,z,) je libovolny vektor a
T(x)=y=(y1,---,Yn). Mdme

yll = [IT@)|| = ||T(z) = T(0)]| = [}« = O[] = |||

Proto

i+ =224k

7 predpokladu plyne
1T (z — el = [|IT(z) = T(e)|| = [IT(2) — e1l| = ||z — e].

A odtud
(i =1+ +-+yn = (@ =17+ +yp

Porovnanim vztahu 1 — 2y; = 1 — 221 dostaneme y; = x1. Opakovanim tohoto
postupu pro ¢ = 2,3, ..., n ziskdme pozadovany vysledek.

Piedpoklddejme, Ze T'¢; = u;. Nechf S je ortonormalni transformace Se; =
u; pro kazdé i = 1,...,n. Potom S™IT je izometrie fixujici kazdy vektor stan-
dardni baze. Podle predchoziho plati S~'T = id. A proto T = S. O

Veéta 7.52. Kazdd izometrie je sloZenim ortogonalni transformace a translace.

Diikaz. Necht T je izometrie T(0) = w. Ozna¢me S translaci x — z — w.
Potom R = ST je izometrie fixujici 0. Podle lemmatu 7.51 je R ortogondalni
transformace. Ale T = S~!R. O

Véta 7.53. Funkce T: R" — R™ fizujici 0 je izometrie prdavé tehdy, kdyz za-
chovdvd skaldrni soucin, tedy (Tx,Ty) = (z,y).

Dikaz. (=) Z predpokladov ||z + y[|* = ||T(z + y)|[*. Z definice normy a
pouzitim vlastnosti skaldrntho sou¢inu mame

lo+yll? = (z +y,2 +y) = (2,2) +2,y) + (y,9) = 2] + 2(z,) + [lyl]*.
IT(z +y)lI* = (T(z +y),T(z +y)) = (Te + Ty, Te + Ty) =

(Tx,Tz) + 2(Tx,Ty) + (Ty, Ty) = ||Tx||* + 2(z,y) + || Ty||*-

Protoze T fixuje 0, pouzitim ||Tz|| = ||z|| a ||Ty|| = |ly|| dostaneme (T'z, Ty) =

(z,y).
(<) Naopak necht pro kazdé x,y plati (T'z, Ty) = (z,y).

T (x) = T(W)|I” = (T — Ty, Tx — Ty) = (Tx,Tx) — 2(Tx, Ty) + (Ty,Ty) =

(z,2) = 2(x,y) + (y,y) = (x —y,z —y) = |lz —yl]*.
Navic ||T(0)]| = (T(0), T(0)) = (0,0) = 0. A proto T(0) = 0. 0
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V geometrii se tihel mezi dvéma vektory definuje vztahem
(@,y) = ||zl - llyl] - cos(0).

Disledek 7.54. Necht T je funkce T: R™ — R™ fizujici 0. Potom ndsledujici
turzend jsou ekvivalentni:

1. T zachovdvad uhly.

2. T je izometrie (zachovdvd vzddlenosti).

3. T je ortogondlni transformace.

4. T je linedrni transformace definovand matici A, pro kterou plati AA* = E.

Diikaz. Dukaz ekvivalence prvnich t¥i tvrzeni vyplyva z Lemmatu 7.51 a véty 7.53.
Pouzijeme Lemma 7.49. Jestlize T' je izometrie fixujici 0, je T linedrni trans-
formace, kterd zobrazuje standardn{ bazi na ortonormadlni bézi {u;}. Proto i-ty
fddek prislusné matice A je u; a j-ty sloupec transponované matice A je u;.
Prvek s; ; soucinu je s; j = (u;,uj) = A\; ;. Proto A'A = E.

A naopak, jestlize plati A'A = E, plat{ i (u;,u;) = A;j a bdze {u;} je
ortonormalni. Podle lemmatu 7.49 je T izometrii. U

Definice 7.55. Redlna regularni matice A dimenze n se nazyva ortogonalni,
jestlize plati AA! = E.
Pokud je A ortogondlni, plati

1 = det(F) = det(AA") = det(A) det(A") = (det A)?%.

Proto det(A) € {1,—1}. Ziejmé matice s determinantem 1 tvofi podgrupu
ortogonélni grupy. Tuto podgrupu indexu 2 nazyvame grupa rotaci. Zobrazeni
s det(A) = —1 nazyvame zobrazeni orientaci ménici.

Protoze determinant se pii konjugaci neméni, jeho hodnota nezavisi od toho,
vzhledem ke které bazi je dana linedrni transformace vyjadfend. V linedrni
algebfe se relace konjugace v linedrni grupé nazyva podobnost.

Izometrie ¢: x — Tx + w je izometrie orientaci zachovdvajici, jestlize T je
rovnéz orientaci zachovévajici (det T = 1). Pokud det T = —1, je ¢ je orientaci
meénici izometrie.

Nadrovina ve vektorovém prostoru E,, je mnozina Y = H + w, kde H je
néjaky (n — 1)-dimenziondlni podprostor a w € E,, je vektor.

Reflexe je orientaci ménici izometrie, kterd bodové fixuje néjakou nadrovinu
Y C E” a vyménuje dvojice samodruznych bodt ortogonélniho 1-dimenziondlniho
podprostoru. Samodruzna dvojice bodi je dvojice typu w4z, w—z, kde z € H+
aw € H, kde w L x.

Uvazujme reflexi p nadroviny H, kterd je podprostorem H = (x1,...,2,-1) C
E,, a nechf a L H je vektor jednotkové velikosti. Tedy translace w = 0. Potom
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p je linedrni transformace, kterd ma vzhledem na bazi x1, ..., x,_1,a vyjadieni
1 0 0 ... 0 O
0o 10 ... 0 O
001 ... 0 0
e
0 00 ... 1 0
000 ... 0 -1

Véta 7.56. Reflexe fixujici 0 je orientaci ménici izometrie.

Piiklad 7.57. Uvazujme izometrii T fixujici 0 = (0,0) € Ey v Eukleidovské ro-
b
d
ortonormélni baze. Tyto vektory odpovidaji bodim na jednotkové kruznici. Po-
tom muzeme vyjadfit (a,b) = (cos 6, sin @) pro ngjaky thel § € (—m, ). Protoze
uy L ug, je (¢,d) = (cos(f &+ F),sin(0 = 7)). A odtud (c,d) = (—sin6, cosf),
nebo (¢, d) = (sinf, — cos ).
Tedy T ma tvar

T+ _ < cos 0 sin@) nebo T — <cos€ sin >

—sinf cosf sinf —cos6

viné. Dand je ortogondlni matici T' = . Potom u; = (a,b) aus = (¢,d) je

Pouzitim sin® 6@ + cos?# = 1 vypocitame det(T+) = 1 a det(T~1) = —1.
Muzeme dokéazat, ze

(T = ( cos(nb) Sin(n@))
—sin(nf) cos(nd) )’
Tedy T je rotace o thel @ fixujici 0. Déle (T~)? = E. Dokdzeme, ze T~ je
reflexe fixujici ptimku p prochdzejici (0,0) pod thlem 6/2. Na to staéi dokdzat,
7e bod T~ (cos 3,sin B)! = (cos 3,sin 3)! pravé tehdy, kdyz S = /2. Pouzitim
substituce f = —a mame

cosf  sinfd cosf\ _ (cosf sind cosa \  [cos(0+ )
sinf —cosf) \sinf )  \sinf —cosf) \—sina) \sin(0+a)/’

, [cos(@+a)\ [ cos(a) (. o o
Necht (sin 0 + a)> = ( sin(a) )" Porovnanim po soufadnicich a vydélenim

druhé rovnice prvnf ziskdme tan(6+«) = — tan(a) = tan(—«). To je v porddku,
pokud « # £(7/2) a soucasné « + 0 # +x /2. Piipady, kdy to neplati, muzeme
fesit zvlast. Z posledni rovnosti dostaneme § = —2a = 213, coz jsme potiebovali
ovéfit. Vzhledem k tomu, ze vSechny tpravy byly ekvivalentni, tvrzeni je dokdzané.

Necht A je konvexn{ rovinny titvar. Oznaéme Sym(A) podgrupu grupy izo-
metrif roviny slozenou z transformaci T(A) = A. Tuto grupu oznaéime Aut(A)
a podgrupu orientaci zachovavajici izometrii oznacime Aut™(A).
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Lemma 7.58. Necht ¢ je izometrie E,, necht Aq,..., Ay jsou body a necht
x = Z;C:l AiA; je konvexnt kombinace. Potom ¢(x) = Zle Aip(Ay).

Lemma 7.58 dokdzeme v ramci obecnéjsiho tvrzeni, viz lemma 7.62.

Véta 7.59. Nechf A je pravidelny konvexni n-ihelnik s tézigtém v (0,0), n > 3.
Potom Aut(A) je 7ddu 2n a Aut(A) = (T,S), pricemz |T| =n, |S| =2 a
STS =T-1.

Diikaz. Dukaz spoc¢iva v nékolika krocich.

Krok 1. Zrejmé kazdd izometrie ¢ € Aut(A) zobrazuje vrchol na vrchol.
Vzhledem k tomu, ze kazdy bod A je konvexni kombinaci vrchold, z lemmatu
7.58 vyplyvé, ze obraz kazdého bodu je jednozna¢né urceny obrazy vrcholi A.
Z toho plyne, ze Aut(A) — S,.

Krok 2. Uvazujme rotaci T o thel 27 /n se stiedem otdceni v (0,0). Zfejmé
T(A) = A, |T| =n a (S) je tranzitivn{ na hrandch A. Nechf e je hrana, potom
|G| = 2, podle kroku 1. Podle Véty 7.31 je |Orb(e)| = [G : G| = |G|/|Ge|. Po
dosazeni dostaneme n = |G|/2, a proto |G| = 2n.

Krok 3. Necht S je generdtor G,. Ziejmé (T, S) < G. Uréite S ¢ (T), nebot
z&dnd netrividlnf mocnina nefixuje e. Protoze |G| = 2n, (T)<G je normalni pod-
grupa indexu 2. Odtud plyne ST'S = T* pro né&jaké i, ged(n, i) = 1. Ztotoznime
T =(1,2,...,n) ae=[1,2]. Vzhledem k tomu, ze S(e) = e, plati S(1) = 2,
S(2) =1, 53) =naS(n)=3pron > 3. Potom STS(1) = ST(2) = S(3) =
n =T%(1) pron > 3. Proto i = —1. O

Vsimnéme si, ze G = (T') U S(T) a pro prvky typu ST? plati (ST%)? =
STST? = T~'T* = 1. Tedy vsechny n prvky t¥idy S(T') jsou involuce. Involuce
v grupé G je prvek fadu 2. Grupu symetrii pravidelného n-ttholniku nazyvame
dihedrdlni grupa, znacime Ds,. Muzeme rozsitit definici dihedrdlni grupy pro
n < 2 tak, ze polozime Dy = Z5 pron =1 a Dy = Z5 X Zy pro n = 2. Potom
vztahy pro generatory T', S z véty 7.59 trividlné plati.

Véta 7.60. Nechf a, b jsou dvé involuce v koneéné grupé G. Potom (a,b) je
dihedrdlnd.

Diikaz. Polozme t = ab. Potom btb = ba = t~!. Pokud |[t| =n,t—T ab— S
je izomorfismus (a,b) — Da,,. O

Poznamka. Ne kazda volba dvou involuci a, b v dihedralni grupé Ds,, vyge-
neruje celou Ds,,.

Podobnou tvahu jako s pravidelnym n-thelnikem muzeme udélat v dimenzi
3. Otazka je, co bude “pravidelny n-tihelnik” v dimenzi 3. Mé&jme konvexni téleso
k-ihelnikem. Necht Aut(A) je tranzitivni na oblastech A, pfi¢emz stabilizator
oblasti je Doy. Z Eulerovy véty muzeme dokézat, Ze existuje presné 5 takovychto
téles, které se nazyvaji Platonska télesa. Jejich grupy automorfismu jsou zndmé
a jsou izomorfni: As X Zy, Sy X Zs a Sy. To vede k obecnéjsi otazce klasifikace
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koneénych podgrup O(3,R). Takovéto grupy se nazyvaji sférické grupy. Klasifi-
kace sférickych grup je zndma. Jako abstraktni grupy jsou to podgrupy As x Zo,
S4 X Zo, Doy, X Zs. Klasifikace akcei sférickych grup na jednotkové sféie je znama
téz, ale jeji prezentace a dukaz je nad ramec tohoto textu.

Definice 7.61. Afinni transformace v E,, je zobrazeni tvaru x — Tz + z, kde
T je linearni transformace a z je vektor.

Lehce ovérime, ze slozeni dvou afinnich transformaci je afinni transformace.
Navic, inverzni prvek k = — Tx + 2 je afinni transformace  — T 1z — T2,
Proto afinni{ transformace s operaci skladni tvoii grupu Aff(n,R).

Nasledujici lemma hovoii o vlastnostech grupy afinnich transformaci.

Lemma 7.62. Nechtf ¢ je afinni transformace. Potom

P1) ¢ zachovdvd konvexni kombinace,

P2) ¢ zobrazuje dsecky na tusecky a trojuhelnik na trojuhelnik,

P4

(P1)

(P2)

(P3) ¢ zobrazuje t bod isecky na t-bod usecky,

(P4) ¢ zobrazuje mnoZinu kolinedrnich bodi na mnoZinu kolinedrnich bodi,
(P5)

P5) necht Ay, Ag, ..., Ay je mnoZina bodi, potom Ay — Ay, ..., Ay — Ay jsou
linedrni nezdvislé vektory prdavé tehdy, kdyz o(As — A1), ..., o(Ar — Ay)

jsou linedrni nezdvislé vektory.

Dikaz. Dokézeme jen (P1). Ostatni tvrzeni jsou trividlnimi dusledky.
Necht z = Ele AiA; je konvexn{ kombinace a necht ¢(z) = Tx + w je
afinni transformace. Potom

k k k

p(@) = e Nidi) = T(Y_ Nidi) +w =3 AT(Ai) +w.

i=1 i=1

7 druhé strany

k k k k k k
D> Aip(A) =D (T (A)+w) =D NT(A)+Y  Niw =D NT(A)+w Y A
=1 =1 1=1 =1 =1 =1
Pouzitim Zle A; = 1 dostaneme

k k
() Nidi) = Nip(Ad),
i=1 =1
coz jsme chtéli dokazat. O

Dusledek 7.63. Grupa Affi(2,R) je tranzitivni na mnoziné viech trojihelniku
U TOVINE.
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Véta 7.64. V kazdém trojuhelniku se vsechny tri téZnice protinaji v jednom
bodé, pricemz tento bod je déli v pomeéru 2 : 1.

Diikaz. Z Dusledku 7.63 vyplyva, Ze tvrzeni sta¢i dokézat pro rovnostranny
trojuhelnik AABC s hranou jednotkové délky. Oznaéme t4, tg a t¢ téZnice
spojujici po fadé bod A se stfedem BC, bod B se stifedem AC, a bod C se
sttedem AB. Ozna¢me {T} = t4 Ntp. Reflexe py a pp fixujici téznice t4 a
tp, generuji grupu symetrii AABC, tedy T je bod fixovany kazdou symetrii
AABC. Specialné reflexe pc = pppapp fixuje T, a tedy vSechny tii téZnice se
protinaji v bodé T. Tii téZnice ta, tp a to tvorl orbitu v akci Aut(AABC),
proto jsou stejné délky. Osobitné plati |TA| = |T'B| = |T'C|, tedy bod T déli
téznice ve stejném pomeéru t = sin(30°) = 1/2. Alternativné je mozné hodnotu
t vypocitat vyuzitim Pythagorovy véty.

O

V duchu Kleina muZeme i topologii povazovat za geometrii. Jestlize A je
pravidelny n-ihelnik, grupa homeomorfizmu roviny zobrazujici A na sebe je
tranzitivni na mnoziné bodu A. Véta o pevném bodé hovoti o tom, ze kazdy pr-
vek této grupy fixuje v akci na A néjaky bod. To je v protikladu k tomu, co jsme
dokdzali o akei tranzitivn{ grupy na kone¢né mnoziné bodu (Dusledek 7.41).

Cviceni
7.17. Necht Qj je kostka. Dokazte, ze Aut(Q3) = Sy x Z2 a Autt(Q3) = Sa.
7.18. Necht I je ikosaedr. Dokaite, ze Aut(l) = As x Z2 a Aut™ (1) = As.

7.19. Umime dokézat, ze kazda izometrie v T' € O(3,R) m4 vlastni vektor v takovy,
ze Tv = v. Dokazte, ze T' ma vzhledem na vhodnou bézi tvar

10 0
0 a b,
0 ¢ d
kde (¢ %) co@Rr)
€ c d ) .

7.20. Dokazte, ze O(2,R) je izomorfni grupé automorfismu jednotkového kruhu.
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Kapitola 8
Sylowovy véty

Cilem této sekce je prozkoumat moznost obraceni implikace Lagrangeovy teorémy.
Bude nés tedy zajimat ndsledovna otdzka: Necht d je délitel fadu |G| n&jaké
koneéné grupy G. Existuje podgrupa H < G tadu |H| = d? Pozitivni odpoved
na tuto otdzku jsme nahlédly v pfipadeé, ze G je cyklickd grupa. Z druhé strany,
alternujici grupa A4 ma délitele d = 6, ale podgrupu velikosti 6 bychom v A,
hledali marné. Uzitim Bertrandovho postuldtu (“Pro kazdé k existuje prvocislo
p takové, ze k < p < 2k”) muzeme vyse uvedeny piiklad zobecnit na libovolnou
alternujici grupu.

8.1 p-grupy

Grupa G se nazyva p-grupa, jestlize fad kazdého prvku je p™, kde p je prvocislo
a n je prirozené ¢islo.

Lemma 8.1. Necht G je konecénd abelovskd grupa takovd, Ze vdd G je délitelnsj
prvocislem p. Potom G obsahuje prvek rddu p.

Diikaz. Nechf |G| = pm. Budeme postupovat indukci podle m. Pokud m = 1,
je |G| cyklickd fadu p a tvrzeni plati.

Necht m > 1. Nechf z je prvek fadu t.

Pifpad 1: p|t. Potom z/? je fadu p.

Pifpad 2: p nedéli ¢. Protoze G je abelovskd, plati (x) < G a |G/{x)| =
pm/t = pm/, kde m’ = m/t < m. Podle indukéniho predpokladu existuje
prvek y* € G/{x) ¥fddu p. Uvazujme pfirozenou projekci v: G — G/{(x). Necht
y € v 1(y*). Restrikee Y|yt (y) — (y*) je epimorfismus cyklickych grup, proto
p déli fad y a jsme v piipadé 1. O

Véta 8.2 (Cauchy). Nechf G je koneénd grupa takovd, Ze vdd G je délitelny
prvocislem p. Potom G obsahuje prvek rdadu p.

65



66 KAPITOLA 8. SYLOWOVY VETY

Diikaz. 7 dusledku 7.33 je pocet prvka konjugovanych s x rovny [G : Ca(z)].
Jestlize x ¢ Z(G), tiida |2¥| > 1. Jestlize p déli t4d Cq(x) a Cq(x) < G, tvrzeni
vyplyvé z indukéniho predpokladu. Jestlize by pro kazdé x platilo Cg(x) = G,
je G abelovska grupa a tvrzeni vyplyva z lemmatu 8.1.

Necht p nedéli C(z) pro kazdé z € G.

7 tranzitivity akce G' na x¢ plati |G| = [G : Cq(x)]|Cq(w)|. Proto p déli
[G : Cg(x)] pro kazdé z € G\ Z(G). Tridy konjugace tvoii rozklad grupy,
pricemz prvky z centra jsou fixované prvky. Rozepiseme:

G| = 12(G)] +Z[G - Ca(my)], (8.1)

kde x; jsou reprezentanti tiid mimo centrum. Vzhledem k tomu, ze p déli levou
stranu i kazdy index v sumé, p déli |Z(G)|. Ale Z(G) je abelovskd a tvrzeni

vyplyva z lemmatu 8.1.
O

Disledek 8.3. Konecnd grupa G je p-grupa prdvé tehdy, kdyz rid G je p™ pro
néjaké n > 0.

Diikaz. Jestlize tad G je p™, z Lagrangeovy véty plyne, Ze fadd kazdého prvku
je mocnina p.
Piedpoklddejme, Ze G je p-grupa. Necht existuje prvoéislo ¢ # p takové, Ze
g déli |G|. Podle Cauchyho véty v G existuje prvek faddu ¢. Dostdvame spor.
O

Véta 8.4. KaZdd konecénd netrividlni p-grupa md netrividlni centrum.

Diikaz. Uvazujme rovnost (8.1). Podle disledku 8.3 je |G| = p™ a index [G :
C¢(z)] je mocnina p®, 0 < e < n. Pokud pro néjaké = # 1 plati, [G : Cg(z)] =1,
potom z € Z(G) > 1 a z Lagrangeovy véty p | |Z(G)|. V opaéném piipadé je
index [G : G,] délitelny p pro kazdé netrividlni z € G. Proto i |Z(G)| je délitelny
p.

O

Necht G je koneéns jednoduchd p-grupa. Potom G = Z(G), a proto G je
abelovskd. Ve skutecnosti plati G = (Z,, +).

Diisledek 8.5. Necht G je grupa rddu p?. Potom G je cyklickd nebo G =
Ly X Zy.

Diikaz. Jestlize grupa G neni cyklickd, v8echny netrividlni prvky maji tad p.
Piedpoklddejme, ze G nen{ abelovskd. Potom |Z(G)| < p* a1 # Z(G) = Z,.
Potom Z(G) <t G a faktorova grupa G/Z(G) = Z,. Necht y ¢ Z(G), potom
G/Z(G) = {Z(G), Z(Q)y, ..., Z(G)yP~t}. Tedy kazdy prvek g € G mé tvar
g = 'y, kde Z(G) = (x). Potom y9 = y Iz yx'y! =y yy! =y ay € Z(G),
dostdvame spor. Proto G je abelovskd. Necht x # y jsou dva netrividlni prvky,
y ¢ (x). Tvrdime, ze (z) N (y) = 1. Necht existuje z # 1, z € (z) N (y). Potom
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(z) < (y), (z) < (x). Ale p = |z| = |y| = |z|] a (x) = (y), dostdvdme spor s
vybérem y. A podle véty 6.2

G = (z) x (y) = Z, X Zp.
O

Véta 8.6. Necht G je koneénd p-grupa. Necht H < G je vlastni podgrupa.
Potom H < Ng(H). A navic, je-li H mazimdlni, plati H < G.

Diikaz. Oznaéme X = HY mnozinu podgrup konjugovanych s grupou H. Podle
dusledku 7.34 plati | X| = [G : Ng(H)]. Podgrupa H mé na X akei konjugaci. V
této akei je velikost kazdé orbity mocnina p. Zéroven { H} je orbita. Z délitelnosti
¢islem p vyplyva, ze existuje aspon dalsich p — 1 podgrup konjugovanych s H,
které jsou fixované akci H. Necht HY = gHg™ ' # H je jedna takova konju-
govand podgrupa. Tedy pro kazdé a € H plati agHg 'a~! = g~ 'Hg. Protoze
HI # H, existuje a € H takové, ze g~ tag ¢ H. Potom

g tagHg 'a 'g=g 'gHg 'g=H,

a tedy g 'ag € Ng(H). Proto Ng(H) > H.
Jestlize H je maximdlni vlastni podgrupa, Ng(H) =G a H < G.

Lemma 8.7. Pocet podgrup rdadu p v koneéné p-grupé je r1 =1 (mod p).

Ozna¢me X mnozinu prvku fddu p. Spocitdme | X| dvéma zpusoby. Vzhle-
dem k tomu, ze kazdé dvé ruzné podgrupy fadu p maji trividlni prunik, pocet
prvku fddu p je | X| =ri(p — 1).

Na druhé strané, uvazujme akci konjugaci na mnoziné X prvka radu p.
Centrélni prvky fddu p tvoif spolu s 1 podgrupu H < Z(G). Toto vyplyvé z
faktu (zy)! = a'y’ pro x,y € H. Z Lagrangeovy véty p¢ = |H| = |[X N H| + 1
pro néjaké e > 1. Odtud | X N H| = p® — 1. Velikost orbity ¢ = [G : G,] v akci
konjugac{ pro ¢ Z(G) je netrividlni mocnina p. Proto | X| = pm + p¢ — 1 pro
néjaké m. Porovnanim dostaneme

ri(p—1) =|X|=pm+p° -1
Pokud vezmeme posledni rovnici modulo p, dostaneme 71 =1 (mod p).
Véta 8.8. Pocet podgrup rddu p™ v konecné p-grupé je rp, =1 (mod p).

Diikaz. Necht |G| = p™, n > 2. Spoéitame dvéma zpusoby pocet dvojic (H, K)
podgrup grupy G takovych, ze H < K, |H| = p* a |K| = p**! pro 1 < s < n.

Necht (H, K3),...,(H, K,) jsou viechny takové dvojice, které obsahuji H.
Podle véty 8.6 je H < K, a tedy i K; < Ng(H) = N. Uvazujme pfirozenou
projekci v: N — N/H. Potom bijekce K; — K;/H pfifadi podgrupé K; pod-
grupu K;/H < N/H, kterd je fadu p. Pocet takovych podgrup v N/H jea =1
(mod p), (viz lemma 8.7).
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Necht (Hy,K),...,(Hy, K) jsou vSechny dvojice pro fixovanou podgrupu
K t4du p*T!. Podle véty 8.6 je H; < K. Ztejmé H1H; = K pro j > 1, proto
|H1H;| = p*™" a z produktové rovnosti

|H1Hj| - |Hy 0 Hj| = |Hy| - |Hjl

dostaneme |Hy N H;| = p*~!. Oznaéme D; = Hy N H;. Ziejmé D; < K, nebot je
prinikem dvou normélnich podgrup. Potom [K : D;] = p* a K/D; = H,/D; x
H;/D; = Z, x Z,. Proto K/D; mé p* — 1 prvki fddu p a p+1 = £
podgrup fadu p. Bijekce H; — H;/D; ndm da p + 1 podgrup grupy K fadu
p® obsahujicich D;. Dvé takové mnoziny podgrup pro i # j jsou bud totozné,
nebo maji spolecnou pouze H;. Tedy pro j = 2 mame p + 1 podgrup a dalsi
systémy podgrup pfispivaji p podgrupami. Proto b =1 (mod p).

Pocet dvojic (H, K) je Y.i2 a; = 33! b;. Dosazenim a; = 1 (mod p) a
b; = 1 (mod p) dostaneme ry = rsyq (mod p). Proto pro kazdé s < n plati
r1 = rs (mod p). Nynf uz tvrzeni vyplyvéa z Lemmatu 8.7. O

Dusledek 8.9. V p-grupé G radu p™ existuje pro kazdé 1 < s < n podgrupa
Tadu p°®. Navic, pro kaZdou podgrupu H < G Tddu p® existuje grupa K rddu
pst takovd, Ze H < K < G.

Diikaz. 7 véty 8.8 vime, ze pocet podgrup fadu p® je kongruentni s 1 (mod p).
Proto musi existovat alesponn jedna podgrupa takového fadu. V prvni casti
ditkazu véty 8.8 jsme zjistili, Ze pocet podgrup Fadu p**+! obsahujici zvolenou

grupu H Fadu p® je kongruentni s 1 (mod p). O
Lemma 8.10 (Landau, 1906). Nechf q € Q je raciondlni ¢islo. Potom pro
dané n existuje jen konecéné mnoho n-tic (my,...,my), m; >0,i=1,...,n,
takovgch, Ze g =377, £

J

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle n. Jestlize n = 1, existuje nejvice
jedna 1-tice (my) takova, ze ¢ = n%l

MuzZeme predpokladat, ze my < mg < --- < m,,. Déle
n
1 1
= — < n—.
e Z m; - my
Jj=1

Odtud m; < n/q. Z indukéniho piedpokladu pro kazdé k < n/qa ¢ = q— %

existuje jen kone¢né (n — 1)-tic (ma,...,my) takovych, ze
1 &1
(D D
j=2
Odtud prok =1, ..., |n/q] dostaneme koneéné mnoho n-tic spliujici podminky.

O
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Véta 8.11. FExistuje jen koneéné mnoho koneénych grup s predepsanym poctem
trid konjugace.

Drikaz. Nechf n je pocet tiid konjugace a necht m = |Z(G)|. Piedélime rov-
nost (8.1) fddem |G|. Tak dostaneme

Z lemmatu 8.10 vyplyva, ze existuje jen konetné mnoho moznosti pro vybér

|G| a |Ca(z;)|, 5 =m+1,...,n. Je viak jen kone¢né mnoho kone¢nych grup
daného fadu. O
Cviceni

8.1. Nechf H <1 G a G/H jsou p-grupy. Dokaite, Ze i G je p-grupa.

8.2. Necht |G| = p™, kde p je prvoéislo. Dokazte, 7e pro kazdé k, 1 < k < n, grupa
G obsahuje norméln{ podgrupu fddu p*.

8.3. Nechf G je koneéna p-grupa a 1 < H < G. Dokazte, ze H N Z(G) # 1.

8.4. Nechf G je koneéna p-grupa a H < G, |H| = p. Dokaite, ze H < Z(G).

8.2 Sylowovy véty

Z Lagrangeovy véty vyplyva, ze fad podgrupy déli fad grupy. Zajimavy in-
verzni problém se pta, zda pro daného délitele d fadu konecné grupy G existuje
podgrupa ifadu d. V pfedchozim textu jsme ovéfili platnost tohoto tvrzeni pro
cyklické grupy a pro p-grupy. Na druhé strané A, neobsahuje podgrupu radu
6. Sylowovy véty tvoii zaklad pro studium struktury konecnych grup. V této
podkapitole budeme predpokladat, ze vSechny uvazované grupy jsou konecné.

Definice 8.12. Necht p je prvoéislo. Potom Sylowova p-grupa grupy G je ma-
ximéalni p-podgrupa grupy G.

Lemma 8.13. Nechf P je Sylowova podgrupa grupy G. Potom
(i) |Na(P)/P| neni délitelné p,
(ii) jestlize #dd a € G je mocnina p a zdrover a~'Pa = P, nutné a € P.

Diikaz. Predpokladejme, Ze p déli |[Ng(P)/P|. Potom z Cauchyho véty vyplyva,
ze existuje prvek yP € Ng(P)/P. Necht v: Ng(P) — Ng(P)/P je pfirozend
projekce. Uvazujme v~ 1(yP). To je p-grupa H > P, dostdvdme spor s maxi-
malitou P.

Uvazujme vhodnou mocninu b prvku a, kterd je fadu p. Ziejmé a € Ng(P).
Uvazujme aP € Ng(P)/P. Potom téd |aP| = p, dostali jsme spor s (i). O
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Véta 8.14 (Sylow, 1872). Necht p je prvocislo.

e Pokud P je Sylowova p-podgrupa grupy G, vsechny Sylowovy podgrupy
grupy G jsou konjugované s P.

o Necht r je poéet Sylowovijch p-podgrup. Potom r déli |G) ar =1 (mod p).

Diikaz. Ozna¢me Py = P a necht X = {P, P,,..., P} je mnozina podgrup
konjugovanych s P. Grupa G m4 akci na X, a- P, = P?. Necht @ je Sylowova p-
podgrupa. Potom ) mé akci konjugaci na X, kterd je restrikei akce G. Uvazujme
orbity akce @) na X. Podle véty 7.31 je velikost orbity rovna indexu stabilizatoru.
Proto velikost kazdé orbity je mocnina p. Predpokladejme, Ze orbita obsahujici
P; m4 velikost 1. To znamen4, ze pro kazdé a € Q, plati a~'P;a = P;. Podle
lemmatu 8.13(ii) kazdé a € @ patii do P;, proto @ < P;. Z maximality @
plyne @ = P;. Jestlize polozime @ = P;, vSechny orbity s vyjimkou {P;} majf
velikost néjakého ndsobku p. Proto r = 1 (mod p). Pfedpoklddejme, Ze existuje
Sylowova p-podgrupa @, kterd se nenachazi v X. Potom velikost kazdé orbity
akce @ na X je nasobkem p. Vzhledem k tomu, ze X je disjunktni sjednoceni
orbit, r =0 (mod p), a dostdvdme spor s predchozim.
Méme r = | X| = |P%| = [G : Ng(P)], a proto r déli |G].
O

Piiklad 8.15. R4d grupy Sy je 24 = 23 - 3. Ziejmé Dg < Sy (uvazujeme grupu
symetrii ¢tverce), tedy Ds je Sylowova 2-grupa v Sy. Sylowova véta ik, ze
vSechny Sylowovy 2-grupy jsou konjugované, a tedy izomorfni, a jejich pocet
r je lichym délitelem 24. Jestlize napiiklad H = ((1,2,3,4),(2,4)) & Ds, je
H®2) = ((1,2,3,4)12) (2,4)12) = ((1,3,4,2),(1,4)) jind Sylowova 2-grupa.
Proto r > 1. Jediny netrivialni lichy délitel 24 je 3. Proto S4 obsahuje pfesné tii
Sylowovy 2-grupy. Sylowovy 3-grupy jsou cyklické, generované 3-cykly. Lehce
nalezneme 4 =1 (mod 3) takovéto podgrupy.

Dusledek 8.16. Grupa G md jedinou Sylowovu p-grupu pravé tehdy, kdyzZ G
md normdlni Sylowovu p-grupu.

Duikaz. Jestlize existuje jedind Sylowova p-grupa P < G, je P9 = P pro kazdy
prvek g € G, a tedy P < G.
A naopak, necht P<1G je normélni Sylowova p-grupa. Jestlize Q je Sylowova
p-grupa, z véty 8.14 vyplyva, ze existuje g € G takové, ze Q = P9 = P.
O

Véta 8.17. Necht G je koneénd grupa vddu p®m, ged(p,m) = 1. Potom kaZdd
Sylowova p-grupa md rdad pc.

Diikaz. Necht P je Sylowova p-grupa. Chceme dokdzat, Ze p nedéli [G : PJ.
Necht N = Ng(P), potom [G : P] = [G : N|[N : P]. Z dusledku 7.34 je index
[G : N] roven po¢tu podgrup konjugovanych s P. Podle véty 8.14 je [G: N| =1
(mod p). Z lemmatu 8.13 p nedéli [N : P]. Tedy p nedéli [G: N[N : P] =[G :
P].
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Z Lagrangeovy véty plyne |P| = p* pro néjaké k < e. Z rovnosti mp® =
|G| = |P|-[G : P], gcd(m,p) = 1 = ged([G : P,p), vyplyvé, ze p® déli |P|.
Proto |P| = p©.

O

Nésledujici véta dava odpovéd na otdzku existence podgrupy daného fadu v
pripadé, ze tento predepsany fad je mocninou prvocisla. Obecné ale neni mozné
dokazat vice.

Véta 8.18. Necht p je prvocislo a necht G je konecénd grupa. Necht p* déli #dd
|G|. Potom G obsahuje podgrupu vddu p*.

Diikaz. Nechf p® je maximdlni mocnina p takova, ze p® déli |G|. Jestlize k = e,
tvrzeni vyplyva z véty 8.18. Uvazujme Sylowovu p-grupu P fadu p°. Jestlize
k < e, tak existence podgrupy fadu p* v P vyplyva z tvrzeni, Ze pocet podgrup
iddu p* v P je =1 (mod p) (véta 8.8). O

Véta 8.19 (Frattiniho argument). Nechf K <G je normdini podgrupa v konecné
grupé. Necht P je Sylowova p-grupa grupy K. Potom G = KNg(P).

Diikaz. Z normdlnosti K pro kazdé g € G plati P9 < K9 = K. Proto P9 je
Sylowova p-grupa grupy K. Z véty 8.14 vyplyva, ze existuje k € K takové,
ze gPg~' = kPk™!, a proto k~'gPg 'k = P. Z poslednf rovnosti dostavame
k='g € Ng(P). Proto g = k(k~1g) je hledany rozklad. O

Cviceni

8.5. Nechf X je koneénd G-mnoZina a nechf H m4 tranzitivni akci na X. Potom
G = HG,. Dokazte pomoci tohoto tvrzeni Frattiniho argument.

8.6. Dokazte, ze Sylowovy podgrupy grupy G generuji G.

8.7. Nechf pro kazdé prvoéislo p, které déli fdd G, m4 G jedinou Sylowovu p-grupu.
Dokazte, ze G je pifimym soulinem svych Sylowovych p-grup, kde p bereme pies
vSechna prvocisla, které déli |G|.

8.8. Najdéte vSechny Sylowovy 2-grupy pro As.

8.3 Grupy malého radu

Veéta 8.20. KazZdd grupa vddu 2p je cyklickd nebo dihedrdlni.

Dukaz. Jestlize p = 2, je |G| = 4 a tvrzen{ vyplyvd z dusledku 8.5. Jestlize
p > 2, z Cauchyho véty vyplyvé, ze G obsahuje prvek s fadu p a prvek ¢ fadu
2. Podgrupa H = (s) je indexu 2, proto H <1 G. A proto tst = s' pro né&jaké i.
Déle

s = 25t = t(tst)t = ts't = (tst)' = s°

proto i = 1 (mod p). Navic (Z,;+,) je pole, proto méme jen dvé feseni i =
+1.
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Jestlize i = 1, je G komutativni grupa a prvek st ma rad 2p. Potom G =
(st) = (s) x (t) je cyklicka.
Jestlize i = —1, je G = (s, t) izomorfn{ dihedraln{ grupé. O

Véta 8.21. Jestlize |G| = pq, kde p > q jsou prvocisla, je G bud cyklickd, nebo
G = (a,b;b? =1,a% = 1,aba"! = b™),
kde g délip—1, m? =1 (mod p) a soucasné m # 1 (mod p).

Dikaz. Z Cauchyho véty G obsahuje prvek b fadu p, podgrupa P = (b) m4
index ¢. Uvazujme homomorfismus 1: G — S, dany levym nasobenim na levych
tiidach rozkladu podle P. Potom ker(¢)) < P. Proto ker(i)) = P nebo ker(¢) =
1. Pokud by ker(y) = 1, je ¢ monomorfismus a (b) je prvek fadu p > g v S,.
Takovy prvek grupa S; neobsahuje. Proto ker(y)) = P a P < G.

Z Cauchyho véty G obsahuje prvek a fddu g. Oznac¢me @ = (a). Protoze Q
je Sylowova g-grupa, pocet konjugantt je délitelem |G| = pg a ¢ = 1 + kq pro
néjaké k. Bud k=0ac=1neboc=p=1+kq.

V prvnim piipadé je Q < G, G = P x Q = (ab) = C)y

Ve druhém piipadé ¢|p—1 a @ neni normdln{ podgrupa. Protoze P <G, pro
né&jaké m plati aba=! = b™. Déle mizeme predpoklddat m # 1 (mod p), jinak
dostaneme predchozi abelovsky piipad. Indukei dokdzeme, ze alba™7 = b™’ .
Pro j = q dostaneme pozadovany vztah.

O

Definice 8.22. Grupa kvaternionu je grupa @ = (a, b) fadu 8 spliujici podminky
at=1,0>=a’abab l=a"'.

Poznamka: Ve cvicenich v kapitole 5 jsme definovali grupu kvaternionu jako
podgrupu GL(2,C) generovanou pomoci matic

=)0 )

D4 se dokézat, ze prifazeni a — A a b — B definuje izomorfismus grup.
Jednd se tedy o tu samou grupu.

Véta 8.23. Grupy @ a Dg jsou jediné neabelovské grupy radu 8.

Diikaz. Necht G je neabelovska grupa fadu 8. Jestlize x # 1, plati |z| € {2,4, 8}.

Pokud existuje z € G, |z| = 8, je G cyklickd a dostdvame spor.

Necht vSechny netrividlni prvky maji ¥dd 2. Pokud = a y, = # y, jsou dva
takové prvky, pro z = xy plati: z # x, 2 # y, z # 1 a 1 = 22 = (zy)%. Proto
(x,y) = O3 x Cs. Necht 2 ¢ (z,y). Potom opakovanim tvahy je (z,z) = Cy x Cy
a (z,y) = Cy x Cq. Proto z,y, z vzédjemné komutuji a G = Cy x Cy x Co.

Tedy v G existuje prvek a takovy, ze |a| = 4. Potom (a) <G a G/{a) = Zs.
Pokud b ¢ (a), plati b* € {a). Pokud b = a nebo b? = a® = a1, plati |b| = 8,
dostavdme spor. Proto b2 = a? nebo b* = 1. Déle (a) < G dav4 dvé moznosti:
bab~! = a nebo bab~! = a~!. V prvnim pifpadé je G abelovskd a dostdvame
spor. Pokud b = 1, je G dihedralni. Pokud b? = a2, G je grupa kvaterniontt. [J
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Definice 8.24. T = (a,b;a® = 1,b? = a3 = (ab)?).
Neni uplné jasné, zda T spliujici podminky Fadu 12, existuje.
Posloupnost ¢ definujici poc¢et grup daného fadu ma komplikované chovani

souvisejici s vlastnostmi pfirozenych ¢isel. Je znamé, ze “skoro vsechny” grupy
jsou 2-grupy. Napifklad o(2%) = 14, ¢(2°) = 51, 0(2°) = 267 a o(27) = 2328.

Grupy malych fadu jsou uvedeny v tabulce:

Tabulka 8.1: Malé grupy

R4d | Pocet Grupy
4 2 Z47 Z2 X ZQ
6 9 Zs, Ss
8 5 Zg, Zy X Za, Z3, Dg, Q
9 2 Zy, 72
10 2 Z10, D1o
12 2 Zlg, Z@ X Zg, D12, A4, T
14 2 Z1a, Dia
15 2 Z10

Na nasledujicim piikladu si ukédzeme dalsi aplikaci Sylowovych vét.

Piiklad 8.25. Neexistuje jednoduchd grupa fadu n = 30 a n = 36.

Nechf n =30 =5-3-2. V G existuje r = 1 (mod 5) Sylowovych 5-grup
a 7|30. Z jednoduchosti, G mame r # 1. Jediny vhodny délitel je 6. Pocet
netrividlnich prvka v téchto grupéch je 6 - 4. Podobné musi byt 10 Sylowovych
3-grup, coz dava 20 netrividlnich prvki. Protoze grupy fada 3 a 5 maji trivialni
prunik, pocet prvku v G je alesponi 1+ 20 + 24 = 45 > 30.

Necht n = 36 = 9 - 4. Ze Sylowovych vét vime, ze G obsahuje 4 Sylowovy
3-grupy. Necht P je jedna z nich. Grupa P je indexu 4, proto existuje homo-
morfismus ¢¥: G — Sy dany akci G na levych tiidach P s jadrem ker(¢) < P.
Jelikoze je ale G jednoduch4, je ker(¢)) = 1, coz znamend, ze Sy obsahuje kopii
G. A tedy trividlneé |G| = 36 > 24 = |S,|.

Cviceni
8.9. Identifikujte vSechny vlastni podgrupy Sa.
8.10. Dokazte, ze pro kazdy délitel d ¢isla 24 existuje v S4 podgrupa fadu d.

8.11. Dokaite, 7e neexistuje jednoduchd grupa fadu p2q, kde p, ¢ jsou prvoéisla.

8.12. Najdéte piiklad dvou neizomorfnich grup takovy, ze pro kazdé pfirozené ¢&islo
d jsou pocty prvku fadu d stejné.
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Kapitola 9

Fundamentalni véta o
koneénych abelovskych
grupach

Véta 9.1. Kazdd konecnd abelovskd grupa G je primym soucinem cyklickych
grup, jejichZ rdd je mocnina prvocisla. Pocet takovijchto cyklickjch grup v roz-
kladu G je jednoznacéné uréen grupou G. RovnéZ i jejich 7ddy jsou jednoznacné
uréené grupou G.

Diukaz rozdélime do nékolika pomocnych lemmat.

Lemma 9.2. Necht G je koneénd abelovskd grupa, |G| = [[;—, pi'*, kde p; jsou
po dvou riznd prvocisla, n; > 1. Potom G = G(p1) X G(p2) X -+ x G(py), kde
|G (pi)| = pi"*-

Dikaz. Ze Sylowovych vét vyplyva, ze v G existuji Sylowovy podgrupy G(p;)
piislugnych fadu. Vzhledem k tomu, ze G je abelovska, grupy G(p;) jsou normdlni.
Z Lagrangeovy véty vyplyvé, ze G(p;) N G(p;) = 1 pro i # j. Proto H =
G(p1) x G(p2) x -+ x G(pn) < G. Ale |H| = |G|, proto H = G. O

Pozndmka: Sylowovu p-grupu G(p) < G je snadné identifikovat. Jestlize
|G| = p°m, ged(p,m) =1, je G(p) = {z € G; o 1.

Lemma 9.3. Necht G je abelovskd p-grupa a necht a je prvek mazimdlniho
fadu. Potom ezistuje vlastni podgrupa K < G takovd, Ze G = {a) x K.

Drikaz. Necht |G| = p". Budeme postupovat indukei podle n. Pokud n = 1, je
|G| = (a) x (1). Necht n > 1. Pokud |a| = p*¥ a k = n, je |G| = (a) x (1). Takze
déle budeme predpoklddat k < n. Zfejmé existuje b ¢ (a). Potom existuje také
b minimalniho radu p™.

75
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Tvrdime, Ze (a) N (b) = 1. Z vybéru b dostaneme b € {(a), proto b? = a’ pro
néjaké ¢. Mame
m m—1 . m—1
=B =" =
A déle mdme |af] < p™~! < |b| < |al, proto a’ neni generdtor (a). Odtud
existuje j takové, Ze i = pj. Uvazujme ¢ = a=7b. Potom ¢ ¢ (a) a plati

P = a7IPHP = TP = HhPHP = 1.

Proto |¢| = p, a z minimality i ¥dd |b] = p. Potom (a) N (b) = 1. Uvazujme
piirozenou projekci ¥: G — G/(b). Faktorovd grupa G' ma mensf idd a a =
a(b) ma 4d p* = |a|. Proto @ je prvek maximélniho fadu a podle indukéniho
piedpokladu G = (@) x K. Potom (a) = ¢~1(a) a K = ¥ ~!(K) jsou disjunktni
normdlni podgrupy, pficemz |G| = |(a)| - |K|. Proto G = {a) x K. O

Diisledek 9.4. Necht G je abelovskd p-grupa. Potom G je izomorfni primému
soucinu na na cyklické p-grupy.

Diikaz. Rozklad ziskdme opakovanym pouzitim Lemmy 9.3. O

Lemma 9.5. Necht G je abelovskd p-grupa. Necht G = Hy x Hy X --- x H,,, a
G =K x Ky x---x K, jsou rozklady na netrividlni cyklické podgrupy, pricemz
| > |Ha| > - > [Hy 0 [Ky| > |Kg] > - > Kyl

Potomm =mn a|H;| = |K;|,i=1,...,m.

Diikaz. Budeme postupovat indukef podle |G|. Jestlize |G| = p, tvrzeni plati.

Necht |G| > p. Uvazujme grupu G? = {zP;z € G} < G. Ziejmé GP =
HY x HY x -+« x HY,, GP = K} x K§ x -+ x KP, kde m’ <man <n
jsou maximaln{ pfirozend ¢isla m’ < m a n’ < n takové, ze ¥ad |H,,| > p a
fdd |H, | > p. Podle indukéniho pfedpokladu je m’ = n’ a |HY| = |K?| pro
1 <i<m' =n'.Potom |H;| = |H|p, |K;| = |K?|p, proto H; = K, proi < m/’.
Nakonec

|Hy[[Hy|. . [Hy [p™ ™™ = |G| = [ K[| Ko ... [ [p" ™

Odtud m = n a zbylé grupy H;, K; pro i > m’ = n’ jsou cyklické grupy rddu
p. O

Definice 9.6. Pro dané ¢islo n oznaéme U(n) = {z; 1 <z < n,ged(n,x) = 1}
multiplikativni grupu jednotek modulo n s ndsobenim z = x - y (mod n).

Piiklad 9.7. Najdéte rozklad multiplikativni grupy U(65) na cyklické p-grupy.
Jeji f4d je |U(65)] = ¢(5-13) = ¢(5)p(13) = 412 = 48 = 3 - 16. Zjistime
multiplikativn{ f4d 2. Protoze 23 - 23 = 64 = —1 (mod 65), je multiplikativn{
i4d ||2|| = 12. Potom 2% = 16 generuje cyklicki Sylowovu 3-grupu v U(65)
fadu 3. Komplementarni 2-grupu faddu 16 najdeme tak, ze identifikujeme prvky,
jejichz multiplikativni fad je mocnina 2. Jsou to nésledujici prvky:
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Tabulka 9.1: S(2) < U(65)
Prvek | 1 | 8 | 12 | 14 | 18 | 21 | 27 | 31 | 34 | 38 | 44 | 47 | 51 | 53 | 57 | 64
Rad | 1 [ 4 [ 4 [ 2 [ a4 | 4 | a4 [ a4 a | a1 a7 al]2] a2

Maximélni fad prvka v G = S(2) je 4. To dévéd dvé moznosti: G = Zy X Zy
a G = Zy X Zyx Zy. Grupa Zy X Zo X Zo obsahuje 7 prvku tddu dva, ale podle
tabulky 9.1, ma G jen 3 prvky fadu dva. Proto G = Z; x Z;. Jeden mozny
rozklad je G = (8) x (31) a

U(65) = <16> X <8> X <31> = Zg X Z4 X Z4.

Disledek 9.8. Pro kaZdého délitele d Tddu |G| koneéné abelovské grupy G
ezistuje podgrupa grupy G tddu d.

Piiklad 9.9. Necht G je abelovskd grupa fadu |G| = 72 = 23 - 32. Najdéte v G
podgrupy fadu 12. Podle fundamentalni véty je G izomorfni jedné ze Sesti grup.
7 kazdého rozkladu lehce najdeme podgrupu daného féddu, viz tabulka 9.2.

Tabulka 9.2: Abelovské grupy fadu 72 a jejich podgrupy fadu 12

Grupa Podgrupa radu 12
Zg X Ly Zy X 43 = Zqg
ZgXZgXZg Z4XZ3><1§Z12
Z4XZ2><Z9 Z4X1XZggZ12
Z4XZQXZ3XZ3 Z4X1X23X12Z12
ZQXZQXZQXZQ ZQXZQX].XZggZQXZ(;
ZQXZQXZQXZgXZg Z2><Z2><1><Z3><1%Z2XZ6

Rozklady grup muzeme uspornéji zapsat v tzv. Smithové formeé jako soucin
CythkyCh grup H Ci; kde |Ci+1| deli |Cz| Napi“iklad, Zg X Z2 X ZQ X Zg X Z3 =
Z6><Z6><Z2aZ4><Z2><Z3><Z3%Zlg><Z6.

Cviceni
9.1. Zjistéte pocty prvku fddu 2 a fddu 4 v nésledujicich grupach: Zis, Zs X Za,
Za X Ly a Zy X Lo X Zs.

9.2. Mnozina G = {1,9,16,22,29,53,74,79,81} je grupa s nasobenim modulo 91.
Najdéte kanonicky rozklad G na cyklické grupy.

9.3. Dokaite, 7e neexistuje jednoduchd grupa Fadu p?q, kde p, ¢ jsou prvoéisla.

9.4. Nechf G je grupa diagonélnich matic typu n X n s hodnotami +1 na diagonale.
Najdéte kanonicky rozklad G.
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Kapitola 10

Normalni retézce podgrup

10.1 Jordan-Holderova véta
Definice 10.1. Normdlini retézec v grupé G je posloupnost podgrup
G=Gy>G1>-->Gp>1,
kde pro kazdé i = 0,...,n—1 plati G;11<G;. Podilové grupy normalniho fetézce
jsou grupy G;/Gi11, 1 = 0,1,...,n — 1; jeho délka je pocet vlastnich inkluzi
(nebo jinak délka je pocet jeho netrividlnich podilovych grup).
Definice 10.2. Normalni fetézec
G=Hy>H,>-->H,=1
je zjemnénim normalniho fetézce
G=Gy>2G1 =2 >2G,=1,
jestlize Go,G1, .. .,G, je vybrand posloupnost z postupnosti Hy, Hy, ..., Hp,.
Definice 10.3. Kompoziéni Tetézec je normalni fetézec

G=Gy >G> >Gy,=1,

ve kterém pro vSechny ¢ = 0,...,n — 1, je G;4+1 maximalni vlastn{ normaln{
podgrupa grupy G; nebo G;11 = G;.

Definice 10.4. Dva normalni fetézce grupy G jsou ekvivalentni, jestlize existuje
bijekce mezi jejich netrividlnimi podilovymi grupami takova, ze odpovidajici

podilové grupy jsou izomorfni.

Ziejmé ekvivalentni normalni fetézce maji stejnou délku.

79



80 KAPITOLA 10. NORMALNI RETEZCE PODGRUP

Lemma 10.5. (ZASSENHAUS)
Necht A1 A* a B < B* jsou étyri podgrupy grupy G. Potom

A(A*NB)<A(A* N BY),
B(B*NA)<aB(B* N A"),
a existuje izomorfismus

A(A*NB*) _ B(B*NA*)

A(A*NB)  B(B*NA)’

Diikaz. V&imnéme si, ze tvrzeni je symetrické na zdménu symbolu A a B.
Piipometime si druhou vétu o izomorfismu: Necht N <« G a T < G. Potom
NNT<TaT/(NNT)= NT/N.

AN
N

Ve druhé vété o izomorfismu polozime G = A*, N = A<A*aT = A*NB*.
Potom

NNT=AN(A*NB)=ANA*NB*=ANB*<9A*NB*=T.

Pokud polozime N = B < B*, podobnou tvahou dostaneme B N A* < A* N
B*. Vzhledem k tomu, ze A < A* i B < B*, je A(A*NB) 1 A(A* N B*) i
B(B*N A) < B(B*N A*). Protoze ANB* < A*NB*1 A*N B < A*N B* je
D =(ANnB*)(A*NB) < A*N B*.

Dalsim krokem dukazu je konstrukce epimorfismu

f: B(B* N A*) — (A" N B*)/D.

Jestlize x € B(B* N A*), je x = bc, kde b € B a ¢ € B* N A*. Polozime f(z) =
f(bc) = ¢D. Zobrazeni f je dobie definované, nebot jestlize x = byc; = baca, je
cy = b;lblcl, a proto plati: f(bic1) = 1D = f(b2b51b101> = f(byca). Ziejmé f
je surjekce. Dale nechf x = bicy, y = bacy. Pouzitim ¢; € B* N A* a B < B*
dostaneme

blcleCQ = bl(CleCl_l)ClCQ = blb;clcg,

kde b, € B.
Potom

f(l‘y) == f(b]_C]bQCQ) = f(blbéclcg) = ClcQD = ClDCQD = f(x)f(y)

Ziejmé f(x) = D préavé tehdy, kdyz © = bcico, kde b € B, ¢y € A*N B a
ca € AN B*. Takovéto prvky tvoif mnozinu B(A* N B)(AN B*) = B(AN B*).
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Tedy f je epimorfismus s jaddrem ker(f) = B(B* N A). Podle prvni véty o
izomorfismu plati

B(B*NA*) _ A*NB"

B(B*nA) D

Ziménou A a B dostaneme

A(A*NB*) _ A*NB*
A(A*nB) D

O

Véta 10.6. (SCHREIEROVA ZPRESNOVACI VETA — SCHREIER REFINEMENT
THEOREM)
Pro kazdé dva normadlni retézce existuji jejich zjemnéni, kterd jsou ekvivalentni.

Dikaz. Necht
G=Hy>H > - 2>2H,p=1

)

G=Go>G >-->G,=1

jsou normadlni fetézce pro grupu G. Polozme G; ; = Gi+1(G; N Hj) pro vsechny
j=0,1,...,m. Ze vztahu H; > H; 4, plati

Gi,j = Gi+1(Gi n HJ) > Gi+1(Gi N Hj+1)
pro 7 =0,...,m — 1. Déle
Gio=Giy1(GiNHy) =Gip1(GiNG) = GG = Gy

a rovnez

Gi,m = Gi+1(Gi N Hm) = Gi+1(Gi N 1) = Gi+1.

Proto
Gi=Gi0>2Gi1>...Gim-12Gim=GCGiy1 =Git1p

prot=0,....n—1aj=0,...,m.

Polozime v Zassenhausové lemmatu A = G411, A* =G, B=Hj;1 a B* =
H;. Potom dostaneme G; j+1 < G; ;. Proto posloupnost {G; ;} (s lexikdlnim
usporaddnim dvojitych indext) tvoi{ normélni fetézec podgrup grupy G, ktery
je zjemnénim Fetézce {G;}.

Podobné polozfme Hi,j = Hj+1(Hj N Gz) > Hj+1(Hj N Gi+1) = Hi+17j7

Hj=Hy;>Hyj>...Hy1;2>Hpn;=Hjn

proi=0,1,...,mnaj=0,...,m— 1. Ze Zassenhausova lemmatu vyplyva, ze
{H; ;} s usporadanim indexu (i,j) < (s,t), jestlize j < t, nebo j =t ai <s,
tvoff normdlni fetézec podgrup grupy G, ktery je zjemnénim fetézce {H,}.
Navic bijekce G; ;/G; j+1 — Hi j/Hit1,j, péruje izomorfni faktorové grupy.

O
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Definice 10.7. Podilové grupy v kompoziénim fetézci se nazyvaji kompozicni
faktory grupy G.

Véta 10.8. (JORDAN-HOLDER)
Kazdé dva kompoziéni Tetézce jsou ekvivalentni.

Diikaz. Kompoziéni fetézce jsou normélni fetézce maximalni délky. Podle Schre-
ierovy véty existuji zjemnéni, ktera jsou ekvivalentni. Zjemnéni fetézce ma-
ximalni délky vsak musi byt ekvivalentni ptivodnimu fetézci. Proto i ptivodni
retézce musi byt ekvivalentni. O

Jordan-Holderovu vétu muzeme povazovat za zobecnéni fundamentdlni véty
aritmetiky.

Diisledek 10.9. (FUNDAMENTALN{ VETA ARITMETIKY — FUNDAMENTAL THE-
OREM OF ARITHMETIC)

Prvoéisla a jejich mocniny vyskytujict se pri faktorizaci prirozeného ¢islan > 2
jsou jednoznacné urcéeny prdavé cislem n.

Dikaz. Uvazujme cyklickou grupu G = (x) fddu n = pipa...p: (prvocisla v
rozkladu se mohou opakovat). Potom

G = (z) > (zPr)y > (aPP2) > ... (gPtP2-Pe-t) o (gP1P2Pr) — ]

je kompozicni fad s podilovymi grupami G;/Git1 = Z,,.,, i = 0,1,...,t — 1.
Jordan-Holderova véta tvrdi, ze ¢isla p; zavisi jen na n. O

10.2 Resitelné grupy

Definice 10.10. Konec¢nd grupa G se nazyva resitelna, jestlize existuje normalni
fetézec pro G, pro ktery vSechny podilové grupy jsou cyklické prvociselnych
radu. Ekvivalentné, G je teSitelnd, jestlize existuje kompoziéni fetézec grupy G,
pro ktery vSechny podilové grupy jsou cyklické prvociselnych fada.

Véta 10.11. Pokud n > 5, S, neni fesitelnd.

Dikaz. Ziejmé S,, > A, > 1 je kompozi¢ni fetézec s podilovymi grupami Z5 a
A, O

Definice 10.12. Normalni fetézec grupy G se nazyva resitelny, jestlize existuje
normalni fetézec grupy G takovy, ze vSechny podilové grupy jsou abelovské.

Lemma 10.13. Grupa G je tesitelnd pravé tehdy, kdyz md tesitelny retézec.
Diikaz. Pokud G je fesitelnd, jeji kompozicéni fetézec je reSitelny.

Necht G m4 fesitelny fetézec G = Go > G > --- > G = 1. Necht
{H;} je kompozién{ fetézec. Podle Schreierovy véty existuje zjemnéni {G;}F_,
které je ekvivalentni {H;}7L,. Necht K je podgrupa spoleéného zjemnéni G; >
K > Giy1. Potom existuje epimorfismus z abelovské grupy @ : G;/Giy1 —
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K/Gi+1 dany gGip1 — gK, g € G;. Proto viechny podilové grupy zjemnéni
jsou abelovské a tedy i podilové grupy kompozi¢niho fetézec jsou abelovské.
Necht H;/H;,1 neni cyklickd prvoéiselného fadu. Potom H;/H;1 1 = A x B,
kde A je cyklickd prvociselného fddu a A > 11 B > 1 (Cauchyho teoréma).
Oznaéme N = ®~1(A). Potom H; << N < H; ;1 je netrividlni zjemnéni, spor s
maximalitou {H j}?:o- Proto kazda faktorova grupa je cyklicka prvociselného
radu. O

Véta 10.14. Kazdd podgrupa H < G resitelné grupy G je resitelnd.

Dukaz. Pokud G =Gy > Gy > --- > G, =1 je TeSitelny tetézec, je H = Hy >
HNG; >---> HNG, =1 rovnéz resitelny retézec. To vyplyva z druhé véty
o izomorfismu pro G = G;, N = G;41, T = H N G; a vypoctu

HOGi+1:(HOGi)ﬂGi+1<HOGi.

Dale
(H n Gl)/(H N Gi+1) = Gi+1(H n Gi)/Gi+1 < Gi/Gi+1~

Protoze G;/G;11 je abelovskd, i (H N G;)/(H N G;y1) je abelovska. O
Véta 10.15. Kazdy kvocient G/N reditelné grupy G je Tesitelny.

Diikaz. DokéZzeme ndsledujici tvrzeni: Necht G je fesitelnd s feSitelnym Fetézcem
{Gi}:_,. Pokud f: G — H je epimorfismus, je {f(G;)},_, Tesitelny fetézec
grupy H.

Tvrzeni dostaneme, jestlize polozime H = G/N, kde N <1G. Necht z; € G;,
i=0,1,...,t—1.

Necht h; = f(z;) € f(G;). Potom

hif(zig1)hi 't = f(@:) f(iga) (f (@) 7" = flzizipz; ) < f(Gigr).

Proto f(Giy1) < f(Gi) a f(Go) = f(G) = H. Tedy {f(G:)}!_, je norméln{
fetézec grupy H. Zbyvé dokdzat, Ze tento Fetézec je Fesitelny. Oznac¢me p: f(G;) —
f(G:)/ f(Giy1) piirozenou projekci f(zi) = f(x;)f(Giy1). Potom ¢: x;
f(@i) f(Git1) je epimorfismus G; — f(G;)/f(Git1), nebot ¢ je slozeni epimor-
fismu f ap. Ziejmeé G411 < ker(yp), proto ¢ indukuje epimorfismus ¢*: G;/G;y+1 —
f(G:)/f(Git1). Protoze G;/Git1 je abelovskd, i f(G;)/f(Git1) je abelovska.

O

Nésledujici tvrzeni budeme potiebovat k dukazu dalsi véty o FeSitelnych
grupach.

Véta 10.16 (Korespondenéni véta). Necht K <G jsou grupy, K <T < S <G
jsou podgrupy a v: G — G/K je prirozend projekce x — xK. Potom

(i) S+— v(S)=S/K = S* je bijekce z mnoziny podgrup obsahujicich grupu
K do mnoziny viech podgrup grupy G/K;

(ii) T < S prdvé tehdy, kdyz T* < S*, a plati [S : T) = [S* : T*];
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(iii) T < S prdvé tehdy, kdyz T* < S*, a plati ST = S*/T*.

N
N
7N

N

Diikaz. (i) (v je injektivn{). Necht v(S) = S/K =T/K = v(T).

Potom pro sK existuje tK takové, ze sSK =tK,s € S,t € T. Tedy t 's € K,
t=sk, ke K.Protos=tk € TK =T.0Odtud S C T. Opa¢nou inkluzi ziskdme
podobnym postupem.

(v je surjektivni) Necht A < G/K je podgrupa. Necht z,y~! € v=1(A).
Potom Ky 'K = zy 'K € A, proto zy~! € v=1(A). Odtud vyplyva, ze
v~1(A) je podgrupa. Proto v je surjektivni.

Obecné v(v~=1(A)) C A. Vzhledem k tomu, Ze v je injektivn{ i surjektivni,
jev(v=(4)) = A.

(ii) Trividlne K < T < S implikuje T/K < S/K. Déle se da dokazat, ze
a: sT — v(s)T* je bijekce S/T — S*/T*. Jestlize G je konecnd, alternativné
plati

(5% T*] = |S*|/|T*| = |S/KI/\T/K| = (IS|/IKD)/(1T1/|K]) = |S|/|T| = [ : T).

(iii) Jestlize T'<1S, tieti véta o izomorfismu implikuje T* = T/K 1S/ K = S*

a navic S*/T* = (S/K)/(T/K) = S/T. Zbyva dokdzat, ze T* < .S* implikuje

T <1 S. Necht p: S* — S*/Tx je pfirozend projekce a vs = v|g je restrikce

v na S. Potom ® = puvg: S — S*/T* je epimorfismus grup. Mame ®(T) =

T*/T* =1 € 8*/T*, proto T < ker(®). Z druhé strany s € ker(®) implikuje
O(s) = s*T* =T*. Proto s* € T*, aodtud s € T

O

Poznamka: V jazyce teorie usporadanych mnozin véta 10.16 hovoii, ze svaz
podgrup faktorové grupy G/K je izomorfni intervalu ve svazu podgrup grupy
G ohrani¢enému grupami K <1 G. Podobné pro svaz normdlnich podgrup G/K.
Specialné, korespondenc¢ni véta zarucCuje, ze k normalnimu fetézci grupy

G/IK=G">K{>K;,>--->K.: =1
existuje ¢aste¢ny normalni fetézec
G>2K1>2Ky>- 2K, >2 K

s izomorfnimi odpovidajicimi podilovymi grupami.
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Véta 10.17. Necht H <1G a necht H i G/H jsou fesitelné grupy. Potom G je
resitelnd.

Diikaz. Necht G/H > K > K; > --- > K} =1 je fesitelny fetézec. Pouzitim
korespondené¢ni véty zkonstruujeme podgrupy G > K1 > Ko > --- > K, > H
tvofici ¢astecny normdlni fetézec spliujici K;/K;11 = K;/K}, . Vzhledem k
tomu, ze K; /K7, | je abelovskd, i K;/K; 1 je abelovska. Pokud tento fetézec
rozsitime o tesitelny fetézec grupy H, dostaneme FeSitelny retézec grupy G. [

Dusledek 10.18. Primyg soucin dvou tesitelnyjch grup je resitelnd grupa.

Diikaz. Necht G =2 H x K, kde H i K jsou fesitelné. Potom existuji podgrupy
H{ =2 H a K; gK,H1<G3K1<]G,H1ﬁK1ZlanHlKl.ZpI‘Vl’lf
véty o izomorfismu dostaneme K7 = G/H;. Nynf uz tvrzen{ ziskdme pouzitim
véty 10.19. O

Véta 10.19. Konecnd p-grupa je resitelnd.

Diikaz. Nechf G je koneénd p-grupa. Budeme postupovat indukei podle |G].
Trividln{ grupa je FeSitelnd. Necht tvrzeni plat{ pro p-grupy fadu < |G|. Z
véty 8.4 dostaneme, ze pro G > 1 je centrum H = Z(G) > 1. Protoze
K = G/Z(G), je p podle indukéniho predpokladu fesitelnd. Pouzitim véty 10.19
dostaneme, ze G je fesitelna. O
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Kapitola 11

Okruhy a obory integrity

11.1  Okruhy

Definice 11.1. Okruh (R;+,-) je mnozina s dvéma operacemi s¢itdni a ndsobeni,
kde (R;+) je aditivni abelovska grupa, (R;-) je pologrupa a plati levy a pravy
distributivni zdkon: Pro kazdé tii prvky a,b,c € R

e a(b+c) =ab+ ac,
e (b+c)a=ba+ ca.

Je-li (R, -) komutativni pologrupa, potom (R;+, -) je komutativn{ okruh. Po-
logrupa (R, -) muZze a nemusi obsahovat neutraln{ prvek, ktery (pokud existuje)
nazyvame jednotkou okruhu R. Analogicky jako pro pfirozend ¢isla zavedeme
v komutativnim okruhu R relaci délitelnosti: pro prvky a,b € R fekneme, ze a
deli b, oznacime a|b pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € R takové, ze b = ac. Podobné
jako pro grupy oznac¢ime na = a+a+...a (n séitanci) aa” =a-a...a (n-td
mocnina). Délitelem jednotky v komutativnim okruhu s jednotkou R rozumime
prvek u, ktery déli kazdy prvek R. Mnozina délitelti jednotky tvoii vzhledem k
operaci nasobeni grupu.

Priklad 11.2. Nésleduji zdkladni pfiklady okruhi:

e (Z;+,-) je komutativn{ okruh celych éfsel s jednotkou, pficemz +1 jsou
délitelé jednotky Z,

e (Zy;+,-) je komutativni okruh s jednotkou, pricemz délitelé jednotky Z,
tvoii grupu U(n),

e (Z[x]; +, ") je komutativni okruh polynomu s koeficienty v Z, pficemz ne-

utrlni prvek na ndsobeni je polynom f(z) = 1 a délitely jednotky jsou
polynomy f(z) = %1,

87
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e Matice M3(Z) typu 2 x 2 s celo¢iselnymi koeficienty tvoif nekomutativn{
okruh s jednotkou.

e Okruh 2Z sudych celych ¢isel je komutativni okruh bez jednotky.

e Spojité redlné funkce redlné proménné s operacemi (f + g)(a) = f(a) +
g(a), (fg)(a) = f(a)g(a), které spliuji rovnost f(1) = 0 tvoi{ komutativni
okruh bez jednotky.

Primy soucin okruhi: Necht Ry, Ro,..., R, jsou okruhy.
Potom Ry @ Ro® -+ ® R, = {(a1,a2,...,a,);a; € R;} s operacemi

(a13a23"'7an)+(blaan"'abn) - (a1+blya2+62,“'7an+bn)a

(a17a2, e ,an)(bl, bg, ey bn) = (albl,agbg, e ,anbn),
je okruh.
Oznaéme b — ¢ = b+ (—c). V okruhu plati b&Znd pravidla pocitani. Necht
a, b, ¢ jsou prvky okruhu R. Potom plati:

1. a0 =0a =0,

2. a(=b) = (—a)b = —(ab),

3. (—a)(=b) = ab,

4. a(b—c)=ab—aca (b—c)a = ba — ca.

5. Pokud R je okruh s jednotkou, pak plati (—1)a = —a, (—-1)(—1) = 1.
Podmnozina S C R okruhu (R;+,-) je podokruh, pokud (S;+,-) je okruh.

Lemma 11.3 (Kritérium podokruhu). Necht (R;+,-) je okruh. Potom S C R
je podokruh prdavé tehdy, kdyzZ pro kazdé dva prvky a,b € S platia —b € S a
abe S.

Piiklad 11.4. S = {0,2,4} je podokruh (Zg;+,-). Vsimnéme si, ze 1 je jed-
notka Zg, ale 4 je jednotka (S;+, ).

Piiklad 11.5. nZ C Z je pro kazdé ptirozené ¢islo n podokruh okruhu celych
¢isel; Gaussovskd celd ¢isla Z[i] = {a + bi;a,b € Z} jsou podokruhem kom-
plexnich ¢isel C; diagonalni matice typu 2 x 2 nad okruhom Z tvoii podokruh
okruhu Ms(Z).

Cviceni
11.1. Relace ,,byt podokruh“ je ¢dstecnym uspofaddnim na mnoziné okruhu. Urcete

Hassetiv diagram této relace pro mnozinu okruht Z, Q, R, C, Z[i], Z(v/2).

11.2. Urcete maximalni prvky usporddani ,byt podokruhem* pro mnozinu podo-
kruhu Z.
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11.3. Urcete grupu délitelu jednotky pro okruh Z[i].

11.4. Necht R=Z&®ZDZa S = {(a,b,c);a+ b= c}. Dokazte, nebo vyvratte, ze
S je podokruh R.
1

11.5. Urcete nejmensi podokruh Q obsahujici ¢islo 5

11.2 Obory integrity

Okruh byl zavedeny jako abstrakce celych ¢isel. V obecném pohledu to neni
odpovidajici abstrakce, protoze kromé ptirozenych pozadavku na komutativitu
nasobeni a existenci jednotky existuje jesté jedna vlastnost celych ¢isel, kterou
okruhy obecné nemusi spliiovat. Jednd se o zédkon kraceni. Tyto tivahy vedou k
definici oboru integrity.

Definice 11.6 (Délitelé nuly). Délitel nuly je nenulovy prvek a komutativniho
okruhu R, pro néjz existuje nenulovy prvek b takovy, ze ab = 0.

Definice 11.7 (Obor integrity). Obor integrity je komutativni okruh s jednot-
kou bez délitelu nuly.

V oboru integrity tedy plati: ab = 0 implikuje a = 0 alebo b = 0.

Piiklad 11.8. Nésledujici okruhy jsou obory integrity Z, Zz], Z[i], Z[V2], Z,,
p je prvocislo.

Priklad 11.9. Nasledujici okruhy nejsou obory integrity Z,, kde n je ¢islo
slozené, Z & 7, M(Z) .

Lemma 11.10 (Pravidlo kréceni). Necht a,b,c jsou prvky oboru integrity. Po-
tom ab = ac, kde a # 0, implikuje b = c.

Diikaz. Rovnost ab = ac implikuje ab — ac = 0. Odtud a(b — ¢) = 0. Protoze
a#0,plati b—c=0. Tedy b= c. O

11.3 Pole

Definice 11.11 (Pole). Pole je komutativni okruh s jednotkou, ve kterém je
kazdy nenulovy prvek délitelem jednotky.

Lemma 11.12. KaZdé pole F' je oborem integrity. Netrividlni okruh F' je polem
pravé tehdy, kdyz (F'\ {0};-) je komutativni grupa.

Piiklady poli: Q, R, C. Grupy, okruhy, obory integrity a pole jsou nejdulezitéjsi
algebraické struktury.

Veéta 11.13. Konecny obor integrity je pole.
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Diikaz. Necht D je koneény obor integrity. Staéi dokdzat, ze kazdy nenulovy
prvek je délitel jednotky. Ak @ = 1, potom 1-1 = 1. Necht a # 1. Uvazujme
posloupnost mocnin {a"}22 ;. Z kone¢nosti D vyplyva: existuji ¢ > j takovd,
ze a® = a’. Protoze D je obor interity, zkrdcenim dostaneme a'~7 = 1. Jelikoz
a # 1, mdme i — j > 1 a plati
a-a It =4 =1

a proto a’~7~1 je inverzni prvek k a. O]
Diusledek 11.14. Pro kazdé prvocislo p je okruh (Zp;+,-) pole.

Diikaz. Staci dokézat, ze (Zp;+,-) nemé délitele nuly. Necht ab = 0. Potom
plab a odtud pla anebo p|b. Potom ¢ = 0 (mod p) anebo b =0 (mod p). O

11.4 Charakteristika okruhu

Definice 11.15. Charakteristika okruhu char R je nejmensi pfirozené cislo n
takové, ze nx = 0 pro kazdy prvek x € R. Pokud takové n neexistuje, polozime
char R = 0.

Ziejmé charZ = 0, char Z,, = n a char Zs[z] = 2.
Lemma 11.16. Md-li okruh R jednotku, potom plati
e char R = n, je-li n je aditivnt 7dd jednotky,
e char R = 0, md-li jednotka nekonecny rdd.
Diikaz. Pro kazdé ¢islo n plati
nrx=z+z+..e=lx+lz+...la=(1+1+...)z=(n-1z

Teda nz = 0 pro néjaké x € R pravé tehdy, kdyz nl = 0. Z toho plyne, ze
char R = n pravé tehdy, kdyz n je aditivni fad 1. O

Véta 11.17. Charakteristika oboru integrity je nula anebo prvocislo.

Diikaz. Necht n = st je fad 1. Potom
O=n-1=(st)-1=(s-1)(t-1).

Protoze pocitame v oboru integrity, tak s-1 = 0 anebo ¢ -1 = 0. Jelikoz n je
minim&lni pfirozené ¢islo s vlastnosti n-1 = 0, mame s = n anebo t = n. Proto
je n prvocislo. O

Pi#iklad 11.18. Uvazujme kofeny polynomu f(z) = 2 —42+3 = (2 —3)(z—1).
Pokud f(z) je polynom nad okruhem Z, potom jsou jeho jediné kofeny 3 a
4. Pokud f(z) € Zya[7], pak rozklady 0 = 3 -4 = 2.6 ddvaji dalsi kofeny
x =5,6,7,9. Je zfejmé, Ze za narustem poctu kofenu stoji fakt, ze (Zi2;+,-)
neni oborem integrity.
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Cviceni

11.6. Dokazte, ze Gaussovy ¢isla Zs[i] modulo 3 tvoif pole s 9 prvky.
11.7. Dokazte, ze Q[v2] = {a + bv/2; a,b € Q} je pole.

11.5 Idealy a faktorové okruhy

Normalni podgrupy maji specidlni roli v teorii grup, hlavné proto, ze umoznuji
konstrukci faktorovych grup. V teorii okruhu zavedeme analogicky pojem specidlnich
podokruht, které budeme nazyvat idedly.

Definice 11.19. Podokruh A okruhu R nazyvame idedl, kdyz pro kazdy prvek
re Raaé€ Aplatira € Aaar € A.

Lemma 11.20 (Kriterium idedlu). Podmnozina A C R okruhu R je idedl prdvé
tehdy, kdyz pro kazdé a,b€ A ar € R platia—be A, ra€ A a ar € A.

Priklad 11.21. Naésledujici podmnoziny jsou idealy:
e nZ C 7 je idedl.

e Je-li R komutativni okruh s jednotkou, potom se (a) = {ra;r € R} <R
nazyvé hlavni idedl generovany a € R. Naptiklad, (z) C Z[z] je hlavni
idedl tvoreny polynomy s nulovym konstantnim c¢lenem.

e Ak R je komutativni okruh s jednotkou, potom {(ay,...,a,) = {ria; +
roag+- - F+rnan;r € R} < Rsenazyvéa idedl generovany {a1,...,a,} C R.
Naptiklad, (2, 2) C Z[z] je ideél tvofeny polynomy se sudym konstantnim
¢lenem.

e Diferencovatelné funkce tvoii podokruh okruhu redlnych funkci redlné
proménné, ktery neni idedlem.

Véta 11.22. Necht A C R jsou okruhy. Potom mnoZina trid rozkladu R/A =
{r+A;r € R} s operacemi (s+A)+(t+A) = (s+t)+A a (s+A)(t+A) = st+A
je okruh pravé tehdy, kdyz A je idedl.

Dikaz. (<) Jelikoz (A;+) < (R; +) je normélni podgrupa, tak je sé¢itani dobte
definované a (R/A;+) je komutativni grupa. Necht s’ + A = s+ A a t' +
A =t + A. Potom existuji a,b € A takové, ze s’ = s+ a, t' =t + b. Mame
st = (s+a)(t+0b) = st + at + sb+ ab. Potom

(s +A)t'+A) =5t + A=st+at+ sb+ab=st+ A,

nebo at + sb+ab € A.

(=) Nechf r € Raa € A jsou takové, ze ra ¢ Anebo ar ¢ A. Predpoklddejme
ra ¢ A a necht ndsoben{ je dobie definované. Potom (a + A)(r + A) = ar + A,
ale (0+A)(r+A)=0-r+ A= A. Z pfedpokladi ar + A # A, proto ndsoben{
neni dobfe definované. O
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Piiklad 11.23. Uvazujme okruh R = Z[i]/(2 — i) Gaussovskych ¢&isel fakto-
rizovany hlavnim idedlem I = (2 — i). Jeho prvky maji tvar a + bi + (2 — i).
Otézkou je, zda je umime rozlisit. Z rovnosti 2 — i+ (2 — i) = 0+ (2 — i)
dostavame, ze modulo I plati rovnost i = 2. Potom také —1 = 4 modulo
I, tedy 5 = 0 (mod I). Pouzitim rovnice i = 2 umime nalézt celo¢iselny re-
prezentant ¢ v kazdé tiidé, tedy kazdd tiida ma tvar ¢ + I. Pouzitim vztahu
5=0 (mod I) ziskdme ¢ € {0, 1,2, 3,4}, tedy R ma nejvyse 5 prvkov. Protoze
5(1+ 1) =1, tak 1 4+ I ma aditivni ¥4d 1 anebo 5. Pokud by byl 1, tak 1 € I.
Potom 1 = (2—1i)(a+bi) = 2a+b+ (20 —a)i. Tedy a = 2b a 1 = 2a+b. Odtud,
b = 1/5, spor. Tedy R je okruh o 5 prvcich. Existuje ale jen jedind abelovskd
grupa na 5 prvcich a to Zs. Snadno tedy vidime, ze prifazeni x — x + I je
izomorfizmus (Zs; +, ) — R.

Piiklad 11.24. Uvazujme faktorovy okruh R = R[z]/(z? + 1) polynomi s
redlnymi koeficienty modulo hlavni ideal I = (22 + 1). Prvky R jsou tvaru
g(z)+1. Jelikoz 22 = —1 (mod I), mizeme g(z) redukovat na linearn{ polynom.
Asi neni zddnym piekvapenim, ze R je izomorfni okruhu komplexnich ¢isel.

11.6 Prvociselné a maximalni idealy

Definice 11.25 (Prvociselny a maximaln{ idedl). Prvociselny idedl A komu-
tativniho okruhu R je vlastni idedl, ve kterém pro kazdé dva prvky a,b € R,
ab € A implikuje a € A anebo b € A. Vlastni idedl A je maximalni, kdyz pro
kazdy ideal B ze vztahu A C B C R vyplyva B = A anebo B = R.

Priklad 11.26. Ideél pZ je prvociselny, nebot ab = px implikuje pla anebo
plb. Tedy a € pZ anebo b € pZ.

Piiklad 11.27. Ideal I = (22 +1) je maximalni v R[z]. Necht existuje idedl A,
I C A, anecht f(z) € A\ I. Dokdzeme, ze A = R[z]. Potom f(z) = q(z)(x? +
1) +r(z), r(x) # 0 a deg(r(x)) < 1. Teda r(x) = ax + b, pro n&jaké a,b € R.
Navic r(x) = f(x) —q(z)(22+1) € A. Potom (ax —b)(ax+b) = a®z?—b* € Aa
soucasné a?(z2+1) = a?2%+a? € A. Potom a?z2+a?—(a?2?—b%) = a2 +b? € A.
Pokud néjaky prvek ¢ = a?+b% # 0je v A, potom 1 € A, a tedy i kazdy polynom
z Rlz] je v A.

Véta 11.28. Nechf R je komutativni okruh s jednotkou a I je idedl R. Potom
R/I je obor integrity tehdy a jen tehdy, kdyZ I je prvodiselny.

Diikaz. (=) Necht R/I je obor integrity a necht ab € I. Potom (a+1)(b+1) =
ab+ I =1 Potoma+1I=1anebob+ =1, tedy a €I anebo be I.

(<) Necht I je prvociselny. Necht (a+1)(b+1) = ab+1 = I. Proto ab € I.
Proto a € I anebo b € I. Tedy aspon jeden z a + I, b+ I je nulovy prvek v
R/I. O

Véta 11.29. Necht R je komutativng okruh s jednotkou a A je idedl R. Potom
R/A je pole tehdy a jen tehdy, kdyz A je mazimdlnd.
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Diikaz. (=) Necht R/A je pole, a necht B je idedl A C B C R. Potom existuje
be B— A. Tedy b+ A je nenulovy prvek R/A. Potom existuje inverzni prvek
c+ A takovy, ze 1 + A = (b+ A)(c+ A) = bc + A. Potom 1 — be € A, tedy
1=(1—-bc)+bce B. Potom prokazdé r € R,r=r-1€ B,tedy B=Ra A
je maximalni.

(<) Necht A je maximéln{ idedl a nechf b € R — A. Pottebujeme dokdzat,
ze b+ A mé multiplikativn{ inverzi. Uvazujme idedl B = {br+a| r € R,a € A}.
Ziejmé A C B a z maximality A vyplyvd B = R. Proto 1 = bc+ o, pro né&jaké
c€ R ad € A. Potom

1+A=bc+d +A=bc+ A= (b+ A)(c+ A).
O

Disledek 11.30. Necht R je komutativni okruh s jednotkou a I je idedl R.
Pokud I je mazimdlni, potom I je prvociselny.

Priklad 11.31. Idedl (z) je prvociselny idedl v Z|z], ale nen{ maximdlni, nebot
(x) C {(x,2) C Z[x]. Je-li f(x)g(z) € (z), pak f(0)g(0) = 0. Potom pro aspon
jeden z polynomu mdme f(0) = 0 anebo g(0) = 0. Tedy (x) je prvociselny idedl.
Na druhé strané (z,2) je tvofeny polynomy se sudym absolutnim ¢lenem.

11.7 Homomorfizmy okruhi

Definice 11.32 (Homomorfizmus okruhi). Homomorfizmus ¢: R — S je zob-
razen{ spliujici pro kazdé a,b € R identity ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), ¢(ab) =
$(a)¢(b).

Priklad 11.33. Piiklady homomorfizmu:
e ki k (mod n) je epimorfizmus Z — Z,,
e a+ bi — a — bi je automorfizmus C' — C,
e f(z) — f(1) je homomorfizmus R[z] — R,

e o+ a?, je homomorfizmus R — R, kde R je komutativni okruh charak-
teristiky 2.

Véta 11.34 (Vlastnosti homomorfismu okruhu). Bud’ ¢ homomorfizmus okruhu
R do okruhu S. Bud' A podokruh R a bud B idedl S. Pak plati:

e Pror € R a kladné celé n je ¢(nr) = nd(r) a ¢(r") = ¢"(r).
o $(A) = {¢(a) | a € A} je podokruh S.

o Je-li A idedl a ¢ je na S, pak ¢(A) je ided.

e ¢~1(B)={r € R|(r) € B} je idedl R.
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e Je-li R komutationi okruh, pak ¢(R) je rovnéz komutationd.

e Md-li R jednotku 1, S # {0}, a ¢ je na, pak ¢(1) je jednotka S a délitelé
jednotky R se zobrazuji na délitele jednotky S.

e ¢ je izomorfismus prdvé tehdy, kdyZ ¢ je na akerg = {r € R | ¢(r) =
0} = {0}.
Véta 11.35. Bud ¢ homomorfizmus okruhii z R do S. Pak ker¢ = {r € R |
¢(r) = 0} je idedl R.

Véta 11.36 (Prvni véta o izomorfismu okruht). Bud' ¢ homomorfizmus okruhi
z R do S. Pak zobrazeni z R/ ker ¢ do ¢(R) dané predpisem r + ker ¢ — ¢(r)
je izomorfizmus. Symbolicky R/ ker ¢ = ¢(R).

Véta 11.37. Kazdy idedl okruhu R je jadrem néjakého homomorfizmu okruhu
R. Specidlné, idedl A je jddrem zobrazenir —r+ A z R do R/A.

Véta 11.38. Bud R okruh s jednotkou 1. Zobrazeni ¢: Z — R danén —n -1
je homomorfismus okruha.

Dikaz. Méme ¢(m+n) = (m+n)-1=m-1+4+n-1, tj. ¢ zachovavd soucet.
Podobné ¢(mn) = (mn) - 1 = (mn) - (1)(1)) = (m - ) 1) = ¢(m)op(n), tj. ¢

zachovavé soucin. O

[l =

Disledek 11.39. Je-li R okruh s jednotkou a charakteristikou n > 0, pak R
obsahuje podokruh izomorfni Z,,. Je-li charakteristika R rovna 0, pak R obsahuje
jako podokruh Z.

Diikaz. Bud 1 jednotka v R abud S ={k-1|k € Z}. Z véty 11.38 mdme, Ze
zobrazeni ¢: Z — S dané ¢(k) = k - 1 je homomorfizmus a tedy Z/ker ¢ = S.
Ziejmeé ale ker ¢ = (n), kde n je aditivniho fadu 1 a n je rovnéz charakteristika
R. Tedy S = Z/(n) = Z,. Je-li R charakteristiky 0, je S = Z/(0) = Z. O

Priklad 11.40. Bud R = {0,2,4,6,8} se s¢itdnim a nasobenim modulo 10.
Prvek 6 je jednotka R a jelikoz bx = 0 pro vSechna z € R, je char R = 5.
Zobrazeni ¢(n) = n-6 = 6n je izomorfismus s ker ¢ = (5). Proto R = Z/(5) = Zs
a R je téleso.

Dusledek 11.41. Pro kazZdé prirozené m je zobrazeni ¢: Z — Zy, dané x —
x mod m je homomorfismem okruhi.

Disledek 11.42. Bud F pole charakteristiky p, pak F obsahuje podpole izo-
morfni Z,. Je-li F' pole charakteristiky 0, pak F obsahuje podpole izomorfni
raciondlnim cislum.

Diikaz. Prvni dva fakty jsou zfejmé. Je-li nyni T = {ab~! | a,b € S,b # 0}, je
T izomorfni racionalnim ¢islum. O

Jelikoz je prunik vsech podpoli pole rovnéz podpole, kazdé pole obsahuje
nejmensi podpole. To se nazyva prvopole daného pole. Prvopole pole charakte-
ristiky p je izomorfni Z,, zatimco pro charakteristiku 0 je izomorfni Q.
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11.8 Podilové pole

Obor integrity Z neni pole, ale je obsazen v poli raciondlnich ¢&isel. V dalsim
vyjdeme z myslenky konstrukce racionalnich ¢isel z celych cisel pomoci jejich
podila.

Véta 11.43. Bud D obor integrity. Pak existuje pole F' (zvané podilové pole
D) obsahugici podokruh izomorfni D.

Diikaz. Bud S = {(a,b) | a,b € D,b # 0}. Definujme relaci ekvivalence na S
(a,b) = (¢,d) pokud ad = be. Bud F mnoZina pifslusnych tiid ekvivalence S.
Tiidu ekvivalence obsahujici prvek (z,y) oznac¢ime z/y. Na F zavedeme s¢itani
a nasobeni

a/b+c/d = (ad+bec)/(bd), a/b-c/d= (ac)/(bd).

(Zde potiebujeme uzavienost nasobeni danou oborem integrity, tj. ze bd # 0
pokud b # 0 a d # 0.) Snadno se ovéri, ze takto definované operace jsou
dobie definované a nezdvisi na volbé reprezentanti tiid. F je ziejmé pole. Bud
1 jednotka D. Pak 0/1 je aditivni jednotka F. Aditivn{ inverze a/b je —a/b,
multiplikativni inverze nenulového prvku a/b je b/a. Zobrazeni ¢: D — F dané
x — x/1 je homomorfismus okruht z D do ¢(D). O

Je-li F' pole, podilové pole pro F[z] oznac¢ime F(z).

Priklad 11.44. e Bud D = Z[z]. Pak podilové pole D je {f(x)/g(x) |
f(z),g(z) € D, g(x) neni nulovy polynom}.

e Bud p prvocislo. Pak Z,(z) = {f(x)/g(x) | f(2),9(z) € Z,[x],g(x) # 0}
je nekonec¢né pole charakteristiky p.

Cviceni

11.8. Urcete podokruh Z @ Z, ktery neni ideal.

11.9. Ukazte, ze prunik libovolné mnoziny idealt okruhu je opét idedl.

11.10. Budte A, B idedly okruhu. UkaZte, Ze pak AB C AN B.

11.11. Ukazte, ze I = {f(x) € Z[z] | f(1) je sudé} je idedl Zx].

11.12. Urcete tad Z[3]/(3).

11.13. V Zsg[z] bud I = {(z*® 4 = + 2). Uréete multiplikativn{ inverzi 2z +3 + I v
Zsx)/1.

11.14. Ukazte, ze Zs[z]/(z® 4+ = + 1) neni pole.
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Kapitola 12

Okruhy polynomu

12.1 Zakladni vlastnosti

Definice 12.1. Nechf R je komutativni okruh. Mnozina forméalnich vyrazi
tvaru

R[z] = {apz" +ap_12" . arz + ao | a; € Rpro0<i<n, a, #0}

kde n je libovolné ptirozené ¢islo, se nazyvé okruh polynomi na R s proménnou
x.

Definice 12.2. Rikdme, ze polynom f(z) = anz™ + an_12" ‘... a1x + ag je

stupné n, piSeme deg(f(x)) = n. Koeficient a,, # 0 budeme nazyvat vedouci
koeficient.

Definice 12.3. Dva polynomy f(z) = Y s a;z’ ag(x) = > %, bx’ se rovnayji,
pokudn=maa; =b; proi=0,1,...,n. -

Poznamka 12.4. Mnozinu R[z] a mnozinu polynomickych funkef R — R nen{
mozné ztotoznit, nebot jedna polynomicks funkce miize odpovidat riiznym po-
lynomtm. Napiiklad f(z) = z a g(z) = 2 nad Z3 definuji stejnou funkci. Mohli
bychom definovat prvky R[z] jako posloupnosti {a;}5°, s kone¢nym poctem ne-
nulovych prkal a; 6 R a celou teorii vybudovat bez pouziti proménné x. Z
je mozné v pripadé potieby doplnit koeficienty na pozicich vétsich nez je stupen
polynomu nulami.

Definice 12.5. Necht f(z) = >'" a;z’ a g(z) = Y./ ba’ jsou dva polynomy
nad okruhem R. Potom h(z) = f_(x) + g(x) je polyn_om Zf>0(ai + b))z, kde
k = max{m,n}. Soucin polynomi je polynom h(z) = f(z)g(z) = >y’ cxz®
kde ¢, = E?:o a;bi_;.

Véta 12.6. Je-li D obor integrity, potom D[x] je obor integrity.

97
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Diikaz. Staci dokdzat, ze v D|x] neexistuji délitelé nuly. Necht h(z) = f(z)g(z) =
0, kde n = deg(f(z)) a m = deg(g(z)). Potom vedouci koeficient a, b, poly-
nomu h(z) je nulovy. Tedy a,b,, = 0. Protoze D je obor integrity, mame a,, = 0
anebo b,, = 0. Odtud f(z) = 0 anebo g(z) =0. O

12.2 Déleni polynomiu se zbytkem

Véta 12.7. Necht F je pole, f(z),g9(x) € F[z] a g(z) # 0. Potom existuji
jednoznacné uréené polynomy q(x),r(x) € Flz] takové, Ze f(x) = q(x)g(x) +
r(z) ar(z) =0 anebo deg(r(z)) < deg(g(x)).

Diikaz. Existence. Je-li f(z) = 0 anebo deg(f(x)) < deg(g(x)), potom polozime
a(z) = 0 a r(z) = f(2). | |

Necht deg(f(x)) > deg(g(x )) anecht f(z) =" jaz’ ag(z) => 1", bzt
Pouzijeme indukci podle n = deg(f(x)). Pripad n = 0 jsme jiz fesili. Ne-
cht tedy n > 0. Utvofme polynom fi(z) = f(z) — anb;,'a"™g(x). Ziejmé
fi(xz) = 0 anebo deg(fi(z)) < deg(f(z)). Podle 1ndukcn1ho predpokladu exis-
tuji polynomy ¢ (x) a ri(x) tak, ze fi(x) = q1(z)g(x) +r1(z) a r1(z) = 0 anebo
deg(r1(x)) < deg(g(z)). Potom

f@) = fi(x) + anby, 2" " g(x) = q1(2)g(x) + 71(@) + apby'a" " g(x) =

(q1(2) + anb,ta" ™) g(x) + ri ().
Polozime-li ¢(z) = ¢1(z)+a,b,tx" "™ ar(z) = r1(x), tak je existence dokdzana.
Jednoznacnost. Necht f(z) = ¢(z)g(z) +r(z) = q1(z)g(z) + r1(x). Mdzeme
predpokladat deg(f(z) > deg(g()). Potom 0 = (q(x)—qu (2))g(x)+r(x) —ri(z).
(x

)9
Pokud () # ¢1(z), potom deg((¢(z) — q1(2))g(x)) > deg(r(x) — r1(x)). Proto
je vedouci koeficient ¢(x)—q1 () nula, tedy ¢(x)—q1(z) = 0. Tim i r(x)—ri(z) =

0. O

Existuje algoritmus na déleni polynomu se zbytkem, ktery jste se naucili na
stfedni skole.

Definice 12.8. Nechf D je obor integrity a nechf f(z),g(x) € D[z]. Rikdme,
ze g(x) déli polynom f(z) (piseme g(z) | f(x)), pokud existuje polynom h(zx) €
Diz] takovy, ze plati f(z) = g(z)h(z). V takovém piipadé polynom g(x)
nazyvame délitel polynomu f(z).

Necht f(x) # 0. Prvek a € F, kde F je pole, nazyvame koren polynomu
flz) =31 g aia®, plati-li f(a) =Y i, aa" = 0.

Dusledek 12.9. Nechf F je pole, a € F. Potom f(z) € F[z] je polynom stupné
asponi 1. Potom f(a) je zbytek po délend f(x) polynomem x — a. Specidlné, a je
koten f(x) prdavé tehdy, kdyz (x — a) déli f(x).

Drikaz. Podle véty 12.7 existuji q(z) a r(z) tak, ze f(z) = q(z)(z — a) + r(x),

pricemz deg(r(x)) = 0. Tedy r(a) = f(a) — q(a)(a — a) = f(a). Jelikoz r(z) je
konstantni polynom, je r(z) = f(a).
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Je-li a je kofen, potom ze vztahu f(z) = q(x)(z — a) + f(a) vyplyvé, (z —
a)|f(x). Naopak, pokud (z — a)|f(x), tak zbytek po déleni f(z) polynomem
(x — a) je nula. Tedy f(a) = 0. O

Definice 12.10. Kofen a polynomu f(z) € F[x] m4 ndsobnost k > 1, pokud
(x — a)k deéli f(z), ale (x — a)**! nedéli f(x). Z technickych diivodt v dalsim
predpokldddme, Ze polynom f(z) = 0 nemd kofeny.

Véta 12.11. Polynom stupné n nad polem md nejvgse n kotent (p7i zapoctentd
jejich ndsobnosti).

Diikaz. Necht f(z) € Flz]. Je-li f(z) =0, potom f(x) nemd zddny kofen. Déle
pouzijeme indukci. Necht a je kofen f(x) ndsobnosti k¥ < n. Potom f(z) =
(z — a)kq(z). Ztejmé deg(q(zr)) = n — k < n. Pokud f(z) nem4 jiné koteny,
tak tvrzeni plati. Kazdy kofen b # a polynomu f(z), je i kofenem ¢(x). Podle
indukéniho pfedpokladu je téchto kofent nejvyse n — k. Celkem ma tedy f(x)
nejvyse k + (n — k) = n kofent. O

Priklad 12.12. Necht f(z) = 2" —1 € C[z]. Potom z de Moivrovy véty vyplyva

2k 2k
Zp = cos 8 4 isin 8 = cos 2k + isin 2km = 1,
n n

pro kazdé k € Z. Tedy pro k =0,1,...,n — 1 dostdvdme n riznych kofenu po-
lynomu 2™ — 1 v oboru komplexnich &isel. Podle véty 12.11 jsme ziskali vSechny
koTeny.

Definice 12.13. Okruh hlavnich idealu je obor integrity R, ve kterém je kazdy
idedl hlavni, tj. m4a tvar (a) = {ra|r € R}.

Véta 12.14. Okruh polynomi nad polem je okruh hlavnich idedld.

Diikaz. 7 véty 12.6 vyplyvd, Ze R[] je obor integrity. Necht {0} # I #C R[x] je
ideél, necht g(x) € I je nenulovy polynom miniméalniho stupné. Necht f(z) € T
je libovolny polynom. Potom existuji ¢(z), r(z) € R[z] tak, ze f(z) = q(z)g(z)+
r(z), kde deg(r(z) < deg(g(x)). Ziejmé deg(f(x) > deg(g(x)). Z minimality
g(z) plyne r(z) = 0. Tedy I = (g(x)). O

Z dukazu predchozi véty plyne, ze nenulovy idedl I C F[z] je generovany
libovolnym polynomem minimalniho stupné.

12.3 Rozklady polynomu

Definice 12.15. Nechf D je obor integrity a f(z) € Dlx], f(z) # 0, f(z) # 1.
Potom f(z) je nerozlozitelny polynom, pokud rovnost f(z) = g(z)h(z) implikuje
g(z) anebo h(x) je délitelem jednotky.

Je-li F' pole, tak nerozlozitelnost f(z) € F[z] je ekvivalentni podmince, Ze
f(z) neni mozné vyjadiit jako sou¢in dvou polynomu mensiho stupné.
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Pi#iklad 12.16. Polynom f(z) = 22%+4 je nerozlozitelny nad Q, ale rozloZitelny
nad Z, f(x) = 2(x?+2). Polynom 2% —2 = (x+/2)(z — v/2) je rozlozitelny nad
R, ale nerozlozitelny nad Q. Polynom f(x) = 2% + 1 m4 nad polem Zs rozklad
f(z) = (x4 2)(x + 3), ale nad polem Z3 je nerozlozitelny.

Jak zjistovat nerozlozitelnost polynomu nad oborem integrity D neni ziejmé.
Pokud D mé konecnou charakteristiku, muzeme vyzkouset vSechny moznosti
rozkladu daného polynomu stupné n. Pro obory charakteristiky nula je situ-
ace komplikovanéjsi. V nésledujicim uvedeme nékolik ¢dsteénych vysledki o
rozkladech polynomu.

Véta 12.17. Necht F je pole, f(z) € Flx] je stupné dva nebo ti. Potom f(z)
je rozlozitelny prdavé tehdy, kdyz md koren.

Definice 12.18. Necht f(z) = Y7 a;27 € Z[z] je nenulovy. Ozna¢me cont(f(x))

ged(ag, - - .y ap). Polynom f(z) nazveme primitivni, pokud cont(f(x)) = 1.
Lemma 12.19 (Gauss). Soucin primitivnich polynomi nad Z je primitivni.

Véta 12.20. Necht f(z) € Z[z]. Je-li f(z) je rozloZitelny nad Q, potom f(x)
je rozlozitelny nad Z.

Piiklad 12.21.
2 3 4
flo) =62" + 0 —2= (30— )20+ ) = (20— 1) (32 +2).

Necht f(z) € Z[z] a necht p je prvoéislo. Oznaéme f(z) polynom v Z,[z],
ktery vznikne z f(x) redukei kazdého koeficientu modulo p.

Véta 12.22 (Kriterium ireducibility mod p). Necht f(x) € Z[z] a necht p je
prvocislo. Je-li f(x) nerozloZitelny nad Z, a deg(f(z)) = deg(f(x)), potom f(x)
je nerozloZitelng nad Q

Diikaz. Nechf f(x) je rozlozitelny nad Q. Z vty 12.20 vyplyva, Ze existuji
g(x),h(z) € Z[z] tak, ze f(z) = g(x)h(x). Z predpokladi plyne deg(g(z)) <

deg(g(x)) < deg(f(x)) = deg(f(x)) a podobné deg(h(z)) < deg(h(x)) <

deg(f(x)) = deg(f(x)). To je ve sporu s nerozlozitelnost{ f(x). O

Priklad 12.23. Nechf f(z) = 212° —32® + 22 — 9. Potom jeho redukce modulo
2 je polynom f(z) = 23 + 22 + 1. Polynom f(z) nemd kofen v Zs, proto f(z)
je nerozlozitelny nad Q.

Véta 12.24 (Eisenstein). Nechf f(z) = Y7 a2/ € Z[z]. Necht existuje
prvocislo p takové, Ze pt an, p|aj, pro j =0,1,...,n—1, p*{ ag. Potom f(x)
je nerozloZitelng nad Q.

Diikaz. Nechf f(x) je rozlozitelny nad Q. Z véty 12.20 vyplyva, Ze existuji
9(x), h(z) € Z[x] tak, ze f(x) = g(x)h(z), 1 < deg(g(x)) <nal < deg(h(z)) <
n. Necht g(z) = Y.7_, bjal, g(x) = Y5_, ¢jal. Protoze p | ag, p* 1 ag, 2
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vyjadieni ag = bocy plyne, ze p déli pravé jedno z éisel by, co. Necht p | by a
p {1 cog. Protoze p { a, = bycs, tak p 1 b,.. TakZe existuje nejmens{ ¢t takové, ze
p 1. Uvazujme

a; = bico + bi_1c1 + - - + bocy.

Z predpokladu p | a; a z vybéru t, p|b;ci—; pro i < t. Potom p | bycg, spor. O
Dusledek 12.25. Pro kazdé prvocislo p je polynom

P —1

Pp(z) =aP 2P P4 ol = p—

ireducibilnd nad Q.

Dukaz. Pouzitim substituce x — x + 1 a binomické véty dostaneme

flz)=,(x+1) = ((2111);__11 = i(1+jzp% (?)xpj) :;§ <p> p—i—1

j =\

Kazdy koeficient f(z) kromé vedouciho koeficientu je délitelny p a konstantni
¢len je p = (pf 1), tedy p? ho nedéli. Podle Eisensteinova kritéria je f(x) ire-
ducibilni nad Q. Kdyby existoval rozklad ®,(z) = g(z)h(z) nad Q, potom
f(z) = ®p(x + 1) = gz + 1)h(z + 1) by bol rozklad f(z). Proto ®,(x) je
nerozlozitelny. O

Véta 12.26. Necht F je pole a p(x) € Flx]. Potom idedl (p(x)) je mazimdini
pravé tehdy, kdyz p(x) je nerozloZitelny.

Diikaz. Necht I = (p(z)) je maximalni ideal. Necht p(z) = g(z)h(z). Ziejmé
(p(x)) C (g(x)) C Flx]. Z maximality I vime, ze plat{ (g(x)) = I anebo (g(z)) =
F[z]. V prvém piipadé deg(p(x)) = deg(g(z)) a h(z) je konstanta. Ve druhém
pifpadé je g(z) konstantni a deg(p(z)) = deg(h(zx)). V kazdém z pifpadu nenf
mozné p(x) vyjadrit jako soucin polynomu menstho stupné.

Necht je p(z) nerozlozitelny a (p(z)) C I C Flz]. Z véty 12.14 vyplyvé, ze
I = (g(x)) pro néjaky polynom g(z). Proto p(z) € (9(x)), p(z) = g(z)h(z).
Protoze je p(x) nerozlozitelny, tak deg(g(z)) = deg(p(z)) anebo g(x) je kon-
stantni. V prvém piipadé I = (p(z)), v druhém piipadé I = F[z]. Proto (p(z))
je maximalni idedl. O
Dusledek 12.27. Necht F je pole a p(z) je nerozloZitelny. Potom F[z]/(p(x))
je pole.

Piiklad 12.28. Z3[z]/(z? + 1) je pole fadu 9. Jeho prvky jsou {0,1,2,z,z +
1,2 +2,2z,2x+ 1,22+ 2}. Operace s¢itani je s¢itdni polynomu, kde koeficienty
redukujeme modulo 3. P¥i operaci ndsobeni redukujeme souéin modulo 22 + 1.
Napriiklad

2z +1)2x+2)=42® + 6z +2=2>+2=(2*+1)+1=1.
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Dusledek 12.29. Nechf F je pole a necht p(x),g(x),h(z) € F[z], pricemz
p(x) je nerozloZitelng nad F. Je-li p(x) | g(x)h(x), potom p(z) | g(x) anebo

p(x) | h(z).

Diikaz. Protoze p(x) je nerozlozitelny, tak F[z]/{p(z)) je pole a tedy i obor
integrity. Z véty 11.28 vyplyva, ze (p(x)) je prvociselny. Protoze p(z) | g(x)h(z),
tak g(z)h(z) € (p(x)). Odtud p(x) | g(x) anebo p(z) | h(x). O

Piiklad 12.30. Konstrukce 8 prvkového pole. Vezmeme Zso[z]/(z3 + x + 1).
Dosazovanim zjistime, ze 22 + x + 1 je nerozlozitelny nad Z,. Prvky pole jsou
0,1, 2,241, 22, 22+, 22 +1, 22 4+2+1. Nasobeni je definované modulo z3+z+1.
Multiplikativni grupa ma 7 prvku a je izomorfni cyklické grupé.

Véta 12.31 (Véta o jednoznacnosti rozkladu). Kazdy polynom v Z[z] rizng od
nuly a +1 je mozné jednoznacné rozlozit na soucin ireducibilnich polynomi a
to az na permutaci ¢initeli a prendsobeni —1.

Diikaz. (Existence.) Necht f(z) € Z[z]. Pouzijeme indukci podle deg(f(z)). Ak
deg(f(z)) = 0, potom tvrzeni plyne z fundamentalni véty aritmetiky.

Necht deg(f(x)) > 0. Ozna¢me b = cont(f(z)) s rozkladem na prvocisla b =
b1by...bs. Potom f(x) = b1by...bsg(x), kde g(x) je primitivni polynom stupné
> 1. Je-li g(z) ireducibilni, potom jsme ziskali rozklad. Necht g(x) = h(z)q(x)
m4 netrividln{ rozklad. Z Gaussova lemmatu, h(z) i ¢(x) jsou primitivni stupné

< deg(g(x)) = deg(f(z)). Z indukéniho predpokladu, existuji rozklady h(z)
a ¢(z) na ireducibilni polynomy. Proto existuje rozklad f(x) na ireducibiln{
polynomy.

(Jednoznaénost.) Méjme dva rozklady polynomu f(x).

biba ... bsp1(2) ... pm(x) =crea. .. cqi() ... gn().

Z Gaussova lemmatu p1 () ... pm(x) a ¢1(x) . .. gn(z) jsou primitivni. Z rovnice
biby...bs = cont(f(x)) = cica...cequ(x) vyplyvé, ze r = s a prvocisla b; a ¢,
jsou az na permutaci vyjadieni stejnd. Protoze pi(x) je ireducibilni, tak existuje
i takové, ze p1(x) | ¢;(x), dle dusledku 12.29. Protoze g;(x) je ireducibilni, tak
¢i(x) = £1p1(z). Precislujeme polynomy g;(x), j = 1,...,n tak, aby ¢;(z) :=
¢1(x). Vydélime rovnici p; () a opakujeme postup pro rovnici pa(z) ... pm(z) =
g2(x)...qn(x). Takto postupné najdeme bijekci ¢: {1,...,m} — {1,...,n}
spliwjici p;(x) = £qpy, i = 1,...,m. O

12.4 Deélitelnost v oboru integrity

Definice 12.32. Bud D obor integrity. Prvky a,b € D nazveme asociované,
pokud a = ub, kde u je délitel jednotky D. Nenulovy prvek a oboru integrity
D nazveme ireducibilni, pokud a neni délitelem jednotky a pokud pro néjaka
b,c € D plati a = bc, pak b nebo c je délitel jednotky. Nenulovy prvek a € D
nazveme prvocinitel, pokud a neni délitelem jednotky a a|bc implikuje a|b nebo
alc.
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Ziejmé (a) je prvocinitel, prave kdyz (a) je prvoideédl. Poznamenejme, Ze na
rozdil od ¢isel, jsou obecné pojmy prvocinitele a ireducibilniho prvku odlisné.

Véta 12.33. V oboru integrity je kazdy prvocinitel ireducibilni.

Diikaz. Necht a je prvoéinitel v oboru integrity a a = be. Ukdzeme, Ze b nebo ¢
je délitel jednotky. Z definice prvocinitele alb nebo a|c. Necht napf. at = b. Pak
1b=b = at = (be)t = b(ct) a zkracenim 1 = ct. Tedy c je délitel jednotky. O

Veéta 12.34. V hlavnim oboru integrity je prvek ireducibilni, prdave kdyz je
prvocinitel.

Diikaz. 7 véty 12.33 mame, Ze prvoéinitel je ireducibilni. Bud’ proto a ireduci-
biln{ prvek hlavniho oboru integrity D a predpoklddejme a|bc. Ukézeme, ze alb
nebo ale. Uvazme idedl I = {azx + by | z,y € D} a bud (d) = I. Jelikoz a € I,
je a = dr, a jelikoz je a ireducibilni, je d nebo r délitel jednotky. Je-li d délitel
jednotky, je I = D a muzeme psat 1 = ax + by. Pak ¢ = acx + bey a jelikoz a
deli oba ¢leny vyrazu na pravé strané, alc.

Je-li r délitel jednotky, pak (a) = (d) = I a jelikoz b € I, existuje prvek
t € D tak, ze at = b. Proto alb. O

Piiklad 12.35. Z[z] neni hlavn{ obor integrity. Uvazujme totiz idedl I = (2, z).
Ukéazeme, ze I(x) neni tvaru (h(x)). Pokud sporem ano, existuji f(z),g(z) €
Zlx] tak, ze 2 = h(z) f(z) a © = h(zx)g(z). Podle pocitani stupit polynomu 0=
deg2 = deg h(z)+deg f(x), takze h(z) je konstantni polynom. Je 2 = h(1) f(1),
proto h(1) = 1 nebo £2. Jelikoz 1 ¢ I, h(z) = £2. Pak ale x = +2g(x), spor.

12.5 (Gaussovy obory integrity

Pfirozend ¢isla vétsi nez 1 se dajf jednoznacéné rozlozit (az na pofad{) na soucin
prvocisel. Obdobné nenulovy nejednotkovy polynom lze jednoznacéné rozlozit na
ireducibilni polynomy. V dalsim ukazeme, ze obecné je rozdil mezi prvociniteli
a ireducibilnimi prvky.

Otéazka jednoznacného rozkladu v oborech integrity se objevila v souvislosti
s Fermatovo vétou (Fermat’s Last Theorem).

Definice 12.36 (Gaussuv obor integrity [Unique Factorization Domain, UFD).
| Obor integrity D nazveme Gaussuv, plati-li ze

e kazdy nenulovy prvek D ruzny od délitelel jednotky lze vyjadiit jako
soucin ireducibilnich prvka D a

e faktorizace na ireducibilni prvky je jednoznac¢na az na asociovanost prvku
a poradi prvku v rozkladu.

Piiklad 12.37. Okruhy Z a Z[x] jsou Gaussovy.

Lemma 12.38. V hlavnim oboru integrity je kaZdy ostie rostouct Tetézec idedlu
I C Iy C--- koneéng.
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Diikaz. Bud I; C I, C --- uvaZovany fetézec v oboru integrity D a bud I
sjednoceni vSech idedla tohoto fetézce. I je idedl (proc?). Jelikoz D je hlavni,
existuje a € D tak, ze I = (a). Jelikoz a € I, I =, I;, je a prvkem né&jakého I,,.
Pro libovolné I; je I; C I = (a) C I, tj. I, musi byt posledni ¢len fetézce. O

Véta 12.39. Kazdy hlavni obor integrity je Gaussuv.

Diikaz. Bud D hlavni obor integrity a bud ag nenulovy prvek D, ktery neni
deélitelem jednotky. Ukdzeme, Ze ag je soucin ireducibilnich prvka (ptipadné jen
s jednim faktorem).

Nejprve ukazeme, Ze ag mé alespon jeden ireducibilni faktor rozkladu. Pokud
je ag ireducibilni, jsme hotovi. Necht tedy ag = biai, pficemz ani jedno z
b1, a1 neni délitel jednotky a a; neni nulové. Pokud dale a; neni ireducibilni,
mame a; = bsas a bg, as nejsou déliteleé jednotky a ao je nenulové. Ziskame

posloupnost by, ba, ... prvku v D, které nejsou déliteli jednotky, a posloupnost
ag, a1, @z, ... nenulovych prvka D, kde a, = byy1a,4+1 pro kazdé n. Pak je
(ap) C (a1) C --- ostfe rostouci Fetézec idedli, ktery dle lemmatu 12.38 je

konecny s poslednim ¢lenem (a,). Tim je a, hledany ireducibiln{ faktor ao.

Ukézeme, ze rozklad je jednoznaény az na asociovanost prvku rozkladu a
jejich pofadi. Nechf pro néjaké a € D plati

a=pip2-Pr =q192 Qs

kde p; a g; jsou ireducibilni (povolujeme opakovéani). Pouzijeme indukei podle
r. Pro r = 1 je a ireducibilni a s = 1, p; = ¢1. Pfedpokladejme, zZe kazdy pr-
vek vyjadritelny jako souc¢in méné nez r ireducibilnich faktori ma jednoznacny
rozklad (az na poradi a asociovanost). D je hlavni obor integrity, kazdy ireduci-
biln{ faktor p; ve vyjddieni p1ps - - - p, je prvocinitel (véta 12.34). Jelikoz p; délf

q1q2 - - qs, musi p; délit néjaké q;, necht p1|q1. Pak q; = upy, kde u je délitel
jednotky D. Jelikoz

upip2 - pr =Uuqiqz - qs = q1(ug2) - qs A upr = qi,

kricenim ziskame
P2 -pr = (uga) .

7 indukéniho predpokladu jsou tyto dvé faktorizace identické az na poradi a
asociovanost faktoru. To plati i pro obé faktorizace a. O

Jelikoz je F[x] hlavni obor integrity, mame

Dusledek 12.40. Bud F pole. Pak F|x] je Gaussiv obor.

12.6 Eukleidovy obory

Definice 12.41 (Eukleiduv obor). Obor integrity D nazveme Eukleiduv, pokud
existuje funkce (mira) zobrazujici nenulové prvky D do nezdpornych celych ¢isel
tak, ze
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e d(a) < d(ab) pro vechna nenulovd a,b € D a

e pokud a,b € D, b # 0, pak existuji prvky ¢,r € D tak, ze a = bq + r, kde
r = 0 anebo d(r) < d(b).

Piiklad 12.42. Eukleidovy okruhy jsou
e Z pro d(a) = |al
e je-li F' pole, je F[x] Eukleiduv obor pro d(f(z)) = deg f(x)

e okruh Gaussovych ¢isel Z[i] = {a + bi | a,b € Z} je Eukleiduv obor pro
d(a + bi) = a® + b2
Prvni podminka definice plyne z d(zy) = d(x)d(y) a tim d(z) < d(zy)
(ukazte) pro x,y € Z[i]. Druha podminka plyne z nédsledujiciho. Pro z,y €
Zli], y # 0 je z,y € Q[i] (ukazte). K vyjaddieni 2y~ = s + ti zvolme
(pfipadné libovolné) m,n € Z tak, ze m je nejblizsi s a n k ¢t (lis{ se
tak nejvyse o %) Podminka z = qy + r na délitelnost je pak splnéna pro
qg=m+ni, r = [(s —m)+ (t —n)i]y. Koneéné d(r) = [(s — m)? + (t —
n)?ld(y) < 5d(y) < d(y).

Véta 12.43. Kazdy Fukleiduv obor je hlavni obor integrity.

Diikaz. Bud D Eukleidtv obor a I jeho nenulovy idel. Bud a nenulovy prvek
I s minimdlnim d(a). Pak I = (a). Pokud totiz b € I, existuji ¢, r tak, zZe
b=aq+rar=0nebo d(r) <d(a). Aler =b—aq € I, tj. d(r) neni mensi nez
d(a). Tedy r =0 a b € {(a). Nulovy ideél je tedy (0). O

Existuji hlavni obory integrity, které nejsou Eukleidovy obory.
Dausledek 12.44. Kazdy Fukleidiv obor je Gaussuv.
Véta 12.45. Je-li D Gaussuv obor, pak D[z]| je rovnéz Gausstv.
Ditkaz je obdobny jako ve specidlnim piipadé D = Z.

Piiklad 12.46. Okruh Z[v/—5] = {a + b\/=5 | a,b € Z} je obor integrity ale
nen{ Gausstiv. Pro d(a + byv/=5) = a? + 50 je d(zy) = d(z)d(y) a d(z) = 1,
praveé kdyz x je délitel jednotky. Tj. délitelé jednotky jsou £1. Ve faktorizacich
223 =46 = (1 +3v/-=5)(1 — 3y/=5) jsou viechny faktory ireducibilni.

Cviceni

12.1. Ukaizte, ze sjednoceni prvku tetézce I; C Io C --- idedla okruhu R je idedl R.
12.2. Bud D Eukleidiv obor s mirou d. Ukaite, Ze u je délitel jednotky, pravé kdyz
d(u) = d(1).

12.3. Bud D Eukleidiv obor s mirou d. Ukazte, Ze pro asociované prvky a,b je
d(a) = d(b).
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Bud’ D hlavni obor integrity. Ukazte, ze kazdy vlastni idedl D je obsazeny v

maximalnim idealu.

12.5.
12.6.
12.7.
12.8.

Stanovte délitele jednotky v Z[i].

Ukazte, 7ze Z[v/—6] neni Gaussiiv obor.

Ukazte, ze Z[v/—2|, Z[v/2] jsou Gaussovy obory.
Ukazte, Ze Z[v/—3] neni hlavni obor integrity.



Kapitola 13

Pole

13.1 Rozkladova pole

Definice 13.1. Pole E nazyvame rozsirenim pole F', pokud E O F a operace
F jsou zizenim operaci na F.

Piiklad 13.2. Q c RC C.

Véta 13.3 (Kronecker, 1887). Necht F je pole a f(x) € F[z] je polynom stupné
asponi 1. Potom existuje rozsiteni E D F, ve kterém f(x) md koten.

Diikaz. (Nagcrt.) F[z] je obor integrity s jednoznaénym rozkladem. Proto exis-
tuje ireducibilni polynom p(z) € F|x] takovy, ze p(z)|f(x). Staci najit rozsiteni
E, ve kterém m4 p(z) kofen. Kandiddtem je pole E = F[z]/{p(z)). Necht
®: F — FE je definované predpisem ®(a) = a + (p(x)). Potom ®(F) C E je
podpole izomorfni F. Tvrdime, ze o = z + (p(x)) je kofen. Necht

p(z) = anz™ + an_12" V-t a1z + ao.

Po dosazeni dostaneme p(a) = p(z) + (p(z)) = (p(x)) = 0. -

Priklad 13.4. Nechf f(z) = 22 + 1 € Q[z]. Podle diikazu véty 13.3 je a =
x + (2% + 1) koten f(x) v rozsfieni E = Q[z]/(2? + 1). Piimy vypocet d4:

f(a) = flz4+(x?+1)) = (x4 (2> +1))2+1 = 22+ 1+ (22 +1) = (z®4+1) =0 € E.

Pozndmka: Vime, ze v komplexnich ¢islech ma f(z) kofen i = /—1, ale
chceme najit rozsifeni a kofen v ném bez pouziti komplexnich ¢&isel.

Definice 13.5. Necht aj,as,...,a, € E D F. Oznaéme F(ai,az,...,a,)
nejmensi podpole E obsahujici F i prvky aj,aq,...,a,. Pak F(ay,az,...,ay)
je prunikem vsech podpoli E obsahujicich F' a soucasné {a1,as,...,an}.
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Definice 13.6. Necht E D F jerozsifeni pole F, f(x) € Flz] an = deg(f(z)) >
1. Polynom f(x) je rozlozitelny v poli E, jestlize existuje a € F aay,as,...,a, €
FE takové, ze

fl@)=a(z —a1)(xz —az)...(x — ay,).
Pole FE se nazyva rozkladové pole pro f(x), pokud E = F(ay,as,...,a,).

Pi#iklad 13.7. Polynom f(r) = 22 + 1 € Q[z] se rozklddd v C, f(z) = (z +
i)(z — 1). Ale rozkladové pole pro f(x) € Q[z] je pole

Qi) = {r + si;r,s € Q}.

Pokud uvazujeme f(x) € R[z], rozkladové pole je C. Tedy rozkladové pole zdvisi
nejen na polynomu, ale i na poli, ve kterém uvazujeme jeho koeficienty. Podobné
g(z) = 2? — 2 € Q[x] se rozkldd4 nad R. Ale rozkladové pole nad Q je

Q(\/ﬁ) ={r+ V2, s e Q}.

Véta 13.8. Pro kazdy polynom f(x) € F[z] stupné asponi 1 existuje rozkladové
pole.

Diikaz. Staci dokazat, ze existuje rozsiteni £ D F, ve kterém se f(x) rozklada.
Budeme postupovat indukef podle deg(f(z)) > 1. Jestlize deg(f(z)) = 1, plati
f(z) = a(xz — a1) a rozkladové pole je F. Pokud n = deg(f(z)) > 1, z véty 13.3
vyplyvé, Ze existuje pole E D F a a; € E takové, ze f(z) = a(x — a1)g(z),
g(x) € E[z] a vedouci koeficient g(x) je 1. Ziejmé deg(g(z)) = n—1 < deg(f(z).
7 indukéniho predpokladu vyplyva, ze existuje K D E takové, ze K obsahuje
kofeny ag, ..., a, polynomu g(z). Proto véechny kofeny {ai,as,...,a,} C K.
Potom F(aq,...,a,) C K. O

Ctenaf znajici fundamentalni véty algebry se mozna zeptd, pro¢ jsme jed-
noduse nepolozili v pfedeslém dikaze K = C. Duvody jsou dva: existuji pole,
kterd nejsou obsazena v C, napiiklad konecné pole. Druhy duvod je, Ze pokud
to neni nevyhnutné, chceme mit nasi teorii nezavislou od fundamentalni véty al-
gebry. Ostatné, fundamentéln{ véta algebry byla dokdzana o mnoho let pozdéji
v rdmci komplexni analyzy. Jeji ¢isté algebraicky dikaz nebyl dlouho zndm.

Pi#iklad 13.9. Uvazujme polynom f(z) = 2% — 2% —2 = (22 —2)(22 + 1), ktery
mé nad C kofeny ++/2 a +i. Jeho rozkladové pole nad Q je Q(v/2,1). Plati

Q(V2,i) = {a+ Bi; a,8 € Q(V2)} = {(a+bV2) + (c+ dV2)i; a,b,c,d € Q}.

Piiklad 13.10. Necht f(z) = 2? + 2 + 2 € Z3[z]. Dosazenim 0,1,2 € Z3
zjistime, ze f(z) je ireducibilni. Na druhé strané f(z) = (z—(1+1))(z— (1-1)),
proto f(x) se rozkladd v poli Z3(i).

Pokud pouzijeme konstrukci z Kroneckerovy véty, ziskame rozkladové pole
E = Zs[z]/{z* +x+2). Je to 9-prvkové pole charakteristiky 3. Pokud ozna¢ime
1+ (@?+2x+1):=1lax+ (22 +x+1):=p, pole

E={0,1,2,8,28,+1,26+1,6+2,25+2}.
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Séitani v E je modulo 3. Pii ndsobeni pouzivdme redukci modulo 82 + 8 + 2.
Specilné po vynasobeni dvou prvki pouzijeme substituci 32 = —3—2 = 25+1.
Délenfm = — 3 dostaneme rozklad 22 + 2 +2 = (z — 8)(x + B+ 1). Mame tedy
2 rozkladové pole polynomu f(z) € Z3[z]| a vznikd problém jednoznaénosti.

Véta 13.11 (jednoznacnost elementdrniho rozsifen{). Nechl p(x) € Flx] je
ireducibilni polynom. Necht a € E \ F je koven p(x) v roz§ieni E. Potom
F(a) = Fla]/(p(x).

Jestlize navic deg(p(x)) = n, plati

F(a) ={cph_10" ' 4+ cp0a™ % 4+ -+ cra+co; co,C1y...,Cn1 € F}.

Dikaz. Zobrazeni ®: Flx] — F(a) definované predpisem ®(f(z)) = f(a) je
homomorfismus okruhu s jadrem ker(®) = (p(z)) = {r(z)p(z); r(z) € Flz]}.
Ziejmé ®(p(x)) = p(a) = 0, proto (p(x)) C ker(®). Ale (p(z)) je maximdlni
idedl ruzny od Fx], proto ker(®) = (p(x)). Z prvni véty o izomorfismu dosta-
neme F[z]/{p(z)) = F(a). Déle, kazdy prvek F|[z]/(p(z)) m4 tvar ¢, 12"~ +
Cn2x" 24 -+ 12+ co + (p(x)). Tento prvek se izomorfismem indukovanym
® zobrazi na
Cno1a"  H ep0a” 2+ +cra + co.

O

Z vety 13.11 vyplyva, ze rozsiteni F'(a) tvoii nad F vektorovy prostor di-
menze deg(p(x)).

Dusledek 13.12. Nechf p(x) € Flz] je ireducibilni polynom stupné n. Necht
a € E D F je koten p(x) v rozdifeni E. Potom F(a) C E je n-dimenziondlni
vektorovy prostor nad F.

Véta 13.13. Rozkladové pole f(x) € F[z] je jednoznacné urcéené polynomem
f(x) a polem F.

Diikaz. Necht f(x) = p(x)g(z), kde p(x) je ireducibilni polynom. Necht F(b)
a F(a) jsou rozsifeni F' obsahujici kofeny a, b. Podle véty 13.11 plati F'(a) =
Flz]/{p(z)) = F(b). Opakovanym pouzitim vét 13.11 dokdzeme jednoznacnost.

O

Poznamka: Véta 13.13 ndm potvrzuje, ze rozkladové pole pro polynom
f(z) € Q[z] muzeme hledat tak, ze najdeme kofeny f(z) v C a potom najdeme
minimélni mnozinu kofenu, kterd vygeneruje rozkladové pole.

Piiklad 13.14. Uvazujme f(z) = 2" — a € Q[z]. Oznaéme w = cos(2w/n) +
sin(27/n)i primitivni feSeni rovnice w™ = 1 v C. Kofeny polynomu f(z) v C
jsou:

a/" wa/m L W et

Tyto kofeny se nachéazeji v poli Q(al/ " w), coz je zaroven i rozkladovym polem.
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Véta 13.15. Polynom f(x) nad polem F md ndsobny koten v néjakém rozsireni
E D F tehdy a jen tehdy, kdyz f(x) a f'(x) maji spolecného délitele v F[z]
stupnée > 1.

Diikaz. (=) Jestlize a je nasobny koten f(x), plati f(z) = (z — a)?g(z) a
f(z) =2(x —a)g(x) + (x — a)?g'(x). Tedy (z — a) je spoleénym délitelem f(z
a f'(x).
(<) Duikaz sporem. Necht f(z) a f’(z) nema spole¢ného netrividlniho délitele a
soucasné a je ndsobny koten. Z Euklidova algoritmu na vypocet ged(f(x), f'(z))
vyplyvé, Ze existuji polynomy g(z) a h(x) takové, ze 1 = g(z)f(x) + h(z) f'(z).
Uvazujme g(x) f(z)+ h(x) f'(z) € E[z]. Potom (z —a) déli f(x)i f'(x). Odtud,
(z — a)|1, coz je spor.

O

13.2 Konecna pole

Podle Lemy 11.16 a Véty 11.17 plati: charakteristika kone¢ného pole F', zapi-
sujeme char F', je rovna aditivnimu fadu 1, navyse char F' = p je prvocislo.

Lemma 13.16. V poli s char F' = p md kaZdy nenulovy prvek aditivni 7dd p.
Diikaz. Necht x € F. Mame

px=z+x+...+x=1-z+1-24+1-2+...+1-x

p s¢itancu p s¢itancu
=1+1+...+)z=(p-1)-2=0-2=0.
—_——

p scitancu

Tedy |z| déli p. Ale p je prvocislo, proto |z| = p.
O

Véta 13.17. Pokud F je koneéné pole, existuje prvocislo p a prirozené c¢islo n
takové, ze |F| = p".

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze pole F' je kone¢né, z lemmatu 13.16 vyplyva
char(F) = p pro néjaké prvocislo p. Uvazujme aditivni grupu pole (F;+). Z
lemmatu 13.16 vyplyva, ze Fdd kazdého prvku je mocnina p, proto (F';+) je
p-grupa. Z dusledku 8.3 vyplyva, ze |(F;+)| je mocnina p. O

Z fundamentdln{ véty o abelovskych grupéch (véta 9.1) vyplyva

Dusledek 13.18. Aditivni grupa pole charakteristiky p je elementdrni abelovskd
p-grupa (F;+) = Z).

Véta 13.19. Pro kazdé prvocislo p a pro kaZdé prirozené c¢islo existuje, aZ na
izomorfismus, jediné konecéné pole fddu p™.
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Diikaz. (Existence) Uvazujme rozkladové pole E pro polynom f(z) = 2P —x €
Zp|z]. Dokdzeme, ze |E| = p™. V rozkladovém poli E ma f(x) p™ kofenu (se
zapoctenim nasobnosti). Ale f'(z) = p"a?"~' — 1 a polynomy f(z), f'(x) jsou
nesoudélné. Podle véty 13.15 jsou vSechny kofeny f(z) po dvou ruzné.

Necht K je mnozina kofent f(z) v E. Podle predchozi ivahy je |K| = p".
Dokéazeme, ze K je podpole E. Pokud a, b jsou koreny, z binomické véty

o =% (pf’)au_b)p" .

i=o \J

muzeme dokézat, ze p déli (p]) pro j # 0,7 # p™. ProtozZe pole je charakteristiky
p, je (a—Db)P" = a—0b. Odtud f(a—b) = (a—b)"" —(a—0b) = 0. A dile f(a) =0
a f(b) = 0 implikuje a?” = a, b*" = b. Po dosazeni f(ab) = a?" b*" —ab=0 a
také

f(l/a)=(1/a)? —1/a=1/a? —1/a=1/a—1/a=0.

Protoze E je rozkladové pole, musi byt F = K a |E| = | K| = p™.
(Jednoznacnost) Necht E’ je néjaké pole fddu p"™. Potom obsahuje pole
izomorfni Z, (generované 1). Nenulové prvky K tvoif multiplikativni grupu
f4du p™ — 1, proto pro kazdé z € K plati 2#" 1 = 1, tedy i 2" = z. Odtud
f(x) = 0 pro kazdé © € K. Z toho vyplyvd, ze E’ je rozkladové pole pro
f(z) = 2P" — x. Z véty 13.13 vyplyvé E' = E. O

Definice 13.20. Konecéné pole fadu p™ budeme oznacovat GF(p™).

Véta 13.21 (struktura koneéného pole). Aditivni grupa (GF(p"),+) = Z.
Multiplikation? grupa (GF(p™) —{0},) = Z,n_1 je cyklickd rddu p™ — 1.

Dikaz. Prvni ¢ast tvrzeni je Dusledek 13.18.

Grupa GF*(p") = (GF(p™) — {0},-) je abelovskd. Z véty 9.1 vyplyva,
ze existuje rozklad GF*(p™) na cyklické grupy. Grupa GF*(p™) je cyklicka
pravé tehdy, kdyz fady faktoru rozkladu jsou po dvou nesoudélné. Kvuli sporu
predpoklddejme, ze GF*(p") nenf cyklickd. Potom v rozkladu existuj{ dvé rizné
cyklické grupy se spolecnym délitelem d > 1. To znamen4d, ze GF*(p™) obsahuje
dveé ruzné cyklické podgrupy H # K fadu d. Potom kazdy prvek H i K je kofen
polynomu 2¢ — 1 € GF(p")[x]. Potom poéet jeho kofent je aspon |[H|U|K| > d,
dostavame spor. O

Cviceni

13.1. Urcete svaz podpoli GF(64).

13.2. Nechf a je kofen f(z) = 2® + 2®> + 1 € Z>[x] v néjakém rozsiteni GF(2).
Vypocitejte 1/c.

13.3. Dokazte, ze GF*(32), je generovand kazdym netrividlnim prvkem.

13.4. Dokazte, ze x — zP je automorfismus GF(p™) fddu n.



112 KAPITOLA 13. POLE



Kapitola 14

Resitelnost polynomickych
rovnic v radikalech

14.1 Resitelnost Galoisovy grupy polynomu

Definice 14.1. Necht E D F je rozsifen{ pole F'. Automorfismus E je automor-
fismus okruhu E. Galoisova grupa Gal(E/F) je podgrupa grupy automorfismu
bodové fixujici F.

Necht H < Gal(E/F). Potom Eg = {z € E;®(z) = z pro kazdé ® € H}
se nazyva pole fixované H.

Jedna z klicovych myslenek Galoisovy teorie spocivé v pozorovéani, ze svaz
podpoli (F, E) a svaz podgrup Gal(F/F) jsou antiizomorfni.

Piiklad 14.2. (Q) Uvazujme E = Q(2/4,i). D4 se dokéazat, ze Gal(E/Q)
je 8-prvkova grupa izomorfni grupé kvaternionu. Jeji generatory jsou a: i —
i,2V/% — —i2l/%; B: i —i,21/% — 21/4, Svaz podpoli vypad4 takto:

Q(V/2,14)
2 2
2 2 2
av2) Qi¥/2) (vV2,9) A1-iv2) o1 +i)¥2)
2 9 2
2 9 9 2
o(V3) ) Q03
2
2 2
Q
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Svaz podgrup Gal(E/Q) = (a, §) vypad4 takto:

{e,a,0%, 0%, B,0a,0%B, 0B}

2 2
2
{e,a?, 8,08} {e,,a%, 0’} {e,0?,aB,a38}
2 2 2 2 2 2 2
{e, B} {e,a?B} {e,a?} {e, a8} {e,a%8}
2 2
2
2 2
{e}

Piiklad 14.3. (Z;) Necht E = Qv/2. Necht ® € Gal(E/Q. Potom
2=0(2) = d(v2v2) = ®(V2)%
Proto ®(v/2) = £v/2. Proto Gal(E/Q) = (B) = Z,, kde 8 je automorfismus
V2 —V/2.
Piiklad 14.4. (1) Uvazujme rozsifeni F = Q(%) D Q podobné jako v
predchozim piikladu:
2= 9(2) = d(V2V2V?2) = ((V2))*.

Tato rovnice m4 jediné Feseni @(\3@) = V2.7 definice, ® fixuje vSechny
prvky Q, proto Gal(F/Q) je trividlni.

Piiklad 14.5. (Z4) Uvazujme rozsiteni E = Q({l/i, i) DO Q. Jestlize ® €
Gal(E/Q) a zaroven fixuje Q(i), rovnice

2 = 0(2) = D(V2V2V2V?2) = (2(V2))*

déva etyfi moznosti pro ®( f@), konkrétné f@, if@, - {Lﬁ, —iv/2. Pokud polozime
ai) =ia a(v2) = iv2, a € Gal(E/Q(i)) m4 iad 4 a Gal(E/Q(i)). Pod-
grupa (a?) < Gal(E/Q(i)) fixuje pole (i,1/2). Svaz podpoli je linedrni Q(i) <,
(i,v2) <» Q(%, i), podobné jako svaz podgrup 1 < (a?) < (a) = Gal(E/Q(i)).
Piiklad 14.6. (Z x Z,) Uvazujme rozsiteni E = Q(v/3,v/5) D Q. Protoze

E={a+b/3+cV54+dV3V5;a,b,¢,d € Q},

kazdy automorfismus ® € Gal(E/Q) je uréeny obrazy ®(v/3) = £v/3 a ®(/5) =
+/5. Potom Gal(E/Q) = Zy x Zy. Svazy podpoli a podgrup maji tvar dia-
mantu.
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€7a7ﬁ7a/8}

N

{e.a} {e; B} {e, B}

N
\/

Q
Piiklad 14.7. (S3) Nechf w = —1/2 4 iy/3/2. Pifmym dosazenim ovéifme,
7e w vyhovuje rovnicim w? = 1 a w? + w + 1 = 0. Uvazujme rozsfieni £ =

Qw, \3/5) D Q. Podobné jako v ptedeslych tlohdch automorfismus rozsifeni je
dany obrazem prvkii w a v/2. Najdeme dva automorfismy a € Gal(E/Q(v/2)
a a € Gal(F/Q(w). Podgrupa generovand {(a, 8) = S3. Ve skutecnosti je to uz
celd Gal(FE/Q, nebot tyto podpole vygeneruji E.

Tabulka 14.1: Automorfismy Gal(E/Q)

id ‘ « ‘ 8 ‘ B2 ‘ aff ‘ aB?
W W W w2 W w W w W w2 W w2
V2 V2 | V2 V2 | V2 wv2 | V2w V2 | V2 w?V2 | V2 wy/?2
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Svazy podpoli a podgrup vypadaji nasledovné:

{e,a,8,8% ap,af®}
/ 3
3 3
{e, 8, 8%} {e,a} {e,aB} {e,aB%}
\ //
2
3 2
{e}
Q(w, V/2)
/ 2
2
2
Q(w) Q(V2) Qwv/?2) Q(w?V/2)
3 3
2 3
Q

Necht E C F je rozsifeni pole F. Ozna¢me LL[F, E] svaz podpoli E obsa-
hujicich pole F.

Véta 14.8 (Fundamentdln{ véta Galoisovy teorie). Nechf F je pole charakte-
ristiky 0 nebo konecné pole. Jestlize E je rozkladové pole néjakého polynomu z
F[z], zobrazeni ©: L[F, E] — Sub(Gal(E/F)) s predpisem K — Gal(E/K) je
antiizomorfismus svazu splriugict ndsledujici viastnosti:

(1) dim[E : K] = |Gal(E/K)| a dim[K : F] = [Gal(E/F) : Gal(E/K)].

(2) Jestlize K je rozkladové pole néjakého polynomu z F|x], plati Gal(E/K)<
Gal(E/F) a Gal(K/F) = Gal(E/F)/ Gal(E/K).

(3) K = Ecai(g/K), pole fizované Gal(E/K) je K.

(4) Jestlize H < Gal(E/F), plati H = Gal(E/Eg). Grupa automorfismi
fizxujici Ey je H.
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Priklad 14.9. Nechf w = cos(27/7) + isin(27/7). Uvazujme pole F = Q(w).
Urcete svaz poh’ (Q, E).

Ziejmé w” = 1, proto Q(w) je rozkladové pole polynomu z” — 1 € Q[z].
Muzeme aplikovat vétu 14.8. Automorﬁsmus a:w — w? mi fad 6, proto
|dim(E : Q)] = |Gal(E/Q)| > 6. Plati 27 — 1 = (z — 1)(a® + 25 + 2* +
23+ 224+ 2+ 1) a w je kofen. Proto dim(E : Q) < 6. Proto Gal(E/Q) = (a)
je cyklickd grupa Fddu 6. Nyni jiz snadno identifikujeme svaz (Q, E). Pole E
obsahuje piesné dvé vlastni rozsfieni, které jsou fixovanymi poli podgrup (a?)
a (a3). S trochou ndmahy je mozné uréit tyto pole explicitné. Podle véty 14.8
potiebujeme nelézt podpole fixované a? a o?. Pole fixované o? je Q(w + w™1),
pole fixované a? je Q(w? + w® + w°).

14.2 Resitelnost polynomickych rovnic v radikalech

Kubicky polynom 23 + bz + ¢ = 0 m4 t¥i koteny: A+ B, —(A + B)/2 + (A —
B)v/-3/2,a —(A+ B)/2 — (A — B)v/—3/2, kde

3 2 B s/ —¢ b3 2
TVt A PE N Vet

Kofeny tedy muzeme vypocitat z koeficientii b a ¢ pouhym pouzitim aritme-
tickych operaci a operaci odmocnovéani. Takovému feSeni rovnice f(x) = 0
fikdme feseni v radikélech.

Definice 14.10. Nechf F je pole a necht f(x) € F[z]. Rikdme, ze f(x) je

fesitelny nad F v radikdlech, jestlize se f(x) rozklddd v néjakém rozsiteni
k

F(ay,...,a,) a existuji pfirozend &isla ky, ..., k, takova, ze a’fl € F,a" €
F(ay,...,a;—1) proi =2,...,n.
Piiklad 14.11. Polynom f(z) = 28—3 € Q[z] ma kofeny v/3, v/3w, v3w?, ..., v3w",

kdew = cos(27r/8)+isin(27r/8) Polynom f(z) se tedy rozklad4 v poli Q( \[ )
Protoze (\8/3)8 =3€Qawd®=1€QcC Q),je f(z) fesitelny v radikalech.
Kofeny se daji prepsat do tvaru

if\ﬁvf¢<“+%2>¢%§{2>

Véta 14.12. Necht F je pole charakteristiky O a necht E je rozkladové pole pro
f(z) =a™ —a € Flz]. Potom Gal(E/F) je tesitelnd grupa.

Drikaz. Necht b je koten f(r) = 2" — a a necht w je primitivn{ kofen rovnice
" = 1. Pokud b = 0, je a = 0 a b je n-ndsobny kofen. V takovém piipadé
E =F a Gal(E/F) = 1. Proto déle predpokldaddme b # 0.

Pripad 1: F' obsahuje néjaky primitivni kofen w rovnice " = 1. Potom
véechny kofeny f(x) maji tvar bw’, kde i = 0,1,...,n — 1. Proto E = F(b).
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Déle pro automorfismus ® € Gal(E/F) plati 0 = ®(0) = ®(f (b)) = f(P(D)),
proto ® zobrazuje kofen na kofen a @ je jednoznaéné uréeny b — bw’. Oznaéme
®,;: b— bw'. Potom

04 (B) = By (bw) = bt = B (bw') = D1, (b).

Proto pro kazdé i, k € Z,, plati ;@ = &, P; a Gal(E/F) je abelovska.

Piipad 2. F' neobsahuje primitivni kofen rovnice z' = 1. Ziejmé i bw je
kofen f(x) aiw = wb/b € E. Proto F C F(w) C F a F(w) je rozkladové
pole polynomu z" — 1, kde kofeny jsou w?, i € Z,,. Jestlize v piedchozi tivaze
polozime f(z) = 2™ —1 a b =1, dostaneme, ze Gal(F'(w)/F') je abelovska.

Déle, E je rozkladové pole f(z) € F'(w) a F(w) obsahuje primitivn{ kofen
rovnice 2™ = 1. Podle pifpadu 1 je Gal(E/F(w)) abelovskd. Z véty 14.8(2)
vyplyvd, ze Gal(E/F (w))<Gal(E/F) a Gal(E/F)/ Gal(E/F (w)) & Gal(F(w))/F).
Potom fetézec 1 < Gal(E/F(w)) < Gal(E/F) je tesitelny.

O

Véta 14.13. Necht F je charakteristiky 0 a necht f(x) € F|x] s rozkladovim
polem E D F. Necht f(x) se rozklddd v poli F(ay,as,...,at), a exituji celé
¢isla n;, takové, Ze a™ € F, a}" € F(ai,...,a;-1), pro i = 2,...,t. Potom
Gal(E/F) je fesitelnd grupa.

Dukaz. Budeme postupovat indukei podle t.

Necht ¢t = 1. Z predpokladu vyplyvd, zZe existuje n; takové, ze al' =
a € F. Tedy a1 je kofen ™ — a. Nechf L je rozkladové pole pro z™ — a.
Ziejmé F C F(ay) C L. Z Veéty 14.8(2) vyplyvé, ze Gal(L/E) < Gal(L/F)
a Gal(L/F)/Gal(L/E) = Gal(E/F). Podle véty 14.12 je Gal(L/F) Fesitelna
grupa. Podle véty 10.14 je i Gal(L/FE) Tesitelnd, podle véty 10.15 je faktorova
grupa Gal(E/F) fesiteln4.

Necht ¢ > 1. Necht L je rozkladové pole 2 — a nad E a necht K C L
je rozkladové pole 2™ — a nad F. Potom L je rozkladové pole (2™ — a)f(x)
nad F a L je rozkladové pole f(z) polynomu 2™ — a nad E. Protoze F(a;) C
K, rozkladd se f(xz) nad K(ag,...,at). Z indukéniho piedpokladu je grupa
Gal(L/K) tesitelnd. Z véty 14.12 je Gal(K/F) ftesitelnd. Z véty 14.8(2) je
Gal(L/F)/ Gal(L/K) = Gal(K/F) fesitelnd. Z véty 10.19 je Gal(L/F’) fesitelna.
Potom z véty 10.14 je podgrupa Gal(L/FE) < Gal(L/F) fesitelna. Z véty 14.8(2)
je Gal(L/FE) < Gal(L/F) a faktorové grupa Gal(L/F)/ Gal(L/E) = Gal(E/F).
Podle véty 10.15 je Gal(E/F) fesitelnd. O

Poznamka 14.14. Plati i obricend implikace k vété 14.13: Nechf E je roz-
kladové pole pro polynom f(z) € Fl[z], char(F) = 0. Jestlize Gal(E/F) je
fesitelnd, je f(z) = 0 Tesitelnd v radikélech.

Poznamka 14.15. Je zndmo, ze kazd4d koneénda grupa je Galoisova grupa nad
néjakym polem. Charakterizace koneé¢nych grup, které jsou Galoisovymi gru-
pami nad Q, neni zndma. Neni ani znam piiklad koneéné grupy, ktera by nebyla
Galoisovou grupou nad Q.
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14.3 Neresitelny polynom stupné 5

Uvazujme polynom g(x) = 3z° — 15z + 5. Prvoéislo 5 déli vechny koefici-
enty s vyjimkou prvntho a 52 = 25 nedéli ¢y. Podle Eisensteinova kritéria je
g(z) ireducibilni nad Q. V nésledujici tabulce jsou hodnoty g(z) ve vybranych
celych éislech. Ze spojitosti g(x) vyplyvé, ze g(x) ma v otevienych intervalech
(—=2,-1), (0,1) a (1,2) tfi ruzné redlné koteny ay, as a as. Uvazujme derivaci
g'(x) = 152% — 15 = 15(2* — 1).

Tabulka 14.2: Hodnoty g(x)

9(=2) | g(=1) | g(0) | g(1) | 9(2)
—61 | 17 | 5 | —7 | 56

Pouzitim Euklidova algoritmu zjistime, ze g(z) a ¢'(x) jsou nesoudélné. Od-
tud médme, ze viechny kofeny g(z) jsou ndsobnosti 1. Dokazeme, ze g(x) ma
piresné 3 realné koreny. Necht g(z) m4 aspoii 4 redlné kofeny. Z Rolleovy véty
z kalkulu vyplyvd, Zze mezi kazdymi dvéma koteny g(x) se nachdz{ kofen ¢'(z).
Odtud, ¢'(z) = 15(2* — 1) m4 aspon 3 redlné koteny, ale derivace ma koteny
+1, 41i, dostavame spor. Tedy zbylé dva kofeny a4, as jsou vzajemné sdruzené
komplexni ¢isla a + bi, b # 0. Nechf K = Q(ay,as,as,as,as) je rozkladové
pole pro g(x). Vzhledem k tomu, ze g(x) je ireducibilni polynom stupné 5, plat{
dim[Q(a1) : Q] = 5 (véta 13.11). Z véty 14.8(1) mame 5 = dim[Q(a;) : Q] =
| Gal(Q(a1)/Q)|. Vzhledem k tomu, ze Gal(Q(a1)/Q) < Gal(K/Q), z Lagran-
geovy véty 5 déli | Gal(K/Q)|. Z definice Gal(K/Q) m4 akci na mnoziné kofenu
a Gal(K/Q) < Ss. Z Cauchyho véty Gal(K/Q) obsahuje prvek fédu 5. Navic
Gal(K/Q) obsahuje automorfismus ay = a + bi — a — bi = a5 a fixuje ostatni
kofeny. Podgrupa grupy S5 generovand transpozici a cyklem délky 5 se rovna
Ss. Proto Gal(K/Q) = S5 nenf fesitelnd. Podle véty 14.13 se koreny g(z) nedaji
nad Q vyjadrit v radikalech.

Cviceni
14.1. Urcete grupu automorfismu kone¢ného pole GF(4).

14.2. Nechf E je rozkladové pole polynomu z* 41 € Q[z]. Urgete Gal(E/Q. Najdéte
véechny podpole E. Najdéte automorfismy v Gal(F/Q fixujici Q(v2), Q(v/—2), Q(i).

14.3. Necht f(z) € F[z] je polynom stupné n a ai,as,...,a, jsou kofeny. Jestlize
K =Q(a1,az,...,an), je Gal(K/F) izomorfn{ podgrupé S,.

14.4. Urcete Galoisovu grupu polynomu f(z) = 2* — 10z + 21.
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